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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia e unicidade de solucao para o seguinte problema
hiperbdlico nao linear

U — Au+|ulf = f sobre Q x (0, Tp),
w=0 sobre T'g x (0, Tp), (1)
gu +h(u) =0 sobre I'; x (0, Tp),

v

onde €2 é um conjunto aberto limitado do R™ com fronteira I' constituida de duas partes
I'gel'y,comTyNIT; =0, p>1é&uma constante real e h : I'; x R — R é uma funcao
continua e fortemente monétona na segunda variavel.

A existéncia do problema acima serd feita utilizando o método de Faedo-Galerkin com
uma base especial para V N H2(Q), aproximacdes & Strauss de funcdes continuas e
teoremas de tracos para fungoes nao suaves. A unicidade serd obtida no caso em que
h = dp, onde 6 € WH(T'1), e p : R — R é uma funcio lipschitziana e fortemente
monotona.

Palavras-chave: Método de Faedo-Galerkin, Aproximacoes a Strauss, Equacao hiperbdlica,

Espaco de Sobolev, Teoria do traco.
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Abstract

This work we will study the existence and uniqueness of the solution to the following

nonlinear hyperbolic problem:

' — Au+|ul’ = f in Q x (0,Tp),
u=20 on I'g x (0,Tp),
%—Fh(-u'):O on I'y x (0,Tp)
ov ’ T

where () is a bounded open set of R™ with boundary I' consisted of two parts I'g and
I'y, with ToNT; =0, p > 1is a real constant and h : I'j x R — R is a continuous

function and strongly monotonous in the second variable.

The existence of the above problem will be done using the Faedo-Galerkin method with
a special basis for VN H?(£2), Strauss’ approximations of continuous functions and trace
theorems for non-smooth functions. The uniqueness will be obtained in the case where
h = 6p, where 6 € Wh*(I'1), and p : R — R is a Lipschitzian function and strongly

monotonous.

Keywords: Faedo-Galerkin Method, Strauss’ approximations, Hyperbolic equation, Sobolev

spaces, Trace Theory.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar o problema . Para tal, utilizaremos o artigo [25]
(Local solutions for hyperbolic equation), dos autores A. T. Lourédo, M. Milla Miranda, M. R.
Clark e H. R. Clark. Segundo [25], K. Jorgens estimulado por uma teoria nao-linear de campos
mésons introduzida por L. I. Schiff [43], em [I4] e [I5], iniciou uma cuidadosa pesquisa, de um

ponto de vista matemaético, de equacoes do tipo:

0%u S 12

Em particular, K. Jorgens em [I5] provou a existéncia e unicidade de solugbes para a equagao:

2
% — Au+ p?u+n*ul>u =0 sobre Q x (0, c0), )

onde € é um conjunto aberto limitado de R™ com fronteira I'. Esta equagao é do tipo (2) quando;

1
F(s) = p?s + 577252. (4)
Motivado pelos trabalhos K. Jorgens [14] e [15], os autores J.L. Lions e W. A. Strauss em [44]

iniciaram e desenvolveram um vasto campo de investigacao em equagoes de evolucao nao lineares.

L.A. Medeiros e colaboradores em [32] provaram a existéncia e unicidade de solugdes globais do

seguinte problema hiperbdlico nao linear:

' — Au+|ul = f sobre 2 x (0, 00),
u=0 sobre T" x (0, 00), (5)
u(z,0) = u’(z), ' (x,0) = u'(z) sobre Q,

onde p > 1 é uma constante real com restrigoes dadas por imersoes continuas em espacgos de

0 1

Sobolev e com valores iniciais u” e u* nao possuindo restri¢goes sobre suas normas.



Considerando que a fronteira I" de 2 é constituida de duas partes disjuntas I'y e I'; ambas com
medida positiva, tal que To N T = ), Mila Miranda e Medeiros estudaram em [33] a existéncia e

unicidade de solugao do problema:

u’(x,t) — p(t)Au(z,t) =0 sobre Q x (0, 00),
u(z,t) =0 sobre T’y x (0, 00),
ou , (6)
M(t)g + d(z)u'(z,t) =0 sobre I'; x (0, 00),
u(z,0) = u’(z), v/ (x,0) =u'(z) sobre Q,

onde v(z) é o vetor unitdrio normal exterior sobre z € T';.

No caso em que i > 0 é constante, a existéncia e unicidade de solugoes fortes globais para (@ foi
mostrada por Komornik e Zuazua [16], Quin e Russel [39] aplicando a teoria de semigrupo. Como
a condicao de fronteira do problema @ depende de pu(t), este método nao funciona. Por esta razao
M. Miranda e Medeiros [33] construiram uma base especial, de modo que o método de Galerkin

funciona bem com esta base. Para uma exposicao detalhada, ver [13].

A existéncia de solucées do problema @ com condicoes de fronteira nao linear foi conseguido,
utilizando a teoria de operadores mondtonos por Zuazua [16], Lasiecka e Tataru [I7], utilizando o
método de Galerkin por A. T. Lourédo e Mila Miranda [26].

Motivados por e @, A. T. Lourédo e colaboradores em [25] consideraram o seguinte pro-

blema hiperbdlico nao linear:

' — Au+ |ulf = f sobre Q x (0,Tp),
u=0 sobre I'y x (0, Tp),
7
gu + h(-,u') =0 sobre T'; x (0,Tp), )
u(z,0) = u’(z), ' (x,0) = u'(z) sobre Q,

onde € é um aberto limitado do R"™ com fronteira I' de classe C2, {T'g,I'1} é uma particio de T,
ambas com medida positiva, o NT; = () e h(z,s) (para € I'; e s € R) uma funcdo continua e

fortemente mondtona em s.

Nesta dissertacao, estudaremos a existéncia e unicidade de solucao para o problema como foi
feito em [25]. A mesma encontra-se dividida em 5 capitulos. No Primeiro capitulo, apresentaremos
um pouco da teoria das distribuigoes e dos espagos de Sobolev. Essas duas teorias sdo fundamentais

para o nosso objetivo.

O segundo capitulo , ficou responsavel pela teoria de traco. Essa teoria nos permite dar sentido

a restricao ur de uma fungao u : 2 — R a fronteira I' de .



O terceiro e quarto capitulo sdo baseados no artigo [25], onde estudaremos o problema de
existéncia de solugoes locais para a equacao hiperbdlica . Para isto, restringimos a fungao h a
dois casos, e a fim de usar imersoes do tipo Sobolev, restringiremos também o ntimero real p > 1. No
terceiro capitulo, serd tratado o caso em que h(zx,s) = 6(x)p(s), onde p é uma funcao lipschitziana
fortemente monétona e § é uma funcio em W1°°(T'y) tal que §(x) > dp, com Jy > 0. No quarto
capitulo, exigiremos apenas que h(z, s) seja uma funcao continua e fortemente monétona na variavel
s. Neste ultimo caso, impomos que os dados iniciais pertencam a uma classe mais regular do que

a exigida para o caso tratado no terceiro capitulo.

O quinto capitulo é um apéndice. O mesmo contém toda teoria matemdtica necessaria para
um bom entendimento das distribuicoes, dos espacos de Sobolev e da teoria de traco. Além disso,

neste ultimo capitulo, enunciaremos resultados classicos que serao usados nos demais capitulos.



Capitulo 1

Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Neste capitulo, apresentaremos os fatos mais relevantes a respeito da teoria das Distribuicao de
Schwartz e dos espacos de Sobolev. O matema&tico Russo Sergei Lvovich Sobolev, motivado pela

seguinte igualdade:

| @ @yis = | ia)ela)da,

onde u é uma funcao integravel e ¢ uma funcéo diferencidvel que se anula fora de um conjunto
compacto fixo K, define a nogao de derivada fraca e considera classes de funcoes integraveis que
possuem derivada no sentido fraco até certa ordem. Por sua vez, o matematico Laurent Schwartz
apresenta a teoria das distribuigoes. Esses objetos matemaéticos introduzido por Schwartz genera-

lizam a nocao de derivada pensada por Sobolev.

Este capitulo esta divido em cinco secoes. Na primeira secdo, apresentaremos o espaco das
funcoes testes. Essa classe de fungoes tem fundamental importancia na teoria das distribuicses.
Na segunda secao, definiremos o que se entende por distribuicao e apresentaremos suas principais
caracteristicas. Na terceira secao, estudaremos um classe especial de distribuicao que terd uma
utilidade especial no decorrer do texto. A quarta secao ficou responsavel por reunir os fatos mais
relevantes a repeito dos importantes espagos de Sobolev. Por fim, na quinta secao, estudaremos a

nocao de distribuicao vetorial, em particular, as fungoes vetoriais somaveis.

1.1 Espaco das Funcoes Testes

Nesta secao estudaremos uma topologia especial, a qual muniremos o conjunto das fungoes infini-

tamente diferencidvel e com suporte compacto. Esta topologia é de fundamental importancia para



definicao de uma nova nocao de derivada, a saber, a derivada distribucional.

Comegamos introduzindo algumas terminologias que sao utilizadas na teoria de distribuigoes.
Chamaremos de multi-indice, qualquer n-upla ordenada de inteiros nao-negativo. Para cada multi-

indice a = (a1, - -, vy ) associamos um operador diferencial,

N Hlel
D = g sendo,Ja] = o1+t

Para |a| =0, isto é, « = (0,---,0), D é o operador identidade. Definimos também a poténcia

xa

=" - xfn, onde z = (x1,- -+, Ty).
Definigao 1.1. Para cada compacto K C R", defina Dk = {f € C®(R"); supp(f) C K}.

Observagao 1.1. Quando K C Q, Dg pode ser identificado com um subconjunto de C*°(€)). Neste

caso denotamos Dy, := Dy(Q2).
Definiremos em C°(2) uma topologia que o torna um espago de Fréchet, e que o conjunto
Dk () seja um subconjunto fechado de C*°(€2) (munido desta topologia), sempre que K C .

Com efeito, devido ao Teorema (Vide, apéndice), podemos escolher uma sequéncia (K;);en

o

de conjuntos compactos, tal que K; C int(K;y1) e Q = U K;. Defina uma sequéncia de semi-
i=1

normas p; sobre C*°(2), considerando

pi(f) = mazx{|D"f(x)|; v € K; e |a| <i}, para cada i€ N. (1.1)

A sequéncia de seminormas acima, define uma topologia Lg, localmente convexa e metrizavel sobre

C>(Q). Além disso, para cada x € €, o funcional

5, :C®(Q) — R
[ — f(x)

¢é continuo em L.

Note que, Di(£2) é a intersegao dos nucleos destes funcionais, com x variando sobre o comple-

mentar de K. Isto é,

Portanto, Dg () é fechado em C*°(2).



Por outro lado, podemos definir uma base local para Ly considerando a seguinte sequéncia de

conjuntos:

Bi:{fECOO(Q); pi(f)<1}, Vi € N. (1.2)

Afirmamos que C*°(2) munido da topologia Ly é um espago métrico completo. De fato, se
(fi)ien é uma sequéncia de Cauchy em C*°(2) e I € N é um ndmero natural fixo, entdo f; — f; € 3
para i e j suficientemente grande. Assim, |[D*f; — D f;| < % sobre K, se |a| < [. Dali, resulta que
(D*f;)ien converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de €2 para uma funcao g,.

Em particular, D°f; = f; — go. Assim, gg € C®(Q), go = D% e fi — go em Lo.

Portanto (C*°(Q2), L) é um espago de Fréchet (ver Definicao [5.34)), tal que cada D (), com

K C Q é um subconjunto fechado.

Observagao 1.2. Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Observe que,

U Dk (Q) = C5°(Q) ={f € C(Q); supp(f) € um conjunto compacto de 2}.
KcQ

Muniremos C§°(§2) com uma topologia especial que torna C§°(£2) um espago vetorial topolégico
localmente convexo. Veremos que essa topologia possui boas propriedades de convergéncia e con-

tinuidade, apesar de nao ser uma topologia métrica.
Defina a seguinte sequéncia de normas em C§°(€2)

llelli = maz{|D%(z)]; x € Qe l|a| <i}, VieN. (1.3)

As restri¢oes destas normas sobre o subconjunto Dg () (fixo), induz sobre o espago Dx(2)
a mesma topologia induzida pelas semi-normas p; definidas em (|1.1). Com efeito, note que para
cada K corresponde um inteiro ig tal que K C K; sempre que i > ig. Assim, ||¢|; = pi(p), se

¢ € Dk (€2). Como

lelli < llellivr e pilw) < piy1(p), sempre que i > ig,

as topologias induzidas por qualquer sequéncia de semi-normas mantém-se inalteradas se conside-
remos iniciando-se do indice ig. Estas duas topologias de Dg () coincidem. Portanto, temos a

seguinte base local

1
5= {0 e ol <1}



Denotemos esta topologia por 7x.

As normas em (1.3) podem ser usadas para definir uma topologia métrica localmente convexa

sobre C§°(£2). No entanto, esta topologia apresenta a desvantagem de nao ser completa.

A seguir, definiremos outra topologia localmente convexa em C§°(€2), a qual denotaremos por

L. Esta topologia ndo é metrizavel.

Definigcao 1.2. Definimos a topologia L do limite indutivo como sendo a cole¢do de todas as unides

de conjuntos da forma o +W = {p+ 1, v € W}, com ¢ € C§°(Q2) e W € 3, onde
B={W C C5°(Q), W é convexo balanceado e D NW € Tk para todo compacto K C Q}.

Teorema 1.1. L é uma topologia sobre C5°(2) que o torna um espago vetorial topologico localmente

convexo e 3 € uma base local para L.

Demonstragao. Ver [41], pdgina 152. O

Definicao 1.3. Definimos o espa¢o das fungoes testes como sendo C§°(2) munido da topologia do

limite indutivo L, o qual denotamos simplesmente por D(Q2) = (C§°(Q2), L).
Teorema 1.2. (a) Um conjunto convexo balanceado U € D(QY) € aberto se, e somente se U € [5.
(b) A topologia T coincide com a topologia de subespago que Dg () induz sobre D(Q).

(c) Se E é um subconjunto limitado de D(R2), entao E C Di(Q) para algum K C §, e existem

numeros reais M; < oo tal que

lelli < M; VoeE e VieN

(d) Se (i)ien € uma sequéncia de Cauchy em D(R2), entdo (¢;)ien C D (2) para algum compacto
KcQ, e

lim |jp; — ¢4l =0, VIeN.
—00

),

(e) Se p; — 0 em D(R), entdo existe um compacto K C  tal que, supp(p;) C K e a sequéncia
(D%p;)ien converge uniformemente para zero sobre K, qualquer que seja i € N e o multi-

indice a.

(f) Em D(Q), toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Demonstragao. Ver [41], pagina 153. O



1.2 Distribuicao

Na secao anterior, estudamos as principais caracteristicas do espago vetorial topolédgico D(£2), bem
como a estrutura dos seus abertos. Nesta se¢ao, estudaremos os funcionais lineares sobre C5°(€2)

que sao continuo com relacao a topologia £ do limite indutivo, isto é, funcionais lineares continuos

sobre D(2).
Iniciaremos definindo o que se entende por distribuicao.

Definigao 1.4. Chama-se distribuicdao, todo funcional linear continuo T : D(2) — R. Definimos

por D'(Q) o espaco vetorial de todas as distribuicoes.
Teorema 1.3. Sejam Y um espago vetorial localmente convero e T : D(Q2) — Y uma aplicagdo
linear. As sequintes condi¢des sdo equivalentes

(a) T é continuo;

(b) T € limitado;

(c) Se ¢; — 0 em D(R) entdo, T(p;) — 0 em Y;

(b) Para cada Compacto K C ), a restricio de T a Dk (S2), Tip,. (o) € continua.

Demonstragao. Ver [41], pdgina 155. O

Teorema 1.4. Seja T : D(Q2) — R um funcional linear. As sequintes condigées sao equivalentes

(a) T € D(Q);
(b) Para cada compacto K C ) existe um inteiro nao negativo i e uma constante C' > 0 tal que

(T, )| < Cllglli para cada ¢ € Dk (L)

Demonstragao. Ver [41], pagina 156. O

Exemplo 1.1. Sejau € L} (). Entdo,

loc



€ uma distribuicao. De fato,

(Tuvg1+ Aps) = /Q u(@) (1 + Apa)da = /Q u(a) g (2)d + A /Q u()pa(x)da

= <Tu7(101> + )‘<Tu7802>7 VSDDSOQ € D(Q) e VA e Ra

o que prova a linearidade. Para mostrar a continuidade, usaremos a caracterizacao do Teorema

[I.4 Com efeito, para cada compacto K C 2 temos,

[(Tu, 0)| =

/Qu(x)go(x)dx
< ([ @ide) - mar(io@); 2 < )
— ([ 1utalias) - ello, Ve € D)

< [ @l e@ids = [ ju@)- lp@)da

Exemplo 1.2. Munindo o espago vetorial D'(Q)) das distribui¢oes com a topologia fraca™®, obtemos

a sequinte imersio continua L}, () < D'(Q2). Com efeito, defina

T:LL.(Q) — D'(Q)

u — T

Segue do Exemplo que T estd bem definida e é linear. Além disso, T € injetiva. De fato,
seja u,v € L}OC(Q) tais que T,, = T, entdo para cada ¢ € D(QY) temos,
[ wte)ota)dn = [ vtz
Q Q

logo,

/Q[u(ac) —v(z)]p(z)de =0, Ve e D)

e portanto, pelo Lema de Du Bois Raymond (Teorema , seque que u = v, q.t.p. em Q. Assim,

u=v em L}, ().

Por esta razdo, identifica-se a funcdo u € L}OC(Q) com a distribuicao T, por ela definida e diz-se

a distribuicao u ao invés de T,,. Uma vez feita essa identificacdo, temos Li,.(Q) C D().

Finalmente mostraremos que a imersao € continua. Para isso, sejam (u;)ien C Li.(Q) e

u € LE () tal que u; — u em L}

loc loc

(Q). Dai, para cada compacto K C Q e para cada € > 0 dado,

ezxiste ig € N tal que

/ lui(x) —u(z)|de < e, sempre que i > ig.
Q
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Portanto,

|<Tui — Ty, 90>| =

/ () — ()| de
Q

< /Q fus(w) — u(@)] - [(x)|da

IN

max |o(x i(x) — dr < max |p -E.
xeaK’ ( )’/ |ui(z) — u(z)] IeaK’ (z)| e
Assim, T, — T, em D'(Q).

Observagao 1.3. Ezxistem distribuicoes que ndo sdo definidas por funcgoes localmente integrdveis.

De fato, para cada xg € §2, defina
0z : D(2) — R
© — go(l‘o).

Inicialmente mostraremos que 05, € uma distribuicio. Com efeito,

(0o, 01+ Ap2) = (1 + Ap2)(@0) = ¢1(x0) + Apa(xo)
= <5:B05 901> + )\<5zm 902>> VSD1, Y2 € D(Q) e VA e R,

provando a linearidade. Mostraremos a sequir a continuidade,

(920, 0] = lip(@o)| < max|p(z)] = llello, Vo € D(Q).

Finalmente, mostremos que a distribuicao oy, nao é definida por uma fungao localmente in-

tegrdvel, isto €, nao existe u € L}OC(Q) tal que,

/Q u(@)p(z)dz = p(zo), Ve € D).

Suponha que ezista. Dada uma ¢ € D(Q) arbitrdria, considere a aplicagio & € D(RY), definida

por, £(x) = |l& — xo||¢(z). Pela hipdtese de absurdo, temos
JRICECIEEEY
isto €,
[ w@le =zalota)dz = 0. vo e D)

e, pelo Lema de du Bois Raymond segue que |z — zo||u(z) =0 g.t.p em Q, logo u =0 q.t.p. em Q,
e assim p(xg) = 0 qualquer que seja ¢ € D(Q) o que é um absurdo. Portanto, L} () € D'(Q).

loc

A distribui¢ao 6., € chamada delta de Dirac concentrado no ponto xg.
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Observagao 1.4. Existem sequéncias de fungdes localmente integrdaveis que converge para uma
distribuicio T em D'(Q), mas o seu limite T nao pode ser definido por uma fung¢ao localmente

integrdvel. Com efeito, seja p : R™ — R a fung¢ao definida por

1
exp| ———= |, se |z| <1
iy ={ o (=) o el
0, se |z|]| < 1.

Prova-se que a sequéncia definida da sequinte maneira:

1 1
Cv™ exp (21> , se |zl < =
pu(z) = vl — v

0, se |z]| < =

-1
onde C' = </ p(x)dx) estd contida em L}

loc

(Q), e lim (py, ) = (do, ), Vo € D(R™). Isto é,

V—r00
py € LL.(Q), Vv €N e p, — &g em D'(R™).
Observagao 1.5. De forma geral, para 1 < p < oo temos a sequinte cadeia de imersoes continuas:

D(Q) — LY

loc(Q) — D,(Q)7 (14)
sendo cada inclusdo densa na segquinte.

Defini¢ao 1.5. Sejam T € D'(Q) uma distribui¢io e o um multi-indice arbitrdrio. A derivada

DT de ordem « de T ¢ definida pela sequinte expressao
(DT, ) = (-1)°AT, D), V€ D(Q).
Proposigao 1.1. O operador diferencial D* mapeia continuamente D(2) em D(2).

Observacao 1.6. Note que a formula D*DPT = DT = DPDT, qualquer que seja a distri-

buicao T e os multi-indices o e 3.

Proposicao 1.2. A derivada de uma distribuicdo é uma distribuicdo.

Demonstragao. Sejam T € D'(Q) e o um multi-indice. Defina,

D*T:D(Q) — R
p — (—DlUT, D).

Da proposicao segue que DT estd bem definida. O fato de ser linear decorre de forma
imediata da linearidade do operador derivada para fungoes infinitamente diferencidveis. Provemos

a continuidade.
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Como T € D'(2), para cada compacto K C 2 existe um nimero inteiro nao negativo ng e uma

constante real C tal que [(T, p)| < C|¢lln, qualquer que seja ¢ € Dg (). Logo,
(DT, ¢)| = |(=1)I*KT, D*@)| = (T, D*¢)| < CIID*¢llns < Clléllngtia)s  © € Drc(R),

uma vez que,

ID%¢llny, = max{|D’(D%p(x))|; |B] < no} = max{|D**p(z)|; |B] < no}
N e
< meas%c{\DﬁJra@(xﬂ; 1B+ al <ng+ |}
X

O]

Observagao 1.7. A proposicio 1.2, garante que o operador D* mapeia D'(Q2) em D'(Q). Além

disso, se munirmos D'(Q2) com a topologia fraca®, pode-se mostrar que o operador

D*:D(Q) — D(Q)
T — DT

é linear e continuo.

Observagao 1.8. A derivada de uma distribuicdo definida por uma funcdo localmente integrdvel
ndao € necessariamente identificada com uma funcdo localmente integravel (Ver Exemplo a se-
guir). Este fato motivard a defini¢io de uma classe relevante de espagos de Banach, denominadas

espacos de Sobolev.

Exemplo 1.3. Seja u a funcdo Heaviside definida por

1, se >0
0, se z<0°

Ela € localmente integrdvel, mas a sua derivada v’ no sentido das distribuicoes ndo é localmente

integrdvel. Com efeito,

W) = —Lug)=— /R u(a)p(x)dz = - / " ¢(a)da =~ Jim s
= = lim [p(t) = 0(0)] = ¢(0) = (0o, ), Ve € D(R).

Logo, u' = 6y que ndao é uma distribuicao definida por uma funcdo localmente integrdvel como foi

visto na Observagdo [1.3
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Observacao 1.9. Observamos que, se u € C™(R™), para cada multi-indice « < |m|, a derivada
D%u no sentido das distribuicoes é igual a derivada de u no sentido cldssico, isto é, DT, = Tpay,.
Com efeito, para cada multi-indice |¢| < m, integrando por partes, tem-se

(Tpew, p) = Du(z)p(z)dr = (1)1 [ u(z)D(x)dw
R» R

= (1T, D) = (D°T,,, ), Vg € D(R").

A Definicao[1.5, foi baseada na igualdade integral da férmula de integragdo por partes.

1.3 Espaco de Schwartz e Distribuicao Temperada

Na secao anterior estudamos as distribuictes e definimos uma nova nogao de derivada, a derivada
distribucional. Nesta se¢ao, definiremos transformada de Fourier, espaco de Schwartz e distribuicao
temperada. Esses conceitos sao ferramentas relevantes para definicao de uma nova classe de espacos

de Hilbert, a saber, os espagos H*(2), onde s é um nimero real ndo negativo.
Iniciaremos esta secdo definindo a transforma de Fourier de uma funcio em L'(R").

Definigdo 1.6. Seja u € LY(R"). Definimos a transformada de Fourier de u, como sendo a

sequinte funcao

u:R" — R
Yy — e~ 2 @Yy () da,
]Rn
n
onde i = —1 e (z,y) = Z:L"jyj € o produto interno usual em R™.
j=1
A transformada de Fourier de uma funcdo u € L'(R™) estd bem definida. Com efeito,

)| = / e 2R y (o) de

< / \672”@"“)\ Nu(x)|de = / lu(x)|dz = [|ul| L1 (gny < o0
n Rn

No que segue, definimos o que entendemos por espago de Schwartz.

Definicao 1.7. O espag¢o de Schwartz ou espago das funcgoes rapidamente decrescente, que deno-
tamos por S, € o subespago vetorial formado pelas fungoes ¢ € C°(R™) tais que
lim [l D*p(x) = 0,

[l]| o0

qualquer que sejam o inteiro nao negativo j e o multi-indice .
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Exemplo 1.4. O conjunto das fungées infinitamente diferencidveis e com suporte compacto, C§°(R™)
¢ um subconjunto do espago de Schwartz. Com efeito, seja p € C§°(R™). Entdo, existe um com-
pacto K C R™ tal que supp(p) C K. Consideremos uma constante v > 0 tal qual K C B,(0).
Assim, se £ € um ndmero real positivo, j um inteiro ndo negativo e o um multi-indice arbitrdrio.

Entao
||| DYp(x)] = 0 < &, sempre que ||z > r.
Logo,

lim ||z|]! D%p(z) = 0, isto é, ¢ € S(R™).

[[]| =00

Observagao 1.10. Sdo vdlidas as sequintes caracterizagoes:

(a) p €S & |z|/DY(z) € limitada em R" quaisquer que sejam o inteiro ndo negativo j e o
multi-indice «.

(b) peS < | l”1m [£¥DPp(x)] = 0 quaisquer que sejam os multi-indices o e 3.
T||—00

Ver [5], paginas 51 e 52.

Observagao 1.11. Prova-se que o produto de funcoes em S pertence a S. Além disso, D%p € S

quaisquer que sejam a func¢do ¢ € S e o multi-indice «.

A seguir, introduziremos uma topologia em S que o torna um espago de Fréchet. Defina a
seguinte familia de semi-normas sobre S:
o
Pm,j(¢) = max sup (1 4 [|z[|")[D%(z)],
la|<m zeRn

onde j e m sdo inteiros nao negativos.

A caracterizacao (a) da Observagao garante que a familia acima estd bem definida. Esta
familia enumeravel de semi-normas define uma topologia metrizavel e localmente convexa em S.
Além disso, pode-se provar que o espago S munido da topologia definida acima é completo (Ver
[41], pagina 184). Assim, uma sequéncia de fungoes (¢, ),en converge para zero em S se, e somente
se, (14 ||lz/|?)|D%p(x)| — 0 uniformemente em R", quaisquer que sejam o inteiro positivo j e o

multi-indice a.

Sempre que mencionarmos o espago de Schwartz, S, fica subentendido que estamos munindo-o

com a topologia descrita acima.
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Proposicao 1.3. Se 1 < p < oo, entao a imersio S — LP(R™) é continua. Para 1 < p < oo,
temos que S(R™) é denso em LP(R™). Além disso, C§°(R™) é denso em S.
Demonstragao. Ver [5], paginas 55 e 56. O
Proposicao 1.4. Seja ¢ € S. Entao ¢ € S e o operador 1 : S — S, definido por ¥(p) = ¢ €
linear e continuo.
Demonstragao. Ver [5], pdgina 64. O
Teorema 1.5. (Plancherel) Ezxiste uma unica bijecdo isométrica

P: L*(R") — L*(R")

tal que P(p) = @, para todo p € S.
Demonstragao. Ver [5], pdgina 68. O

Para uma exposigao mais detalhadas das afirmagoes feitas nesta segdo até o momento, ver [5],

Capitulo 1, Segao 5 ou [29], Capitulo 1, Secao 3.

Observacao 1.12. (Transformada de Fourier em L?) Se v € L'(R") N L?(R"), entdo u €
L?(R™). Além disso, de Plancherel (Teorema , decorre que |[ulr2(q) = [[ullp2(q)- Por outro
lado, se f € L*(R"), existe uma sequéncia de funcdes testes (u,)yen C CSO(R™) € LYR™)N L3 (R™)
tal que || f — wy|l2@gny = 0. Logo, (u,)yen € Cauchy em L*(R™), e portanto (U, )ven € Cauchy em
L?(R™). Assim, podemos definir f=1lima, em L2(R™).

No que segue, definimos o que se entende por distribuicao temperada.

Definigao 1.8. Uma distribuicdo temperada é uma funcional linear e continuo T : S — R sobre o
espaco de Schwartz. O conjunto das distribui¢oes temperadas munido da topologia fraca™ é denotado

por S’.

Exemplo 1.5. Qualquer fun¢ao u € LP(R™) onde, 1 < p < oo, define uma distribui¢ao temperada.
De fato, considere
T,:S — R

© — u(z)p(x)de.
RP
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Se 1 < p < oo, seja q um numero real tal que % + % = 1. Entao, para cada j > 2%, temos
(1+[|l=[*)™ € LI(R™).

Logo, pela desigualdade de Holder para fungoes em LP,

/Rn(l + |22V e(@)] - [u(@)] - (1 + o|*) 7 de

sup L+ [12]%)7 - o(@)] - Nl ogny - 1L+ [2]1%) 7 || Logn)-
xT n

(T, )]

IN

IN

Da desigualdade acima, seque que, se (py)yeny C S € @, — 0 em S, entao (T, p,) — 0, 0 que

prova que T,, € §’. Além disso, a aplicagdo

T:IPRY) — &

u — Ty
€ linear continua e injetora. Mostraremos apenas a continuidade.
Se p=1, entao
[(Tu, ©)] < [l Lo mny - lull L1 gy
No caso em que p = oo. Para j > 5 temos,
(T, )| < sup (L 112 1%) - @(@)] - [[ull oo ey - 1L+ 2017 [ 21 -
Da Proposigio[I.3 e do exposto acima, temos

S— LP(R") - &', para 1<p< oo

Para maiores detalhes sobre distribuigdes temperadas vide, [5], Capitulo 1, Se¢ao 6 ou [29],

Capitulo 1, Secao 3.

1.4 Espacos de Sobolev
O matematico russo Sergei Lvovich Sobolev, definiu uma nocao de derivada para fungoes integraveis
da seguinte maneira:

Uma funcao u € LP(2) possui derivada fraca se, e somente se, existem fungoes g1, - - -, g, € LP(Q)

tais que

[ [ g @iptarin
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Essa nocao de derivada coincide com a descrita na Definigado [1.5] no caso em que consideramos
fungoes localmente integraveis. Na segao vimos que uma fungao em LP()) possui derivadas
de todas as ordens no sentido das distribuigoes e que essas derivadas nao sao necessariamente uma

funcao em LP(2). Por exemplo, uma funcdo localmente integravel pode nao possuir derivada fraca
em L}, .(Q) (ver Exemplo .

Nesta secao, estudaremos a colegao das funcoes LP(€2) tais que suas derivadas distribucionais sao
fungdes em LP(Q). Essa cole¢ao define um importante espago de Banach denominado por espago de
Sobolev. Além disso, definiremos o espaco dual de um subconjunto dos espacos de Sobolev, o qual
possui restricoes de seus elementos, imersas continuamente no espaco das distribuicoes. Por fim,

enunciaremos importantes resultados de imersoes e definiremos os relevantes espacos de Sobolev

Fraciondrio, H*(R").

Definicao 1.9. Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto, m um inteiro ndo negativo e p um numero
real estendido tal que 1 < p < oo. Definimos por espago de Sobolev (denotamos por W™P(Q)),
o espago vetorial de todas as funcgioes u pertencentes a LP(S2) tal que D*u pertence a LP(2), para

cada multi-indice |a] < m, isto é,
W™mP(Q) ={u e LP(Q); D% € LP(Q), e |a] < m}.
Para 1 < p < o0, defina

I lwmp) : WHP(Q) — R

3=

w — ulwmo@ = | 3 1D%ul?, 0

laj<m

Para p = oo,

I llwmooe ) - W™(Q) — R

u > ullmee () = agﬁHDau”Lm(Q)

A fungao definida acima define uma norma para o espaco de Sobolev, WP(Q), tal que 1 <

p < 0o. Mostraremos esta afirmacao apenas para o caso em que 1 < p < co.

E facil ver que |ul[ymp@) > 0 para cada u € W™P(2) e que |Jullymnp) = 0 se, e somente
se, u = 0. Também ¢é de verificagao imediata que [[Aullym.p) = [A - [[ullwmp(q), para cada u €

W™P(Q) e para todo A € R. Provemos a desigualdade triangular. Com efeito, pela desigualdade
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de Minkowski (Proposigao [5.26)) para fungoes em LP e para niimeros reais, temos

YoMt o)l | < | Do IID%llie) + D] o))

|u + v||wmp @)

la|<m loe|<m
P P
< [ Sl | [ XS 1D | = Tl + [olwma.
la|<m la|<m

Proposicao 1.5. O espago de Sobolev W™P(Q), munido da norma definida acima é um espaco de

Banach.

Demonstragao. Seja (u,),eny uma sequéncia de Cauchy em WP (). Provemos que (uy)yen con-
verge para uma fungao u € W™P(Q2). Com efeito, como (u,),en é Cauchy, dado qualquer niimero

real € > 0, existe vy € N tal que
— p >
|| uw UMHWWW(Q) <&, sempre que U, [ > V.
Portanto, para cada multi-indice « tal que |a| < m, temos

D%y = Douyllygy < Y 1D = Dunll,q
la|<m

= lu, — uu||€vm7p(m <&, sempre que U, u > U,

e, portanto, (D%, ),cn € uma sequéncia de Cauchy em LP(Q2). Como o espago LP(Q2) é completo,

para cada multi-indice |o| < m, existe uma fungao u, € LP(Q2) tal que D%u;, — uq em LP().

Note que, D%uy = u, para cada multi-indice || < m. Com efeito, como vimos acima, D%u,, —
ue em LP(Q) C D'(2), em particular, D%u;, = u, — ug em D'(Q). Assim, D%, — u, e, pela
continuidade do operador derivada, D%u,, — D%y em D'(f2). Portanto, da unicidade do limite em

D'(Q), segue que DYy = g

Afirmamos que u, — ug em W™P(Q). De fato, dado um nimero real £ > 0 arbitrério, existe

v € N tal que

||D°‘u,,—Dau0||1£p(Q) <= , sempre que UV > Ug,.
21
|a|<m
Portanto,
1Dy = D*uo |Gy = > 1Dy = Dug|l},q) < & sempre que v > max {va}.

la<m
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Logo, u, — uy em W™P(Q)), e portanto, segue o afirmado.

O

Observacao 1.13. No caso particular em que p = 2, escrevemos W™2(Q2) = H™(Q). O espaco

H™(Q) é um espago de Hilbert quando munido do produto interno dado por
(u, V) gm(Q) = Z (D%u, D*v)12(q), Yu,v € H™(Q).
la|<m

Observagao 1.14. Quando m = 0 tem-se WOP(Q) := LP().
Observagao 1.15. D(Q) — W™P(Q). Com efeito, defina
T:DQ) — W™P(Q)
Y = .

Por defini¢ao, T € linear. Mostraremos que T € continua. Seja (o), en uma sequéncia de fungoes
em C§°(Q) tal que

wy — 0 em D(Q).

Entao, existe um compacto K C Q tal que supp(p,) C K e D%p, — 0 uniformemente em K,

qualquer que seja o multi-indice o. Portanto, para cada € > 0 dado, existe um v, € N tal que
|D%py ()| < e, para todo x € K, sempre que n > Ug.

Assim, para 1 < p < oo em € N, temos

p p P

el = | 3 10%ull | = | X [ 0%l | < | 3 e meamr |

laf<m la|<m laf<m

sempre que n > max{vy} (Ver Teoremall.3).

Quando p = 0o, o resultado seque de maneira andloga.
Observacgao 1.16. Combinando a Proposigdo (Vide Apéndice) com a Observagao temos
que D(Q) € denso em LP(QQ), onde 1 < p < oco. Além disso, W™P(Q) — LP(Q), uma vez que
lull ) < llullwm.rq)-
Definicao 1.10. Sejam Q C R™ um conjunto aberto, m um inteiro ndo negativo, p um numero
real estendido tal que 1 < p < 0o e um numero real estendido ¢ > 1 tal que % + % = 1. Defina,

m oo TV T™P(Q)
Wy = cr@)” .
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Quando p = 2, escrevemos H'(Q2) := WS”’Q(Q).

Além disso, representa-se por W~"-9(Q) o dual topoldgico forte [Wy"") de WP (Q) (topologia
induzida pela norma de W™P(Q)). O dual topoldgico de HJ*() € representado por H™™ ().

Proposigao 1.6. Se u € W™P(Q) possui suporte compacto contido em 2, entdo u € Wy*(Q).

Demonstragao. Ver [5], pdgina 84. O

Observacao 1.17. Observamos que para 1 < p < oo, temos WOP(Q) = LP(Q) = Wg’p(Q), uma
vez que C§°(Q2) € denso em LP(Q)) quando 1 < p < oo (ver apéndice, Proposi¢ao . Além disso,
Wy (Q) — W™P(Q) < LP(Q).

Teorema 1.6. O espago W™P(Q) ¢é separdvel, para 1 < p < 00. Sel < p < 00, 0 espago WP ()
€ reflexivo.

Demonstracdo. Ver apéndice, Observacao e a referéncia [5], pagina 92. O
Proposicao 1.7. Seja (¢,)ven uma sequéncia de fungoes testes tal que ¢, — 0 em D(Q2). Entao

o, — 0 em W"P(Q).

Demonstragao. Como ¢, — 0 existe um compacto K C Q tal que supp(¢,) C K qualquer que seja

v € N. Além disso, D%p,, — 0 uniformemente em K quaisquer que seja o natural v e o multi-indice

a. Logo,
lolymney = 3 D% @ e = X [ 10%0@Pde= 3 [ (D% @)Pds
|a|<m la|<m Q |a|<m K
< Z sup | D%, (x)|P - med(K).
|a‘§mx€K

Como para cada v € N e cada multi-indice o, D%, — 0 uniformemente em K, segue que

Z sup | D%, (x)|P — 0, logo Hgo,,H];Vm’p(Q) — 0. Isto é, ¢, — 0 em W™P(Q). O

la|<m zeK

Corolério 1.7. Se T '€ W=™4(Q), entdo Tip(y : D(2) — R € uma distribuigao.

Demonstragao. Seja (¢u)ven uma sequéncia de fungoes testes tal que ¢, — 0 em D(2). Da

Proposicao segue que @, — 0 em Wi"P(Q). Portanto (T',¢,) — 0, logo Tipy € D'(2). O
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Proposigao 1.8. A aplicacado,

T W mI(Q) — D(Q)

€ linear injetiva e continua.

Demonstragdo. A linearidade é de fécil verificacao. Mostremos a injetividade. Sejam 717,75 €
W=4(Q) tal que Y(T1) = Y(T3), isto é, (T1)pia) = (T2)p(). Entao dado u € Wi""(2) existe
uma sequeéncia (¢, ) ey C D(2) tal que ¢, — u em W™P(Q), e, pelo fato de (11, ¢,) = (1%, ¢u),

tem-se
Um(Ty, ) = (Th,u) = (T, u) = im(Ts, p,) = (T, u).
Logo, 11 = T5, o que prova a injetividade da Y. Resta mostrar a continuidade.

Seja (T)peny C W™™4(§2) uma sequéncia tal que 7, — 0 em W™"9((). Assim, a sequéncia de

numeros reais,

I _ (T, u)]
WD =ty oy Tl ’
ueWmP(Q)/{0} IIUl[[wm.r(Q)

tende para zero. Portanto, (T,,u) — 0 para cada u € W(;n P(Q)). Em particular, para cada fungio
teste p € D(Q). O

Devido a Proposicao temos

WmQ), e D(Q),

Ip(e)

onde W~™4(Q) ; T e W=™19(Q)}.

lpy — {T\ D(Q)

Observagao 1.18. Sempre que mencionarmos a distribuicio T € W™"9(Q), fica subentendido
que estamos considerando a restri¢do T|D(Q).

Para finalizar a se¢@o, enunciaremos alguns resultados importantes de imersées de Sobolev.

Proposicao 1.9. (Desigualdade de Sobolev) Seja p um nimero real tal que 1 < p < n. Entao,
para toda ¢ € C§°(R™), tem-se:
(n —

1 1)p — 1
ol pamny < ———— D;o|lpprny, onde —=
loll Laen) < — JZ:;H i@l Lo (e .

11
p n
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Demonstragao. Ver [5] pagina 132. O

Definigao 1.11. Sejam m € N e 0 < A < 1. Consideramos o sequinte espago vetorial:

C™ANQ) == {u € C*(Q); max sup [Du() = D)\u(y)| <00,
‘O‘|§mx7éy ”x - y”

ckQ) = {u g v e C*(R™)}.

D - D*
A fungao definida por ||u||0m,)\(§) = max sup |D%(z)| + max sup| u(@) u(y)|’ para

B jol<m peRn ol<mazy o=yl
todo u € C™Q) é uma norma em C™ ().

O espa¢o C™ Q) munido da norma definida acima e das operagoes usais de funcoes, formam
um espago de Banach. Esse espaco € usualmente chamado de espaco das funcoes Holder continuas.

O espaco C%1(Q) € chamado espaco das funcées lipschitziana.

Proposicao 1.10. O espaco das funcées Holder continuas, C™*(Q) é Banach.

Demonstragao. Ver [9], pagina 241 ou [§], pagina 15. O

Teorema 1.8. (Imersées de Sobolev) Seja m € N.

(a) Se mp < n, entdo W™P(R") — L4(R"), onde % = % -,
(b) Se mp =mn, entiao W™P(R") — L1(R™), para todo q € [p,+00).
(c) Semp>n ek € um mimero natural tal que k <m — " <k + 1. Entdo,

W™P(R™) — CFA(R™),

0ndeO</\§m—k—%, sem—k—%<1, e, 0 <A<, secasom—k—%zl.

Demonstragao. Ver [5], pdginas 146, 152 e 166. O

No que segue, definiremos uma importante classe de espacos de Hilbert, a saber, os espacos de

Sobolev Fraciondrios H*(R").

Teorema 1.9. Para cada m € N temos:

H™R") = {ueS; (1+|z]*)a e L*R")}.
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Além disso, a func¢ao ((,))m : H™(R™) x H™(R™) — R definida por

(s 0))m = (L4 [[2l*) 2 @ (1+ |]*) 2 D) p2eny = /Rn(l +||zl*)"a(z)o(z)dz, Va0 € H™(R™)
é um produto interno sobre H™(R™) tal qual a norma por ele induzida € equivalente a norma
| | rm (rny usual do espago H™(R™).

Demonstragao. Ver [5], pagina 242. O

Motivados pelo teorema anterior, se define as seguintes classes:
Definicao 1.12. Para cada s € R tal que s > 0 defina,
HY(RY) = {ue & (1+ 2|57 € AR}
Proposicao 1.11. O espago H*(R™) munido do produto interno definido por,
((w,v)) s (rny = /Rn(l + [|2]*)* () o(x)de,  Vu,v € HY(R")

€ um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Ver [5], pagina 245. O
Observagao 1.19. Temos a sequinte imersao continua: H*(R"™) — L2(R™) (ver [5], pdgina 245).

Proposicao 1.12. Sejam s um nimero real nao negativo e um multi-indice o tal que |a| < s. A

aplicacao

D*: HY(R") — H* (R

v — D%

é linear e continua.

Demonstragao. Ver [5], pagina 252. O

Definigao 1.13. Para cada nimero real ndo negativo s, denotaremos o dual topoldgico de H*(R"™),

por

H(®") = [H(R")].
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Proposicao 1.13. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

H*={fe8; (1+|al’) 2 € L’R™)}, e

[f 1o my = (/ (1+ ||fv|!2)_s|f(x)l2dx> Ve TR,

R

Demonstragao. Ver [5], pagina 254. O

1.5 Distribuicao Vetorial

Nesta secao, definiremos a importante nogao de distribuicao vetorial. Estudaremos uma relevante
classe de funcoes vetoriais, a saber, o espaco LP(0,7; X). O mesmo é ambiente natural das fungoes
utilizadas no problemas de evolugao, onde consideramos fungoes u, com duas varidveis (tempo, ¢ e
posigao, ) tais que, a fungdo t — ||u(t)|| (onde, [u(t)](xz) = u(z,t)) seja integravel. Além disso,
veremos que as fungoes em LP(0,7; X), definem distribuigoes vetoriais e enunciaremos resultados

sobre esses espacos, que serao usados nos Capitulos [3] e

Comegamos estendendo as nocoes de mensurabilidade e integrabilidade para funcoes vetoriais.
Seja X um espaco de Banach e Y um espago de medida. Existe uma nocao de integral para funcoes
definidas em Y e tomando valores em X. Esta integral é chamada integral de Bochner. Para uma
exposigao completa deste assunto ver, Yosida [46], capitulo 5. Nos limitaremos a estudar o caso em
que Y = [0,7]. Isto é, fungoes do tipo f : [0,7] — X, onde T' é um ndmero real positivo e X é

um espaco de Banach.

Definigcao 1.14. Uma fungio ¢ : [0,T] — X, sendo X um espaco de Banach, é dita simples
quando seu conjunto imagem tem apenas um numero finito de elementos. Neste caso, podemos

escrever:

p(t) =Y X, (t)uy,

j=1
onde cada E; € um subconjunto Lebesque mensurdvel de [0,T] e cada uj € X.

Defini¢ao 1.15. Sejam X um espago de Banach e f :[0,T] — X wuma fun¢ao vetorial.

(a) f € dita fortemente mensurdvel, quando existe uma sequéncia de fungoes simples (on)nen, de

[0,T] em X, tal que o, (t) — f(t), g.t.p. em [0,T].
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(b) [ € dita fracamente mensurdvel, quando para cada ¥ € X', a aplicagao t — (U, f(t)) é

Lebesgue mensurdvel.

Definicao 1.16. Seja X um espacgo de Banach.

(a) Se p(t) = Z X, (t)u; € uma funcdo vetorial simples, definimos
j=1
T m
/ o(t)dt = Zmed(Ej)uj.
0 °
7j=1

(b) Dizemos que uma func¢dao vetorial f : [0,T] — X ¢é somdvel, se existe uma sequéncia de

funcgées simples (pn)nen, tal que

T
/0 lon(t) — F(£)||dt — 0.

Neste caso, escrevemos

T T
/ f(t)dt = lim on(t)dt.
0

n—oo 0

(¢) Se Ty € [0,T], definimos

To T
ftdt = [ 7)oz 0t
0

0
Teorema 1.10. (Bochner) Uma funcao fortemente mensurdvel f : [0,T] — X € somdvel se, e

somente se, a aplicagdo t — || f(t)|| é somdvel. Neste caso,

| s < [“isonae

Além disso, para cada ¥ € X', tem-se
T T
(w. [ sy = [ oo sy
0 0
Demonstragao. Ver Evans [9], pagina 650. O
A seguir, definiremos os espacos que representam o ambiente natural das solugoes do problema

proposto na Introdugao. Mais geralmente, das solugoes das EDP’s que representam fendémenos

evolutivos.
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Defini¢ao 1.17. Sejam X um espago de Banach e 1 < p < oo. Denota-se por LP(0,T;X) o
espaco vetorial das (classes de) funcoes f : (0,T) — X fortemente mensurdveis, tais que a
fungio, t— [[u(t)]| € L7((0,T)).

Munimos o espago vetorial LP(0,T; X) com a norma definida por
. :
oo = ([ 150 delxar) ", vr e 20.7:%) se 1 < p < o
0

[fllLe(0,m:x) = ess sup [[f(D)lx, feL>(0,T;X).
0<t<T

Definigao 1.18. Seja X um espago de Banach. Denota-se por C([0,T]; X), o espago das fungies

continuas f :[0,T] — X munido da norma da convergéncia uniforme, definida por

Ifllcoqoryxy = max [[f@)]x, Vf e C((0,T]; X).

0<t<T
Proposigao 1.14. Os espagos vetoriais LP(0,T; X) e C([0,T]; X) sdo Banach. Além disso, C([0,T]; X)
é denso em LP(0,T; X).

Demonstragao. Ver [47], pdgina 407. O

Corolario 1.11. Seja X um espago de Hilbert. Entdo o espago L*(0,T; X) é um espaco de Hilbert

quando munido do produto interno definido por

T
((Fs9) 20,75 :/0 ((f(t),9(t)))xdt, Vf,ge L*0,T;X).

Demonstragao. Ver [47)], pdgina 407. O

Proposicao 1.15. Sejam X e Y espagos de Banach. Se X — Y, entao L"(0,T; X) — LP(0,T;Y)
para todo 1 < p <71 < 0.

Demonstragao. Ver [47], pdgina 407. O

)

Proposicao 1.16. Seja X um espaco de Banach separdvel e 1 < p < oo. Entao LP(0,T;X) €
separdvel. Se X € reflexivo e 1 < p < oo, entao LP(0,T; X) € reflexivo.

Demonstragao. Ver [47], pdgina 407. O

Teorema 1.12. Seja X um espago reflexivo e separdvel. Entao [LP(0,T; X)) = L1(0,T; X'), onde

l<p<ooey+g=1 Além disso, [L'(0,T; X)) = L=(0,T; X).
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Demonstragao. Ver [47], pdgina 411. O

Definigao 1.19. Seja f € L'(0,7T; X). Dizemos que um vetor g € L*(0,T; X) € a derivada fraca

de f, e escrevemos g = [’ quando

T T
| ewswie=- [ o
0 0
para todo funcdo teste ¢ € D((0,T)).

Observacao 1.20. Observamos que, do conhecido teorema de Fubini-Tonelli (ver Folland, [10],

pdgina 67), se obtém a sequinte identifica¢do:
LP(0,T; LP(Q2)) = LP(X), onde X =02 x (0,T) e 1 < p < 0.

Definicao 1.20. Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < oo. Definimos o espaco de Sobolev
vetorial WP (0,T; X) da seguinte forma:

W20, T; X) = {f € LP(0,T; X); f' existe e f' € LP(0,T;X)},

munido da norma definida por

1
T D
rvwwwm:(éuﬂm&+wwwwﬁ, Vf € WIP(0,T5 X) se 1< p < oo,

£ llwioeo,r:x) = ess sup (IF(O)]lx +[1F'®)]x), e WHe(0,T; X).
0<t<T

Quando p = 2, escrevemos H'(0,T; X) := WH2(0,T; X).
Observagao 1.21. Os espagos W™P(0,T; X) sao Banach (Ver [J7], pdgina 422).
Teorema 1.13. Sejam X e Y espacos de Banach tais que X — Y. FEntao o espaco vetorial
Whl0,T, X,Y) :={f € LY(0,T; X); f' € L'(0,T;Y)} — C°([0,T];Y).
Demonstragao. Ver Medeiros [31], pdgina 11. O
Corolario 1.14. Sejam X e Y espacos de Banach tais que X — Y. Entdo quaisquer que sejam
1 < po,p1 < oo, tem-se W = {f € L™(0,T; X); f' € LP(0,T;Y)} — C°([0,T];Y).
Demonstragao. Decorre do Teorema [1.13| combinado com a Proposicao [1.15 O

Proposicao 1.17. (Lema de Lions) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis, limi-

tada em LP(Q) (1 <p < ), e que converge para uma fungao f, q.t.p. em Q. Entao:
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(a) fn— f em L"(Q) para todo nimero r, tal que 1 < r < q.

(b) fn— f em LP(Q).

Demonstragao. Ver Medeiros [31], pagina 32. O

Teorema 1.15. (Aubin-Lions) Sejam X,Y e Z espacos de Banach tais que:

(a) Y e Z sao reflexivos.

comp

b)Y < XeX—Z.

Sejam pg e p1 numeros reais tais que 1 < p, < 00 e 1 < p; < co. Entdo
W = WPoPL(0, T,Y; Z) .= {f € LP°(0,T;Y); f' € LP(0,T;Z)}
munido da norma definida por
Ifllw = I fllro 0,75y + 1 L0152y V€W

¢ um espago de Banach e W 23 [P (0,T; X).

Demonstragao. Ver Lions [21I] ou Temam [45]. O

Definigao 1.21. Sejam X uma espago de Banach e T um nimero real positivo. Definimos o espago

das distribuicoes vetoriais sobre (0,T) com valores em X por
D'(0,T;X) ={T:D((0,T)) = X; T € linear e continua}
Observacgao 1.22. Notagao: D(0,T) :=D((0,T)) e LP(0,T) := LP((0,T)).
Exemplo 1.6. Fize f € LP(0,T; X) e defina,
U, :D0,T) — X
o [ s

U, é uma distribuicao vetorial. A verificagao desse fato € andloga a que foi feita no Exemplo

[1.1. Provaremos apenas a continuidade.
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Como X ¢€ localmente convexo (Exemplo , usaremos a caracterizagao do item (c) do Teorema
[1.3 Seja (¢u)nen C D(0,T) tal que ¢, — 0 em D(0,T). Entao,

||<wfvsoy>ux=H /OT%(t)f(t)dtHX < /OT\f(t)IIX'Iwn(t)\dt

</OT ”f(t)Hg(dQ % </0T ’SDV(t)\th) é

T ‘
Como ¢, — 0 em D(0,T), temos que </ \go,,(t)\th> — 0, e portanto ||(¥y, )| x — 0.
0

IN

Observagao 1.23. A aplicagdo f —— Wy € linear, continua e injetiva. Assim, temos a sequinte

imersao: LP(0,T;X) — D'(0,T; X).

Definigao 1.22. Seja ¥ € D'(0,T; X) uma distribui¢io. A derivada ‘Zg’ de ordem n de ¥ €

definida pela sequinte expressao

N\ dhy
(o) =0 (0. 52), voepo.1)

Proposigao 1.18. Sejam H e X espacos de Hilbert. Se uma funcao f € L*(0,T, H) e sua derivada
fraca f' € L*(0,T; H'), entdo existe uma funcdo g : (0,T) — X continua tal que f(t) = g(t), q.t.p

em (0,7T). além disso, no sentido das distribuicoes em (0,T), obtemos
d
LR = 207, £(1) em D/(0.T: X).

A igualdade acima estda bem definida, desde que as fungoes

te— fOlla e t— (f'(1), f(t))

sejam ambas integrdveis em (0,T").
Demonstragdo. Ver Temam [45], pagina 261. O

No que segue, enunciaremos resultados que serao usados nos Capitulos [3] e [

Definicao 1.23. Sejam Q C R™ um conjunto aberto, [0,T] C R wum intervalo fechado e f :
Q% [0,T] — R. Para cada t € [0,T], definimos

f&)y=f(,t): Q@ — R

x —  f(x,t).
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De maneira andloga, para cada x € Q definamos
flx) = f(z,-):]0,T] — R

t —  f(x,t).

Defini¢ao 1.24. Dizemos que f : Q x [0,T] — R™ satisfaz as condi¢ées de Caratheddory sobre
Q% [0,T] se:

1. A fungao f(x) é mensurdvel em [0,T] para cada x fizo em §2;

2. A fungao f(t) é continua em Q2 para cada t fixo em [0,T];

3. Para cada compacto K C Q, existe uma func¢dao real my, : [0,T] — R, integravel, tal que
£ (2, t)|rn < mi(t), V(z,t) € K x[0,T).

Teorema 1.16. (Teorema de Carathéodory) Consideremos o problema de valor inicial

o (t) = f(t,z(1)), (1.5)

x(ty) = xo
Seja f : Qx[0,T] — R™ satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory sobre Qx [0,T]. Entao, existe
uma solugdo x : I — R de sobre algum intervalo I = {t € R; |t —to| < B}, onde >0 €
uma constante positiva.

Demonstragao. Para demonstracao ver [27], pagina 42 ou [6], pagina 42. O

Teorema 1.17. (Teorema do Prolongamento) Seja Q = {xz € R";||z|| < b}, onde b > 0 € uma
constante positiva e |.|| a norma euclidiana do espago R™. Suponha que f : Q x [0,T] — R €
uma funcdo que satisfaz as duas primeiras condicoes do teorema de Carathéodory e que exista uma

fungdo m : [0,T] — R em L(0,T) tal que

|f(z,t)] <m(t), ¥(x,t)eQx][0,T].

Seja x : I — R uma solugdo de (1.5), satisfazendo |z(t)| < M, M independente de I e M <b
para todo t € I. Entao, x pode ser prolongada a todo intervalo [0,T].

Demonstragao. Para demonstracao ver [6], pagina 45. O
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Teorema 1.18. (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢ > 0 uma constante nao negativa, u > 0,
g.t.p. em (0,T) uma funcao integravel em (0,T) e ¢ : [0,7] — R uma fun¢do continua e nao

negativa tal que
t
ot) <c+t / w(r)p(r)dr, Yt € [0,T).
0

Entao,

o(t) < celo undT i e 10,77,

Demonstragao. Para demonstragao ver [34], pagina 36. ]

Teorema 1.19. (Agmon-Douglis-Niremberg) Suponha que Q C R™ é um aberto limitado reqular
de classe C? com fronteira T'. Seja p um nimero real tal que 1 < p < oco. Entdo para todo

T € LP(R), existe uma tnica solugio u € W*P(Q) N W&’p(Q) da equagao:

—Au4+u=f em Q.

Além disso, se Q é de classe C"™ 2 e se f € W™P(Q), com m € N, entio u € W™2P(Q) e

existe uma contante real K > 0 tal que [[ullyym+2p0) < K - [[ulyym.rq)-

Demonstragao. Ver [3] pagina 316. O
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Capitulo 2

Teoria de Traco

Dos cursos basico de andlise, sabe-se que toda funcao continua u : @ — R definida em um
aberto 2 C R” pode ser estendida para uma tnica funcio continua @ : 2 — R. Assim, podemos
considerar o valor da fun¢ao u em um ponto xg pertencente a fronteira I' de Q como sendo a(zg).
Além disso, definimos u|, : I' — R como sendo definida por u.(r) = (), para cada = € T.
Como no estudo das EDP’s, lidamos com condigoes de contorno e a maior parte das solugdes nao
sao fungbes continuas, precisamos dar um significado para o valor da solucao na fronteira do seu

dominio. Para isto, serd necessario introduzir uma teoria que o justifique, a saber, a teoria de traco.

Este capitulo tem como objetivo definir a aplicacao trago e enunciar os importantes teoremas
de trago. Esses resultados permitem dar sentido a restrigao u), de uma fungao v definida em um
aberto limitado regular Q a sua fronteira I' em certo espago (de classe) de fungoes que nao temos
necessariamente o resultado de extensao citado acima. O mesmo estd dividido em trés secoes.
Na primeira secao, definiremos o que se entende por conjunto aberto regular e enfatizaremos os
principais elementos geométricos gerados por essa definicdo. A segunda secio serd responsavel por
definir os famosos espagos de Hilbert H*(I'), onde I' é a fronteira de um aberto limitado regular,
Q. Na terceira se¢ao, definiremos o que se entende por aplicagao traco, enunciaremos os resultados

sobre essas aplicagoes denominados teoremas de tracgos e generalizaremos as féormulas de Green.

2.1 Conjunto Aberto Regular

Nesta secao, definiremos uma certa condicao de compatibilidade para o aberto €2 que nos permitira
definir um operador de prolongamento que tem como funcao transferir imersoes continuas que

tinhamos entre os espagos W"*P(R™) (devido o teorema de Sobolev) para os espagos WP(Q).
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Definigcao 2.1. Seja 2 um aberto do espago R™. Uma cobertura A de € € dita localmente finita se
dado x € Q existe uma vizinhanca V de x tal qual hd apenas um niumero finito de elementos U € A

que intersectam V.

Proposicao 2.1. (Particao da Unidade) Seja {U;}jen uma cobertura aberta enumerdvel lo-
calmente finita de um aberto @ C R™. Entdo existe uma familia {p;}jen de funcdes C*(Q), tal

que

(a) Para cada j € N, temos 0 < pj(x) <1, Vo € €.

(b) supp(p;) C Uj para cada j € N.

(c) Zgoj-(x) =1, para cada x € Q.
j=1

Demonstragao. Ver [5]. pagina 433. O

Definigao 2.2. A familia de funcoes {¢;}jen definidas na proposi¢io anterior é denominada uma

particio C* da unidade subordinada a cobertura {U;} cn.

Definicao 2.3. Diremos que um conjunto aberto limitado 0 C R"™, € reqular se sua fronteira €
uma variedade de classe C* e dimensio n — 1, Q estando do mesmo lado de T'. Isto €, para cada

ponto xg € ' existe um nimero real v > 0 e wma funcdo de classe C*, ©zy R — R tal que:
QN B(xo,r) ={(x1, -, xn) € B(xo,7); Tn, > @ao(T1,- -+, Tn-1)}
Sejam  C R™ um aberto limitado regular e QQ o retangulo aberto:
Q={(y1,-syn) ER"; O<y;<lparaj=1,---,n—1, e —1<y, <1}
Sejam QT e Q™ o0s quadrados abertos:
Q" =QnN{y. >0}, Q™ =Qn{yn <0}
e X, a hiperficie:

E:Qﬁ{yn:()}

Se Consideramos um ponto z € I', entao existem uma vizinhanca aberta limitada U, em R" do

ponto x, e uma aplicacao ¢, : U, — @ tal que:
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(a) ¢, é uma bijecao de U, sobre Q.
(b) ¢ e ¢, ! possuem derivadas parciais continuas até a ordem k.

(€) (U, NQ) = QY. vu(Us mR"/ﬁ) =Q7, v (UsNT)=3%.

As duas primeiras condigbes acima, expressam que a aplicagdo ¢, : U, — @ é um difeomor-

fismo de classe C*. Além disso, temos também a seguinte condicdo de compatibilidade:

(d) Sejam (Uy, ¢1) e (Us, p2) satisfazendo as condigoes (a), (b), (c) e, tais que Uy NUsz # 0. Entao
existe um homeomorfismo diferencidvel Jio de 1 (U NUs) sobre ¢o(U; NUs), com jacobiano

positivo, tal que p2(z) = J12(p1(x)), para todo X € U; N Us.

As condicOes acima sdo consequéncias direta da definicao de aberto regular para 2

Definigao 2.4. Seja 2 um aberto limitado regular com fronteira I'. Diremos que a familia {(Uj, ¢;)}jen

€ um sistema de cartas locais para a sua fronteira se:

(1) TclJu;.

JEX
(2) Para cada j € X, o par (U, ¢;) satisfaz as condigoes (a), (b), e (c) acima.

(3) Se Uy NU;j # 0 entdo os pares (Ui, ;) e (Uj, ;) satisfazem a condigao de compatibilidade
dada em (d).

Notemos que, sendo 2 C R™ um conjunto aberto limitado regular, sua fronteira I" é um compacto
de R™ e, por conseguinte, existird um sistema finito de cartas locais {(Uj, ¢;) }1<j<m para a fronteira

I' de Q. De posse destas cartas locais, construimos uma particdo C* da unidade subordinada &

m m
cobertura aberta {U;}o<j<m, onde Uy = Q, do aberto U Ui | = U U; | U que contém Q.
j=0 j=1

Denotaremos por 6g, 01, - - - 0, as fungoes desta particdo. Sendo assim, temos:
0;€Cs, Vj=0,1,-

m.
supp(6p) C Q, supp(b;) CU;, Vj=1,---,m.
0<60; <1, Vj=0,---,m

)

D 0i(x)=1, Vre
j=0
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Figura 2.1: Aberto regular

Referéncia: 5]

Para uma visualizagao gréafica, ver Figura [2.1] acima:
Para maiores detalhes sobre variedades diferencidveis, ver Munkres [36], Capitulo 5.

Definicao 2.5. Para m = oo ou para cada niumero inteiro m > 0, definimos:

Co" () = {ep; ; v € Cg"(R")}.

Teorema 2.1. Seja Q um aberto limitado reqular do R™. Entdo C§°() é denso em W™P(Q).

Demonstragao. Ver [5], pdgina 199. O

Teorema 2.2. Seja Q) um aberto limitado regular. Entao existe um operador linear e continuo P :
WmP(Q) — W™P(R™), denominado operador prolongamento, tal qual, para cada uw € W™P(Q)

tem-se P(u) = u, q.t.p. em €.

O teorema anterior nos permite herdar certos resultados de imersoes que tinhamos para os
espagos de Sobolev W™P(R™).

Teorema 2.3. Seja Q2 um aberto limitado reqular do espago R™. Para n > 2 temos:
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(a) WMP(Q2) — L1(Q), sempre que mp < n e % =

=

S

(b) W™P(Q) — L9(§2), sempre que mp=mn ep < q < 00.

(c) WMP(Q) — CKMNQ), sempre que mp > n e k € N, tal qual k < m —% < k41, onde,

O<)\m—k—%, sem—k—%<160<)\<1, secasom—k—%:l.

Demonstragao. Para a demonstragao ver [5], pdgina 208. O

Teorema 2.4. Seja I um intervalo aberto limitado de R. Entdo:

(a) WP(I) — C™LNT), onde 0 < A < 1 —I% el <p<oo.

(b) WmL(I) — cm=LY(T).

Demonstragao. Para a demonstragao ver [29], pagina 76 ou [5], pagina 209. O

Teorema 2.5. (Rellich-Kondrachov) Sejam Q um aberto limitado regular de classe C™ do
espaco R", n>2 el <p<oo. Entao
comp

(a) WHP(Q) =" LURQ), sempre quep <n el <q< 2.

P

(b) WLP(Q) = L1(Q), sempre quep=mn e 1 < g < o0.

comp
—

(c) WHP(Q) CO(Q)), sempre que p > n.

Demonstragao. Para a demonstragao ver [29], paginas 79 e 84. O

Corolario 2.6. Sejam Q) um aberto limitado regular de classe C™ do espacoR™, n>2 el < p < o0.

FEntao

(a) WnHLe(Q) ‘B Wwma(Q), sempre quep<n el <q< P

comp

(b) WmTLP(Q) " W™4(Q), sempre que p=n e 1 < ¢ < <.

comp
—

(c) WmHLp(Q) C™(Q), sempre que p > n.

Demonstragao. Para a demonstragao ver [5], pagina 214. ]

Teorema 2.7. Seja I um intervalo aberto limitado de R. Entdo:
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comp

(a) WEP(I) = C°I), onde 1 < p < co.

comp

(b) WHL(I) =" L(I), onde 1 < q < co.

Demonstragao. Para a demonstragao ver [5], pagina 221. O

2.2 Os Espagos H*(Q2) e H*(I)

Nesta secao, a fim de estudar o comportamento de certas fungoes restritas a condigdes de contorno,
definiremos de maneira formal, os espacos ambiente das funcoes definidas na fronteira I' de uma

aberto regular Q.

Inicialmente, enunciaremos um resulta que prepara os requisitos necessarios para definir os

espagos de Hilbert H*(2), onde Q2 é um aberto regular e s um nimero real positivo.

Teorema 2.8. Seja 2 C R™ um aberto limitado reqular com fronteira I'. Consideremos a aplicacdo:

rq: L*(R") — L*Q)

U U
A aplicacdo rq € linear e continua. Além disso, para cara m € N
H™(Q) ={rq(u); ue H™(R™")},

e para cada multi-indice o, tem-se D*(rq(u)) = ro(D%u) no sentido das distribuigoes.
Demonstragao. Ver [5], pagina 265. O

O Teorema [2.8] nos sugere considerar a seguinte defini¢ao:
Definigao 2.6. Sejam Q2 C R™ um aberto reqular e s um nimero real ndo negativo. Definimos
H*(Q) = {v),; ve HY(R™)}.

Observagao 2.1. Se u € H5(Q) entio u = v, para algum, v € H*(R™) C L*(R"™), e portanto
u=vy, € L*(Q). Assim, H5(Q) C L*(Q). Logo, a seguinte aplicagio:

ro: H°(R") — H?*(Q)

u +— U‘“.
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estd bem definida.

A aplicagio ro : H¥(R™) — H*(Q2) € linear e sobrejetora. Além disso, ker(rq) é um subespaco
fechado de H*(R™) (ver [5], pdagina 266).

No que segue, definiremos uma topologia em H?*({2) que coincide com a topologia usual dos
espacos H™ () quando s = m € N.

Para cada ntimero real s > 0 considere o seguinte espago quociente:

H?(R"™)/ker(rq) = {[v]; ve H*(R™)} :={v+ ker(rq); ve H*(R")}.

A aplicacao || - || : H*(R™)/ker(rq) — R definida por,
I[olll = inf{{lwll g @n); w € o]}, Vo] € H*(R")/ker(ra).
define uma norma no espago H*(R")/ker(rq) que o torna um espago de Banach.

Uma exposigao detalhada sobre o espago quociente de um espago vetorial normado e a comple-

tude de sua norma usual, ver [5], pdginas 258 e 259.
Por outro lado, para cada vetor v € H%(R™), temos
{w e H*(R"); w e v+ ker(rq)} ={w e H*(R"); rqo(w) =ra(v)},
uma vez que,
w € v+ ker(rq) & w—v € ker(rq) & ro(w —v) =0 < rq(w) = ro(v).
Assim, podemos escrever

[Vl = inf{[lw]| g @n); ra(w) =ra(v)}, Vo] € H*(R")/ker(rq).

Temos o seguinte diagrama:

H(R?) — % 1%(Q)

=

H*(R™)/ker(rq)
onde, [rq] : H*(R™)/ker(rq) — H?*(Q2) é definida por [rq([v]) := rq(v), V[v] € H*(R™)/ker(rq).
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Teorema 2.9. A aplicagio [rq] definida acima é um isomorfismo isométrico.

Demonstragdao. Ver [5], pagina 269. O

Teorema 2.10. Seja m € N. As norma definida por
[tllm == f{||wl| grm (rn); ro(w) = u},

¢ equivalente a norma || - || gm (), usual do espago H™(S2).

Demonstragao. Seja u € H™(Q). Entao, rq(v) = u, para algum v € H*(R"Q2). Assim,

lulFrmy = lralfme) = Y ID*(ra@))lli2(q
|| <m
= Y lra@* )iz < Y 1D l72@ny = l0l7m@ny-
la|<m lo|<m

Portanto, |[ul|gm(q) é uma cota inferior do conjunto {||wl|gm®ny; ro(w) = u} e, por defini¢do de

infimo, obtemos ||u|%(2) < ||[ul|m.

Reciprocamente, como u € H™ (), temos P(u) € H™(R") e rq(P(u)) = u, onde P é o operador
prolongamento, definido no Teorema Assim, face a continuidade do operador prolongamento,

obtemos
[ullm < NP zm@ey < Cllullam g,
onde C é uma constante positiva definida pela continuidade do operador linear P. ]

Teorema 2.11. Da sobrejetividade da aplicacdo rq, definida na Observacdo segue que, para
cada u € H*(Y), existe um v € H*(R™) tal que u = rq(v). Assim, aplicagio definida por

lull s ) = llra@)|as) = V]ll;  Vu € H?(Q)

define uma norma no espagco H*(Y), onde s é um nimero real nao negativo e 2 é um aberto

limitado regular do R™. Além disso, o espago H*(Q2) munido desta norma é um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Ver [5], pagina 271. O

Proposigao 2.2. C§°(Q) é denso em H*(Q) para cada s > 0.

Demonstragao. Ver [29], pagina 94 ou [5], pdgina 272. O
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Proposigao 2.3. H*(Q) — H®2(Q), sempre que 0 < s9 < s7.

Demonstragao. Ver [29], pagina 96 ou [5], pagina 273. O
Definicao 2.7. Seja Q um aberto limitado regqular. Definamos:

H@Q) =Cr@" e B Q) = (H(Q).

Existem outras maneiras de definir os espago H*(2), como através da teoria de interpolagdo em
espagos de Hilbert, em Lions and Magenes [23], capitulo 9.
No que segue, definiremos os espagos H*(T').

Seja € um aberto limitado regular do R™ com fronteira I" e consideremos { (U1, ¢1), -+, (U, ©m) }
um sistema de cartas locais para I'. A cobertura aberta Q, Uy, - - -, U, de  determina uma particio
01, ,0m € CE(R™), C* da unidade subordinada & mesma (Ver Figura :

m
Seja v : I' — R uma funcido integravel. Entao u = Z(Hju). g.t.p. em I' (Ver Defini¢ao .

j=1
Assim, para cada j € 1,--+,m, a funcao definida por
d(y) — ’LLJ(y) = (QJU)((,O;l(y)), se y € ¥ = (0, 1)n—1
I 0, sey e R"/%

é integravel. Além disso,

supp(uj) C {z € ¥; uj(xz) #0} C X e /Fudf = Z/FqudF = Z/n a(y)J (y)dy,
j=1 Jj=1

onde dI' é a medida superficial de I" induzida pela medida de Lebesgue, e J é a extensdo nula fora

de I'; = U; NT', de um operador diferencidvel J; determinado pela seguinte relacao:

/ ﬂj(y)dy:/F ’LLQijdF.

J

Definigao 2.8. Designaremos por LP(T') o espago das fungoes f, tais que |f|P € integrdvel sobre T’

com respeito a medida superficial T.

Muniremos o espago LP(I") da norma definida por

1
p
1l = ( /F !f\”dF> Cse1=p <o, ou|fls) = ess suplfo)l
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De maneira equivalente e usando a particdo da unidade 01, -, 0, € C@(R"), temos
PT)={f:T —R; fljop;' =f e PR ") ej=1,---,m},

e

onde f] = fb; 0 goj_l € a extensdao de f; = f0; 0 goj_l a R"! zero fora de ¥ = (0,1)"1

Além disso, temos a sequinte norma:

3=

m
H'UHLP(F) = Z HﬁjHip(Rnfl) , Vue Lp(r) el <p<oo.

Definimos também os sequintes conjuntos:

—_—~—

C")={v:T —R; ijogpj_l =ia; € C"R" HNej=1,---,m},

P

D) ={v:T —R; vhjop; ' =i; € C°R" ) ej=1,---,m}.
Definigao 2.9. Definimos para todo niumero real s > 0:

HY(T) = {u; ¢;(u) € HSR" ) ej=1,---,m}, onde

¢ D(I) — DR"™)

~ . —1
U —> uj—u9]o<pj

Teorema 2.12. O conjunto H*(I') munido da norma definida por:

1

2

[ll s (ry = ZII% Wips g1y

é um espago de Hilbert. Além disso, D(I') é denso em H*(T).

Demonstragao. Ver [5], pagina 281. O

Definigao 2.10. Seja s > 0 um nidmero real. Definamos o espago dual forte, H*(T") := [H*(T")].

2.3 Teoria de Traco

Em EDP, consideram-se os problemas de Dirichlet e Neuman. Esses problemas consistem em

encontrar uma funcao v : 8 — R satisfazendo

—Au = f em (, —Au=femQ,
u = h sobre I'. ¢ % = h sobre I.
ov
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n_o92
respectivamente, onde A = g +— o operador de Laplace, v a normal unitdria exterior a fronteira

ox=

j=1""J
I" do aberto regular 2 C R", f uma funcao definida em {2 e h uma funcao definida em T.

Nestes problemas, as solugoes devem satisfazer as condigoes de fronteira u, = h e % =h
r

respectivamente. Para tal, precisamos dar sentido preciso a uma funcao u : {2 — R restrita a
fronteira I' de 2, principalmente quando trabalharmos com classes de fungoes em LP(€2). Observe
que, a fronteira de um conjunto aberto 2 C R™ é uma subvariedade de dimensao n — 1, e que
qualquer subvariedade de dimensao menor do que n tem medida de Lebesgue n-dimensional nula.
Assim, qualquer subvariedade de dimensao n — 1 que substituirmos no lugar de I' continuara na

mesma classe, e portante serd a mesma fungao em LP(R"™).

Nesta secao, introduziremos a teoria de traco. A mesma, formaliza a nogao de restringir uma
(classe de) funcao u : @ — R a fronteira I" de um aberto regular Q. A grosso modo, a teoria de
traco consiste no prolongamento ao fecho, de certas formas lineares. Esse prolongamento é possivel
gracas a a boa estrutura da fronteira I' do aberto limitado regular 2. Em suma, utilizaremos a
teoria de traco com intuito de definir a restri¢io de uma funcio u € H'(Q) & fronteira I' de , e

definir a restri¢do da normal % de uma funcio u € H?(f) a fronteira T' de Q.

Lema 2.1. Seja ¢ € C3°(RT), onde R = {z = (z1,- -+, 3,) € R"; z,, > 0}. Definimos, para cada
t >0 fizado:

o) : R — R

x — p(x,t).

Entdo, ¢(t) € CP(R™1), para cada t.

Demonstragao. Ver [5], pagina 287. O
Lema 2.2. O Lema[2.]] garante que a aplicagdo:
7:CF[RE) — CER™)
p — 9(0),
onde

e(0):R*™ — R

x — @(x,0).
estd bem definida.
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Denotemos ¢, = ¢(0)

Lema 2.3. Para todo ¢ € CR(RD), temos [7/(0)] 3 1 = 19001 g3 sy = Ielmican):

Demonstragao. Ver [5], pagina 288. O

Como C§°(R%) é denso em H'(R"), do Lema nos permite estender a aplicagdo 7y, a uma

Unica aplicacao linear continua
v : HYR?) — Hz(R™ ) (2.1)
u — yo(u),
tal que (@) = ¢(0) := Pln_r» Para cada Vo € Cse(RL).
Lema 2.4. Se v € H'(R), entdo v(u) = u(0), onde

u(0) : R — R

x +— u(z,0).
Demonstragao. Ver [5], pdgina 297. O

Faz sentido denotar, u|_, , := u(0)

Teorema 2.13. A aplicacao 7y definida em ¢ sobrejetiva. Além disso, ker(vo) = Hj (R™).
Demonstragao. Ver [5], paginas 299 e 309. O

Note que, a aplicacao 7o transforma uma funcao u definida em R’} em U, (restricao a

1

fronteira R™"~! de R%). Os préximos resultados, nos fornecem uma aplicacdo g que transforma
fungdes u :  — R definidas em uma aberto limitado regular 2 em wu, (restrigao de u a fronteira

I' de Q).

A partir deste momento, no decorrer do texto, {2 sempre denotarda um aberto limitado regular

do espaco R™ com fronteira I'.
Lema 2.5. Eziste uma aplicacdo linear e continua
v:DE) — D)
Y P
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Demonstragao. Ver [9], pagina 315. O

Lema 2.6. Existe uma constante C > 0 tal que:

5 gy < Ol
Demonstragao. Ver [5], pagina 318. O

Como D(Q) é denso em H'(€2), podemos estender a aplicacio v a uma tnica aplicacio linear e

continua o : H'(Q) — H%(F) tal que Yo(¢) = ). para todo ¢ € D(1).

Teorema 2.14. Eriste uma tnica aplicacdo o : H(Q) — H%(F) sobrejetiva, linear e continua,

tal que:

(a) yo(u) = )., Yue C§(9Q).

(b) ker(vo) = HL(Q)

Demonstracao. Pelo visto acima, existe uma tinica aplicacdo 7 linear e continua satisfazendo o
item (a). Assim, resta mostrar que o é sobrejetiva e ker(vp)=H{(£2). Provemos a sobrejetividade.
Com efeito, seja w € H%(I‘) Por definigao, para cada j € {1,---,k} temos que

o Gw)eert(y,0); Y ex=(0,1)""

é uma funcao de H 3 (R"~1) com suporte contido em Y. Portanto, pela sobrejetividade da aplicacao
Y : H'(R?) — H%(Rnfl) (Teorema existe, para cada j, uma fungao v; € H'(R?) tal
que vo(vj) = w;. Para cada indice j, escolha uma funcao p; € C§°(R™); tal que supp(p;) C Q e
p;(2',0) =1, para todo 2’ € S(w;), onde S(u) = {z € ¥;u(x) # 0}. Além disso,

70((Pj)|@vj) = 70((%’)@)(70(%‘)) = (Pj)I@wj = w; (2.2)
e,
S(p;jv;) C supp(pj) N S(v;) CRNRY =QTUX.
Definamos,

wi () = { (pjvi)(@j(x));  zeU;nNQ=U"
’ 0; v € QU
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Figura 2.2: Aberto regular.

Portanto, u; € H'(Q) (ver Lema 4, [5], pagina 328. ) e, além disso,

Yo(u;) () = { g;O(PjUj)(%(w)); xqé];/;n zeU;NT

Contudo, de , obtém-se
10(p07) (p5(2)) = wi(pj(x)) = [Bw00; () (@) = (Bw) (=),

q.t.p em x € I' N U;. Portanto,

Ow)(x); Ap. em zeU; NI
R S

Contudo, supp(;) C U;. Entao, (§;w)(x) = 0, para cada « € I'/U;. Logo,
Yo(uj) = 0w, q.t.p. em I.

Consequentemente,

k k
Z’yo(uj) = Zij =w, q.t.p. em I (2.3)

j=1 j=1

k

Definindo-se u = Zuj, segue de (2.3) e da linearidade da aplicacao v, que vyo(u) = w, ¢.t.p. em
j=1

T'1, que prova a sobrejetividade.
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HY(Q)

Finalmente, provemos que ker(yp) = H}(£2). Com efeito, seja u € H}(2) = D(Q) . Entao,

existe uma sequéncia (¢, ),eny C D(Q), tal que o, — u em H'(Q). Defina,

N o (T); x €
Pu(z) = { 0; x € R"/Q.

Dal, (¢y)}; € D(2), supp(py) C Qe (@), — u em HY(Q). Portanto, () — 70(u). Por outro
lado, v0(@») = (,)r = 0, logo Yo(u) = 0, isto é, u € ker (o), provando-se que H}(Q) C ker (o).

Reciprocamente, se u € ker(vp), entdao u € H' () e vo(u) = 0. Dai,

k
u:u90+2u9]~ em €.
j=1
Ora, ufy € HY() e supp(uby) C supp(bp) C 0. Logo, uby € HL(R). Além disso, uf; € H(R),
uma vez que u € H(Q) e §; € Cg°(R™). Defina,
(u305) (25 ()5 yeQr
vi(y) = J n
i) { 0; y e RY/QT.
Notemos que S(vj) = ¢;(S(ub;)) C @i(U;NQ) = QT UX. Assim, como S(ub;) C S(u)NSupp(0;) €
U; N, entdo v; € H'(R) (ver [5], Lema 5, pdgina 333). Além disso,
Vo 0wt (e (v); yeX
o)) ={ o e
Entretanto, yo(ub;) = (v0(w))(10(65)) = 0;Vj € {1,---,k}, uma vez que u € ker(yy). Portanto,
(v0(v))(y) =0, g.t.p. em ¥, logo (v0(v;))(y) = 0, q.t.p. em R""!, para cada indice j € {1,---,k}.

Por outro lado, ker(vyo) = Hg(R'), onde o : H'(R) — H>®"Y_ Entao, v; € H}(R%), pra
cada indice j. Além disso, S(v;) C QT UX. Logo, vj o ¢; € H}(U;) (ver [5], Lema 5, pdgina 333),
e portanto,

— B (ub;)(z); T € UjJr
o ={ o o,
ev;0p; € H(Q). Como uf; = 0 em Q/U;, segue que vjop; = uf; em €. Portanto, uf; € H*(Q),
para cada fndice j € {1,---,k}. Dai, u € H}(Q), logo ker(yo) C H(Q). Portanto, ker(yy) =

H} (), conforme querfamos demonstrar.

O

A aplicacdo 7y é denominada aplicacdo traco de ordem 0 em H' ().
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Teorema 2.15. Seja m € N. Para cada j =0,1,---,m—1, existe uma aplica¢do linear e continua
v s H™(Q2) — Hm_j_%(F), tal que:

u 00 /e
’7]'(“) = w r’ Vu € CO (Q)’
n
onde v = (v, ,Vy), € o0 vetor unitdrio normal exterior a T e % = Z
Demonstragao. Ver [5], pagina 372, 380 e 386. O

A aplicacao v; é denominada aplicac@o traco de ordem j em H™((2).

Teorema 2.16. (Teorema do Trago) Para cada m € N, existe uma unica aplicagdo sobrejetiva,
linear e continua

m—1

v H™Q) — [ HE

|
~~
=
S~—

tal que

oLy I
5 EW‘F) , Yu e G (Q),

(o), 71, Y1 (1)) = (ulw ol

n

quando Munimos o espaco H Hm_j_l/z(F) da topologia dada pela norma definida por

=0
m—1 n ‘
[wl] » , = > Nwjllgpm-s-12y,  Yw = (wo,wy, -+, wy1) € [[ H™ VAT,
HH’”*J*W(P) =0 =0

J=0

Além disso, ker(vy) = HJ' () e a sua inversa a direita € uma aplicagdo linear e continua.
Demonstragao. Para demonstracao ver [5], pagina 387. ]

A aplicagao v definida no Teorema é denominada aplicagao traco em H™ ().

No que segue, definiremos as férmulas de Green generalizadas. Comecemos relembrando as

seguintes formulas de Green classicas:

—_ — _ AT 1o
Qu&v] dr = / oz, vdx—i—/uvude, Vu,v e C* (), (2.4)
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- ou Ov ou 200 1o
QAuvdm =— Z/Q aTjangdx + A 5,04l Yu € C*(Q) e Vv e C1(Q), (2.5)
7=1
. s N — 9%(") ,
onde v = (11, -+, V) é a normal unitdria exterior a I' e A(+) = Z 52 © operador Laplaciano.
<
j=1 J
Proposicao 2.4. H?(R") = {u € L*(R"); Au € L?*(R")}.
Demonstragao. ver [5], padgina 396. O

Definigcao 2.11. Seja 2 um aberto limitado reqular. Definimos:
HO(Q) = {u € L*(Q); Auc L*(Q)}.
Observagao 2.2. O conjunto H°(2) munido do produto interno definido por:
(u, )0 = (u,v)2() + (Au, Av)2(),  Yu,v € HO(Q)
€ um espaco de Hilbert.

Proposigao 2.5. C5°(Q) ¢é denso em H(Q).

Demonstragao. Ver [5], pagina 399. O

Observacao 2.3. Identificando o espago de Hilbert L>(I') com o seu dual (Teorema , para

todo nimero real s > 0 temos a sequinte cadeia de imersoes:
H*() — L*(T) = (L*(I")) — H (D). (2.6)

Usando as imersdes acima e a aplicagdo inversa & direita (v)™1 : H%(F) X H%(F) — H?*(Q), da

aplicacio traco em H%(Q), pode-se definir a sequinte aplicagdo continua:

N CQ) — HE(T) x H 3(D)

Ver [3], pagina 402.

Proposicao 2.6. A aplicacio v definida acima, se estende por continuidade, a uma tnica aplicacdo
linear e continua:

Vi HOQ) — H2(D) x H2(T)
— @\
u U|F, 8]/ r .
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Demonstragao. Ver [5], pagina 403. O

A aplicacgao &’ é denominada aplicacdo traco para funcdes em H°(Q). Além disso, em face da

imersao 1' 7/ coincide com a aplicacdo traco em H?(f2). Por esta razio, escrevemos /' = 7.

Teorema 2.17. (1% Férmula de Green Generalizada) Para todo u € H°(Q) e todo v € H?(R)

tem-se:

(Au, U)LQ(Q) - (u, AU)LQ(Q) = <71 (u)770(v)> - <70(u)771 (U)>7

onde v;(u) € Hféfj(l“) ev(v) € Hgfj(I‘), com j=0,1.

Demonstragdo. Para a demonstragao ver [5], pdgina 405. O

Definigao 2.12. Seja Q2 um aberto limitado regular. Definimos:
HY Q) = {u € H(Q); Auc L*(Q)}.
Observagao 2.4. O conjunto H'(Q)) munido do produto interno dado por:
(u,0)1 = ((u,0)) (o) + (Au, Av)paiq); Vu,v € HY(Q)
é um espaco de Hilbert. Além disso, C§°(Q) é denso em H(Q).
Proposigcao 2.7. A aplicacdo linear:

1

1 CR@) — AT
@
ovlir

se estende, por continuidade, a uma unica aplicacdo linear e continua:

u

5 HYQ) — H 2 (D).
Demonstragao. Ver [5], pagina 411. O

A aplicacdo 7 definida acima é chamada aplicacdo traco para funcoes em H'(€2). Além disso, 7

coincide com a aplicacdo traco de ordem 1 em H?(2). Por esta razdo, escrevemos 7 = ;.

Teorema 2.18. (2% férmula de Green Generalizada) Seja u € H'(Q) ev € HY(Q). Entdo:

onde v1(u) € H_%(F) ev(v) € H%(F)
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Demonstragao. Para a demonstragao ver [5], pagina 413.
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Capitulo 3

Equacao Hiperbodlica: Caso p
Lipschitziana

Neste capitulo, demonstraremos a existéncia e a unicidade de solucao local para o problema ,
onde consideramos restrigdes para a constante p > 1 e assumiremos que h(-,u’) = §(-)p(v’), com
p : R — R lipschitziana fortemente monétona e § € W°°(I'y) tal que d(x) > &y (do constante
positiva), para cada x € I';. Para tal, usaremos o método de Faedo-Galerkin com uma base especial

e teoremas de traco para fungdes nao-suave.
O método de Feado-Galerkin consiste em quatro etapas:

1. Aproximagoes de Galerkin, que baseia-se em encontrar solu¢bes aproximadas para o pro-
blema, projetando-o em subespagos de dimensao finita. Desse modo, estaremos lidando com um
sistema de equacgoes diferenciais ordinarias com valores iniciais que possui a existéncia de solugao

local garantida pelo teorema de Carathéodory (Teorema [1.16)).

2. Estimativas a priori, que consiste em encontrar limitagoes para as solucoes aproximadas e
para suas derivadas. Essas estimativas nos permitira utilizar o teorema do prolongamento (Teorema

1.17)) para estender as solugoes encontradas, a um dominio de definicdo maior.

3. Passagem ao limite, que tem como finalidade, mostrar que as soluctes aproximadas conver-
gem para a solucao do problema original. Para tal, usaremos as limitagoes obtidas combinada com
os resultados cldssicos de compacidade da anélise funcional (Teorema e Teorema e com
o teorema de Aubin-Lions (Teorema [1.15]).

4. Verificacao dos dados iniciais, que consiste em verificar se a solugao obtida satisfaz os valores
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iniciais dado.

3.1 Preliminares

Nesta se¢ao introdutoria, apresentaremos resultados que nos permitirao construir uma base especial
para um certo subespaco do espaco de Hilbert H2(2), a fim de utilizar o método de Feado-Galerkin.
Comecemos definindo os principais elementos que serao utilizados no decorrer do texto e adotando

algumas notagoes.

Seja © um aberto limitado regular do R™ com fronteira I' de classe C2, tendo duas partes
disjuntas I'g e I', ambas com medida positiva, tal que, To N T; = ) e seja v(x) o vetor unitério

normal exterior a z € I'y. Definimos o seguinte subconjunto de H!(£2)
V ={ve H(Q); v, = 0}

O conjunto V munido do produto interno

= ou ov
(i) =3 | o)

é um espago de Hilbert. De fato, como €2 é regular, faz sentido falar da seguinte aplicagao traco:

(o), t HN(Q) — H2(I)

v o U|F0 .

Pode-se mostrar que (70)|F0 é linear e continua. Assim, V é fechado em H'(f2) (Observacao e

como H'(2) é completo segue o afirmado (Teorema . Além disso,

HJ(Q) = ker(y) C ke?"((’Yo)|F0) =V c HY(Q).

No que segue, introduzimos hipdteses necessarias para a solugao do problema @

Seja p : R — R uma fungao Lipschitziana fortemente mondétona na segunda varidvel. isto é,
existe by > 0 tal que
(p(s) —p(r))(s — 1) > bo(s — )%, Vs,r € R. (3.1)

Seja § : 'y — R uma fungao tal que

5 € Whee(Ty) e §(z) > do, (3.2)
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para alguma constante g > 0.

Seja p um ndmero real, tal que

n+1 n
p>1senec{l,2} e <p< 2367123 (3.3)

n—
Por conveniéncia de notacdo denotamos por (-,-) e |- | o produto interno e a norma de L?(f2)
respectivamente, salientado que também usaremos a notagao | - | para representar o médulo de um

numero real, tendo seu significado definido pelo contexto.

Observagao 3.1. Uma vez que p : R — R € lipschitziana, p define o sequinte operador linear

continuo:

T,: H2(Ty) — H2(Iy)

v pu.

Para maiores detalhes, ver [28].

vV = H3(Ty) ¢
V= H2(Ty) também o é. A fim de

facilitar a notacao, p(v) para v € V' serd denotado por apenas p(v).

Observagao 3.2. Como a restrigio da aplica¢ao trago de ordem zero, (7o)

linear e continua, temos que o operador p = T, o (’Yo)|v

Observagao 3.3. Observe que, § € W1>(T'y), logo, dv € H%(Fl) para todo v € H%(I‘l) e,
portanto, o operador linear

§:H2(Ty) — H2(Iy)

v — v

€ continuo. Com efeito, basta utilizar a teoria de interpolagdo para espagos de Hilbert feita em

Lions [23], e o fato de que as sequintes aplicagoes
§:HYI') — HYIY)
v o— v
§:LA(Ty) — Lo(Ty)
v o— v

sao continuas. Ver Marcus e Mizel, [28].
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Observagao 3.4. Levando em conta as consideracoes feitas em sobre p, temos

2n

<2<
(p—ln<2p< —5

=q para n > 3.

Portanto,
Vs LYQ) — L*(Q) = LP~U"(Q), se n>3. (3.4)

Com efeito, em face da Proposi¢ao[5.33, obtemos a seguinte cadeia de imersoes:
LI(Q) — L2 (Q) — L~ (Q).

n—2

2n
(considerando p = 2 e m = 1), seque que H*(Q) < L4(2). Afirmamos que V — H'(Q). De

fato, como

HWZEAQQWYSQWW+24Q$@Y=Mmm eV,

o operador (linear e injetivo) inclusio T : V — HY(Q), definido por T(v) = v, para todo v € V,

1

= % — . Portanto, do Teorema

Resta mostrar que V- — L4(Q). Note que, para n > 3, % =

€ continuo. O que prova o afirmado.
Do resultado obtido acima, existem constantes reais positivas Cy, C1 e Cy tais que:
[ull o) < Collull, — Nullzzo@) < Cullull,  llullpe-nn < Collul] VueV. (3.5)
Observagao 3.5. Temos também a sequinte imersdo continua:
V — L*(Q).

Com efeito, como p > 1 seque da Proposi¢ao que L*(Q) — L%*(Q). Como pela Observagdo
V < L?(Q), logo V < L?*(Q).

Portanto, existe wma constante real C3 > 0 tal que

ul < Csllul|  Vu € V.

No que segue, demonstraremos alguns resultados que nos permitird construir uma base especial
em V N H%(Q) a fim de obter aproximacoes de Galerkin para o problema . A construcao desta
base espacial foi obtida por M. Miranda e L. A. Medeiros [33].

Proposicao 3.1. A norma || - || do espago V' e a restrigdo da norma || - || g1(q) ao conjunto V. sdio
equivalentes. Em outras termos, a topologia de subespaco de V em H'(Q) coincide com o espago

topoldgico V induzido pela norma || - ||.
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Demonstragao. Na Observagao vimos que |[v|| < [[v||g1(q), para cada v € V. Assim, resta-nos
mostrar que existe uma constante real C' > 0 tal que |[v|g1q) < C - [[v]|, para todo v € V. Com
efeito, suponhamos por absurdo, que tal constante nao exista. Isto é, quaisquer que seja a constante

C (fixada), existe ao menos um vetor vy € V tal que

Cllvoll g1y > llvol-

Portanto, para cada m € N, existe um vetor v,, € V, para o qual

1
vmllE @) > llvmll.
Considerando a sequéncia (u,)men definida por wu, = ”vﬁi’“l(), obtemos
milHL(Q

1 1
[umll = 1 e [lum|l < =[lumllg@) <~ ¥meN.
m m

A sequéncia (tm,)men é limitada em H'(Q) e H'(Q) é reflexivo, em face ao Teorema existe
uma subsequéncia (uy),en de (Um)men € um vetor v € HY(Q) tal que u, — v em H'(Q). Por
outro lado, como 2 é um aberto limitado regular, de Rellich-Kondrachov (Teorema , segue que

comp

HY(Q) — L%*(Q). Portanto, u, — v em L?(Q).

Como |[Ju, || < %, para cada v € N, temos ||lu,| — 0, logo,

ou,

— 0em L*(Q) Vje€{0,---n}. (3.6)
6:1:]-

Além disso, assumindo o fato que V é completo com a norma induzida de H'(f2), conclui-se que
. 9 9 p
v e V. Assim, Wuj € L?(N)e Wuj = 0, logo v ¢ constante em €. Como v € V, (7o), (v) = v}, =0,

e portanto v = 0 em €). Assim,
v, — 0 em L*(Q). (3.7)

De (3.6) e (3.7), segue que u, — 0 em H'(Q), o que é um absurdo, porque ||u,|| = 1 para todo
veN.

O]

Definicao 3.1. Considere dois espaco de Hilbert arbitrario, H e X, tais que H <— X e H € denso
em X. Seja a: H x H— R uma forma bilinear e coerciva. Denotaremos por D(A), o conjunto
dos vetores u € H, tais que a forma linear v — o(u,v) € continua em H com a topologia induzida

por X. A densidade de H em X, nos permite estender continuamente a forma linear v — o (u,v)
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ao espago X. Assim, pelo teorema de Riesz (Teorema , para cada u € D(A), eziste um unico
A(u) € X tal que a(u,v) = ((A(u),v))x para todo v € H. Logo,

D(A)={ue H; 3f € X, tal que a(u,v) = ((f,v))x, Yv € H}. (3.8)

Portanto, D(A) € um subespago vetorial de X tal que A : D(A) — X é um operador linear. Este
operador A € dito definido pela terna {H, X, a}.

Proposicao 3.2. Seja A o operador definido pela terna {H,X,a}. Entdo, D(A) € denso em X.
Em particular, D(A) € denso em H. Além disso, para cada f € X, existe um tunico u € D(A) tal

que A(u) = f.
Demonstragao. Ver [35], paginas 105 e 107. O

Exemplo 3.1. Sejam A o operador definido pela terna {H}(2), L?(2),((-,))} e M o conjunto
dado por M = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}. Afirmamos que D(A) = M e A = —A. Com efeito,
seja u € D(A). De (@, seque que u € HY(Q) e existe um f € L*(Q), tal que

((u,0)) = (f,v), Vv e Hy(9Q).

Pela sequnda formula de Green (Teorema , obtemos

(—Au,v) + / gu’r ~odl = (f,v), Yve H}(Q).
r oV

Contudo, v € Hy(Q) = ker(y), e portanto v = 0. Logo,
(=Au,v) = (f,v), Yve HY}Q).
Em particular,
(—Au,v) = (f,v), Yve D).
Portanto —Au = f em D'(), e como f € L*(), seque que Au € L*(Q). Logo, u € M.

Reciprocamente, seja u € M. Entdo —Au € L*(Q), e como u € H}(Q), da segunda férmula de

Green, tem-se

(—Au, ¢) = ((u,9)) Vo € D). (3.9)

Como D(Q) é denso em HL(SY), dado v € H}(Q), existe uma sequéncia (v,)uen C D(Q), tal que
vy, — v em HE(Q). Fazendo v, = ¢ em e passando o limite, resulta

(—Au,v) = ((u,v)) Yo € Hy(Q).
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Assim, de (@, seque que u € D(A) e A= —A, o que mostra o afirmado.

Da Proposig:do e do Exemplo decorre que existe um tinico u € D(—A) C HY(), tal que

—Au=f em Q, 310
u=0 sobrel, (3.10)
onde, f € L*(9).

Exemplo 3.2. No Ezemplo , deu-se a terna {H,X,a} e determinou-se o operador A e o
correspondente problema em equacoes diferenciais. Neste exemplo, faremos o percurso contrdrio.
Dd-se o problema (e por consequéncia o operador A), e determina-se a terna {H,X,a}. Conside-

ramos o problema de determinar uma fungao u : ) — R satisfazendo .
Supondo a equacgao satisfeita, da sequnda formula de Greenm, obtém-se
(f,0) = ((u,0)); Yo € Hy(Q).

Considere, X = L*(Q), H = H}(Q) e a = ((+,-)). Pelo teorema de Laz-Milgram (Teorema ,

existe um tinico u € HE(Q) tal que
(u,0)) = (f,v); Yo € HHQ). (3.11)

Tomando v € D(§2) em , resulta que —Au = f. Além disso, X = L*(Q), H = H}(Q) e
a = ((+,-)) satisfazem as condi¢oes da Defini¢ao . Portanto, D(A) = {u € H}(Q); Au e L*(Q)}
e —A=A.

Proposicao 3.3. Eriste uma tnica solugdo u € V NH(Q) do sequinte problema

—Au=f em Q,
u =0 sobre Iy, (3.12)
ou bre T
— =g sobre
v g 1,
onde f € L>(Q) eg € H%(Fl)
Demonstragao. Defina,
T:V — R

v — (f,v)+/ g - v.dl.
I
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Afirmamos que T é um funcional linear continuo. De fato, dados u,v € V e o € R, temos

(T,au+v) = (f,ozu+v)+/ g (au+v).dl
1N

= alfw+(fo)+a [ goudr+ [ gvar

= a<(f,u)+/rlg‘u|rdl“>+((f,v)—i—/rlg‘vhdl“)

= o(T,u)+ (T,v),

o que prova a linearidade da T'. Além disso, pelas desigualdades de Schwartz (Proposigao ,
Hélder (Proposicao [5.27)) e pela imersdo continua V < L?(Q) (Observacao [3.5)), temos

(T,0)] = \(f,v)+/rg~vrdfl

IN

1(F,0)] + /F 9] - Joj T

< f1- ol + llgllzaqy - lopllz2 ey

A

< Gslfl- vl + gl 2y - vz

Segundo (2.6), H'/?(I';) < L?(I';). Portanto, existe uma constante de imersao Cy tal que

IN

(T v)] Calf1- vl +llgll 2y - 1ol e2(ry)

A

< Gslf]- ol + (CO2 gl iz v Ly
e pelo Teorema
lvie L2,y = ovllgeeyy = ol gzey < Csllvllaq),

onde Cjs é a constante garantida pela continuidade da aplicagao traco de ordem zero 7y definida no
Teorema [2.14] Logo,

(T’ )|

IN

Cslf1 - loll + (Co)? gl vz o ey
Cslf1 - l[oll + (Ca)? - Csllgll sz 0] a1 ()
= Gslf]- vl + (Ca)* - Csllgl s 0]l

= (GCslf1+(C)* - Csllgll s, 0l

= Cll],

IN

onde C = Cs|f| + (C4)205||g\|H1/2(p1), provando o afirmado.

Finalmente mostraremos a existéncia e unicidade de solugao para o problema ((3.12]).
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Note que, o produto interno ((-,-)) do espago V é uma forma bilinear, coerciva e continua.

Portanto por Lax-Milgram (Teorema ), existe um tnico u € V' tal que
((u,v)) =(T,v) = (f,v) +/ g v dl, YveV. (3.13)
I

Em particular,

(1 0) = (f0) + /F g opdl = (f,0) = /Q f@)p(x)dz, Yo e C5(Q)

pois ¢ =0 em I'. Como

Z 836] 8a: ( Jde

J

Obtemos,

Z/ 8% ax, dm—/f (3.14)

Segue da definigao de derivada distribucional e da equagao (3.14]), que
0% - 0% ou Oy
A = =
(. A¢) < 81: > Z< 02> Z<8xj ax]>

= —Z/ aatj O:Uj x)dr =— [ f(x)p(zr)de.

" 92 - 0% " /0%
<U7A90> = <U, > = <U,> = <a90>
= O:U? = 8:5? ; 81‘?

Por outro lado,

Assim,

Equivalentemente,
1@ - dut@ptaas =0, Ve e CF (@) (3.15)
De (3.15)) e pelo Lema de Du Bois Raymond (Teorema [5.16)), temos que —Au = f, q.t.p. em €,

e como f € L?(Q) segue que, Au € L%*(Q), isto é, u € H'(Q). Portanto u € V NH(Q). Como
u € H'(Q), da segunda férmula de Green generalizada (Teorema segue que

(71 (), 0 (0)) = (Aw, v) +Z/ o 8:61 2)dz = (A, v) + ((u,0), (3.16)
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onde 71 (u) € H_%(I‘l) ev(v) € H%(Fl). Como f = —Au em L%(Q), das equacoes {i e ( ,

temos
(u( () = (Auw) + (w,0) = (o) + (F0)+ [ g-udr
= /QAu(:L')U(:L‘)dx —1—/Qf(m)v(m)d$ + /F1 g - v dl
= /QAu(x)U(x)dx—/QAu(x)v(ac)d:B—i—/Flg'deF
= / g-vpdl.
I'1
Portanto,
<gz Fl,vp1> = /Flg-v|FdI‘, Yv e V. (3.17)
Isto é,
% A H_%(Fl).
ou

€ H 7%(F1) = [H %(Fl)]’ , do teorema da representacao de Riesz-Fréchet (Apéndice,

Como 7 -
Teorema |5.10)), segue que

ou

Sl =9 em H%(Fl).

o

Proposicao 3.4. Sejam f € L*(Q) e g € H%(Fl). Entao a solugao do problema

—Au = f em €,
u =0 sobre I'g, (3.18)

0
a—z = g sobre I'y,

pertence a V.0 H?(Y) e existe uma constante real C tal que, 1wl 2y < Clf] + ||g||H%(F1)].

Demonstragao. Seja (0,9) € H%(I‘) X H%(I‘) definido por

_ | gsobrelIy,
971 0sobre To.

Pela sobrejetividade da aplicacdo traco em H?(Q) (Ver Teorema ({2.16)), existe uma funcao
h € H%(Q) tal que, y(h) = (70(h),v1(h)) = (0,7). Logo, h =0 em 'y e % =gem I'y. Além disso,

pela continuidade da aplicacao traco -y, existe uma constante real Cy > 0, tal que

120y < Co (1003, gy + 181113 | = Colgllyerr (3.19)
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Seja w a solugao fraca do seguinte problema:

—Aw = f — Ah em Q,

w = 0 sobre FO, (320)
a—w = 0 sobre Iy,
ov

garantida pela Proposicao Isto é,
(—Aw,v) = (f,v) — (Ah,v), YveV.

Considere a aplicacio T' = w+ f — Ah € L?(Q). Note que, —Aw = f — Ah implica que —Aw +w =
w+ f— Ah = T. Portanto, em face ao teorma de Agmon-Douglis-Niremberg (Teorema [1.19)),
decorre que w € H?(12) existe uma constante real K > 0 tal que w20 < Klw|. Além disso,

note que
[wllg2(0) < Klw| < K|Aw| = K[f — Ah| < K[|f| + |Ah]] (3.21)

Assim, da desigualdade de Young (Proposicao , resulta que

2

"~ QUIIZ
|AR]? = /Q,Za (') dx

2
— O3
, 2
" 0%u(x)
< E - dx
- /Q = | Oxj?

2
" | 0%u(x) " 0%u(z) | | 9%u(x)
= + . dx
/Q; 8m? ”Z_:ll Ox? 0z
< /zn: 0?u(x) 2+1 - 0%u(x) 0?u(x) ? dx
- 2 83@? 21,0:1 Ox? 0x?
" | 0%u(x)
= [ (M*+1))) 2| dx
/Q = Oz}
| oru(a) |
_ (2
= (n +1)Z/Q 52 dx
7j=1
2 " | 0%u ’
- (N2 G
7j=1 J
< P+ 1) Y0 D = (0 + DlullFe - (3.22)
|or| <2

Afirmamos que a fungdo u = w — h é solugao do problema (3.18)). Com efeito, como as fung¢oes w

e h pertencem a V N H?(Q) e g—ﬁ = g em I'1, temos que u € H?(Q) NV e portanto u = 0 em Ty,
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% = %—f—i—% =0+4+g=gsobrel'1 e —Au=—-A(w—h) = —Aw+Ah = f— Ah+ Ah = f. Além
disso, das desigualdades (3.19), (3.21)) e (3.22)), obtemos

[ullz) = llw—="hln2e)
< lwllgzi9) + 1Bl a20) < K[If[ 4+ [AR[] + (2] g2(0)
< K[|f| + Kollhll z2()] + [Pl a2
= K|f|+ (K- Ko+ 1)[|hllz2q)
< KIf|+ (- Ko + DColgl .
< OUfl+Cllgly
= Ol + gl 30, )
onde C' = max{K, (K - Ko+ 1)Co} e Ko = vVn? + 1. O
Proposicao 3.5. A norma
1/2
a 2
u—s ||Aul® + ’ o=
OVl p12(ry)

e a norma usual de H*(Q) sdo equivalentes em V N H%().

Demonstragdo. Seja u € V N H?(S2). Entdo, pela Proposicio existe uma constante real C > 0

tal que:
o 2
2 2 u
U < C* ||Au| +
Assim, por Young (Proposicao |5.26) segue que
oul | du
ey < € |l +| +2laul- |5
H (Q) al/ Iy H%(Fl) 8V H%(Fl)
P 2
< 202 ||Au? + ’ “
8V I HQ(F )

Por outro lado, pela continuidade da aplicacdo linear 71 : H?(Q) — H %(F) definida no Teorema

2.15] existe uma constante real K > 0 tal que:

30 = |50 ey < Kl
Portanto, em face da desigualdade , obtemos
ou||?
a5 ) S 0 Dl Kl < 2ol
1
onde Cy = max{n? + 1, K}. O

62



Observagao 3.6. Da Proposicdo e Proposicao seque que —A € o operador definido pela
terna {V,L*(Q),((-))} e D(=A) = {u € V N H?(Q); g—g =0 emI'1}. Assim, da Proposigdo
seque que D(—A) é denso em V. Entdo, como D(—A) C VN H?(Q) e H*(Q) — HYQ), das
Proposicao e Proposicao seque que V N H2(Q) € denso em V.

A seguir, enunciaremos e demonstraremos o resultado que permite construir uma base especial

em VN H(Q).

Proposigao 3.6. Seja 6 € W1°(I'y), p : R — R Lipschitziana com p(0) = 0, u® € V. N H?(),
ul €V e, VN H%(Q)

ou°
87111/ +6()p(u') =0 sobre Ty.

Entdo, para cada € > 0 existem w e z em V N H?(Y) tal que,

dw

iy +d(-)p(z) =0 sobre T.

Hw_u0|‘VﬂH2(Q)<57 lz—u'l|<e e

Demonstrag¢do. Como V N H?(2) é denso em V (Observacio [3.6) e u! € V, para cada nimero real
e > 0 dado, existe um elemento z € V N H?(2) tal que ||z — u!|| < e.

Seja, w solugao do seguinte problema:

—Aw = —Aug em (),
w=20 sobre Iy,
‘Z—f = —0(-)p(2) sobre I'y.

Portanto, pela Proposicao segue que w € V N H?(Q). Além disso, em face da Proposicio

tem-se:

O(w — u) 2
— — _.,0y2 o\w —u-)
o= el = 18—+ [ S
ow  oud 2
_ CA02 L ||9w
= [Aw= A H ov  Ov HH%(Fl)
= |l =6 RV INTE
= [lI=00)p(z) +00)pIIly 1

= [6()[p(u") = p(2)] (3.23)

[
H2(Th)
Como os operadores lineares 0 : H%(I’l) — H%(I’l), p=p="Thoy:V — H%(I‘l) s&o continuos
(Ver Observagoes -3.3)) e p fortemente monétono, existem constantes reais positivas K; e Ko

tais que

16(-)[p(u') = p(2)] <Ko Kilu! =22, (3.24)

< by~ 2
< Kilp(u’) p(z)”H%(Fl) H3 (')

[
H2(T)
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Pela continuidade da restricio da aplicacdo (o), : V — H %(Fl) (Observagao existe uma

constante real positiva K3 tal que:

lt — 22y < Ksllu' — 2] (3.25)

(T'1)

De (3.23)), (3.24)), (3.25)), segue que

0 1 2
|w—vllyame@) < Ko Killu — zIIH%(FI)
S K3-K2‘K1]u1—z\|2
= K|u1 —zH2

< K¢,

OndeK:Kg'K2~K1. O

3.2 Existéncia de Solugao Local

Esta é a principal secao deste trabalho. Demostraremos o teorema que garante a existéncia de
solucao local do Problema no caso em que h = dp, com J e p definido anteriormente em ({3.1)) e
(13.2). Isto é:

' — Au+ul = f sobre Q x (0,Tp),
u=20 sobre I'y x (0, Tp),
3.26
% +0()p(u) =0 sobre T'y x (0,Tp), (3.26)
u(z,0) = u’(z), v'(z,0) = ul(z) sobre Q,
n_o 92
ondeu’:%,u”:%eAu: gz
j=1 Tj

A forga dp(u') atua na diregao contraria & derivada normal.

0
a—z = —dop(u’) sobre T'y

. Ver Figura [3.2] abaixo:
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t+—->
Bp(u’) 2u
av

2.jpg
Figura 3.1: Aberto Q.

Teorema 3.1. Suponha que as condicoes , € sejam satisfeitas. Seja f € HY(0,T; L?*())
e {u’,ut} € (VU H?*(Q)) x V satisfazendo a seguinte condicdo de compatibilidade;
) 0
i §()p(u') = 0 sobre T. (3.27)
v
Entao existe um numero real Ty com 0 < Ty < T e uma funcdo u na classe,
u € L>®(0,Ty; V N H?(Q)),
u' € L>®(0,Ty; V), (3.28)
u” € L>=(0,Ty; L*(Q)) N L%(0, Ty; L*(T1))

satisfazendo:
u = Au+|ulf = f sobre L°°(0, Tp; L*(2)),
% + dp(u') =0 sobre L>(0, Tp; H%(Fl)), (3.29)
%LZL// + 5p/(u/)u// = O SOb?ﬁe LOO(O, TO, LQ(Fl))a

e as condigoes iniciais,

u(0) = u®, /' (0) =ul. (3.30)

Além disso, Ty € dado explicitamente por:

(1—p)

1 1 1 2
To = min{ —— ( =|ul* + 2[|[u®]] + 2 T:. 31
o= mind iz (GlP+3hl+2) T (3.31)

onde,
(p—1)

(p+1) }

1
[22Hf||L°°(O,T;L2(Q))+2 x (C1)° (3.32)
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e C1 € a constante da imersdo continua dada em .

Demonstracao. Para a demonstragao empregaremos o método de Faedo-Galerkin com uma base

especial em V N H?(Q). A mesma estard contida e dividida nas subsecoes desta secio.

3.2.1 Aproximacgoes de Galerkin

Nesta subsec@o, usaremos o teorema de Carathéodory (Teorema [1.16) para encontrar solugdes
aproximadas do Problema . Estas aproximagoes estarao definidas em subespacos de dimensao

finita do espaco V N H%(Q).

De posse da Proposicao [3.6 garantimos a existéncia de sequéncias (1) zen € (ul)ren de vetores
p poOsI¢ g q k/ke k) ke

em V N H%(Q) tais que

lim u) = u° sobre V N H?(Q),
k—o00
lim uj, = u' sobre V, (3.33)
k—o00
0
% + 6p(ut) =0 sobre I'y, para cada k € N.

Para cada k € N, construiremos uma base hilbertiana {wf, ...,wf, ..} para o espago vetorial
V N H?(2) de modo que u, ui € [wf, wk], onde [u,v] é o subespago gerado pelos vetores u,v. Com

efeito, fixe k € N. Se u{ e uj forem linearmente independente em V N H?(Q), defina

0 k
u B
wh = & e k=2

)

~ 1,0
luk v e @) 1851 VNH2(Q)

onde
((uy, wlf)>VmH2(Q) k
55 = uzlg - wy .
[wf lvamz@
Considere um vetor u fora do subespago [wf,w5] e defina
i B3
U)3 = % s
1B v
onde

((uz7w]1€))VﬂH2(Q) k ((uivwlg))VﬂHQ(Q) k
wy — Wy .

k 2
B3 = uj, —

[wfllvamz@) W |y Amz2 @)

Note que V N H?() é separavel, pois é subconjunto do espaco métrico separdvel L?(2) (ver a

Observagao e 0 Teorema [5.17). Portanto, em face da Proposigao podemos continuar
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indefinidamente o processo acima (ortonormalizacao de Gram-Schimidt) até formar uma base hil-

bertiana {w’f,wé...,wf, ..} para V. N H?(Q).

Se caso, os vetores ug e uk forem linearmente dependentes, considere

0 1
k U, k Uy,
wy 1

vz ) lull vz )

Escolha u} um vetor fora do subespago [w}] e considere

BY

.

k
’U)2: s

onde,

(U, w))vamz@)
wi.

B{C = u% - %
”w1HVmH2(Q)

De maneira andloga ao caso anterior, podemos continuar indefinidamente o processo de ortonor-
malizacdo de Gram-Schimidt e assim obter uma base {w}, w§, ..., wf, ..} para VN H?(Q). Portanto,
k o,k

para cada k € N a base {w?, ...,w;‘?, .} é tal qual, ud, ul € [wh, wh].

Para cada m € N e k € N consideremos o subespaco Vn’i = [w’f s ey wfn] gerado pelos m primeiros

w}“ da base {w!, ...,w;-“, ..}. Encontraremos solucdes g, (t) € V., onde t € [0, ) € tpm > 0, para

o problema aproximado

(o (), 0) + (e (£),v)) + (Jurm (£)]7, v) +/F Op (U, (t))vdl = (f(1),0), Yo € Vi,

ukm(o) - uga u;cm(o) - ul:ia

(3.34)
tal que
m
U (8) = D grjm (D},
j=1
onde gyjm(t) sdo escalares determinados pela base {w¥, -, wk} do espago vetorial V. A razao

de (3.34) é a seguinte. Se considerarmos o Problema (7)) com h = dp, para cada ¢ € [0,7] fixo,

teriamos

u’(t) — Au(t) + [u(t)|? = f(t) sobre €,
u(t) =0 sobre I'g,
du (3.35)

—(t) +op(u'(t)) =0 sobre Ty,

=up, u(0) =uy sobre €,
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onde |u(t)|? : @ — R, é definida por |u(t)|?(x) = |u(z,t)|?, para todo x € Q. Agora, multiplicando
a primeira equagao do problema acima por uma funcao v € V e integrando sobre (2, obtém-se
[ Ol@p@is - [ su@l@pds+ [ fuoPieeed = [ ol voev.
Usando a segunda férmula de Green (Teorema ), tem-se
(w"(8),0) + ((w(t),v)) + (lu@®)]",v) - g gzvdf = (f(t),v), YoeV.
Portanto, a segunda e terceira equacao do problema , implica
(W (t),v) + ((u(t),v)) + (Ju(t)]?,v) + Sp(u' (t))vdl = (f(t),v), YveV. (3.36)

r

Substituindo u por ug,, em (3.36)), obtemos (3.34)).

Queremos encontrar uma fungao u(t) para o qual a equacgao (3.36)) seja verificada. Note que, sob
as condigoes de contorno, se para cada t, u(t) satisfizer o problema variacional (3.36]), ele serd uma
boa aproximagao para uma possivel solugao do problema pontual (3.35). Para tal, procuraremos

solucbes aproximadas nos subespacos de dimensao finita V.

Considerando o problema aproximado (3.34]), mostraremos que o mesmo possui uma solugao

local para cada par (k,m) no espaco de dimensao finita V.

m
Suponha que exista uma fungao ug,,(t) = > grjm (t)w;‘? satisfazendo o problema (|3.34). Entéao,
j=1

como w¥ € V¥ para cada i € {1,---,m}, temos
m m m o
D g @ufwl |+ D gemOwf Wl | ]+ ‘ngjm(t)wf ,wf
Jj=1 Jj=1 Jj=1
m
b w3 gkl | whdr = (50 b (3.37)
'y -_
7=1

logo, podemos reescrever a equacao (3.37)) na seguinte forma matricial.

(wlf7wlf) (w§7wlf) (wfmwllg) gl,cllm(t)
(w]fvw§> (w§7w§> (wlrfmwlrcn) gng(t)
(whwk) (whwb) o (whwh) )\ gl (®)
(wh,wh))  ((wh,wh)) o ((wh o) \ [ geim(®)
((w]f’wlg)) ((wévwlg)) ((wfmwlrf@)) ngm(t)
(b k) (k) o (b)) )\ gomm(®)
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Z gkjm
Z gk:jm

/\/_\

P

k
7w1>
P

k
7w2>
7wm)

+
Sp(wh)whdr Sp(wh)wkdr .. Sp(wh)wk dr
2 2 2 o)
op(w5)wtdl op(wsywsdl' - dp(w§ )wyydT ram (t)
+ Fl Fl Fl :
| k . k | .k: k G (1)
sp(uhywkdl [ Spluwk)wkdr - [ ap(wh)eh,dr
I I I'1
(f (t),w’g)
G
(f(),wp,)
Denotemos cada matriz acima da seguinte forma:
C = (wl ) w?) (w2 ) w?) ' (wmv wm) Z(t) . 9k2m (t)
(wlf> wfn) (w§> wfn) : (wﬁw wﬁm) Jkmm (t)
m p
ngjm wéﬁ 7w]i
j=1
((wi,wi)) ((w%wi;)) : ((w]i:mw]if)) m g
A ((wy,wy))  ((wg,w3)) (Wi wy,)) o > grim(Bwh| w}
B : : : o i=1 ’
((wf, wh))  ((wh,wy,)) ((wpy, wpy,)) )
- k m
( ngjm(t)wj 7wk )
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o(whutar [ sptufyusar [ sptubyulr
I I I (f(t),wh)
So(uhufar [ sptufyusar [ sptufulr (F(t), k)
G = Iy 'y ry , F'= .
o o - (f(t), wh)
Ip(wy, )widl Ip(wp, )wsdl - dp(wyy, )w,,dl’
I' ' I

Das condigoes iniciais, obtemos

m m
ki (0) = Y grjm(O)wf =uf e o, (0) = D ghjm (0] = uj.
j=1 j=1

Assim,
9r1m (0) gélm(o)
RO I O
Gkmm (0) gllcmmw)

Desta forma, obtemos a seguinte EDO:

CZ"'(t)+ Az(t) + H + GZ/(t) = F,

Z(O) = [gklm(0)7 ngm(O), ey gkmm(O)]T, z/(O) = [g;ﬂm((])’ g;ﬁm(o)’ s gllfmm(o)]T (338)

Afirmamos que a matriz C é inversivel. Com efeito, como C é uma matriz real e simétrica, é
auto-adjunta, e portanto diagonalizdvel, isto é, existe M inversivel tal que D = M~'CM, é uma
matriz diagonal. Entao é suficiente mostrar que D é inversivel, ou equivalentemente, que zero nao
é autovalor de D. Assim, suponha por absurdo que exista um vetor v # 0 tal que Dv = 0, logo
M~'CMv = 0. Como M é inversivel, temos Mv # 0 e CMv = 0, pois caso contrario M ~*CMuv # 0,

uma vez que M1 é inversivel.

Considere,
$1
P2
Mo .

I
©
Il

Pn

70



Entao,

- ko,ok
Zl ¥j (wj » Wy )
]:

m
Z)lst(w?,wS)
]:

CMv=Cyp=
- k o,k
>~ ei(wy,wy,)
j=1
m m
Portanto, (Z gojw;?,w’f> =0,V j=12 .. m. Assim, o vetor « = > cpjwf é ortogonal a todo
j=1 j=1

vetor de V,¥. Em particular, (o, ) = 0, e portanto a = 0. Dai,

m
a=) ;=0 implica @; =0, Vj=12 .m.
j=1
Logo, ¢ = 0, e portanto 0 = ¢ = Mv. O que é um absurdo, uma vez que Mv # 0. Esta contradigao

demonstra o afirmado.

Como C' é inversivel, podemos escrever a equagao diferencial (3.38)) da seguinte maneira:

2'(t)+ C7tAz(t) + C'H + C71GZ/(t) = C7LF, (3.30)
2(0) = [gr1m(0), gr2m (0), -+ Grrmm (O)]", 2'(0) = (95113, (0): Gz (0): w05 G (0)]T '
Defina,
_ _ _( Ya(®)
() = =0, a0 =0 e Yo = (1))
Entao,
v — (VIO ) (20 _ 0
YJ(t) 2" (t) C7IF - C71Az(t) - C7'H — C71GY(t)
- 0 1 Yi(t) n 0
“\ -ct'A —c'@ Ya(t) C'F-C'H )
Portanto a equagao (3.39)) pode ser representada pelo seguinte problema de valor inicial:
P 0 1 0
Yi) = ( ¢4 G )Y(t) i ( CF-C'H > ! (3.40)
Y(0) = Yo

O Problema ((3.40]) é equivalente ao problema aproximado ([3.34). Mostraremos que ([3.40|) possui

solucao local usando o Teorema de Carathéodory. Considere

h:R*™ x [0,T] — R*™ (3.41)
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definida por h(t,y) = M(y,t) + N(t), onde

0 1 0
M(yvt)<_c—1A —C_1G>y € N(t)(c—lF_C—1H>v

onde Yy = (yla s YUms Ym+1, me)

A fungao h acima definida, satisfaz as condi¢oes de Carathéodory (ver Definicao |1.24). Com

efeito,

1. Para todo y € R?™ fixo, tem-se que h(y,t) é mensurdvel. De fato, como & e p sdo continuas
temos que N é mensurdvel. Por outro lado, seja yo € R?™. A aplicagdo M (yo, ) é mensuravel, uma
vez que f € H(0,T; L*(Q)).

2. Para todo t fixo, h é continua como fungao de y. Com efeito, seja tg € [0,7]. Entao N é

constante. Como J e p sdo continuas, segue que M (-, tp) linear e continua.

3. Seja K C R?™ um subconjunto compacto. A funcdo N é continua em [0,7] por defini¢io.
Além disso, também por defini¢ao, segue que M (-, ty) é continua, para cada ty € [0,T], e portanto

continua em K x [0,7]. Assim, existe constantes positivas Mg e Nk, tais que
[M(y,t)|lgem < Mg e |[N(t)||gzm < Ng.
Logo,
17 (y, ) [rem < [M(y,1)||lRzm + [N (£)][gem < 2Ck,
onde Cx = max{Mpg, Nk }.

Portanto, pelo teorema de Carathéodory (Teorema , segue que para cada par de indices
(k,m), existe uma solu¢ao Y (¢) do problema de valor inicial em algum intervalo [0, g, ),
com tg,, > 0. Da equivaléncia dos problemas e , decorre que, para cada par de indices
(k,m), o problema aproximado possui uma solugao uyy,, definida no intervalo [0, tx,), tal
que ugm,(t) € V™.

3.2.2 Estimativas a Priori
Nesta subsegao, conseguiremos estimativas a priori para as solugoes ug,, definida em [0, tg,,) com

ttm > 0 encontradas na segao anterior, com o intuito de prolongar seu dominio de definigao a

todo intervalo [0,7]. Contudo, so foi possivel estende-la ao intervalo [0,7p] C [0,7], onde Tp ¢ a
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constante positiva descrita em (3.31). Para isto, usaremos o teorema do prolongamento (Teorema
1.17).

Primeira estimativa:

Como uy,,(t) = Z Gpm ()W ) , entdo uj, (t) € V¥ e, de acordo com (3.34) temos

(W (8)s U () + (2o (), o (1)) + ([0 (8)]°, e (£))
+A@wﬁm%mw=mm%m» (3.42)

Note que,

%I%m(tW = %(u;m(t%uzm(t)) = (g (1), W (8)) + (Ui (£), (1)) = 2(0, (1), e (1)),

e de maneira andloga,

d d

(O = 5 (o (6) wn (1)) = 2( (s (0, o ())) (ver Proposicio [LTS).
Portanto,
(P = W), ) @ 3 i (DI = (om0 (1) (343)

Substituindo (3.43)) em ([3.42), obtemos

1d , 1d ) .
o (O + 5 2t (O + (et ()17, (1)

i 0P (U () U ()AL = (f (£), U (1)),

e portanto,

1d

2 1d 2 / /
g i o (O 5 gy (17 + | 8p(af (D) (0

= (f(£), g (£) = ([ ()17, i (1)) (3.44)

Por outro lado, em virtude da desigualdade de Schwarz, temos que

| ke (O] - [ (8)] = </Q! \ukm(t)\”(fv)Ide>2 [t (£)]

IN

| ([t ()17 e (1))

2
= ([ @ P2 ) ™ a0 = i (Ol 0]
e, em virtude de (3.5)) segue que
|ttt (8)1° s (ED)] < Nttt )12 ) [0 ()] < (C1) Nt () + [t (£ (3.45)
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Defina,
1 1
rm(t) = §|U2m(t)|2 + §||ukm(t)||2 +1

Combinando (3.44) e (3.46) temos

%@km(t)Jr g 0P (U () Uy ()AL = (f (), Uy (£)) = ([t (B)° s (£)).

(3.46)

(3.47)

Por outro lado, segue da identificacao feita na Observacao e das hipdteses (3.1)) e (3.2)) que,

P (U (1)) U (1) = [p(h (2, 8)) = P(O)] [ (2, £)] = bottf (,8)] € 8(x) > o

para cada z € I'y. Portanto,

d d
G (®) -+ dubn [ (o (0P = Goun®)+ [ Sobolu (1)L
Iy I
d
< Goun®)+ [ bl () (0T
Iy

= (f(), ukpn (1)) = ([urm ()7, p, (2)).

De (3.48)), da desigualdade de Schwarz e de (3.45) segue que,

IN

G (®) 4 Gabn [ (@ (O < (F(0), () = (i (1)1, (1)

It

< O] [ (O] + (C1)P [k ()7 - [t ().

Como
L, 9 1 2
Prn(t) = Sl () + 5 luam (D) + 1,
temos
1 2 L, 2
5 lun O = () = Glukn ()2 +1) < @rm(®)
logo,
1 1
[k (D) < 22 (rm(t))?
e, portanto

De maneira analoga, obtemos
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Como g, (t) > 1, das desigualdades (3.50) e (3.51]), segue que

| Ot (B)] 4 (CP Nt (B 2t (2))]

IN A
[\ [\]
[SIES |
- =
- =

IN

Portanto,
p+1

| f Ot (O] + (CP Nttt (D)7 [t ()] < N (0rm (8)) 2

onde,
1 pt1
N = 22| fllpe L2y + 22 - (C1)".

Combinando (3.49) e (3.52)), temos

d ptl
pn(t) +80by [ (V0 < N ()
1N
Isto é,
1 d
(rn(1) ™% Zorm(t) < .
t
Como % < 0, temos
2 p+1 d 2
—_— T — > _————N.
Note que,
d 1,  1—p 1p_, d _1-p _p+l
dt (@km(t)) 2 = ( ) )(Sakm(t)) 2 dt@km(t) D) (@km(t)) 2
logo,
2 d 1-p _et1 d
T, @ P )7 = ()7 - Zoum (0.
De (3.54)) e (3.55) resulta que,
d 1 1—p _etl d 2
—(rm (1)) 2 = ——(prm(t 2 - —pm(t) > ——N.
dt(k()) 2(k()) g P (1) 1=

Integrando a desigualdade (3.56) de 0 a to, onde to € (0,7, obtemos

to g 1-p o1 —p
o)) T dt > | —LEN.
| Gz [T

Isto é,

(Prm(t0)) 7" = (Prm(0)) 2 > 1_T'ONlto-
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()7 + 255 - (O (ppm(t) T

()T +2°7 - (C1) (o (1)
= [23|/(8)] +2°F - (C)?)(rm(D))
231l oo,z + 275 (C)P)(prm ()T

pt1

2

pt1

pt1

pt1

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)



Logo,

1—p

(P (t0)) 2 > (i (0)) 2 + =5 Nty = (i (0)) 2 = Mo, ¥io € (0,7),

onde M = (’)241)]\7 )
De (3.46) e das condigGes iniciais do problema aproximado (3.34]), obtemos

1 1 1 1
Pin(0) = 2t O+ 5 i )2 + 1 = kP 2 o> + 1, m € N
Assim, de (3.33)), existe ko € N tal que

1 1
©rm(0) — <2|ul\2 + §Hu0||2 + 1>’ <1 sempre que k > k.

Portanto,
1 1
Pem(0) < Slu' 2+ S 2 + 2.

Logo,
1—p

_ 1 1 =
(cpkm(O))lTp > <2]u1|2—|—2||u0]|2—|—2> , VmeNeVk > k.

Assim, de (3.57)
| 1 S
— 1— 2
(Prnt0)' 2 (0% = Mto > (Glul P+ gl +2) * =
para cada m € N e cada k > ky. Considerando,

(1-p)

1 1 2
T — mi 12 4 2012 4 2 T
= ming iz (5P gl 2) T T

temos que
1 1 (150)
f< Ty < — 12 4 21,012 4 2
<To< gy (SR gl +2)
para cada t € [0,T]. Logo,
(=p)

1 1 2
Mt < <2|u1|2—|—2||u0||2+2> , VYt e[0,Ty).

| =

Entao, segue de (3.58) que

1—p

1—p 1
(en®)'F 2 (Gt P +2) T - are

1 1 012 2 1 1 12 1 012

- - o) — (2 - 2
(3t phP+2) T = 3 (GP + Gl +
1
2

Y

1—p

1 2
(3l + 5heP+2) T v 0.7
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Assim,
2 (1 g5 1. 00
Crm (t) < 27T §]u |“ + §Hu |“+2) =P, Vtel0,To], Yk > ko, Vm € N. (3.59)

Combinando (3.46) e (3.59)), obtemos
1 1
(O + S (D] +1 < P

Assim,

1 1 1
S < S (O + Sl @2 +1 < P,

e de maneira andloga,
1 2
Sl < P.
Portanto,

lukm (D] < V2P e [t ()] < V2P (3.60)

Como P é uma constante real que independe de k e de m qualquer que seja o t € [0,Tp], as
limitagoes (3.60) nos permite usar o teorema do prolongamento (Teorema [1.17)) para estender a

solugao aproximada ugy, (t) definida em [0, tx,,) para todo o intervalo [0, Tp).
Além disso,
[ukmll Lo 0/m05v) < V2P e ([t ll Lo 0152202 < V2P (3.61)

Por outro lado, combinando as desigualdades (3.53)) e (3.59)), encontramos

pt1 pt1

%%A@%ﬂWﬂSNWm®)2SNP2-

Logo,

pt1

o | 220,10 22(01)) < (60) " (bo) "N - P72 (3.62)

Assim, das limitagoes (3.61]) e da limitacao (3.62), obtemos

(ugm,) € limitado em L°°(0,Tp; V),
(U}y,) € limitado em L>(0, Tp; L*(Q)), (3.63)
(W) 6 limitado em L?(0, Tp; L*(Ty)),

independente do k > kg e do m € N.
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Segunda estimativa

Derivando a equacao aproximada (3.34]) com respeito a varidvel ¢, obtemos

(t)ukm(t)

Wl (00) 4+ (e (£),0)) + plJugm ()] - 22 v)

|ukm(t)|
([ vt @pear) = S0, voe v
e portanto
(Wi (), 0) 4 (Ui (8),0)) + (ltskn ()7t (8) 1, (1), 0)
T |0 (W ()bt (D]wdD = (£'(2), 0), Vo € V. (3.64)

Substituindo uj, (t) = Z G (t )wé‘C € V! em (3.64), encontramos

Wk (8), 0" (1) + (e (), 0" (2))) + (Pt (8) ° g ()1t (£), 1" (2))
|0 (W () [ (D], ()T = (f (1), 0" (2)).

Iy
Portanto,
1d " 2 / 2 p—1 / "
3737 1 OF + i @IF] + - (plurm (1 trom (8t (8), 0 (1))
+ 0P (U (1)) [ (D]2dT = (' (), 1 (1)) (3.65)
I
Como % + % + % = % + ”2—;2 + % = 1, da desigualdade de Holder generalizada (Proposigao ,
temos que
| ([t (8) [P~ e (6) e (8), e ()] = ' /Q (et (8) 1P~ (8) e (£) e ()] () d
< /Q [[etkon (8) 1P~ (8) e, (8 e, (£)) ()|
< etk (D1 2w (8) | 2y - [ (D)l L) - [ (E)]-
Mas,

etk (D)~ >t ()| L) = </Q![IUkm(t)I’J_ZUkm(t)](x)I”de>

- (/ r[|u,€m<t>|p_1](x)’nd$>i
] </ i ()21 ””dm><p”-f)n

- Hukm( )HL(p n*
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Logo,

IN

([t (0™ g ()t (£, i (1)) g ()1t ()| £+ 1t (D) 2 2) + [ (8]

= etk O -1y - Ntk (D 00 - [ (2)].

Assim, decorre das imersoes obtidas na Observagao que

IN

Ptk (81 tgn (8t (), s ()] Ptk (117 oy gy Wt (D200 * [ (B)]

p(Ca)P - Colluzm(t)\l"_1 Nt ()] - [k (£)1(3.66)

IN

Por outro lado, de , segue que
P> (1) = 3t (O + Tt O + 1> 2 i ()]
e portanto,
luem (B)]* < 2P
logo,
k(O] < (2P) 7. (3.67)

De (3.66)), temos

IN

P(C2)? ™ - Colltrm )P+ ([t ()] - [ (8)]
< p(Cy)PtCy 2" Py ()] - [t (B)],

|0ttt ()17 ™t (£ i (£), Ui (£))]

isto é,
([t (8) P~ 2tk ()t (1) i ()] < Rty ()] - |10 (2] (3.68)

p—1

onde R = p(Cq)P~ 1. Cy - 2% . p'3.
Da hipétese (3.1]), segue que
p(s) = p(r) > by, e portanto p'(s) = lim p(r) —p(s) > by, Vs € R. (3.69)
r—s r—s r—Ss

Assim, decorre de (3.69) e da hipétese (3.2)), que

O (W () [ (D]*AL = | Gobo[uf, (£) (2)]*dT = dobo / [t (£))dI. (3.70)
I I Iy
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Entao, combinando as desigualdades (3.68)) e (3.70) com a equagao (3.65]), encontramos:

1d
5 o [ O i ()I7] + Bobo / [ (02T
1d " 2
< S dt [Ukm(t)‘ + [ (t) (5p (U (£)) [t ()] 2T

(f' (1), i (8)) = (Pl ()|~ ukm(t)ukm(t)7 U (1))
Usando as desigualdades de Schwarz (Proposigao [5.15]) e Young (Proposigao [5.26)), obtemos

L& 02 + [y (B2] + Sobo /F i (£))2dT

< (/(8), ugm (1) + Rl ()] - [t (2)]

< |F @] - [ ()] + Rl (0] - [t (2)]
1 1 R?
2

PP+ Sl OF + Sl + 3 ()

—_

R / "
S t)|* + 7Hukm(t)\l2 + U ()2,

para todo t € [0,Tp]. Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo [0, o], onde ¢y € (0, Tp],

tem-se
tod to
! / () + [ (]2t + 5 - o / / ull (1)) 2dTdt
2 0 I'1
1 [to R
<5 [woras [ o+ m<>|2]dt
0 0
Entao,

to
Hu P+ e (o)1) +50b0/ / Wl (#)]2dTdt

1 1 to [ R2
< Sl O + 3 e (O)] + 5 /0 I @)Pdt + /0 [2||uzm<t>||2+ru;;m<t>2 dt(3.71)

para todo tg € [0, Tp).
Almejamos usar a desigualdade de Gronwall (Teorema [1.18)) na desigualdade (3.71)) a fim de
obter estimativas para u%m(t) e para uzm(t). Para tal, precisamos encontrar uma cota superior

para u}, (0) em L?*(Q2). Obtemos esta limitagio gracas a escolha da base espacial de V N H?(Q)

construida no inicio desta secao, a qual é o ponto chave da demonstracao.

Afirmamos que u}, (0) é limitada em L?*(Q2). De fato, tomando ¢ = 0 na equagao aproximada

, obtemos

(e (0),v) + (ke (0),v)) + (Jtkm (0)]7, 0) + g 0p(tt, (0))vdl = (£(0),v),
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para cada v € V;¥. Como ug,(0) = u) e uj, (0) = u}, temos

(hm (0), ) + ((u, 0) + ([ug]?,0) + | dp(up)vdl = (£(0),v),

Iy

para cada v € Vk.

Pela segunda férmula de Green generalizada (Teorema [2.18]), encontramos

(W (0),0) = (Aug, v) 7vdF+ dp(up)vdl + (Jup|?,v) = (f(0),v),
I'1 Iy

para todo v € V.¥. Por hipétese, %LV’“ = —dp(u ) sobre I'1. Entéo,
(4 (0),0) = (Aug, 0) + (Jup|?,0) = (£(0),0), Vo€ V. (3.72)
Considerando v = uj},,(0) em ([3.72)), obtemos
(W (0), 1 (0)) — (A, 1w, (0)) + (JuR ], 1jiny (0)) = (F(0), 1 (0)).

Usando a desigualdade de Schwarz, e as limitagoes em (3.5)), tem-se

[k (O = (£(0), uf (0)) — (Jupl”, uf, (0)) + (A, ., (0))
< FO)] - 1k O] + [k 20 )+ [t (O] + A0 [, (0)]
< (FO) + (COPfug]l” + |AuR]] - [ug, (0)]-

Logo,
[ (0)] < [F(O)] + (C1)P|up 1P + | Aug].
Das convergéncias em , encontramos constantes positivas F1 e Fs, tais que
|ud]]F < By e |Aud| < Es.
Assim,
|ukm (0)] < [f(0)] + (C1)PE1 +E;=E VYkeNeVmeN, (3.73)
provando o afirmado.

Como f € HY(0,T,L*(9)) e u},,(0) = uj € V, existem constantes reais positivas 4 e B, tais

to T
que /0 |/ (#)Pdt < /O [F@O)Pdt < | fllmo,rse2@) < Ae llupl < B.
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Assim, de (3.71)) e da limitagdo encontrada em (3.73|) temos

to
i ()P - o 1))+ 65 - b//r
1

t)]2dldt

E* B? A R? 5 5
<2 4= =
< T B 2 [ gl + o m<>\]dt
o R2 / 2 " 2
=0 [ [ 017 + by 0]
o [F F
<t [ [ Sl ®IF + 5 i (O
0
o 1 / 2 1 2
=t [ | Do 1+ S (02 at
0

onde C' = %[E2 + B2+ Al e F = max{R?,2}. Portanto, podemos usar a desigualdade de Gronwall,

obtendo

1 fo
S (OF + [ O] < 50O + o 02+ o [ [ fu 0T
1

< o+ [ F[Jld 0l +

0 pdt
< Qe Fit < g

3k O at

(3.74)

onde G é uma constante positiva independente de k € N, de m € N e do t € [0, Tp).

De maneira andloga a que foi feita na primeira estimativa, de (3.74), decorre as seguintes

limitacoes:

(th) € limitaddo e L(0,T0: V),
(u},,) é limitado em L°°(0,Tp; L*(2)),

3.2.3 Passagem ao Limite

(3.75)

Nesta subsegao, mostraremos que as solugoes aproximadas uy,, do problema aproximado (3.34)),

convergem para uma funcao u, que satisfaz as condigoes (3.28]) e (3.29).

Passagem ao limite quando m — oo

Note que os espacos L1(0,T;V) e L(0,T; L*(Q)) sao separaveis e L?(0,T; L*(T1)) é reflexivo,
uma vez que V e L?(Q) sdo separdveis e L?(T'1) é reflexivo (ver Proposigao [1.16]). Por outro lado,
as constantes P e G obtidas em (3.59)) e (3.74]) respectivamente, ndo dependem de k > kg, m € N
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et € [0,Tp]. Assim, em face ao Teorema Teorema e as limitacoes (3.63)) e (3.75)), para

cada k fixo, existe uma subsequéncia de (ugm,)men, que ainda denotaremos por (Ugm,)meN, € uma

funcao wuy tais que

U — uy em L™ (0, To; V),
Souf, em L(0,Ty; V),

m (0, To; L*(%2)
U, — uj em L™(0, Ty; L*(Q)
)

)

/
Ukm

*
U, — U em L™

;’ (3.76)
Uy, — ), em L2(0, Tp; L*(T1))
)

ull,, — uj em L*(0,Tp; L*(T1)),
uma vez que, pelo teorema de Riesz-Fréchet e pelo Teorema temos as seguintes identificagoes:

L®(0,T;V) = L®(0,T; V') = [L*(0, T; V)]

L%(0,T; L*()) = L%(0, T3 [L2(Q))') = [L1(0, T; L* ()]

Como V < L?(), pela Proposicao (1.15)), temos L>(0,T;V) < L?(0,T; L?(2)). Entao, das duas
primeiras convergéncias em ([3.76]), segue que

Upm € W = {u € L*(0,T; L*()); «’ € L*(0,T; L*(Q))} Vk > ko,¥m € N.

Assim, podemos considerar o teorema de Aubin-Lions (Teorema [1.15)) no caso em que temos
pp=p=2eY =X =7 = L*(Q) para obter uma subsequéncia de (U, )men, que ainda serd

denotada por (ugm)men tal que
Upm — ug, em L2(0,T; L2(Q)) = L*(Q x (0,Tp)) (Observacao [L.20).

Portanto, da Proposicao segue que existe uma subsequéncia de (ugm)men que ainda serd

denotado por (ugm)men, tal que
[wpm (2, )P = |ug(z,t)|?, ¢.t.p. em Q x (0,Tp) := Qo. (3.77)
Por (3.60)), temos ||upm(t)||? < (2P). Logo,
/Qﬂukrn(t)(x)!p]% = [|wkm (D o0y < (C1)* lurm (D] < (C1)* - (2P, (3.78)

onde C é a constante de imersao introduzida em ([3.5)).
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Portanto, existe uma constante real C > 0 tal que
[wrm|?[l Lo (0,10:22(0)) < €, Yk > ko e Vm € N. (3.79)
De e , podemos utilizar o lema de Lions (Proposi¢ao para obter
g ()P — |ug(t)|? em L(Q). (3.80)

Como L>(0,Ty; L2(Q)) = [L'(0, Tp; L?(R2))]', de (3.79) e Teorema, segue que existe uma sub-

sequéncia de (ugm)men que ainda serd denotado por (ugm)men, tal que
[ |” = [ug]? em (0, To; L*(92)). (3.81)

Do teorema de trago sobre 79 : V. — H%(Fl), segue que o(uj,, (t)) = [uﬁcm(t)]‘rl e portanto,

170 (},,, ()] < ||, || < C, para alguma constante C. Dai, existe um vetor /3 tal que:
. = B em L0, Ty; H2Q). (3.82)

Por outro lado, u}, —uj em L*(0,Tp; L*(I'1)). Como L(0, Tp; H%(Fl)) < L2(0,Tp; L*(T'1)) (ver
Proposigao [1.15)), de decorre que

Wy =, em L(0, To; HZ (T)). (3.83)

. 1 comp o ;. ;. .
Assim, como H2(I';) — L*(T';) (Ver [40], pagina 56 e [I1], pagina 37) podemos utilizar as duas
ultimas convergéncias em (3.76)) combinada com (3.83)) para aplicar o teorema de Aubin-Lions.

Pelo teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (uj,,)nen, que ainda serd denotada

por (u), )men tal que
ul,, — uj em L2(0, Tp; L*(T'1)).
Como p ¢ lipschitziana e § continua, temos
op(ul,,) — op(u) em L2(0, Ty; L*(T'y)).
Portanto, existe uma constante A > 0 tal que
10p (Wi ()| L2(ry) < A, VE > ko, ¥Ym € N eVt € [0, Tp).
Assim,

op(ul,,) — 6p(ul) em L0, Ty; L*(T'y)). (3.84)
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As convergéncias em (3.76[), (3.81)), e (3.84)) nos permite passar o limite em m, na equacao
aproximada (3.34) (observe que V N H?(Q) é denso em V).

Passando o limite, multiplicando por uma funcio # € L?(0,Tp), e integrando de 0 a Tp, na
equagao aproximada ({3.34)), obtemos

To

TQ TO
/ (W(t), 0)0()dt + / ((un(t), v))0(t)dt + / (ur ()17, v)0()dt
0 0 0
To To
+ /0 /F Sp(adl, (1)) vl (t)dTdt = /0 (f(1),0)8(t)dt. (3.85)

Em particular, considerando fungoes testes, v € D(Q2) e 6 € D(0,1p) na Equacao (3.85)), encontra-

mos
up — Aug, + |ug]” = f em D'(Qo).
A regularidade de uy e f nos permite escrever
ufl — Auy, + |ugl? = f em L>(0, Ty; L*(Q)). (3.86)

Como uy, € L*(0,Tp; V) e Auy, € L°°(0,Tp; L3(R)), temos % € LOO(O,TO;Hfé(Fl)). Multipli-
cando a Equacio (3.86) por v, onde v € V e 6§ € L?(0,Tp), e integrando sobre Qo = Q x (0,Tp),
obtemos

/ [l ()] ()0t i, 1) — / (A (o, H]o(2)0(t) (i, 1)

0 0

+/ [Iuklp(%t)]v(x)9(t)d(l’,t)=/ [f (, )] o(z)0(t)d(x, t).

0

Usando o teorema de Tonelli Fubini (ver Folland, [I0], pégina 67),
/0 " [ /Q [u’,;(t)(a:)]v(x)dx} 0(t)dt — /O " [ /Q [Auk(t)(z)]v(x)d:c] 0(t)dt
- : [lo@r ] o = | : [ @] ocear

Pela segunda férmula de Green, obtemos

To

To Ty
/ (“%’”)e(t)d”/ ((“k(t)vv))G(t)dH/ (Ju(®)]?, v)0(t)dt
0 0 0
To U To
+/O <8aky(t)7v> e(t)dt:/o (f(t),v)0(t)dt. (3.87)

Das Equagoes (3.85)) e (3.87)), encontramos

% + 0p(uy) = 0 em LQ(O,TO; H_%(Fl)).
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Como u) € L™ O,TO;H% I'1)), temos que dp(u};) € L>(0, To; H%(Fl , e assim
k k

% +0p(ul) = 0 em L*(0, Ty; Hz(Ty)). (3.88)

Como uy € L>®(0,Ty; L2(Q)), Aug, € L=(0,To; L*(Q)) e % € LOO(O,TO;H%(IH)), da Proposigao
[3-5] segue que

ug € L0, To; V N H?()). (3.89)

Derivando a Equagao ([3.88)) com respeito a varidvel ¢, obtemos

d [8Uk($:t)] L8 [6p(uj (2, )] = 0.

dt ov dt
Isto é,
oul(x,t
“’f@(x’) 489 (uly (2, )l (e, £) = 0. (3.90)
v
Como uj € L*(0,Tp; L*(I'1)), de (3.90), segue que
Ouy,

+ 0p (u))uf = 0 em L>(0, Ty; L*(T'1)).
ov KTk

Passagem ao limite quando k£ — o

Como as limitagoes obtidas nas estimativas (3.63) e (3.75) ndo dependem do k > k,, das
convergéncia g, — uj, em L>®(0,Tp; V) e ul, — u), em L*(0,Tp; L*(I'1)) obtidas em 1’ do
Teorema e, do Teorema [5.20} existem constantes reais L; > 0 e Ly tais que

HUZHL2(0,TO;L2(F1)) < lim inf HuzmHLQ(O,To;LQ(Fl)) <Ly Vk> ko eVmeN

k|l oo 0,105y < Hminf [ugpm || poo0,7p5) < L2 VEk > ko e Vm € N.
Assim, passando o limite quando k — oo em (ug)k>k, obtemos uma fungido u : Qo — R tal que
up = wem L0, Tp; V) e uj —u' em L*(0,Ty; L*(I'y)). (3.91)
De maneira andloga, (usando as outras convergéncias em (3.76))) obtemos

uf = ' em L(0,Tp; V),
uf, = uem L>(0,Tp; L*(Q)),
ufl = em L(0,Ty; L2(Q)),

) (3.92)
ufl = " em L*(0,Tp; L*(T'1)).
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Portanto, de maneira similar, obtemos as seguintes regularidades:
u € L>(0,To; V N H2(Q)),
u' € LOO(O,T(); V),
u” € L*>(0, Tp; L2()) N L2(0, Tp; L2(T'1)),

satisfazendo,
' — Au+|ulf = f em L>(0,To; L*(2)),
2 | sp(ul) =0 em L™(0,Ty; H3(T1)),
%15 + 6p' (W)u" =0 em L>(0, Tp; L(T'1)).

3.2.4 Condicoes Iniciais
Nesta subsegao, verificaremos se a funcdo u encontrada acima verifica os dados iniciais (3.30)), e
portanto, é uma solucao para o Problema proposto na Introducao.

Inicialmente, notemos que faz sentido calcular os valores das fungoes u : (0,Tp) — V N H2()
eu :(0,Ty) — V, no tempo t = 0. De fato, da cadeia de imersiao V N H2(Q) — V <« L?(Q) e
das seguintes regularidades, u € L>®(0,Ty; V N H?(Q)), v’ € L=(0,Tp; V) e u” € L>(0,Ty; L*()),
segue que u € C°([0,Tp}; V1)) e u' € C°([0, Tp); L2(Q)]) (ver Coroldrio [1.14). Portanto, as fungdes
funcoes u(0) : 2 — R e v/(0) : © — R estao bem definidas. Além disso, com a mesma razao,

estao bem definidas as funcées u(Tp), v/ (Tp), ug(0), u}(0), ugx(To) e w)(To).

Das convergéncias uy Xy em L>(0,Tp;V) e uﬁg X em L*>(0,Tp; V) obtidas em 1) e

(13.92)) respectivamente, obtemos

To To
/(M@@W@ﬁ%/<meWWt
0 0

To To
/«wmmww%/<wwMWWt
0 0

quaisquer que seja as fungoes v € V. =V" e 6 € D(0,Tp). Entao,
To d To
| S = [

0 0
To

0

To
— / (
I

= |
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NO'(t) + ((ug(t),v))0(t)dt
To
t ,U))G'(t)dt—i-/ﬂ ((ug(t),v))0(t)dt
To
)0’(t)dt+/0 ((u/(t),v))0(t)dt
0))0(t)]dt.

=]

(ug(t) v
(ue(t)
(ut), )
[((ut)



Portanto,
((ur(To),v))0(To) = ((ux(0),0))0(0) = ((u(Tv),v))0(To) — ((u(0),v))6#(0),
para todo v € V e 6 € D(0,Tp). Em particular, para 6 tal que 6(Tp) = 0 e 6(0) = 1, segue que
((ur(0), v)) = ((u(0),0)) Vv eV.
Logo,
1 (0) = 4(0) em V.
Da imersao V < L%*(Q), obtemos
1 (0) = w(0) em L2(0). (3.93)
Por outro lado, da convergéncia u) — u® em V N H?(Q), obtida em , temos
u) — v’ em L2(Q) (VN H?(Q) — L*(Q)).
Note que, ug(0) = Tignoo U (0) = 1Y), Assim,
ug(0) — u® em L*(Q).

Logo,

u(0) = u® em L?(Q) (Teorema [5.20 e Teorema [5.22) (3.94)
De , e da unicidade da convergéncia fraca estrela, obtemos

u(0) = u.

Para provar que u/(0) = u! procedemos de maneira analoga. Com efeito, das convergéncias ul RNyl
em L0, Tp; L2(Q)) e uj = u” em L>(0, Tp; L(2)) obtidas em 1) obtemos

To To
/ %[(uz(t), 0)0(t)]dt — / %[(u'(t), v)0(t)]dt, Vv e L*(Q) e VO € D(0,Tp).
0 0
Portanto, para 6, tal que 6(Tp) = 0 e #(0) = 1 encontramos
ul(0) = u/(0) em L2(Q).

Considerando a convergéncia ui — u! em V, a imersao V < L%(Q) e a igualdade u,_(0) = u
g k ) g km k>

segue que
u)(0) = ul em L2(Q). (3.95)

Portanto, u/(0) = u'.
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3.2.5 Consideracgoes finais

O que foi provado até o presente momento, conclui a demonstracao do teorema para o caso em que

n > 3. Nesta subsegao, concluiremos a demostragao do Teorema [3.1]

Quando n = 1 ou n = 2, considere p > 1, e neste caso V < L"(Q) para cada nimero real r > 1.
Assim, obtemos a desigualdade (3.45), uma vez que V < L?°(f2). Para a segunda estimativa

aplicamos a desigualdade de Holder em

| ([ ()12t () (£, i, (1)),

considerando
1 1 1
m + 3 + 3= 1,
onde j é um numero natural tal que (p — 1)j > 2 e s = (/2)(_%;)_75. Com estas consideracoes e
aplicando argumentos semelhantes aos utilizados no caso em que n > 3, prova-se o teorema. 0

3.3 Unicidade da Solucao Local

Nesta se¢ao, mostraremos que a solucao do problema @, obtida no Teorema (para o caso em

que h = 0p) é unica. Para isto, usaremos a desigualdade de Gronwall (Teorema [1.18)).

Teorema 3.2. A solucao u: Qo —> R do problema

u” — Au+ |ulf = f sobre L>(0,Tp; L*(9)),
G +op(u') =0 sobre L (0, T; H? (I'1)), (3.96)
9w 1 6p! (u')u" =0 sobre L>(0, Ty; L*(I'1)), |

u(0) =u?, /' (0) = ut,
proposto no Teorema[3.1] € tinica.

Demonstragcao. Suponha que existam duas solugoes u e v nas condi¢oes do Teorema Assim,
’LL// — Au + ‘u|p = f7 em Loo(oa TO; LZ(Q))7
Bu 4 op(u!) =0, em L(0, Tp; H7 (I'y)), (3.97)
u(0) =u®,  /(0) = ul

v — Av + |v]P = f, em L>(0,Tp; L*(2)),
8e 4 6p(v') =0, em L>(0,To; H2(I'y)), (3.98)
v(0) =u?, V'(0) = ul.
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Definindo w = u — v e subtraindo (3.97) de (3.98)), obtemos
w” — Aw + |u|? — |[v]P = 0, em L*(0, Tp; L3(Q)),
9w 4 §ip(u') — p(v)] = 0, em L*(0, Ty; H2(T'1)), (3.99)
w(0) =0, w'(0)=0.

Multiplicando a primeira equagao em ([3.99) por w’, obtemos
w’w' — [Aw|w’ = [|v]? — |u|f]w’
Integrando sobre {2, encontramos

/ [w" (O)](2)[w' (B)](2)da — / [Aw(®)](z)[w'(t)](x)da = / [lo(®)17(2) = [u®)]” (2)][w' ()](z)da.
Q Q

Q

Isto é,

(w"(t),w'(t)) = (Aw(t),w'(t)) = (l(t)]” = [u(®)]”, w'(2)).

Pela segunda férmula de Green (Teorema , obtemos

(w0 @) + (W0 w) - [ T Dwodr = (o0 - ) u' (o)
Portanto,
5l O+ @l = [ 25utoar = (oo = uto o),

E, pela segunda equacao em (3.99)), encontramos
g gl OF + LI+ [ p(u(0) = p/0)IdT = ~(uie)l? = o) /1), (3100

Considere a funcao ¢, definida por f(s) = |s|, para cada nimero real s > 0. Pelo teorema do valor
médio, para cada par (z,t) € Qp = Q x (0,Tp), existe um nimero real £ entre u(zx,t) e v(x,t) tal

que
Ju(z, )]7 = [v(z, )] < pl¢|**Cw(x, t).

Assim,
lu(z, )7 = [v(z, 0)[P| = |plE|P 2w (@, )] = plé|" w(z, )] < p(g(a, 1)) Huw(z, b)),
onde g(z,t) = |u(z,t)| + [v(z,)|. Portanto,
(@) = [v@®)]7,w'(1)] < / [|u(t) o(t)(@)[°] - v () (2)||dz
< /Q p(g(t)(@))"~Hw(t)(@)] - |w' () (2)|dz.
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Da desigualdade de Holder generalizada (Proposigao [5.28)), segue que
[(lu(®)]” = ()17, w'(?))] /Qp(g(t)(ﬂf))"_llw(t)(:ﬂ)l - |w'(t)(2)|dx

Pllg@)II7, s o)l () pagey ' (1)
p [lu@® 1) + 10O o1 (@] 1w ()| Loyl (2)
p [Colllu@)ll + o@D llw(@)l] ooyl (1)), (3.101)

IN N IA

IN

onde Cy é a contante de imersao introduzida em (3.5]).

Como u(t),v(t) € V, existe uma constante real K > 0 tal que
plCa(llud)] + o)™ < K, Vi e0,To]. (3.102)
De (3.101)), (3.102), e da desigualdade de Young, encontramos

(u(®)l” = @ W @) < pICalu®l + 0@ N (®) ooy ' (2)
2
K)oy ' ()] < S5-I + 5 ()

Assim, de ({3.1)), , 3.100) e das identificacoes que foram feitas na Observacao e na Ob-

servacao [3.2] encontramos

;%uww + @]+ dobo | /(02

IN

IN

I
L OF + (b)) /5p ))dr
/(0 + w2+ |8l (®) = p(w' )1

- 2dt

1d

~ar
2

(Ol ~ W), w (1)) < T + Sl (O

Integrando a desigualdade acima em (0, tp), com to € (0, 7p] obtemos

5 (/@R + @]~ 3 [w/ O + [0 ()] —|—50b0/t0 /F Pdrds
to KZ ) 1 , )

< [ Il + gl P

< [" 0 |5 (P + woR) .

onde K; = max{1, K2}. Assim, usando as condicdes iniciais obtemos,

o (0F + )] < 5 [0/ OF + o))+t [ [ fw/)Paras

<o [0 K |3 (WO + u(@]P)|

N |
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Da desigualdade de Gronwall, segue que

[/ (®)]% + w(®)|2] <0-eh’ Kt — g,

N | =

Portanto, ||w(t)|| = 0. Logo, u(t) = v(t), q.t.p. em [0, Tp).
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Capitulo 4

Equacao Hiperbdlica: Caso h(z, s)
continua em s

Este Capitulo tem como objetivo principal, provar a existéncia de solugao local para o problema ,
onde h(z, s) é uma fungao continua (em um sentido que especificaremos mais adiante) e fortemente
monotona na segunda varidavel. Para tal, exigiremos que as condigOes iniciais pertencam a uma

classe mais regular do que a exigida no capitulo anterior.

Para demostrar a existéncia de solugao do problema no caso mencionado acima, usaremos

o método de Galerkin e aproximagoes a Strauss.

4.1 Preliminares

Como no capitulo anterior, introduziremos nesta se¢ao introdutéria, as notacoes e os elementos que

vao ser utilizados ao longo deste capitulo.

Sejam 2 C R™ um aberto limitado regular, com fronteira I' = T'yUTs, tal que med(T'y) > 0,
med(T'y) >0 e ToNT1 =0 e seja v(x) o vetor unitario normal exterior a x € I';.
27
j=1 895j
definidos na primeira secdo do capitulo anterior. Como vimos anteriormente, o operador —A é

definido pela terna (V, L2(2), ((+,-))) e seu dominio D(—A) = {u € V N H?(Q); % = 0 sobre I'1 }

é denso em V. Além disso, consideremos uma fungao, h : I'y x R — R, satisfazendo as seguintes

Consideraremos o espago de Hilbert (V,((+,-))) e o operador auto-adjunto —A = —
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condigoes:
r— h(-,r) € COR; L>(I'1)) e h(x,0)=0, q.t.p. em I'y, (4.1)
h é fortemente mondtona na segunda variavel, i.e.
[h(x,7) — h(z,8)](r — s) > do(r — s)%, Vr,s €R, q.t.p. em Ty (dy > 0). (4.2)

Observacao 4.1. Note que, [h(x,7) — h(x,s)](r — s) > do(r — 5)?, Vr,s € R, q.t.p. em Ty se, e
somente se, h(x,r) — h(z,s) > do(r — s), Vr > s, ¢.t.p. em T’

Observacao 4.2. Da Observagio[{.1], seque que
h(z,r) > dor, ¥r >0, gqt.p. em Ty e h(x,r)<dyr, Vr<0, qt.p. em Iy. (4.3)
Da proposicao subsequente, devida & Louredo [26], obtém-se (como consequéncia da continui-
dade da funcao h) aproximagoes de Straus.

Proposicao 4.1. (Aproximacéoes a Strauss) Seja h : 'y x R — R uma funcdo satisfazendo
as condigoes e . Entdo, existe uma sequéncia (hy)ren de fungoes em CO(R; L°(T'y))

satisfazendo as sequintes condigoes

(a) hi(z,0) =0, g.t.p. em I'y,
(b) [hk(fﬁ, S) - hk(.’E,T‘)](S - T) > dO(S - T)Zf VS, re R: q.l.p. em F17
(¢) Eziste uma fungdo ¢ € L>*(T'1), tal que

|hi(z, ) — hi(z, )| < cgp(z)|s —r|, Vr,s € R, q.t.p. em Ty,

(d) (hi(z,-))ken converge para fun¢ao h(x,-) uniformemente sobre cada conjunto limitado de R,

q.t.p em I'y.

Demonstracao. Para cada k € N, defina

Cii(z)r, se r < —k,
T 1
—k/ h(zx,T)dr, se —k<r< %
1
"%
Cox(z)r, se —1<r<o,
ety = { ) =TS (4.4
Csp()r, se 0 <r <,
1
T+E 1
k:/ h(z,T)dr, se 7 <r<k,
Cur(x)r, ser >k,
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onde

—k ,%
Cip(z) = —/ h(z,7)dr,  Cy(z) = —k2/ h(z,T)dr,

it -2
% k+i
Ci(z) = K2 / Wz, 7)dr,  Can(z) = / h(w, 7)dr.
= k
k

Por definicdo, segue que a sequéncia (hy)reny C CO(R; L>°(T1)). O item (a) decorre diretamente da

segunda condic¢do em (4.1]). Provemos os demais itens.

Considere os intervalos, Iy = (—00,a1], I = [as,+00) e I; = [aj_1,a;], onde j € {2,3,4,5},
a1 = —k,ay = %1, a3 =0, ag = % e as = k. Mostraremos que h(x,r) — h(z,s) > do(r — s), Vr > s,

g.t.p. em I'1, e pela Observagao segue o item (b). Isto serd feito em véarios casos:

1° Caso: s < r < —k.

[hie(z, 1) — hi(z,8)] = C_Hk@)@“ - 5)
—k
= —/ h(CC,T)dT] (r—2s)
[ et
[ =k
= / . —h(:c,T)dT] (r—2s)
L/ —k—%
i —k
> |do /—k—l —TdT] (r—2s)
L
> g ||
2
_ % [(—k _ ;) - (—k)2] (r—s)
= L0t ) —5) > dolr ),

uma vez que, —h(x,r) > —dor, Vr <0, g.t.p. em I'y (Ver Obervagao [4.2)).
2° Caso: —k<s<r< —%.

Do Teorema do valor médio, existe um nimero real s* € (s, ) tal que

hi(z,r) — hi(x,s) = %(x, s)(r—s)
= k|h(x,s")— h(x,s" — %) (r—s)
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3° Caso: —%Sr<s§0.

r _1
hi(z,r) — hi(z,s) = —kz/ ’ h(.’E,T)dT] (r—s)
_2

- i%

> k:2d0/ —TdT] (r—s)
s
' 21

Z k2d02‘_£:| ('I" — 5)

do (3
— 220 (2 _
= k 5 <k2> (r—s)
3
= §d0(7‘ —38) >do(r —s),
uma vez que, —h(z,r) > —dor, ¥r < 0, ¢.t.p. em I'y.

4° Caso: 0 <s<r <

=

hi(2,7) — hi(z,s) — [k2 /’“ h(x,r)dT] (r—s)

k

V
|
5

no
=
o
i
S |
e
2
Q
3
| |
—~
=3
|
&

2
> pdplkg g
2" 1
3
= §d0(r—s)2do(r—s),

uma vez que, h(z,r) > dor, Vr > 0, q.t.p. em I'y (Ver Obervagao .
5° Caso: %§s<r§k.

Do Teorema do valor médio, existe um ndimero real s* € (s,r) tal que
Ohy,

hi(x,r) — hg(x,s) = ?(x,s*)(r—s)

_ [h(m, "+ %) — h(a, s*)] (r —s)

\Y

kdo (s* + % - s*> (r—s) = do(r — s).

6° Caso: k<s<r.
[hi(z,7) — hi(z,s)] = Cup(x)(r—s)
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A
<
=)
—
T B
=
\]
QU
\1
1
5
|
Va)
N—

T2k
= _dOQ‘k—&-}C] (r=9)
2
= % <k+]1§> —(k)zl(r—s)
= L4 ) 9)
> dO(r_S)a

uma vez que, h(z,r) > dor, Vr > 0, q.t.p. em I'y.
7° Caso: scljer €l comi < j.

Dos casos anteriores, segue que

Portanto,
[hi(z,7) — hi(z,8)] > do(r — s), Vr > s, q.t.p. em Iy,
ou equivalentemente,

[hi(x,r) — hi(x, s)] > do(r — s), Vr,s € R, q.t.p. em T'.

Mostraremos a seguir o item (c).

Note inicialmente que as fungoes hy, sdo continuas nos intervalos I, onde j € {1,2,3,4,5,6} e
he L*([-k—1,k+1]; L>(I'1)) = L>®(I'1 x [~k —1,k+1]). Provemos que para cada k, hj é¢ uma

funcao lipschitziana em I; para quase todo x € I'1. Isto serd feito em sete casos:

Denotamos por
Cy= sup |h(z,7)| < 0.

el
—k—1<r<k+1
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1° Caso: Se s < r com s,r € I} = (—o0,

\h(z,7) — hi(z,8)] =

IN

K],

‘Cm@ww—ﬂ

[

h(:z:,7)|d7'] |r — s|

1
k

< Cy [k: (k ]1)] |r — s
= %Ckh“ — s|.
Portanto,
1
|hi(z,7) — hi(z,s)| < EC]C”F — 5| < 2kCy|r — s.
2° Caso: Se s <7 com 5,7 € Iy = [k, —1].
oh .
() = b, 8)] = |5 0|l = s

<

k‘h(w,s*) — h(z,s" — =)||r — s
2kCy|r — s|,

para algum s* € (s,r) (teorema do valor médio). Logo,

|hi(z,7) — h(z, s)| < 2kCk|r — s|.

3° Caso: Se s < com s,7 € I3 = [—7,0].

\h(z,7) — hi(z,8)] =

Consequentemente,

kbﬂ@(r—ﬁ

t/AQi\h(x,TﬂdT]|r——s\

k

cal (-

2kCy|r — s|.

kQ

|hi(z,7) — h(z, s)| < 2kCk|r — s|.

4° Caso: Se s <1 com s,7 € Iy = [0, 1.

|hi(z,7) — hi(x,8)| =

’Cgk(x)’r—s\
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2

< 2 l/’“ yh(m,f)ydT] v — s

k
1
< k2ECk|T — s
= kCk|r —s|.

Sendo assim,

|hi(z,7) — h(x, s)| < 2kCk|r — s|.

5° Caso: Se s < r com s,7 € Iy = [1,k].

oh .
(1) = b 8)] = |55 57|l = 5]
s
1
= k‘h(w,s*—l-%)—h(:v,s*) |r — s|
< 2kCk|r — s|,

para algum s* € (s,r). Portanto,

|hi(z, 1) — h(x, s)| < 2kCk|r — s|.

6° Caso: Se s < r com s,7 € I = [k,00).

i) = hal,s)] = |Cu(a)|Ir =
k+4
< / bz, 7)|dr | |7 — 5|
k
1
< Ck[k+k_k]|r_s|

1
= %C'k\r—sl.
Logo,
|hi(z,7) — h(x, s)| < 2kCk|s —7|.
7° Caso: scljercljcomi<j.

Dos casos anteriores, segue que
|hk(.’1§',7“) - hk(ﬂl‘,S)‘
< |z, r) = hi(aj—1)| + [hi(z, aj-1) — hi(z, aj-2)| + ... + |hi(z, s) — hy(a:)]
< 2kCk|r — aj—1| + 2kCilaj—1 — aj—2| + ... + 2kCy|s — a4
< 2kCk|r — s|.
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Portanto,
|hi(z,7) — h(x, s)| < 2kCk|r — s|.

O que mostra o item (c).

(d) Mostraremos que hy — h converge uniformemente sobre conjuntos limitados da reta, para

quase todo z € I'y.

Seja R um conjunto limitado da reta. Entao, existe kg tal que |r| < kg para todo r € R. Dado

e > 0, existe § > 0 tal que, se |[r —s| < 4, e s,r € [—ko — 1, ko + 1], entao
|A(-7) = h(- 8) Lo (ry) <&,
isto é,
sup |h(z,r) —h(x,s)| <e, qt.pem Iy. (4.5)
x€el
Considere &L > %. Seja k > max{ko, k1 }. Calcula-se

|hi(z,7) — h(z,7)|, |r| < ko.

(i) Seja % < r < ko. Entao, % < r < k. Tem-se pelo teorema do Valor Médio para Integral que

7"—1—%
he(@, ) — h(z,r) = k[/ h(w, 7)dr | — h(z, )

1
= kh(w,r*)E — h(z,r)
= h(x,r") — h(z,7r),
* 1
onde r < 7* <r+ 1 <r+ k. Decorre de 1) que
sup |hi(z,7) — h(z,7)| <e.
z€el'r

(ii) Seja 0 < r < . Tem-se

hi(z,7) — h(z,7) = K> [ * h(z,7)rdr| — h(x,r)

1 2 . .
onde ¢ <r* < £, o que implica

‘hk(‘rvr) - h(l’,?")’ < |hk(x7r)‘ + ]h(x,r)] < ’h(xvr*)’ + |h(a;,r)|
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SendoOSr*§%<k—21<560§r§%<k%<5. Resulta de 1) que

sup |h(z,r*)| <e e sup |h(z,r)] <e, qt.p. emI}y.
zel'r xel'y

Como 0 < r < kg, concluimos que

sup |hg(z,7) — h(z,7)| < 2, Vk > max{ko,ki1}.
x€el

Para —kg < r <0, e utilizando os mesmos argumentos, obtém-se resultado semelhante.

Portanto, hy — h uniformemente sobre conjuntos limitados de R, para quase todo x € I'y.

4.2 Existéncia de Solucao Local

Nesta secao mostraremos a existéncia de solucao local para o problema , onde h: Ty xR — R

¢ uma funcao satisfazendo as condigoes (4.1)) e (4.2). Isto é:

u' — Au+ ulf = f sobre Q x (0,Tp),
u=0 sobre 'y x (0, Tp),

4.6
ngj + h(-,u') =0 sobre I'y x (0, Tp), (4.6)
u(z,0) = u’(z), v'(x,0) = u'(z) sobre Q.

Q

h(-,u) g

av

. I
3.jpg

Figura 4.1: Aberto Q2

A forga h(-,u’) atua na dire¢ao contraria & derivada normal.

ou
= —h(-,u’) sobre T'y.
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Teorema 4.1. Suponha que as condicoes , e sejam satisfeitas. Seja f € HY(0,T; L*(£2))
e {u’,ul} € D(—=A) x H}(Q). Entdo existe um nimero real Ty > 0 (o mesmo Ty do Teorema
explicitado em ) e pelo menos uma fun¢ao u na classe,

u € L>®(0,To; V), Au € L=(0,Ty; L3(Q)),
u' € L=(0,To; V), (4.7)
u’ e LOO(O,T(); LQ(Q)) N LQ(O,T(); LZ(Fl))

Satisfazendo:
u = Au+ulf = f sobre L°>°(0, To; L?(52)),
% +h(,u')=0 sobre L1(0, Ty; LY(T'1)), (48)
e as condigoes iniciais,
u(0) = u®,  /(0) =ul. (4.9)

Demonstragao. Usaremos o método de Galerkin. A demonstracao deste teorema é parcialmente
analoga a feita no Teorema do capitulo anterior. Por esta razao, a mesma sera apresentada de

forma sucinta e sem trazer detalhes que foram feitos de forma detalhada na prova do Teorema (3.1

Como D(f2) é denso em H{ () e u € H (), existe uma sequéncia de fungdes testes (u}.)ken €
D(Q) tal que

up —u' em  HH(Q). (4.10)

Como D(—A) C VN H?(Q), a Proposigao 3.6/ nos garanti a existéncia de uma sequéncia (ul))gen C
V N H?() tal que

u) —u’ em VN H*Q) (4.11)

Além disso,

0
(?;f/ + hk(-,ulf) =0, qt.pemI';, VEkeN. (4.12)

Com efeito, como u’ € D(—A) = {u € V. n H*(Q); % = 0 sobre I'1} e uj, € H}(Q) = ker(yo),
temos que %—120 = 0 sobre I'1, e u/,l€ = 0 sobre I'y. Assim, da Proposicao segue que hy(-, u,lc) =0,

q.t.p. em I'1, o que prova a afirmacao feita acima.

De maneira andloga a que foi feita na demonstragdo do Teorema (usando o processo de

ortogonaliza¢do), construimos uma base hilbertiana enumeravel {wf,w§,---} de VN H?(Q) tal que
m

ul,ui € [wh,wk]. Com esta base podemos determinar uma solugao g, = Zg/@jm(t)wéC para o
i=1
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problema aproximado

(um (£),v) + ((urmn (£),v) + (Jukm ()], 0) +/F R (- W (1) J0dT = (f(2),0), Yo € Vi,

Uk (0) = 1y U, (0) = u,
(4.13)

onde V. = [wh,--- wk] e 0s gijm(t) sdo determinados pela base {w},- -, wk } do espaco V.

Ed

Para isso, basta proceder de forma andloga a feita na demonstragao do Teorema exceto a

matriz G, ao qual definiremos da seguinte maneira:

/hk( wh)whdl /hk( wHwhdl - - /hk(-,w’f)wﬁldf

I I It
P+ wz)wldr /hk( w2)w2dF /hk(-,wlg)wfndl“

G = Iy I IR
/hk(',wfn)wlfdf /hk(-,wﬁl)wlgdlﬂ /hk(-,wﬁl)wfndf‘

Iy Iy I'

Considerando v = uy,, (t) em (4.13)), obtemos

1d 1d 2 / PN
m Uk + P () W, ) W, () dT
3 i o O+ 5 g O+ [ i 1)

= (£ (1) (1)) = ([t ()17, g (1)) (4.14)

Pela desigualdade de Schwarz e por (3.5]), obtemos

>+

|ttt (D)1 g O] < Nt ()17 203y = [t (D) < (CL)? [tk ()7 [t (B)]- (4.15)

Considerando a funcdo ¢y, definida em (3.46), combinando (4.14) com (4.15)), e usando a Pro-

posigao [4.1], encontramos

IN

(f () g () = (Jkn (8)1° e (1))

< O g (O] + (COP Nlurm N - g ()] (4.16)

G ®) +do [ (a2

1

Observe que

14
2

SIS
=

lurm(@)1° < 22 (0rm(£)? € [t (B)] < 22 (Ppm(t)

e como g, (t) > 1, encontramos

pt1

| F ()| )] + (C1)P (b (E)[|P + [ty ()] < N(@rm(£)) 2
onde, N = 2| f|| oo 1s2(0) + 27 - (C1)P.
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Assim,

_pt1 d

(Prm(1))™ 2 — orm(t) < N, (4.17)
Combinando (4.16)) e (4.17)), temos
d / 2 el
g7 Prm () + do g (Ukn (8))7dT" < N (o (£)) 2 (4.18)
1
Isto é,
_et1 d
(rm (1) ™F - Phm(t) < N.
Como % < 0, temos
2 p+1 d 2
— L (G —opm(t) > ———N.
1_p(90k ()" erm(t) =
e recordando a identidade
2 d 1—p pt1 d
I m(t)) 2 = m(t)) 2 - —PEm(t),
1_pdt(90k())2 (rm ()2 Prm (1)
obtemos
d 1 1—p _pt1 d 2
—(Prm(t) 2 = ——(@rm(t 2 - —Prm(t) > ——N.
77 (PEm(?)) 5 (Prm (1)) 0 T,

Integrando de 0 a tg, onde tg € (0,7, obtemos

1—p

1—
(Drm(t0)) 7 > (@rm(0)) 2" — Mto, Vto € (0,7,
onde M = @N.

Das convergéncias em (4.10)) e (4.11]), obtemos

1—p

2

- 1 1
(0Em(0)) 2" > <2yu1|2 + 5||u°y|2 + 2> , VmeNeVEk > k.

Assim,

1—p

_ 1 1 2
> (enl0)%" = Mt > (Gl 4 50 +2) © = M, Vo € 0.7

1—

(Yrm(to)) =
Considerando

(1-p)

1 1 1 2
= mind iz (5P gl 2) T T
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obtemos
2 L e 100
Orm(t) < 2771 §|u |* + §Hu |“+2) =P, Vte|0,To], Yk > ko, Vm € N. (4.19)
Isto é,
Ll (02 + 2 <P 4.20
SO + 3 a0 < P (4:20)
Combinando (4.19)) e (4.18), encontramos

to to
do / / (W )20t < [ NP5t =D, iy € (0,T0]. (4.21)
0 I 0

A estimativa (4.19)) nos permite usar o teorema do prolongamento para estender a solu¢ao aproxi-

mada ugy, (t) para todo o intervalo [0, Tp].

. ~ . . Le . . //
Derivando a equagao aproximada (4.13) com respeito a varidvel t e considerando v = uj, (%),
encontramos
1d

57 " OF + [ uhomOIP] 4+ (Pl (01 i (8 (8), s (2))
2 dt

+ /h/(u;cm(t))[u/k/m(t)]QdF_(f/(t)7ull€,m(t))' (4.22)
I

Usando Hélder, obtemos

[ et (1t (8, () i (O)] < etk O 3~ Wit (D) 0 2) - [t (2)].

Da Observacao segue que,
Pl (Tt (1Pt (8t (8), i (E)] < p(C2) ™+ Colltwrn ()17 [t (D] - 205 (B)].
Portanto,
[0tk ()™t () i (8) Wi ()| < Rt ()] - [t ()] (4.23)
onde R = p(Cq)P~ 1. Cy - 2% . P,
Da Proposicao [I.1] segue que

B (-, g (8)) [ ()] dD > [ do [, (t) (2)]2dT = dlg / [k ()] (4.24)
't I't I't

Combinando as expressoes (4.23)), (4.24)), (4.22)), e, usando desigualdades conhecidas, encontramos

1d
oW (" (£)* 4 | [t (0)[17] + do/ NG
Iy
1 R?
< S OP + -l (81 + [ ()2
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para todo t € [0,Tp]. Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo [0, tg], onde ¢y € (0, Tp],

obtemos

to
5 o (t0) P+ [ (10) 7] + / / Wl (£ dTdt
<1// 2 Lyt 2 1 "(4)12d tOR72 / 2 " 2| dt(4.2
T 00+ 3 e (O)” 4 5 O 1Rt + [ O + ()| 029

para todo tg € [0, Tp).

De maneira analoga a feita na demonstracao do teorema mostra-se que uy, (0) é limitado

superiormente em L?(2). Assim, de (4.25)) e da desigualdade de Gronwall, segue que

to
[ D2+ i O +do/ /Fukm 12drdt < G. (4.26)

Como as constantes P, D e G sao independentes do k > ko, dem € N, edo t € [0, Tp], as estimativas

obtidas em (4.20), (4.21)) e (4.26)), nos fornece, para cada k fixo, uma subsequéncia de (Ugm)men,

que ainda denotaremos por (ugm,)meN, € uma funcao ug, tais que

Upyn, — ug, em L®(0, Tp; V),

U, — uh, em L(0,Tp; V),

Uy, — up, em L0, Tp; L2 (), (4.27)
uf = ull em L°(0, To; L (Q

Uy uk em L2(0 TO,LQ( 1

)
)
).
! em L?(0, Typ; L*(T'y)).

)
)
)
U, — )

Do teorema de Aubin-Lions (Teorema |1.15]), segue que
|wpm (2, 0)]P = |ug(z,t)|”, q.t.p. em Q x (0,Tp) = Qo.
Portanto,
/Q[IUkm(t)(ﬂf)!”]de = [t ()| 750 () < (CO* lugm(D)* < (C1)* - (2P),

onde Cp é a constante de imersdo introduzida em (3.5). Pelo lema de Lions (Proposicao ,
obtemos (como feito em [3.81])

[k ® = Jug]” em L*(0, To; L*(2)). (4.28)
Por outro lado, como u},,, = u} em L>(0,Ty; V') < L2(0, Tp; LA(Q)) e vo(ul,, () = [Wern (D]}, » de

maneira andloga, (ver [3.82]) obtém-se
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Uy, N uj, em LOO(O,TO;H%(I‘l)).

Assim, utilizando o teorema de Aubin-Lions, encontramos uma subsequéncia de (u},,)men, que

ainda serd denotada por (u), )men tal que
), — uj, em L2(0,Tp; L*(T1)).
Como hy é continua na primeira varidvel, temos
(s W) — (-, u),) em L2(0, Tp; L*(Ty)).
Logo,

Py (- b, ) — (-, k) em L0, To; L*(Ty)). (4.29)

As convergéncias obtidas em (4.27)), (4.28)) e (4.29), nos permite passar o limite em m na equagao

aproximada (4.13). Portanto,

To T, To
/(%@wﬁ@ﬁ+/ mmwwmﬁ+/<umWwwww
0 0

0
To To
[ ] dnesward = [0
0o Jr, 0
para todo v € V e 0 € L?(0,Tp). Assim, encontramos
uy — Aug + |ug)|? = f em L*>(0, Tp; LQ(Q)). (4.30)

Multiplicando a equacao (4.30) por v, integrando sobre Qp = Q x (0,7p) e usando a segunda

férmula de Green, obtemos
To To To
| woede+ [ i, onpwde [ Gutr v
0 0 0
TQ u TO
-/ <i§iQWWﬁ=4<ﬂmmMMt

Logo,

({;uj + hi (-, u)) = 0 em LQ(O,TO;H*%(IH)).

Da regularidade de u}. e da continuidade de hy, segue que
k

% + (-, ul) = 0 em L*(0, To; H (Ty)). (4.31)
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As estimativas (4.27) garante a existéncia de uma subsequéncia de (uy)ren, a qual denotaremos

ainda por (ug)ken, € uma funcao u tais que

up — u em L°°(0,Tp; V),

up, X4 em L>°(0,To; V),

uf = wem L°(0,Tp; LA(Q)),

uy S em L(0, Ty; LA(Q)),
uf, — u' em L*(0,Ty; L*(T'y)).
ufl —u” em L*(0,Tp; L*(Ty)).

(4.32)

Como em (4.28]), obtemos
lug|? = |ul? em L°(0,Ty; L3(Q)).

Assim, das convergéncias uf, — u/ em L>®(0,Tp; V), ujf = u” em L=(0,Tp; L2(Q)), e da equagdo

(4.30)), encontramos
u’ — Au+ |u|’ = f em L™=(0, Tp; L*(Q)).

Usando as convergéncias uj — u’ em L>(0,Tp; V), u} — u’ em L?(0,Ty; L*(T1)), e do teorema de

Aubin-Lions, obtemos uma subsequéncia de (u})gen que ainda serd denotada por (u})ken tal que
ujy — u' em L*(0,Tp; L*(T1)).
Portanto,
uj, — v, q.t.p em Xg =T x (0,Tp). (4.33)

Fixe (z,t) € ¥9. A convergéncia em (4.33) garante que o conjunto {uj(z,t); k € N} é limitado.
Entao, do item (d) da Proposicao e da convergéncia em ([4.33)), segue que

hi(-,u},) — h(-,u), q.t.p sobre . 4.34
k

Por outro lado, multiplicando a Equacao (4.30) por u)(t), integrando sobre 2 e usando a segunda
férmula de Green, obtemos

8uk (t)
I 81/

(ug (), up (1)) + ((up(t), un(t))) — wp(£)dl + (Jun ()|, up (8)) = (F(t), wi(t))-
De , segue que

(g (8), ug(£) + ((ur (1), ur(t))) + / he (-5 g (8))ug, (£)dT + (Jug ()17, up (£)) = (£(£), up (1))
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Logo,

e ) )0 = =S G OF = 5 E eI = (01 wh(0) + (0. vh(0). (035
Note que,
kO, )] < Tonkl6) sy [0
< (CP ] - o ()
2p
< O @ + Lo
< K|l + Sl ()P
< Kl : Pa
onde K7 = max{(C;)?,1}. Além disso,
w1 < 10 (0] < S1FOF + Sl 0 < 21+ N,

onde A; é uma constante positiva tal que |f(t)]? < Ay (f € HY(0,T;L%*(R))). Considerando
C = max{K; - P, % + N}, obtemos

|(lur 17, up ) < C e |(£(8),ur ()] < C. (4.36)

Como C' é uma constante que nao depende do k > ko e do t € [0, Tp], , € , NOS permite
utilizar o Teorema, obtendo

up € C°[0, To[; V) e uy € CO([0,To); L*(2)).

Por (4.20)), segue que as sequéncias (ug(1p))ken € (u},(To))ken sao limitadas nos espagos V e L?(Q)
respectivamente. Assim, integrando (4.35|) sobre o intervalo (0,7}), obtemos

To
/ /hko,u;(t))u;(wdrdt
0 I
1 7o d / 2 2 7o p o,/ 7o /
=5 %Uuk(t” + [luw(t)||?] dt + i —(Jug (), ug(t))dt + i (f(t), u,(t))dt
1 1 1
< —§IUZ(T0)|2 — §||Uk(TO)”2 + §|u}€|2 + [lup]® + 2C

onde Ay é uma constante tal que |uj|[* < Ay e |[ul[|? < Ay. Portanto,

To
/ / B (-l ()il (H)dTdE < K, Yk > ko e ¥t € [0, Ty, (4.37)
0 1N
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De (4.37)), da convergéncia em (4.34)) e do teorema de Strauss, segue que
hy (-, uf) = h(-,u') em LY(Zg). (4.38)

Por outro lado, das convergéncias uj, — u em L>(0,Tp; V) e uj — u” em L>(0,Ty; L*(Q)),

encontramos
up — u em L*(0,To; V) e Auy — Auem L>(0,Tp; L*(Q)).

Desta forma, como mostra Milla Miranda [34], concluimos que

Our,  Ou 9 1
_— = L To; H 2(I'y)). 4.39
Uk S o 12(0, Ty HH(TY)) (139
De (4.38) e da Equagao (4.31)), temos que
% — —h(-, ') em LY(Z). (4.40)
v

De (4.39) e (4.40), encontramos

gu +h(-,u') =0 em L'(0,Ty; L' (Ty)).
v

A verificagdo dos dados iniciais decorre das convergéncias em (4.35)), sendo obtida de maneira
analoga a que foi feita na demonstragao do Teorema [3.1], o que prova o teorema para o caso em que

n > 3. Paran =1 ou n = 2 segue as consideragoes feitas na subsecao do Capitulo O

Observacao 4.3. A unicidade de solugao para o problema proposto no Teoremal[f.1 estd em aberto.
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Capitulo 5

Apeéendice

Neste capitulo, reunimos de forma sucinta toda tecnologia matematica que julgamos necesséria
para o entendimento das distribuigoes, dos espagos de Sobolev e da teoria de trago. Estes ultimos,

sao ferramentas de fundamental importancia para o estudo das equagoes diferenciais parciais.

Este capitulo esta dividido em trés segoes. Na primeira secdo reunimos as propriedades mais
relevantes sobre os espacos topolégicos arbitrarios. Na segunda secao, trabalharemos com espacos
vetoriais reais munidos de uma boa estrutura topoldgica. Em especial, estudaremos as proprie-
dades mais relevantes dos importantes espacos de Banach e Hilbert. Além disso, definiremos as
importantes topologias fraca o(X, X’) e fraca * o(X’, X). A terceira secao ficou responsivel em
abordar os fatos mais relevantes sobre teoria da medida e integracdo. Além disso, estudaremos os

espacos LP, de classes de fungoes.

5.1 Espacos Topoloégicos

Comegamos esta secao definindo os elementos gerais e descrevendo as principais propriedades es-

truturais dos espacos topoldgicos. Em particular, dos espacos métricos.

5.1.1 Elementos Gerais

Definicao 5.1. Uma Topologia sobre um conjunto X € uma cole¢do T de subconjunto de X satis-

fazendo as sequintes propriedades:

(a) O e X pertencem a 7.
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(b) A uniao de uma familia arbitrdria de elementos de T pertence a T.

(c) A interse¢io de uma colegao finita de conjuntos em T pertence a T.

O par (X, T) satisfazendo as condi¢oes descritas acima € denominado um espago topoldgico. A
colecao T € dita ser uma topologia em X e os elementos da colecao T sdo chamados os conjuntos
abertos do espago topologico (X, 7). Frequentemente diz-se apenas o espago topolégico X, ficando

subentendido que estamos considerando uma topologia fixa T.

Definigao 5.2. Seja X um conjunto e sejam 7 e 7' duas topologias em X. Dizemos que a topologia

7! € mais fina do que a topologia T quando 7" O 7. Neste caso, dizemos que T € menos fina do que

7.

Definicao 5.3. Seja X um espago topolégico. Uma colecao B de conjuntos abertos de X € deno-
minada uma base para X quando qualquer conjunto aberto de X pode ser escrito como unido de

elementos em 3. Neste caso, dizemos que a colecao B gera o espaco topoldgico X.

Observagao 5.1. Qualquer espago topolégico (X, T) possui pelo menos uma base 3. A saber,

B=rT.

Definicao 5.4. Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma métrica sobre X € uma fungdo

dx: X xX — R

(x,y) — dx(z,y)

satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) dx(z,y) >0, quaisquer que sejam x,y € X e dx(xz,y) =0< x =y.
(b) dx(x,y) = dx(y,z), quaisquer que sejam x,y € X.
(¢) (Desigualdade Triangular) dx(x,y) < dx(z,z) + dx(z,y), quaisquer que sejam x,y,z €

X.

O par (X,dx) satisfazendo as condi¢des descritas acima é denominado um espago métrico. O
nimero real dx(x,y) é chamado a distancia do ponto x ao ponto y. Como de costume, na maioria
das vezes diremos simplesmente a métrica d e o espaco métrico X, deixando subentendida a métrica

e 0 espaco que estd sendo considerado.
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Exemplo 5.1. Podemos definir métricas no espag¢o R™, onde n € N considerando

1
n 2 n

d _ 2 / _ L % _ L

(z,y) Z(% Yj) , d(z,y) Z lzj —yi| e d'(z,y) gjagxnl% Yil;
J=1 Jj=1

onde x = (x1, -, xp) ey = (Y1, -, Yn) SGo elementos de R™.

Em R! :=R as trés métricas coincidem.

Definicao 5.5. Sejam X um espago métrico, ¢ um niumero real positivo e a € X. Definimos a

bola aberta de centro a e raio € como sendo o sequinte conjunto
Bl(a,e) = {z € X; d(z,a) < e}.

Observagao 5.2. Observamos que a colecao de todas as bolas abertas de um espago métrico X €
uma base para uma topologia em X . Assim, todo espago métrico (X, d) induz um espago topolégico.
Basta considerar a topologia gerada pela colecdo de todas as bolas abertas. Esta topologia é denotada

por Tq e, € chamada a topologia métrica induzida por d.

Definicao 5.6. Seja X um espagco métrico. Um subconjunto Y C X € dito limitado quando eziste
uma constate real C' > 0 tal que d(y1,y2) < C, qualquer que seja os pontos x,y € X. De forma

equivalente, Y limitado se, e somente se, existe uma bola aberta contendo Y .

Definicao 5.7. Seja (X,7T) um espago topolégico. Quando existe uma métrica d que induz a

topologia T. Isto é, T = 14, dizemos que o espago topologico X € metrizdvel.

Observagao 5.3. As métricas definida no Exemplo[5.1] induzem a mesma topologia no espago R™.

Esta topologia é chamada a topologia usual do espago Fuclidiano R™.

Definigao 5.8. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e Y C X. A colecio v = {QNY; Q e} é

uma topologia em Y, chamada a topologia de subespaco.

Exemplo 5.2. Sejam (X,d) um espaco métrico e Y C X. Neste caso, a topologia de subespago

coincide com a topologia métrica induzida pela restri¢io dy xy da métrica d.

5.1.2 Elementos Subjacentes

Nesta subsecao, definiremos alguns elementos subjacentes da teoria dos espacos topoldgicos.

Definicao 5.9. Um subconjunto F' de um espago topoldgico X € dito ser fechado, quando o seu

complemento X/F € um conjunto aberto.
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Definigao 5.10. Sejam X um espago topoldgico e x € X. Um subconjunto V C X € dito uma

vizinhanca do ponto x se existir um aberto ) tal que T € Q e Q C V.

Definigao 5.11. Seja X um espaco topoldgico e Y C X. Um ponto x € X € dito aderente a Y se
.. , —X .

toda vizinhanga de x contém algum ponto de Y. Denota-se por Y™ o conjunto de todos os pontos

do espaco X que sao aderentes a Y. Este conjunto denomina-se fecho de' Y em X. Quando nao

tiver risco de confusdo com respeito ao espaco topoldgico utilizado, escrevemos simplesmente Y .
Proposicao 5.1. Um subconjunto F' de um espaco topolégico X € fechado se, e somente se, F = F.

Definigcao 5.12. Seja X um espaco topoldgico e Y C X. Definimos o interior do conjunto Y como

sendo a unidao de todos os abertos que estao contidos em Y. Denotemos este conjunto por int(Y).

Definicao 5.13. Um espago topoldgico X € chamado um espaco Hausdorff se para cada par de

pontos x,y € X, existem vizinhancas V e U de x ey, respectivamente, que sao disjuntas.
Observagao 5.4. Observemos que todo espago métrico € um espaco de Hausdorff.

Definigao 5.14. Seja X um espaco topoldgico e Y C X. Uma colecdo A de subconjuntos de X é
dita uma cobertura de Y quando a unidao dos elementos de A contém Y. Neste caso, dizemos que
a colegao A cobre o conjunto Y. Se os conjuntos da familia A sdo abertos dizemos que a cobertura

A € aberta.

Definigao 5.15. Sejam X um espago topoldgico, Y C X e A uma cobertura de' Y. Uma subcole¢io

B C A é dita ser uma subcobertura de A, quando B ainda cobre Y .

Definicao 5.16. Um subconjunto K de um espacgo topoldgico X € dito compacto se toda cobertura

aberta A de K admite uma subcobertura com uma quantidade finita de elementos.

Proposigao 5.2. Seja X um espaco topoldgico. Todo subconjunto fechado de um conjunto compacto

€ compacto.
Proposigao 5.3. Seja X uma espaco de Hausdorff. Todo subconjunto compacto K C X € fechado.

Observagao 5.5. Note que, se X € um espaco métrico e K € um subconjunto compacto de X,

entao K € fechado e limitado.

Teorema 5.1. (Borel-Lebesgue) Seja R™ o espago euclidiano com sua topologia usual. Um

subconjunto K C R™ € compacto se, e somente se, ¢ fechado e limitado.

Teorema 5.2. Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Entdo existe uma sequéncia de conjuntos com-

oo
pactos (K;)ien tal que K; C int(K;41) e U K; =0Q.
i=1
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Definigao 5.17. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e seja f : X — Y wuma aplicacdo. A
aplicagao f € continua em um ponto v € X se dada qualquer vizinhanc¢a V de f(x), existe uma
vizinhanga U de x tal que f(U) C V. Dizemos simplesmente que f € continua quando for continua

em todo ponto x € X.

Proposigao 5.4. Sejam X um espaco topoldgico e Y um espacgo topoldgico gerado por uma base
B. Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que uma aplicacdo f : X — Y seja continua, € que

imagem inversa de qualquer conjunto em B seja um aberto de X.

Observagao 5.6. Seja f : X — Y wma funcdo continua entre espagos topolégicos X eY. A

imagem inversa de qualquer conjunto fechado de Y € fechado em X.

Proposicao 5.5. Sejam X e Y espagos topolégicos e f: X — Y wuma aplicagdo continua. Entdo

f(K) é um conjunto compacto de Y qualquer que seja o conjunto compacto K C X.

Observagao 5.7. Para espacos métricos temos a sequinte caracterizacdo:
f: X — Y € continua em um ponto a € X se, e somente se, para cada € > 0 dado, € possivel

obter § > 0 tal que dy (f(z), f(a)) < e sempre que dx(x,a) < 0.

Definicao 5.18. Sejam X um espacgo topolégico e (xn)nen uma sequéncia de elementos em X.
Dizemos que (xn)nen converge para um ponto x € X e, escrevemos x, — x em X ou limz, = z,

quando para qualquer vizinhanca V de x, existe um ng € N tal que x, € V sempre que n > ng.

Observagao 5.8. Para espagos métricos temos a sequinte caracterizagdo:
xn — x em X se, e somente se, para cada € > 0 dado, podemos obter um ng € N tal que,

d(xp,x) < € sempre que n > ny.
Observagao 5.9. O limite de qualquer sequéncia de elementos num espago de Hausdorff é unico.

Definicao 5.19. Seja X um espaco topoldgico. Um subconjunto K de X € dito sequencialmente

compacto se toda sequéncia de elementos em K possui uma subsequéncia convergente.

Observagao 5.10. Um espaco topologico X pode ser compacto sem que seja sequencialmente com-

pacto e vice-versa. Porém, para espacos metrizdveis esses conceitos coincidem.

Proposigao 5.6. Seja X um espagco métrico. Um subconjunto K C X € compacto se, e somente

se € sequencialmente compacto.

Definigao 5.20. Seja X um espago métrico. Uma sequéncia (Tn)nen de pontos de X chama-se
uma sequéncia de Cauchy quando, para todo ¢ > 0 dado, existe ng € N tal que d(zp,xm) < €

sempre que n,m > ng.
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Proposigao 5.7. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Observagao 5.11. Salientamos que as sequéncias convergentes e as sequéncias de Cauchy sao

limitadas.

Definicao 5.21. Um espaco métrico X € dito ser completo, quando toda sequéncia de Cauchy €

convergente.

Exemplo 5.3. O espaco R™ munido de qualquer uma das trés métricas definidas no Exemplo

€ um exemplo de espagco métrico completo.

Teorema 5.3. Um subespaco fechado de um espago métrico completo é completo. Reciprocamente,

um subespaco completo de qualquer espaco métrico € fechado.

5.1.3 Axiomas de Enumerabilidade e Topologia Fraca

A seguir, enunciaremos os axiomas de enumerabilidade dos espagos topoldgicos a fim de caracterizar

as nogoes de convergéncia, fecho e fungao continua para tais classes.

Definicao 5.22. Uma colecao B, de conjuntos abertos de um espago topoldgico X € uma base local

no ponto x, se para cada vizinhanga V de x, existe um conjunto B € B, tal que © € B e B C ().

Definigao 5.23. (Azxiomas da Enumerabilidade) Seja X um espago topoldgico. Dizemos que
X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade se X possui uma base local com uma quantidade
enumerdvel de elementos. Dizemos que o espaco X satisfaz o sequndo axioma da enumerabilidade

se existe uma base enumerdvel de abertos que gera o espago topologico X.

Observagao 5.12. Observamos que todo espago topologico que satisfaz o sequndo axioma também

satisfaz o primeiro.
Exemplo 5.4. Todo espaco métrico satisfaz o primeiro arioma da enumerabilidade.

Proposicao 5.8. Sejam X e Y espacos topolégicos. Se uma aplicacdo f : X — Y € continua,
entio a sequéncia f(xy,) — f(x) sempre que x, — x em X. A reciproca é valida se X satisfaz o

primeiro axioma da enumerabilidade.

Proposicao 5.9. Sejam X um espaco topolgico e Y C X. Se x €Y, entdo existe uma sequéncia
(Tn)nen de pontos em Y tal que x, — x em X. A reciproca € vdlida se X satisfaz o primeiro

axioma da enumerabilidade.
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Definigao 5.24. Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto Y C X € dito denso em X quando

=X . . , . . .
YY" = X. O espaco X € dito separdvel se existe um subconjunto Y C X, enumerdvel e denso em

X.

Teorema 5.4. Todo espaco topologico que satisfaz o sequndo azxioma da enumerabilidade € se-

pardvel. Reciprocamente, todo espago topologico metrizdvel e separdvel satisfaz o sequndo axioma.

Observagao 5.13. Todo subespaco de um espaco métrico separdvel € separdvel.

Para maiores detalhes das afirmacoes feitas nesta secao até o presente momento, indicamos as

seguintes referéncias cldssicas, Munkres [37] e Lima [20]

Finalizaremos esta subsecao definindo o que se entende por topologia fraca.

Proposicao 5.10. A intersecdo arbitrdaria de uma familia de topologias sobre um conjunto X €

uma topologia sobre X.

Proposicao 5.11. Sejam X um conjunto arbitrdrio, Y um espago topoldgico e f: X — Y uma
aplicacdo. Entdo, a colecdo de todos os subconjuntos de X da forma f=(), onde Q é aberto em

Y, constitui uma topologia sobre X.

Observagao 5.14. A topologia definida na Proposi¢do|5.11] € chamada a topologia induzida em X
por Y. Notemos que com essa topologia, f € continua. Além disso, essa € a topologia menos fina

para a qual f € continua.

Definigao 5.25. Sejam X um conjunto arbitrdrio, {(Yx, o)} xer uma familia arbitrdria de espagos
topoldgicos e {fx}rer uma cole¢ao qualquer de aplicagoes fy : X — Y). Cada espago topoldgico
Y\ induz uma topologia Ty sobre X, para a qual fy € continua. Assim, se em X existe uma topologia
tal qual todas aplicagoes pertencentes a familia {fr}xer sejam continua, entao esta topologia deve
conter todas as Ty. Definimos a topologia fraca T induzida pela familia de aplicagoes { fa}rer como
sendo a topologia menos fina (menos abertos) para o qual todas as aplicagoes em {fr}rer sejam

continuas. Observemos que a colecdo de todas as intersecoes finitas da familia U Ty € uma base

AEL
para a topologia fraca T.

Proposicao 5.12. Seja X um conjunto arbitrario, {(Yx, o))} xer uma familia arbitrdria de espagos
topoldgicos e { fr}rer uma colecao qualquer de aplicagées fy : X — Yy. Uma sequéncia (Ty)neN
de elementos de X converge para um ponto x € X na topologia fraca induzida pela familia { f\}rer

se, e somente se, para cada indice A € L tem-se
(xn) = fA(x), na topologia oy de Y.
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Para as demonstragoes dos resultados acima enunciados sobre topologia fraca, ver Cavalcanti

[4], capitulo 3, se¢ao 1, ou o cldssico Brezis [3], Capitulo 3, secao 1.

5.2 Espacos Vetoriais Topolégicos

Os espagos vetoriais fazem parte de uma categoria com constante presenga no estudo das equagoes
diferenciais, mais geralmente, em toda matematica. Para problemas analiticos a nocao de limite
tem relevancia profunda, e, portanto é de se esperar que esses espacos sejam munidos com uma
topologia que seja compativel com a sua estrutura vetorial. Tais espagos sao chamados de espacos

vetoriais topoldgicos.

5.2.1 Elementos Gerais

Comecgamos esta subsegao definindo a estrutura de espaco vetorial normado. Esta talvez seja o

exemplo mais importante de espaco vetorial topolégico.

Definigao 5.26. Seja X um espaco vetorial real. uma norma em X € uma fungdo

|- [lx: X — R

ro— lzlx

satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) ||z|lx >0 se x # 0.
(b) || Az]|x = Al ||z|lx, VzeX eVAeR.
(c) (desigualdade tridngular) ||z +y|x < ||lz|x + lyllx, Vr,ye€X.
O par (X,|| - ||x) satisfazendo as condi¢oes descritas acima é denominado espago vetorial nor-

mado. Frequentemente se designa o espago vetorial X e a norma || -||, deizando a norma e o espago

considerando subentendido.

Para uma exposicao detalhada sobre espagos vetoriais, bases algébricas (base de Hamel) e

aplicacoes lineares, indicamos Coelho [7], e o classico Hoffman [12].
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Exemplo 5.5. Todo espaco vetorial normado X pode ser considerado como um espaco métrico.
Basta definir a sequinte distancia d(x,y) = ||x —y||, para cada par de pontos x,y € X. Esta métrica

é dita induzida pela norma || - ||. Portanto podemos induzir em X wuma topologia métrica.

Definicao 5.27. Duas normas definidas em um espaco vetorial X sao ditas equivalentes, quando

induzem a mesma topologia sobre X.

Exemplo 5.6. Podemos definir normas no espaco R™, onde n € N pondo:

2

n n
_ N2 ! . " __ .
el = D @)?| 2l = lal e 2] = Jpax x|
j=1 j=1 ==
onde, x = (x1,-+,2,) € um elemento de R™.

Essas normas induz as métricas d, d' e d” do Exemplo|5.1| respectivamente.
)

Observagao 5.15. As operacao de adicdo vetorial e multiplicacdo por escalares de um espago
vetorial normado X sdo fungdes continuas. Para adi¢do de vetores consideramos a topologia gerada
pelo produto cartesiano dos abertos de X considerando-o como espaco topolégico. Para multiplicacao

por escalar considere o produto dos abertos de R com os abertos de X.

Definicao 5.28. Um espaco de Banach € um espaco vetorial normado que é completo na métrica

induzida por sua norma.

Definigcao 5.29. Seja X um espago vetorial e seja C C A. O conjunto C' é dito convexo se
tr+ (1 —t)y € C sempre que x,y € C et € [0,1]. Dizemos que C ¢é balanceado se \x € C sempre
que x € X e |\ < 1.

Definicao 5.30. Seja X wum espago vetorial e T uma topologia em X. Dizemos que T € uma
topologia vetorial sobre X quando satisfaz as sequintes condicdes:
(a) Todo subconjunto unitdrio de X € um conjunto fechado.

(b) As operagdes de espago vetorial sao continuas com respeito a T.

Neste caso o par (X, 1) € dito um espago vetorial topoldgico.
Exemplo 5.7. Os espacos vetoriais normados sao exemplos de espacos vetoriais topoldgicos.

Observagao 5.16. Observemos que todo espago vetorial topoldgico € um espaco de Hausdorff.
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Definigcao 5.31. Um homeomorfismo € uma bijecao continua entre espacos topologicos tal que sua
inversa também € continua. Quando existe um homeomorfismo entre dois espacos topoldgicos X e
Y, dizemos que esses espacos sdo homeomorfos. Dois espagcos homeomorfos sao indistinguiveis do

ponto de vista topoldgico.

Para espacos vetoriais topoldgicos, a fim de obter espacos indistinguiveis, é importante que sejam
preservados tanto a estrutura algébrica quanto a estrutura topolégica. Portanto, consideramos a

seguinte definicao:

Definicao 5.32. Dizemos que uma bijecdo entre espacos vetoriais topologicos € um isomorfismo

topoldgico se ele € linear, continuo e tem inversa continua.

No caso dos espagos métricos, temos as isometrias (bijegao isométrica). Uma aplicagao bijetora
f X — Y entre espagos métricos é uma isometria quando dy (f(z), f(y)) = dx(z,y). As
isometrias preservam a estrutura métrica. Salientamos que toda isometria é um homeomorfismo,
mas existem homeomorfismos entre espagos métricos que nao sao isometrias. Portanto, existem

propriedades métricas que nao sao topoldgicas.

Exemplo 5.8. Seja X um espaco vetorial topolégico. Para cada vetor a € X e cada escalar A # 0

associaremos os sequintes mapas:

T,: X — X, My:X — X

r — a+zx T —> A\

Os mapas T, e My sao isomorfismos topologicos de X em X.

Uma das consequéncias desse fato € que todo espago topoldgico € invariante por translagoes.
Isto é se, Q C X € aberto entao o conjunto a + Q :={a+ z; © € Q} € aberto. Assim, uma espaco
vetorial topoldgico é completamente determinado por qualquer base local. Quando falarmos uma
base local para um espago vetorial topoldgico fica subentendido que estamos mos referimos a uma

base local na origem.

Definicao 5.33. Uma métrica d de uma espaco vetorial topoldgico metrizdvel X € dita invariante

sed(x + z,y+ z) =d(x,y) qualquer que sejam x,y,z € X.

Definicao 5.34. Seja X um espaco vetorial topoldgico. Dizemos que X € localmente convexo se
existe uma base local B tal que seus elementos sejam conjuntos converos. Um espaco de Fréchet
€ um espaco vetorial topologico localmente convexo, metrizdvel, completo e tal que a métrica que

induz sua topologia é invariante.
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Exemplo 5.9. Seja X um espago vetorial. Se em X existe uma métrica d, invariante. Entdo
X € um espago vetorial localmente convezo (topologia métrica induzida por d). Em particular, os

espacos normados sdo localmente convexos.

Definigao 5.35. Seja X um espago vetorial topoldgico e seja B uma base local (fiza) para a topologia
de X. Uma sequéncia (x,)nen de elementos em X € dita uma sequéncia de Cauchy se para cada

B € 3, existe um ng € N tal que x,, — .., € B sempre que n,m > ng.

Observagao 5.17. Observamos que as diferentes bases locais dao origem a mesma classe de
sequéncia de Cauchy. Observemos também que quando X € um espacgo topoldgico metrizdvel com

uma métrica invariante d, uma sequéncia € de Cauchy na Definicao [5.35 se, e somente se, € de
Cauchy com respeito & Definicao [5.20,

Proposigao 5.13. Se duas métricas invariantes d e d' sobre um espaco vetorial X induz a mesma

s

topologia sobre X entao, d e d' produzem as mesmas sequéncias de Cauchy. Além disso, (X,d) é

completo se, e somente se, (X,d') é completo.

Definigao 5.36. Seja X um espago vetorial topologico. Um subconjunto Y C X € dito limitado se
para cada vizinhanga V da origem, existe t € R tal que Y C tV := {tx; = € V}.

Observagao 5.18. Observemos que quando um espaco topoldgico vetorial é metrizavel com uma
métrica invariante, a Defini¢io[5.36] coincide com a Defini¢io[5.6 Salientamos que todo conjunto

compacto € limitado.

Teorema 5.5. Sejam X e Y espacos vetoriais topoldgicos e seja T : X — Y uma mapa linear.

Se T € continuo na origem entdo T € continuo.
Teorema 5.6. Seja T : X — R um funcional linear sobre um espaco vetorial topolégico X. As

afirmacdes abairo sdo todas equivalentes:

(a) T € continuo.

(b) Ker(T) é fechado.

(¢) Ker(T) é denso em X.

(D) T é limitado em alguma vizinhanga da origem.

Proposigao 5.14. Todo espaco vetorial topologico com dimensdo finita € isomorfo ao espaco Eu-
clidiano R™ com a sua topologia usual. Seja X um espago vetorial com dimensdo finita e Y € um

espaco vetorial topologico qualquer. Entdo o mapa T : X — Y é continuo.
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Teorema 5.7. Seja X um espago vetorial topoldgico localmente convexo que satisfaz o primeiro

artoma da enumerabilidade. Entdo, existe uma métrica d sobre X tal que:

(a) d induz a topologia de X .

(b) As bolas abertas centradas na origem sao balanceadas.
(c) d é invariante.

(d) Todas as bolas abertas sdo convexas.

Definicao 5.37. Sejam X eY espacos vetoriais topolégicos. Se T :' Y — X for linear, injetivo e
continuo, dizemos que o espaco Y estd imerso continuamente no espaco X, e escrevemos, Y — X.
Neste caso identificamos o vetor T'(z) € X com o vetor x € Y. Se além disso, (T'(xy))nen for

convergente sempre que (Tn)nen for limitada, dizemos que Y estd imerso compactamente em X, e

comp
escrevemos Y — X.

Definicao 5.38. Uma seminorma sobre uma espaco vetorial X € uma funcdo
p: X — R
x — p(z)

satisfazendo as seguintes condicoes:

(a) p(Ax) = |A|p(z) quaisquer que sejam v € X e X € R.

(b) p(x +y) <plx)+ply), VryelX.

Definigao 5.39. Uma familia P de seminormas sobre uma espago vetorial X € dita separdvel se

para cada vetor x # 0, existe uma seminorma p € P tal que p(x) # 0.

Observagao 5.19. A nocao de seminorma estd relacionada com a no¢ao de convexidade local. Em
cada espaco localmente convexo existe uma familia continua de seminormas separdvel. Por outro
lado, se P € uma familia de seminormas sobre um espaco vetorial X, entao P pode ser usada para

induzir uma topologia localmente convexa sobre X tal que toda seminorma p € P seja continua.

Teorema 5.8. Suponha que P é uma familia de seminormas separdvel sobre um espago vetorial

X. Para cada p € P e cada n € N associamos o sequinte conjunto:

Vip,n) = {x € X pla) < 1}.

n
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A colegao de todas as intersegoes finitas dos conjuntos V(p,n) € uma base local convexa e
balanceada para uma topologia T em X. Além disso, X munido desta topologia € um espaco vetorial
topoldgico localmente convexo, satisfazendo

(a) Cada p € P € continuo.
(b) Um conjunto Y C X € limitado se, e somente se, cada p € P € limitada sobre Y .

Olhemos de perto o caso em que a familia de semi-normas separdvel P = {F;; i € N} é
enumeravel. Pelo Teorema [5.8] a familia P induz uma topologia localmente convexa 7 sobre X

com uma base local enumeravel. Assim, do Teorema segue que 7 ¢ metrizdvel. Neste caso,

podemos definir uma métrica invariante que induz 7. A saber,

d(z,y) = max G PAr 7Y Pz —y) ,
ieN 14 pi(z —y)

onde (¢;)ien € qualquer sequéncia de nimeros reais positivos convergindo para zero.
Para uma exposicao detalhada sobre os espacos vetoriais topoldgicos e as demonstracoes dos

resultados enunciados nesta secao, ver o classico Rudim [41].

5.2.2 Espacos de Hilbert

Esta subsecao esta encarregada de reunir os fatos mais relevantes para nosso proposito a cerca dos

espacos de Hilbert.

Definigao 5.40. Seja X um espago vetorial. Um produto interno sobre X é uma func¢ao

((L)x: X xX — R

(iL',y) — ((.’L‘, y))X

satisfazendo as sequintes condicoes:

(a) ((z,2))x >0 sex #0.
(b) ((z,9)x = ((y,2))X, Vr,yeX.
(c) (x+y,2)x =((z,2)x + ((v,2))x, Vr,y,z€X.

(d) (Az,y))x = M(2,9))x, VYr,ye X e AeR.
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O par (X, ((+,))x) satisfazendo as condi¢oes acima é chamado espago vetorial com produto in-
terno. Diremos apenas o espaco com produto interno X, deixando subentendida o produto interno

considerado. Quando o espago X € fizado, escrevemos apenas ((+,-)).

Observagao 5.20. Todo espaco vetorial X com produto interno ((-,-)) pode ser considerado como
uma espago vetorial normado. Definimos uma norma em X pondo, ||z|| = \/((x,z)). Esta norma

é dita proveniente do produto interno ((-,-)).

Exemplo 5.10. Nem toda norma € proveniente de um produto interno. Por exemplo, as normas
-1 ell-|" do Exemplo[5.6, ndo provém de um produto interno. A norma |- || do Exemplo é

proveniente do sequinte produto interno,
n
(2, 9) =D w5,
j=1
onde v = (x1, - +,xn) ey = (Y1, -+, Yn) SGo elementos de R™.
FEste produto interno € chamado produto interno usual do espaco Fuclidiano R™.
Um produto interno induz uma nocgao de angulo entre elementos de um espaco vetorial. O
espaco Euclidiano R? munido com o seu produto interno usual é o espaco universo da geometria

espacial. Definiremos, a classe abstrata de espago vetorial normado que mais se assimila com este

espaco.

Definicao 5.41. Um espago vetorial com produto interno X € chamado espaco de Hilbert se seu

produto interno induz uma norna em X tal qual o torne um espaco de Banach.

Exemplo 5.11. O espaco Fuclidiano R™ munido com seu produto interno usual € um exemplo de

espaco de Hilbert.

Proposigao 5.15. Seja X um espaco com produto interno. Entao as sequintes relagoes sao vdlidas:

(a) (Desigualdade de Schwarz)

()| < llzll - Nyl Va,y e X

(b) (Identidade do paralelogramo)

a:+y‘

|+

T —y 1
32| = 50l + i), veyex
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Proposigao 5.16. Uma norma sobre um espagco normado X provém de um produto interno se, e

somente se, vale a identidade do paralelogramo.

A seguir, enunciemos alguns resultados sobre aplicacoes lineares entre espacos vetoriais norma-

dos com o intuito de definir o dual topolégico de um espago normado.

Proposigao 5.17. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e seja T : X — Y uma aplica¢do
linear. Entao T é continua se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que [|T(z)|y < C-||z|x
qualquer que seja x € X. Portanto podemos definir uma norma no conjunto L(X;Y) das aplicagoes
lineares de X em Y pondo,

1T (x)ly

lllx

Observagao 5.21. Quando Y = R na proposi¢ao acima, o conjunto L(X,R) munido da topologia

1Tl ccxvy = mf{Cs ([T (2)|ly < C-llzfx} = sup VT € L(X;Y).

métrica induzida pela norma definida acima é denotado por X'. Este espaco é chamado o dual
topoldgico do espago normado X. O dual topoldgico do espago vetorial normado X' é chamado o

bidual topoldgico de X e é denotado por X".

Observagao 5.22. Observamos que quando trabalharmos com um funcional linear continuo T
definido em um espago topoldgico X, escrevemos (T, x) para denotar a imagem T (x) de um elemento

x € X pelo funcional T.
Exemplo 5.12. O dual topoldgico X' de um espaco vetorial normado X é um espaco de Banach.

Proposigao 5.18. Seja X um espaco vetorial normado. Defina,

J: X — X

z — Iy
onde J;(f) = (f,x) para todo f € X'.

O mapa J € um isomorfismo isométrico (isometria) de X em J(X). FEste mapa é chamado

mjecao canonica.
Observagao 5.23. Em virtude do isomorfismo acima, identifica-se X a J(X) e escreve-se X C X".

Definicao 5.42. Seja X um espago vetorial normado. Dizemos que X ¢é reflexivo quando J(X) =
X. Isto é, quando a injecdo canonica J é sobrejetiva. Neste caso temos X = X" wvia a identificacdo

feita na observacdo acima.
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No que segue, enunciaremos resultados de fundamental importancia na teoria dos espacos de
Hilbert.

Teorema 5.9. Todo espaco de Hilbert € reflexivo.

Demonstragao. ver [4], pagina 164. O

Teorema 5.10. (Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet) Seja X um espaco de Hilbert
com produto interno ((-,-)) e norma || -||. Dado um funcional linear T € X', existe um tnico

elemento xog € X tal que
(T,x) = ((x,70)), VrelX.

Além disso, ||T||xr = |zol|-

Demonstragdo. Para a demonstragao ver [4], pdgina 171. O

Observagao 5.24. Seja X é um espago de Hilbert. Devido o Teorema[5.10}, podemos considerar a
identificacdo, X = X'.

Definicao 5.43. Seja X um espaco de Hilbert. Dizemos que uma forma bilinear a: X x X — R

€,

(a) (Continua) Se existe uma constante real C' tal que |a(u,v)| < C|lul|-||v||, para cada u,v € X.
(b) (Coerciva) Se existir uma constante real C tal que a(u,v) > C||v||?, parar todo v € X.

Teorema 5.11. (Lax-Milgran) Seja o(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva sobre um

espaco de Hilbert X. Entao dado ¢ € X' existe um tinico u € X tal que

alu,v) = (p,v), YveX.

Além disso, se « for simétrica, entdo u é caracterizado pela sequinte propriedade:

FExiste um unico u € X tal que

veX

%a(u, w) — (i, u) = min {;a(v,v) - <s0,v>} :

Demonstragao. Para demonstracao ver [3], pagina 140. ]
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Definigao 5.44. Seja X um espago de Hilbert munido com o produto interno ((-,-)) e com a norma
|-l = ((-,7)). uma sequéncia (un)nen de elementos de X € denominada uma base Hilbertiana

para X quando satisfaz as sequintes condicoes:

(a) ||lunll =1 para todo n € N.
(b) ((un,um)) =0 para todo n,m € N tal que n # m.

(c) O subespaco [(un)nen| gerado pelos vetores da sequéncia (un)nen € denso em X. em outros

termos, [(un)nEN] =X

Proposigcao 5.19. Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

5.2.3 Topologia Fraca e Fraca *

No que segue, definamos a topologia fraca o(X, X’) sobre um espago de Banach X e a topologia
fraca * o(X’, X) sobre o seu dual X’. Essas topologias possuem menos abertos do que a topologia

usual, porém induz uma quantidade maior de subconjuntos compactos.

Defini¢ao 5.45. Sejam X um espa¢o de Banach. Definimos a topologia fraca o(X,X') sobre X
como sendo a topologia menos fina em X para a qual sdo continuos todos os funcionais lineares

f e X' (isto é os f € LIX,R) que sdo continuos na topologia métrica induzida pela norma dual

definida na Proposicao .

Observagao 5.25. Observemos que um espaco de Banach X munido da topologia fraca o(X, X")

é um espago de Hausdorff. Quando X possui dimensao infinita, a topologia fraca o(X,X") nao é

metrizavel, pois X nao satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade.

Definigao 5.46. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia (xy)nen de elementos
em X converge fracamente para um ponto x € X e escrevemos, T, — x, quando a Sequéncia
(Zn)nen converge para o ponto x na topologia fraca o(X, X"). Quando (x,,)zen converge para x na
topologia métrica induzida pela norma do espaco X dizemos que x, converge fortemente para x.

Neste caso escrevemos, Ty — I.

Proposicao 5.20. Sejam X um espaco de Banach, (x,)neny uma sequéncia de elementos em X e

x € X. Entao:
(a) x, — x se, e somente se, (f,x,) — (f,z), Vfe X
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(b) Se x, — x, entdao x, — x.
(c) Se xp, — x, entdo ||x,| € limitada e ||z| < liminf ||z,||.

(d) Se x, = x e (fn)nen € uma sequéncia de elementos em X' tal que f, — f em X', entdo
(fnsxn) = (f,z) em R.

Observagao 5.26. Observamos que a topologia o(X, X') é a topologia menos fina sobre X para
o qual todos os funcionais f € X' sdo continuas. Como os funcionais f € X' sdo continuas na
topologia da norma (topologia forte), resulta que a topologia forte é mais fina do que a topologia

fraca.

Proposicao 5.21. Sejam X um espago de Banach e T a topologia forte (topologia métrica induzida
pela norma || - ||x) em X. FEntio, (X,7) = (X,0(X, X)) se, e somente se, a dimensao de X €

finita.

z

Defini¢ao 5.47. Seja X um espago de Banach. A topologia fraco *, denotada por o(X', X), € a
topologia menos fina sobre X', para a qual todas as fungoes da familia {J,}rex C X" (definida na

Proposi¢ao sao continuas.

Observacao 5.27. Observemos que o conjunto X' munido da topologia fraca * o(X', X) é um

espaco de Hausdorff. A topologia fraca * o(X', X) é menos fina do que a topologia fraca (X', X").

Definigao 5.48. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que uma sequéncia (fp)nen de elementos
em X' converge fraco * para uma funcio f € X', e escrevemos f, — f, quando a sequéncia (fn)neN

converge para f na topologia fraco * o(X', X).
Proposigao 5.22. Sejam X um espaco de Banach, (fn)nen uma sequéncia de elementos em X' e
f € X'. Entao:

(a) fn = f se, e somente se, (fn,x) — (f,z), Vo€ X.

(b) Se fo— f entio, fu > f.

(c) Se fu = f, entio | fu|

¢ limitada e ||f|| < liminf || f,].

(d) Se fn = f e (xp)nen € uma sequéncia de elementos em X tal que x, — © em X, entdo

(fr,Tn) = (f,x) em R.

Observagao 5.28. Quando X é um espago de Banach munido da topologia usual (topologia métrica
induzida mela norma), a bola unitdria fechada é compacto se, e somente se, a dimensao vetorial
de X € finita.
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Observagao 5.29. Quando a dimensao de X' € finita, as trés topologias (forte, fraca e fraca *)

coincidem.

Teorema 5.12. Sejam X um espaco de Banach separdvel e (f)en uma sequéncia limita em X'.

Entao, existe uma subsequéncia (fn, )ken de (fn)nen que converge fraco™ para uma fungao f € X'.

Teorema 5.13. Sejam X um espa¢o de Banach reflexivo e (xn)nen wma sequéncia limitada de
elementos de X. Entao existe uma subsequéncia (Tn, )ren de (Tn)nen que converge fracamente

para um ponto ¢ € X.

Para as demonstracgoes dos resultados enunciados nesta segao, ver Brezis [3] ou Cavalcanti [4].

5.3 Espacos de Medida

A teoria da medida de Lebesgue talvez seja a teoria mais importante de toda andlise. Nesta secao,
sera abordada um pouco da teoria da medida classica e definiremos a integral de uma fungao com

respeito a uma medida dada.

5.3.1 Elementos Gerais

Definicao 5.49. Uma o-dlgebra sobre um conjunto X € uma familia X de subconjuntos de X

satisfazendo as sequintes condicdes.

(a) O e X pertencem a X.
(b) Se A€ X, entio X/A € X.

(c) A uniago enumerdvel de elementos em X pertence a X.

O par (X, X) satisfazendo as condigdes descritas acima € denominado um espa¢o mensurdvel.
A colegio X € dita uma o-dlgebra em X e os elementos da familia X sdo chamados conjuntos
X-mensurdveis. Usualmente diz-se apenas o espago mensurdvel X e o conjunto mensurdvel A € X,

ficando subentendido que estamos considerando uma o-algebra fiza X.

Observagao 5.30. Da mesma forma que acontece com topologias, a intersecdo de uma familia
arbitrdria de o-dlgebra é uma o-dlgebra. Assim, dada qualquer colecdo A de subconjuntos de um
conjunto X, podemos considerar a intersecdo de todas as o-dlgebras sobre X que contém a colecao

A. Essa o-dlgebra é chamada a o-dlgebra gerada pela colecdo .
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Exemplo 5.13. Seja X um espago topoldgico. A o-dlgebra gerada pela colecdo de todos os con-
juntos abertos do espagco X € chamada a o-dlgebra de Borel sobre X e € denotada por Bx. Seus

elementos sao chamados conjuntos de Borel.

Observagao 5.31. Observamos que a o-dlgebra gerada por todos os conjuntos fechados de um

espaco topologico X coincide com a o-dlgebra de Borel sobre X.

Defini¢ao 5.50. Sejam {X,}ace uma colegio arbitrdria de conjuntos nao vazios, X = H Xq 0

act
produto cartesiano desta familia, wo : X — X4 a projecao na coordenada o e X, uma o-dlgebra

sobre Xy, para cada indice o € £. Definimos a o-dlgebra produto ®%a sobre X como sendo a

act
o-dlgebra gerada pelo sequinte conjunto:

{r71(An); Ay €Xpeac L}

n
Exemplo 5.14. Br. = ®‘BR.
j=1

Definigao 5.51. Seja (X,X) um espago mensurdvel. Uma medida sobre a o-dlgebra X € uma

fungdo p: X — RU{oo} satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) p(0) =0.
(b) u(A) >0 para cada A € X.

(¢) Se {Ap}tnen € uma cole¢io enumerdvel de conjuntos mensurdveis X dois-a-dois disjuntos,

entdo [t (G A, | = iu(An).
n=1 n=1

A tripla (X, X, p) satisfazendo as condigoes descritas acima é denominado um espaco de medida.
Comumente falaremos apenas o espago de medida X, deizando subentendido qual o-dlgebra e qual

medida estamos considerando.

Observagao 5.32. Se u(A) < oo para cada conjunto A € X, dizemos que a medida p € finita.

o0

Mais geralmente, se existe uma sequéncia (Ap)nen de conjunto mensurdveis tal que X = U A, e
n=1

w(Ay,) < oo para cada n € N, entao a medida p € dita o-finita.

Definicao 5.52. Seja (X, X, ) um espago de medida. Dizemos que uma proposi¢ao aberta P(zx)

acontece, | — q.t.p. (em quase toda parte) em X, se existir um conjunto E € X tal que u(E) =0

e P(z) é verdadeira para todo v € X/E. Se ndo houver risco de confusio a respeito da medida

utilizada, dizemos apenas que a propriedade P(x) acontece, q.t.p. em X.
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Observacgao 5.33. Seja (X, X, u) um espago de medida. Observamos que se E C A entdo p(E) <
w(A). Em particular, se u(A) =0, entao u(E) = 0.

Definicao 5.53. Uma medida € dita completa quando seu dominio contém todos os subconjuntos

de cada conjunto com medida nula.

Observagao 5.34. Observamos que existe uma unica medida o-finita p sobre a o-dlgebra de Borel
B, tal que a medida de cada intervalo finito coincida com o seu comprimento. Pode-se mostrar
que se pode aumentar o dominio da medida p para uma o-dlgebra £ de tal modo que essa nova
medida seja completa. Esta medida completa, denotada por med € chamada medida de Lebesgue,
a o-dlgebra € dita o-dlgebra de Lebesque e seus elementos sdo chamados de conjuntos Lebesgue

mensurduveis.

A tripla (R, £,med) é chamada espago de Lebesgue. Para uma exposi¢ao detalhada da cons-
trugao da medida e da o-dlgebra de Lebesgue, ver Bartle [2] Capitulo 9 ou o cldssico Folland [10]
Capitulo 1.

A o-dlgebra £ de Lebesque € estritamente maior do que a o-dlgebra de Borel Br. Assim,
existem conjuntos Lebesque mensurdvel que nao é um conjunto de Borel. Pode-se mostrar que £
tem cardinalidade maior do que Br. Em verdade, |£| = |P(R)| < |R| = |Br|, onde o simbolo |A|

denota a cardinalidade do conjunto A.

Em geral, para o espaco Fuclidiano R™ existe uma o-dlgebra £ chamada o-dlgebra de Lebesgue
que contém estritamente a o-dlgebra de Borel Brn e € dominio de uma unica medida completa
med, tal que a medida de cada retingulo finito (produto cartesiano de intervalos) coincida com
o seu volume. Sempre que estivermos usando o conjunto R™ fica subentendo que estard munido
da o-dlgebra e da medida de Lebesgue. Para maiores detalhes veja Bartle [2], Capitulos 13-17 ou
Folland [10], Capitulo 2.

5.3.2 Funcoes Mensuraveis

Defini¢ao 5.54. Sejam (X, X), e (Y,9Q) espacos mesurdveis. Uma aplicagao f : X — Y € dita
(X,2)-mensurdvel se f~1(A) € X para todo A € ). Isto é, a imagem inversa de cada conjunto
mensurdvel de Y € um conjunto mensurdvel de X. Quando considerarmos o-dlgebras fixadas,

dizemos simplesmente que a aplicacdo f é mensurdvel.

Proposigao 5.23. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Toda aplicagao continua f : X — Y €

(Bx, By )-mensuravel.
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Definicao 5.55. Seja X um espaco mensurdvel e seja A C X. Defina X4 : X — R pondo,

1, sexeA
XA(J:)_{ 0, sex¢gA

A funcdao X4 € chamada, funcdo caracteristica do conjunto A.

Observagao 5.35. A funcdo X4, caracteristica de um subconjunto A de um espaco mensurdvel

X, € uma funcdo mensurdvel se, e somente se, A € um conjunto mensurdvel.

Definigcao 5.56. Seja X um espaco mensurdvel. Uma funcao ¢ : X — R € dita simples quando

¢ mensurdvel e o seu conjunto imagem f(X) € finito.

Observagao 5.36. Um funcdo simples ¢ : X — R pode ser representada de maneira unica, tendo

a sequinte erpressao:

n
Y= Z ajXa;,
j=1

onde 0s a;,s sao numeros reais distintos e 0s A;-s sG0 conjuntos mensurdveis nao-vazios disjuntos

n

tais que X = U Aj. Neste caso, Aj = f~1(a;) e f(X) = {a1,---,a,}. Esta representacio é
j=1

chamada representacdo canonica.

Definicao 5.57. Sejam X um espaco mensurdvel e Y um espaco métrico. Dizemos que uma
sequéncia de fungoes mensuraveis (frn )nen de X em Y converge pontualmente para uma fun¢ao

f: X —Y, eescrevemos f,, = f, quando para cada v € X tem-se,

fo(x) = f(x) emY.

A sequéncia (fn)nen converge uniformemente sobre um conjunto A C X se dado € > 0 existe
ng € N tal que
dy (fu(z), f(x)) <e, sempre que = € A en > ny.
Neste caso escrevemos, fn, — f uniformemente sobre A.

Proposicao 5.24. Sejam X um espago mensurdvel e f : X — RU{oco} uma fun¢ao mensurdvel.

Entao existe uma sequéncia de fungoes simples (on)nen sobre X tal que:

(a) 0 < ¢n < pny1 < f, para cada n € N.
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(b) on — [ pontualmente.

(c) on — f uniformemente sobre qualquer conjunto tal qual f seja limitado.
Proposicao 5.25. Seja (X, X, u) um espaco de medida, f : X — R e f,, : X — R. A medida u
€ completa se, e somente se, sdo vdlidas as sequinte afirmacdes:

(a) Se f € mensurdvel e f(x) = g(z), q.t.p. em X, entdo g € meunsurdvel.

(b) Se fn € mensurdvel para cadan € N e f,(x) — f(x), q.t.p. em X, entdao f € mensurdvel.

Definigao 5.58. Seja (X, X, i) uma espago de medida. Denote por M+ (X, X) o conjunto de todas

as fungoes f: X — RU{o0} mensurdveis e nao-negativas.

n
Se p é uma fungio simples em M+ (X, X) com representagio canénica ¢ = Z ajXa;, definimos
j=1
a integral de @ com respeito a medida p: X — R U {oo} por:

/sodu = a;-p(A;) € RU{oo}.
j=1

Mais geralmente, se f € M T (x,X), temos,

/fdu:sup{/cpdu; 0 € M1 (X,X) ¢ simples egogf}.

Se A€ X e AC X, definimos a integral de f sobre A com respeito a p:

/A fau= [ 7+ Xa)an

Teorema 5.14. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se (fn)nen € uma sequéncia crescente

de fungoes em M+ (X, X) tal que f, — f, entdo

/fnd,u,%/fd,u.

Definigao 5.59. Seja f : X — R uma funcdo arbitrdria. Definimos a parte negativa f+ e a parte

positiva f~ de f pondo,

fH(z) = max{f(z),0} e f(z) =max{~f(z),0}
It e f~ sao fungoes nao-negativas tais que, f = fT—f~ e |fl=f"+f".
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Observacao 5.37. Note que, f é mensurdvel se, e somente se, fT e f~ sdo mensurdveis.

Defini¢ao 5.60. Denotaremos por L(X,X, ) como sendo o conjunto das funcoes integrdveis.
L(X,X,pn) consiste da colecao de todas as fungoes f : X — R, X-mensurdveis tais que a parte

positiva fT e a parte negativa f~ de f, tenha integral finita com respeito a u. Isto é,
/f+du < 00 e /f_du < 0.
Neste caso, definimos a integral de f com respeito a u por:

[ in= [ £rau- [ ran

Teorema 5.15. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,)nen um sequéncia de fungies
em L(X,X, ) tal que fr(x) — f(x), ¢.t.p. em X, onde f: X — R € uma fun¢do mensurdvel. Se
existir uma fungao integravel g € L(X, X, 1) tal que |f,| < g para cadan € N, entdao f € L(X, X, )
e /fnd,u — /fd,u.

Para as demonstragoes dos resultados enunciados e mais detalhes sobre os fatos descritos acima

ver Bartle [2], Capitulos 3 e 4, ou, Folland [10], Capitulo 2.

5.3.3 Espago das Funcoes Integraveis LP

Nesta subsegao, estudaremos os espagos de (classes) fungoes LP.

Definicao 5.61. Seja f,g € L(X,X, ). Dizemos que f e g sao u-equivalentes, e escrevemos f ~ g

se f(x) = g(x), p— q.t.p. em X; a classe de equivaléncia de f pela relagio ~ serd denotada por

/1

Definimos o espaco de Lebesque L'(X, X, 1) como sendo o sequinte conjunt por:o quociente:

LNX, X, ) = L£(X, X, 1)/ ~= {[f]; [ 11du < oo}

Mais geralmente, para cada nimero real p tal que 1 < p < 00, definimos o conjunto,

LP(X, %, ) = {[f]; [ 117an < oo}.

Escrevemos apenas LP deizando subentendido que estamos fizando um espago de medida (X, X, u)

arbitrdrio. Salientamos que indicaremos a classe de fungoes [f] simplesmente pelo representante f.

Observagao 5.38. O conjunto LP munido das operacdes de soma de fungoes e produto por esca-

lares, possui uma estrutura de espaco vetorial.
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Proposicao 5.26. (Desigualdade de Young) Sejam p e q numeros reais tais que p > 1 e

1,1 _ ~
]34—5—1. FEntao

AP B1 ) ) . L .
A- B < — + —, quaisquer que sejam 0s numeros reais ndo negativos A e B.
q

Proposicao 5.27. (Desigualdade de Holder) Seja f € LP e g € LY, ondep > 1 e %D +1i=1.

Entao !
[ 1sslaie< ( / \f\pdu)’l’ - ( / \g\qdu>;-

Proposicao 5.28. (Desigualdade de Hélder Generalizada) Para cada j € N sejam pj > 1 e
n n n

Z(pj)_l =71 < 1. Se fj € LP para cada j € N entdo [[ofiel e Hfj”Lr < H I filles
j=1 j=1 j=1

Proposicao 5.29. (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP tal que p > 1, entdo f+g € LP.

(/!f+g|”du>; < </|f|pdu>;+ </|g|pdu>;.

Se A, B € R. Entao,

Além disso,

1
n E n P n 5
D IA+BI ) =X AP |+ | 1Bl
j=1 j=1 j=1
Definigcao 5.62. Para cada nimero real 1 < p < oo, defina
Il llge: LP — R
o \?
o ([ i)
A fungdo || -|| € uma norma completa no espago vetorial LP. Assim, LP munido desta norma é um

espaco de Banach.

Definigao 5.63. O espago L™ := L™ (X, X, ) consiste de todas as classes de fungdes reais men-

surdveis que sao limitadas p — q.t.p..
Se f € L* definimos uma norma completa em L™ da seguinte maneira,

| fllzee = esssup |f(z)| :=inf{ sup |f(x)|; E € X e u(E)=0}.
zeX z€X/E

Assim, L*° € um espago de Banach munido das operagdes usuais dos espacos vetoriais de fungdes

e a norma definida acima.
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Observagao 5.39. Observamos que se f € L, entio |f(x)| < || fllLe para todo z € X, p—q.t.p..

Uma fungdo f € L*° € chamada uma fungdo essencialmente limitada
Proposicao 5.30. O espaco LP é um espaco de Hilbert se, e somente se, p=2.

Proposicao 5.31. Seja (f,) uma sequéncia que converge em LP para uma fungdo mensurdvel f.

Entado, eviste uma subsequéncia (fn;)jen tal que fo,(x) — f(z), ¢.t.p. em X.

Os resultados sobre espagos LP estao demonstrados e detalhados em Bartle [2], Capitulo 6 ou

Folland [10], Capitulo 6.

No que segue, nos restringimos ao espago de medida (2, £, med), onde Q é um subconjunto
aberto do espago Euclidiano R", £ é a o-algebra de Lebesgue restrita & 2 e med a restricao da

medida de Lebesgue ao aberto ).

A seguir, faremos consideragoes sobre a notagao utilizada no decorrer do texto.

Definigcao 5.64. Seja Q um subconjunto do espago euclidiano R™. Definamos LP () := LP(Q, £, med)

e, escrevemos,

/Q F@)da = / Fd(med).

Além disso, definimos o suporte de uma funcao f : @ — R continua como sendo o sequinte

conjunto:

supp(f) = f7H(R/{0}) ={z € f(z) # 0}.

Definicao 5.65. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto. Definimos o espago vetorial C5°(S2), das
funcgoes infinitamente diferencidveis f : Q@ — R tais que o suporte supp(f) € um subconjunto
compacto de Q. Denotamos por C*®(2) o conjunto das funcoes f : Q — R que sdo infinitamente
diferencidveis e indicamos por C°(2) o conjunto das funcées f : @ — R que sdo continuas (€

munido da topologia de subespaco).

Para uma exposicao detalhada sobre derivadas e classes de diferenciabilidade, indicamos os

cldssicos Rudin [42], Munkres [36], e Lima [18] e [19].

Definigao 5.66. Seja 0 C R™ wm conjunto aberto. Definimos o espaco vetorial das fungoes
localmente integrdveis LfOC(Q), onde 1 < p < oo como sendo o espaco das classes de fungoes

f:Q — R mensurdveis tais que;

| fllzr(xy < 00 para cada conjunto compacto K C €.
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Observagao 5.40. Observamos que LfOC(Q) ndo € um espaco vetorial normado. porém pode-se

mostrar que é um espago de Fréchet. Além disso, temos a imersao continua, LY () < L, (Q).

Observagao 5.41. Observamos que o conjunto LP(Q)) < Li (Q) para 1 < p < co.

loc

Teorema 5.16. (Lema de Du Bois Raymond) Seja Q2 um aberto de R™. Se f € L} () e,

loc

/Q F@)p(@)de =0, Ve e CF(Q).

Entao, f(x) =0, q.t.p. em Q.

Demonstragao. Ver [5], pdgina 20. O
Proposigao 5.32. Seja 2 C R™ aberto. O conjunto C3°(S2) € denso em LP(2) para 1 < p < oc.
Proposicao 5.33. Seja Q C R™ aberto limitado. Entao LP(Q2) — L"(2) sempre que 1 < r < p.

Observagao 5.42. Observamos que existe um isomorfismo isométrico entre o dual topologico
[LP()], do espago LP(Q) e o espago LI(Q), com p > 1 e I%—i—% = 1. Além disso, existe um
isomorfismo isométrico entre o dual topolégico [L1(Q)]', do espaco L*(Q) e o espagco L>(2). As-

sim. Podemos considera as sequintes identificagoes:
[LP(Q)] = LYUQ), para 1<p<oco e [LYQ)] =L®(Q).
Basta considerarmos a sequinte aplicacdo:

Tp: LI(Q) — (LP(Q))
f — Tf,

onde Tt(g) = /Qf(:c)g(x)dx para cada g € LP(Q).

Teorema 5.17. Seja Q@ C R"™ aberto. O espago LP(S) € separdvel, para 1 < p < oo. Quando
1 <p< oo, 0 espago LP(QY) € reflexivo.

Para maiores detalhes sobre as propriedades dos espacos LP(Q2) vide, o cldssico Brezis [3],

capitulo 6.
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