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Resumo

Esta dissertacao tem por objetivo o estudo da aljava de mddulos r-inclinantes
sobre uma algebra de Artin A para se obter informacoes sobre o diagrama de Hasse
do conjunto parcialmente ordenado (€24, <) de mddulos r-inclinantes, como feito em
[8], e sobre determinados vértices e caminhos, como encontrado em [9].

Para isso, comecamos estudando a teoria de inclinagao onde buscamos general-
izagoes da definicao de mddulos inclinantes e de alguns teoremas importantes, dadas
por Miyashita em [15]. Feito isso, seguindo Riedtmann e Schofield em [14], definire-
mos uma aljava de mddulos r-inclinantes K4 e um conjunto parcialmente ordenado
(Q4, <), onde verificaremos que o grafo subjacente K4 de Kabo diagrama de Hasse

de (24, <). Por fim, faremos um estudo da estrutura local de K 4, de acordo com [9].

Palavras Chave: Aljavas, médulos inclinantes, teoria de inclinacao.



Abstract

This dissertation aims to study the quiver of r-tilting modules over an algebra
of Artin A to obtain information about the Hasse diagram of the partially ordered
set (4, <) of r-tilting modules, as done in [8], and on certain vertices and paths, as
found in [9].

For this, we start by studying the inclination theory where we look generalizations
of the definition of tilting modules and some important theorems, given by Miyashita
in [15]. Done that, following Riedtmann and Schofield in [14], we will define a quiver
of r-tilting modules K4 and a partially ordered set (Q4, <), where we will verify that
the underlying graph K4 of K4 is the Hasse diagram of (Q4,<). Finally, we will
study the local structure of K 4, according [9).

Keywords: Quivers, tilting modules, inclination theory.
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Introducao

Neste trabalho lidamos com um certo tipo de algebra associativa A chamada
algebra de Artin e com a categoria mod A, dos A-mddulos a direita finitamente gera-
dos. Uma algebra de Artin A é um anel finitamente gerado sobre um anel comutativo
artiniano K e sao exemplos de algebras de Artin as K-algebras de dimensao finita
sobre um corpo K. Uma das principais ferramentas da teoria de representacoes de

algebras ¢ a teoria de inclinacao.

A nocao de médulos inclinantes foi introduzida inicialmente por Brener e Butler
em 1980. Atualmente é mais utilizada a definicao dada por Happel e Ringel em 1982.
Assim, chamaremos um A-moédulo 7' de inclinante se ele satisfaz:

(Th) pdT <1,
(Ty) Ext\ (T, T)=0e

(T3) existe uma sequéncia exata

0 Ay To T, 0,

com Tg e T pertencentes a subcategoria add T" de mod A consistindo dos A-mddulos
que sao somas diretas de somandos direto de T'.

O principal objetivo da teoria de inclinagao é, dada uma &lgebra de Artin A e um
A-médulo finitamente gerado T, comparar as categorias de médulos sobre A e sobre
a algebra de endomorfismos B = EndT. Assim, se T' é um A-modulo inclinante,
entao as categorias mod A e mod B estao razoavelmente préximas entre si, mas nao
necessariamente equivalentes, a saber, o conhecimento de uma destas categorias im-
plica o conhecimento de duas subcategorias do outro. Ao trabalharmos com a teoria
de inclinagao, um tipo de objeto em mod A que merece atencao sao os A-mdédulos
inclinantes parciais, isto é, os A-mddulos satisfazendo (T7) e (T3) da defini¢ao acima.
Bongartz percebeu que se M satisfaz essas duas condi¢oes entao podemos completar

M a um modulo inclinante, ou seja, existe um A-moédulo E tal que M & E é incli-
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nante. Ja Happel nos disse que se M um modulo inclinante parcial quase completo
e X é seu complemento Bongartz, entao existe no maximo um complemento Y para
M, com X e Y indecomponiveis e nao isomorfos. Além disso, se tal complemento

existe, entao existe uma sequéncia exata

0 X M Y 0

com M € addT.

De posse dessas informagoes, Riedtmann e Schofield definiram, em [14], a aljava
K A de modulos inclinantes da seguinte maneira: Os vértices de K 4 Sao os elementos
do conjunto Q4 de todos os A-moddulos inclinantes e para cada modulo inclinante
parcial quase completo M = @?:_11 T;, existe uma flecha M & T,, — M & T;l em K A

. /7 /7 / rd
se o indecomponivel 7, ¢ o complemento Bongartz de M e T, ¢ um complemento

indecomponivel para M nao isomorfo a T,.

Esta dissertagao tem por objetivo trabalhar com uma generalizacao da aljava
de médulos inclinantes, encontrada em [8], além de servir como texto-base para es-
tudantes que desejam ler sobre tal tema. Para tanto, buscamos numa quantidade
razoavel de artigos, varios resultados e defini¢oes que nos auxiliarao no desenvolvi-
mento do texto. Devido a necessidade de generalizar o Teorema de Inclinagao, bus-
caremos em [15] generalizagdes para alguns resultados fundamentais na teoria de
inclinagao. Um resultado que nos auxiliard na obtengao da definicao da aljava de
modulos r-inclinantes foi encontrado em [5], e nos diz que se M @Y é r-inclinante,
Y € Gen M é indecomponivel, entao existe um complemento indecomponivel X para

M e uma sequéncia exata curta

com M € add M.

Seguindo [8], definiremos a aljava de mddulos r-inclinante e uma ordem parcial <
em (4 a fim de responder a seguinte questao colocada em [14]: E K4 o diagrama de
Hasse de (24, <)7

Para finalizarmos o trabalho faremos um estudo da estrutura local da aljava K A,
como apresentado em [9].

A dissertagao esta estruturada da seguinte forma:

O primeiro capitulo é destinado a dar as principais defini¢oes e propriedades a
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serem utilizadas ao longo do texto.

No Capitulo 2 faremos um resumo da teoria de inclinacao, onde nas primeiras
secoes introduziremos o conceito de médulos inclinantes parciais, modulos inclinantes
dentre outros conceitos e veremos alguns resultados como, por exemplo, lema de Bon-
gartz e o Teorema de Inclinagdo. Ao final deste capitulo, seguindo [15], generalizare-
mos o conceito de modulos inclinantes e a partir disto obteremos alguns resultados
generalizados e justificaremos, com um exemplo, que o lema de Bongartz nao pode
ser generalizado.

No Capitulo 3 definiremos o objeto de estudo do nosso trabalho, a aljava de
modulos r-inclinantes. Inicialmente, seguindo [14], definiremos a aljava para r < 1.
Na tentativa de definir tal aljava para um r qualquer, buscamos uma generalizacao
da proposicao:

Proposicao: Se M é moédulo inclinante parcial quase completo, entao existe no
maximo um complemento T;z nao isomorfo a 7T;,, onde 7T;, é o complemento Bongartz
para M, tal que M & TT; ¢ um modulo inclinante. Além disso, se um tal T,'L existe,

entao existe uma sequéncia exata

n—1
0—7T,— P —1,—0.

=1

Em [5], encontramos o desejado na proposigao (1.3). A partir dai, definimos
a aljava de mddulos r-inclinantes da seguinte maneira: Os vértices de K4 sdo os
elementos de 24, onde 24 denota o conjunto de todos os A-mddulos r-inclinantes a
menos de isomorfismos, ¢ existe uma flecha 7" — T em K aseT =MaeX, T=MaY
com X e Y indecomponiveis e nao isomorfos, M livre de multiplicidade e existe uma

sequéncia exata curta

com M € add M.

No capitulo 4 introduziremos uma ordem em Q4 de tal forma que T < T se
T+ C T't. Verificaremos que essa ordem define um conjunto parcialmente ordenado
(Q4,<). Com isso, na segunda segao responderemos a seguinte questao colocada em
[14]. Se K4 é o diagrama de Hasse de (24, <)? Mostraremos neste capitulo que

de fato isto acontece. A 1ltima se¢ao do capitulo é destinada a estudar os elementos
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minimais em ({24, <) ou equivalentemente, os pogos em K A, onde daremos um critério
que nos permitira dizer se tal aljava tem elementos minimais através da importante
subcategoria P<>*(A) de mod A, que é o seguinte:

Teorema: Seja A uma élgebra de Artin. Existe um elemento minimal em (24, <)

se, e somente se, P<>*(A) é contravariante finita.

Apresentaremos também uma algebra de Artin A, onde K 4 ndo tem pOCos.

O capitulo 5 é destinado ao estudo da estrutura local de Ka. Na primeira se¢ao
consideraremos A uma algebra hereditaria, onde veremos que o nimero de flechas
chegando/saindo num dado vértice T de K4 é menor ou igual ao posto de Ko(A)
(grupo de Grothendiechk de A), isto é, ndo supera o nimero de vértices da aljava da
algebra de caminhos A. E se a igualdade ocorre, dizemos que T' é saturado. Além
disso, daremos algumas caracterizagoes para vértices saturados, uma delas é:

Proposigao: T € K4 é saturado se, e somente se, (dim7"); > 2 para todo 1 <i < n.

Ja na segunda e ultima secdo A denotard uma algebra de Artin arbitraria. Da
teoria de inclinacao é conhecido que dado um A-médulo inclinante 7' existem duas

add T-resolugoes, a saber,

0 AA TO Tr 0 (1)

T, . T, DAy —0 (2)

e a partir disto, para cada somando indecomponivel X de T, escolhemos (X) como
sendo o menor inteiro tal que X é um somando direto de 7). Se X ocorre em
(2), escolhemos j(X) como sendo o menor inteiro tal que X é um somando direto de
Tj(x). Caso contrario, dizemos j(X) = co. Buscamos, nesta secao, estabelecer uma
relagdo entre comprimentos de caminhos comegando/terminando num dado vértice
T de K A, somandos diretos indecomponiveis de T e as add T-resolugoes acima, onde
tal relacao sera dada pelo seguinte teorema:

Teorema: Para cada somando direto indecomponivel X de T', existem um caminho
w(X) em K4 de comprimento i(X) terminando em 7' e um caminho u(X) em K4 de

comprimento j(X) comegando em 7. Estes caminhos sao dois a dois disjuntos.

13



Capitulo 1

Preliminares

1.1 A categoria de mdédulos

A categoria que usaremos com mais frequéncia ao longo desta dissertacao é a
categoria mod A. Para tanto, apresentaremos nesta secao algumas subcategorias im-
portantes de mod A e alguns objetos importantes em mod A, dentre outros conceitos.

Uma algebra A é dita de Artin se ¢ um moddulo finitamente gerado sobre seu
centro, que é um anel artiniano. Se K é um corpo, entao A é dita ser uma K-algebra
se A é um anel com unidade e possui estrutura de K-espago vetorial compativel com
o produto do anel, isto é, A(ab) = (Aa)b = a(Ab) = (ab)\ para todo A € K e todo
a,b € A. Além disso, dizemos que A é uma K-algebra de dimensao finita, se
for de dimensao finita como K-espacgo vetorial. E claro que K-algebras de dimensao
finita sao exemplos particulares de algebras de Artin. Dizemos que A é basica se
na decomposicao em soma direta do A-mddulo A4 seus fatores sao dois a dois nao
isomorfos. Dizemos que A é conexa se nao conseguimos escrever A como soma de
duas algebras com identidades. Ao longo do texto, a menos de indicacao contraria,

A corresponde a uma algebra de Artin, conexa e bésica.

Definigao 1.1.1. Seja A uma dlgebra de Artin. A categoria dos A-mdodulos a

direita finitamente gerados , denotada por mod A, € dada por
(a) (mod A)g € o conjunto dos A-mddulos finitamente gerados.

(b) Dados M, N € (mod A)g, temos que Homa (M, N) € o conjunto dos morfismos
de A-modulos entre M e N.

14



Consideraremos os A-mddulos a esquerda como A°?-mdédulos a direita. Denotare-
mos por Ay o A-mddulo a direita A. Uma das propriedades das algebras de Artin é

a existéncia de uma dualidade D : mod A — mod A°P.

1.1.1 Subcategorias de mod A

Para cada A-médulo M associamos quatro importantes subcategorias de mod A,
as quais serao bastante trabalhadas ao longo do texto.

Denotaremos por add M a subcategoria aditiva de mod A formada pelas somas
diretas de somandos diretos de M.

Dizemos que um A-médulo Y é gerado por M se existe um epimorfismo M, —
Y, com M, € add M e denotaremos por Gen M a subcategoria plena de mod A
consistindo de todos os A-moddulos Y gerados por M. Dualmente, dizemos que um A-
médulo Y é cogerado por M se existe um monomorfismo Y — M com M° € add M
e denotaremos por Cogen M a subcategoria plena de mod A formada por todos os A-
modulos cogerados por M.

Outra importante subcategoria de mod A determinada por um A-moédulo M, a
qual serd utilizada para definirmos posteriormente uma ordem parcial, é a categoria

perpendicular a direita de M definida por
M+ ={N € modA| Ext';(M,N) =0 para todoi > 0}.

Denotaremos por ind A uma subcategoria plena mod A cujos objetos formam um
conjunto completo de A-mdédulos indecomponiveis, a menos de isomorfismos.

Sabemos também, pelo Teorema de Krull-Schmidt, que todo A-médulo M pode
ser decomposto de forma tnica como M = ;" Mf", onde M; ¢é indecomponivel,
d; > 0e M; 2 M; para i # j, onde o nimero m na decomposicao acima estd
univocamente determinado e que denotaremos por §(M). Dizemos que M é basico
quando d; = 1 para todo 1 < 7 < m. Além disso, se M é bésico, entao para cada
1 <4 < m definimos M[i] = P, ; M;.

Seja C uma subcategoria plena de mod A. Assumimos que ela é fechada para
somas diretas, somandos diretos e isomorfismos.

Dizemos que um objeto C' € C é uma cobertura de C se para todo X € C existe
um epimorfismo p : C° — X para algum C' € addC. A cobertura C é dita ser

minimal se nenhum somando préprio de C' é uma cobertura.
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Dualmente, dizemos que um objeto C' € C é uma cocobertura de C se para todo
X € C existe um monomorfismo p : X — € para algum C’ € add C. A cocobertura
C ¢é dita ser minimal se nenhum somando préprio de C' é uma cocobertura.

Dizemos que C é contravariantemente finita em mod A, se para cada X €
mod A existe um morfismo f : Fixy — X com Fx € C tal que para cada objeto C' € C
e para cada morfismo g : C' — X existe um morfismo h : C' — F'x tal que o seguinte

diagrama

comuta, isto é, fh = g. Dualmente, temos o conceito de covariantemente finita.
Dizemos que C é resolvente se C é fechada para extensoes, kernels de epimorfismos
e contém Ay4.
Sejam Y e Z dois A-médulos tais que Z = @, Z; e addY Nadd Z = 0. Dizemos

que um morfismo f:Y — ;" Zi’\i ¢ um morfismo fonte de Y para add Z se:

(a) para qualquer Z' € add Z, qualquer morfismo de Y para Z se fatora através
de f, e

(b) f é minimal com respeito a propriedade (a), isto é, se af tem a propriedade (a)

A < ; ~
para um endomorfismo a de @, Z;", entdo a é um isomorfismo.

Morfismos fonte existem e sao Unicos a menos de isomorfismos.

Dualmente definimos morfismos pogo de add Z para Y.

1.1.2 Moddulos projetivos e injetivos

Quando trabalhamos na categoria mod A, os conceitos de médulos projetivos e

modulos injetivos sao indispensaveis.

Definicao 1.1.2. Seja A uma K-dlgebra. Um A-mddulo P é chamado projetivo
quando para qualquer epimorfismo f: M — N e para qualquer morfismo g : P — N
eriste h : P — M tal que fh = g, isto é, existe h : P — M tal que o sequinte

diagrama



€ comutativo.

Sejam My, ..., M, A-médulos. Entao @], M, é projetivo se, e somente se, M; é

projetivo para cada 1 < i < n.

Definicao 1.1.3. Um A-mddulo I € chamado tnjetivo quando para qualquer monomor-
fismo f: M — N e para qualquer morfismo g : M — I existe h : N — [ tal que
hf =g, isto ¢, existe h : N — I tal que o sequinte diagrama

é comutativo.

Outros tipos de médulos importantes na categoria mod A sao:

Dizemos que um A-médulo M é fiel se o anulador Ann M = {a € A|Ma=0} ¢
nulo. Além disso, é facil verificar que M é fiel se, e somente se, A4 € Cogen M se, e
somente se, DA, € Gen M.

Dizemos que um A-modulo S é simples quando os tnicos submddulos sao zero e

S. Em particular, todo moédulo simples é indecomponivel.

1.1.3 O grupo de Grothendieck

Seja G o grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismos M dos A-
modulos finitamente gerados M, e seja ‘H o subgrupo gerado por todas as expressoes
L+ N — M, tal que

0 L M N 0

é uma sequéncia exata em mod A.

Definicao 1.1.4. O grupo de Grothendieck de A denotado por Kyo(A) € o grupo
quociente G/ H.

Denotaremos por [M] a imagem de M em Ky(A).
Seja {S1, ..., S, } o conjunto de todos os A-mdédulos simples a menos de iso-
morfismo. Segue do Teorema de Jordan-Holder (ver [2], pagina 17) que para cada

M € mod A o nimero m;(M) de fatores de composicao de M isomorfos a S; depende
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somente de M e de S; (e ndao da série de composigao de M). Chamamos vetor

dimensao de M o vetor
dim(M) = [my(M), mq(M), ... ,m,(M)] € Z".
Teorema 1.1.5. O grupo Ko(A) € abeliano livre com base {[S1], ..., [Sn]} € a aplicagdo
dim : Ko(A) — Z" € um isomorfismo de grupos.
Demonstragao. Ver [1], pagina 2. |

Neste caso dizemos que o posto do grupo de Grothendieck é n, o qual denotaremos
por rank K(A) = n.

1.2 Dimensoes homoldgicas

Nesta segao definiremos dimensao projetiva e injetiva de um moddulo sobre uma
algebra, dimensao global e dimensao finitistica, como também apresentaremos algu-

mas ferramentas tteis para o calculo dessas dimensoes.

1.2.1 Dimensao projetiva e injetiva

Seja M um A-moédulo.

(1) Uma resolugao projetiva de M é uma sequéncia exata

hm

——>Pp =P P, ha

Py 0t 0

onde cada P; é um A-mddulo projetivo. A sequéncia exata P; I Py ho M 0
é chamada apresentagao projetiva.
(2) Uma resolugao injetiva de M é uma sequéncia exata
h h ham
0 M ° [0 : Il Im—14>1m4>"'

onde cada I; é um A-mdédulo injetivo.
A dimensao projetiva de M é um numero inteiro nao negativo m denotado por

pd M tal que existe uma resolugao projetiva

O*)Pm%]?m_l P
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de M de comprimento m e M nao tem resolugao projetiva de comprimento m — 1.
Se M nao admite uma resolucao projetiva de comprimento finito, dizemos que a
dimensao projetiva de M ¢ infinita.

A dimensao injetiva de M é um numero inteiro nao negativo m denotado por

id M tal que existe uma resolucao injetiva

ho

0 M I, -

I Iypy —= I, —>0

de M de comprimento m e M nao tem resolucao injetiva de comprimento m — 1. Se
M nao admite uma resolucao injetiva de comprimento finito, dizemos que a dimensao
injetiva de M ¢ infinita.

Vejamos alguns resultados importantes das dimensoes projetivas e injetivas.
Corolério 1.2.1 ( ver [2], A4). Sejam M e N A-mddulos e n > 0. Entdo:
(a) pdy M =n se, e somente se, Ext’y"' (M, —) =0 e Ext (M, —) # 0.

(b) ida N = n se, e somente se, Ext’;™(—, N) =0 e Ext’y(—, N) # 0.

Proposigao 1.2.2 (ver 2], A.4). Seja 0 L M N 0 uma sequéncia

exata curta em mod A. Entao:
(a) pdy N <max{pdy M, 1+pd, L}, e aigualdade ocorre se pdy M # pd, L.
(b) pdy L < max{pdy M, =1+ pd, N}, e a igualdade ocorre se pdy, M # pd, N.

(¢) pdy M <max{pdy L, pdy N}, e a igualdade ocorre se pdy N # 1+ pd, L.

1.2.2 Dimensao global

Definicao 1.2.3. Sejam K um corpo e A uma K-dlgebra de dimensao finita. O
numero

d=sup{pd M |M € mod A}

¢ chamado dimensao global de A e é denotada por dim. gl. A.

Ao calcular a dimensao global de uma &algebra A, o seguinte resultado é muito
util.
Teorema 1.2.4 ( ver 2|, A4 ). Seja A uma K-dlgebra de Artin. Entdo

dim. gl. A = sup{pd S| S é um A — mddulo simples }.
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Outro conceito de dimensao a ser utilizado no texto é:

Definigao 1.2.5. Seja A uma dlgebra de Artin. A dimensao finitistica de A é

definida como

fd(A) = sup{pd M |M € mod A e pd M < o0 }.

1.3 Aljavas

Uma aljava é uma quadrupla @ = (Qo, Q1, s, t) formada por dois conjuntos, Qg
(cujos elementos chamaremos de vértices) e ()7 (cujos elementos chamaremos de
flechas), e duas fungoes s,t : Q1 — Qo que associa a cada flecha a € )1 seu inicio

s(a) e seu fim t(«). Denotaremos a aljava @ = (Qo, Q1, s,t) por Q.
Dizemos que @) ¢ finito se os conjuntos )y e () sao finitos.

O grafo subjacente ) da aljava ) é um grafo obtido de ) sem considerar a
orientacao das flechas, isto ¢, Q é um grafo com os mesmos vértices de @ e tal que
existe uma aresta entre os vértices a e b em @ se existe uma flecha o : @ — b ou
B : b — a. Dizemos que a aljava Q é conexa se o grafo subjacente Q) é conexo. Sejam
Q = (Qo,Q1, s,t) uma aljava e ab € ()yp. Um caminho de comprimento [ > 1 com

comego em a e final em b é uma sequéncia de flechas
(alog, g, ..., oqlb)

onde oy, € Q1, para 1 <k <1, s(ag) = a, t(ag) = s(agy1), paracada 1 < k <1 —1,
e t(oy) = b. Denotaremos tal caminho por ajas...q. Além disso, a cada vértice
a € Qo associamos um caminho de comprimento [ = 0 que chamamos de caminho

constante e denotamos por e, ou (al|a).

Um caminho de comprimento [ > 1 é chamado ciclo quando seu comeco e seu

final coincidem. Uma aljava que nao contém ciclos é chamada aciclica.

Exemplo 1.3.1. Na aljava Q = 1—2>2<""3 temos Qo = {1,2,3}, Q1 =
{a, B}, s(a) =1, s(8) =3 e t(a) =) =2.
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1.4 Teoria de Auslander-Reiten

Sabemos que o objetivo principal da teoria de Representagoes de Algebras é, dada
uma algebra A, descrever todos os A-mddulos indecomponiveis de dimensao finita e os
morfismos entre eles. Uma vez que todo A-médulo M é escrito de forma tinica a menos
de isomorfismos como soma direta de A-moédulos indecomponiveis, basta descrevermos
os morfismos entre os A-mddulos indecomponiveis. Uma primeira aproximacao da
categoria mod A é a aljava de Auslander-Reiten.

Nesta secao introduziremos as nogoes de morfismos irredutiveis e sequéncias de
Auslander-Reiten também chamadas de sequéncias quase cindidas. Em seguida enun-
ciaremos o teorema de existéncia de sequéncias de Auslander-Reiten na categoria
mod A. Isso nos permitird definir uma nova aljava (a aljava de Auslander-Reiten).
Para maiores detalhes e demonstragdes ver [2].

No que segue, considere A uma algebra de Artin béasica e conexa.

1.4.1 Morfismos irredutiveis e sequéncias de Auslander-Reiten

Sejam f: L — M e g: M — N morfismos de A-mdédulos.
Dizemos que o morfismo f é minimal a esquerda quando para todo morfismo

h: M — M tal que o seguinte diagrama

NS

M

comuta, entao h é um isomorfismo.
Dizemos que o morfismo f é quase cindido a esquerda quando ele satisfaz as

seguintes condicoes:
(a) Nao é um monomorfismo que cinde;

(b) Para todo morfismo v : L — U que nao é um monomorfismo que cinde, existe

u' : M — U tal que o seguinte diagrama

N

U
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. /
comuta, ou seja, u f = u.

e f é quase cindido a esquerda minimal se é minimal e quase cindido a esquerda.
Dizemos que o morfismo ¢ é minimal a direita quando para todo morfismo

k: M — M tal que o seguinte diagrama

NS

M

comuta, entao k é um isomorfismo.
Dizemos que o morfismo g é quase cindido a direita quando ele satisfaz as

seguintes condigoes:
(a) Nao é um epimorfismo que cinde;

(b) Para todo morfismo v : V' — N que nao é um epimorfismo que cinde, existe

vV — M tal que o seguinte diagrama
g

NS

Vv

M N

. /
comuta, ou seja, gu = v.

e g é quase cindido a direita minimal se é minimal e quase cindido a direita.

Um morfismo f : M — N ¢ dito ser irredutivel se:
(a) f nao é um monomorfismo nem epimorfismo que cinde;

(b) Para toda fatoracao f = fifs, com f; : X — N e fo: M — X tem-se que f; é

um epimorfismo que cinde ou f, é um monomorfismo que cinde.

Assim, se f é um morfismo irredutivel, entdao ou f é monomorfismo ou é um epimor-
fismo.
A seguir enunciaremos um teorema que relaciona os morfismos irredutiveis e os

morfismos minimais quase cindidos a esquerda (ou a direita).
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Teorema 1.4.1 (ver [2], pdgina 103). (a) Seja L um A-mddulo indecomponivel. Um

morfismo f : L — M ¢ irredutivel se, e somente se, M # 0 e existe um morfismo
'L — M tal que f = ]]:l L — M@ M ¢ quase cindido a esquerda minimal.

(b) Seja Num A-mddulo indecomponivel. Um morfismo g : M — N € irredutivel
se, e somente se, M # 0 e existe um morfismo g : M — N tal que lg g/] MeM —

N € quase cindido a direita minimal.
Vejamos agora o conceito de sequéncia de Auslander-Reiten.

Definigao 1.4.2. Uma sequéncia exata curta de A-mddulos

0 L M N 0

¢ dita ser uma sequéncia de Auslander-Reiten ou sequéncia quase cindida

se f € quase cindido a esquerda minimal e g € quase cindido a direita minimal.

Segue da definicao que toda sequéncia de Auslander-Reiten nao cinde. Além disso,

elas sao determinadas de forma tnica, a menos de isomorfismos, por L ou por N,
f g

isto é, dadas duas sequéncias de Auslander-Reiten ( L M N 0
e 0 L ! M’ g N’ 0, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) As duas sao isomorfas.

by L= L

(c) N=N'

Algumas propriedades e caracterizagoes das sequéncias de Auslander-Reiten sao

dadas pelo

Teorema 1.4.3 (ver [2]|, pdgina 105). Seja 0 L—tm—t-nN 0 uma

sequéncia exata curta em mod A. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) A sequéncia € de Auslander-Reiten.

(b) L € indecomponivel e g é um morfismo quase cindido a direita.
(¢) N € indecomponivel e f é um morfismo quase cindido a esquerda.
(d) f € um morfismo minimal quase cindido 4 esquerda.

(e) g € um morfismo minimal quase cindido a direita.

(f) L e N sao indecomponiveis e f e g sao irredutiveis.
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1.4.2 Translacoes de Auslander-Reiten

Nesta subsecao enunciaremos algumas defini¢oes e alguns teoremas para garantir
a existéncia de sequéncias de Auslander-Reiten em mod A, onde A é uma K-algebra
de dimensao finita.

Consideramos o funtor A-dual
(—)" = Homy(—, A) : mod A — mod A%

E conhecido que esse funtor induz uma dualidade entre Proj A e Proj A?, a qual
usaremos para construir uma dualidade num quociente apropriado de mod A
Comecamos aproximando cada A-médulo M por médulos projetivos.

Seja Py & Py M 0 uma apresentacao projetiva minimal de M.

Aplicando (=)' em P n Py 2 0 0 obtemos a sequéncia exata de

A°P-moddulos
i

0 M Pt P} Coker pt —0

Denotamos Coker pt por Tr M e chamamos de transposta de M. Sabemos que Tr M
¢ univocamente determinada, a menos de isomorfismo.

Resumimos agora as principais propriedades da transposicao Tr.

Proposicao 1.4.4 (ver [2], pagina 107). Seja M um A-mddulo indecomponivel.

Entao:
(a) Tr M nao tem somandos diretos projetivos nao nulos.

(b) M € projetivo se, e somente se, Tr M = 0. Se M € ndo projetivo, entao TrM
¢ indecomponivel e vale Tr(Tr M) = M.

(¢) Se M e N sdo indecomponiveis nao projetivos, entio M = N se, e somente se,
TrM=ZTrN.

Vimos que a transposi¢ao Tr mapeia médulos de mod A para médulos de mod AP,
mas nao define uma dualidade mod A — mod AP, pois ela anula os projetivos. Para
tornar essa correspondéncia uma dualidade precisamos aniquilar os projetivos de
mod A e mod A°P. Isso nos motiva a seguinte construcao:

Sejam M e N dois A-médulos. Definiremos dois subgrupos do grupo Hom 4 (M, N).
Denotamos por P(M, N) o subgrupo de Hom4 (M, N) consistindo de todos os mor-
fismos de M em N que se fatoram por A-mdédulos projetivos, ou seja, f € P(M,N)
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quando existem um A-mdédulo projetivo P e morfismos g : M — P e h: P — N tal
que f = hg.

Dualmente, denotamos por Z(M, N) o subgrupo de Hom, (M, N) consistindo de
todos os morfismos de M em N que se fatoram por A-mddulos injetivos, ou seja,
f € I(M,N) quando existem um A-médulo injetivo I e morfismos g : M — I e
h: I — N tal que f = hg.

Sabemos que os subgrupos P(M,N) e Z(M,N) de Hom4(M, N) definem dois
ideais P e Z de mod A e isto nos permite considerar as seguintes categorias quocientes:

A categoria projetivamente estavel modA = mod A/P, cujos objetos coinci-

dem com aqueles da categoria mod A, e os morfismos de M a N pertencem a
Hom (M, N) = Homyu (M, N)/P(M, N).

Dualmente, definimos a categoria injetivamente estavel modA = mod A/Z,
cujos objetos coincidem com aqueles da categoria mod A, e os morfismos de M a N

pertencem a
Hom (M, N) = Homua (M, N)/Z(M,N).

O funtor Tr : mod A — mod A°? induz o funtor
Tr : modA — modA°P.

A dualidade D = Homg(—,K) : mod A — mod A% induz a dualidade D :
modA — modA.

Proposigao 1.4.5 (ver [2], pdgina 110). A correspondéncia M +— Tr M induz uma
K -dualidade Tr : modA — mod A .

Definicao 1.4.6. As translacoes de Auslander-Reiten sao definidas pelas com-

posicoes de D com Tr, a saber, 7= DTr e 7! =Tr D.

Para cada A-médulo M, 7M serd chamado de transladado de Auslander-
Reiten de M e 77! M serd chamado de transladado inverso de Auslander-Reiten
de M.

A seguir apresentaremos algumas ferramentas, envolvendo as translagoes de Auslander-

Reiten, que serao utilizadas no capitulo 2. Comecamos com um critério facil e til

para que um modulo tenha dimensao projetiva, ou injetiva, no maximo um.
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Lema 1.4.7 (ver [1], pagina 7). Seja M um A-mddulo.
(a) pd M <1 se, e somente se, Homa(DA,7M) = 0.
(b) id M < 1 se, e somente se, Homa (7'M, A) = 0.

Teorema 1.4.8. (As formulas de Auslander-Reiten) Sejam M e N dois A-mddulos.

Existem isomorfismos
Ext! (M, N) = DHom ,(7~'N, M) = DHomu(N,TM),
funtoriais em ambas as varidveis.
Demonstragao. Ver [2], pagina 117. O

Uma consequéncia imediata das formulas de Auslander-Reiten é o seguinte corolario,

o qual sera 1til para fazermos alguns cédlculos no capitulo 2.
Corolério 1.4.9 (ver [1], pdgina 9). Sejam M e N dois A-mddulos. Entdo:
(a) SepdM <1, entio Ext!y(M, N)= DHomu(N,7M).
(b) Seid M <1, entdo Exty(M, N) = D Homy (7' N, M).
O préximo teorema garante a existéncia das sequéncias de Auslander-Reiten.

Teorema 1.4.10 (ver [2], pagina 120). (a) Para todo A-mddulo indecomponivel nio

projetivo M, existe uma sequéncia quase cindida

0 TM E M 0.

(b) Para todo A-mddulo indecomponivel nao injetivo N, existe uma sequéncia quase

cindida

0 N F TN 0.

1.4.3 A aljava de Auslander-Reiten

Nesta subsecao apresentaremos a construcao da aljava de Auslander-Reiten. Para

tanto, necessitamos introduzir a nocao de radical da categoria mod A.
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O radical rad 4 da categoria mod A é definida pelas classes de todos os morfismos
tal que para cada par de A-médulos M e N, definimos o radical do par (M, N) como

o seguinte K-espaco vetorial
rada(M,N) = { f € Homa(M, N)|1x—fg tem inverso a direita, para todo g € Hom4(N, M) }.

Se M e N sao dois A-moddulos indecomponiveis, entao o conjunto acima pode ser

reescrito da forma
rada(M,N) = { f € Homa(M, N)| f nao é isomor fismo }.

Agora, caracterizaremos morfismos irredutiveis em termos do radical de mod A. Para

isso, dado n € N, definimos o n-ésimo radical da seguinte forma
rad” = { Zgifi | gi € rad’y (X, N), f; € rada(M, X;), com X; € ind A } )

Observe que pela defini¢do de radical temos rad (M, N) C rad4(M, N).

Lema 1.4.11 (ver [2], pagina 100). Sejam M e N dois A-mddulos indecomponiveis.
Entio f: M — N ¢ irredutivel se, e somente se, f € rads(M, N) \ rad% (M, N).

Assim, podemos definir o espago dos morfismos irredutiveis de Hom (M, N)

CcOomo
Irr(M, N) = rad4(M, N) \ rad% (M, N).

Agora somos capazes de definir a aljava de Auslander-Reiten.
Seja A uma algebra basica, conexa e de dimensao finita sobre um corpo algebri-
camente fechado K. Definimos a aljava de Auslander-Reiten de A, I'(mod A), da

seguinte maneira:

(1) Os vértices de I'(mod A) sdo as classes de isomorfismos [X] dos A-mddulos

indecomponiveis X.
[(X]={Y|Y é isomorfoa X }.

(2) Se [M] e [N] sao vértices em I'(mod A) correspondentes aos A-médulos inde-
componiveis M e N. As flechas [M] — [N] estao em correspondéncia biunivoca

com os vetores da base do K-espago vetorial Irr(M, N).
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Capitulo 2
Teoria de Inclinacao

A teoria de inclinacao consiste em comparar as categorias de médulos sobre uma
algebra de Artin dada A e sobre a algebra de endomorfismos B de um A-mdédulo T'

que se diz suficientemente proximo do A-moédulo Ay.

Neste capitulo apresentaremos uma introdugao a teoria de inclinagao para modulos
inclinantes de dimensao projetiva finita, onde buscamos uma generalizacao do teorema
de inclinacao para um mdédulo inclinante de dimensao projetiva > 1. Além disso,
apresentaremos algumas semelhancas e diferencas dentro desta teoria ao trabalharmos

com moédulos inclinantes de dimensao projetiva < 1 e de dimensao projetiva > 1.

2.1 Algebras de Endomorfismos

Seja T" um A-médulo a direita e B = End(7,). Paracadaa € A, f e Bete T

consideremos a acao natural de B em T

f(ta) = f(t)a = (ft)a.

Esta acao fornece a T' uma estrutura de B-modulo a direita.
Para todo A-médulo a direita M, o grupo abeliano Hom4 (7, M) tem uma estru-

tura de B-médulo a direita dada por

(fo)t = f(bt)
para f € Homuy(T,M), b € B et € T. Da mesma maneira, para todo B-mddulo a
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direita X, o grupo X ®p T tem uma estrutura de A-moédulo a direita dada por
(z®@t)a=1® (ta)

parar € X, t €T eac A

Temos assim dois funtores aditivos

Homa(T,—) : mod A — mod B

—®p T :modB — mod A.

Consideremos os seguintes morfismos
ey Homa (T, M) @ T — M
fete f(t)
(para f € Homs (T, M) eteT) e
dx : X - Homyu (T, X @5 T)
r— (t—x®t)
(parax € X eteT).
Lema 2.1.1. (a) Se Ty € add T, entdo g, é um isomorfismo.
(b) Se P € add B, entdo 6p € um isomorfismo.

Demonstracao. (a) E suficiente verificar o enunciado quando Ty = T, pois os funtores
Homy (T, —) e — ®p T sdo aditivos.

Observe que se f € Bet €T, entdo er(f ®@t) = f(t) e isto define a estrutura de
B-modulo de T, donde e é um isomorfismo.

Analogamente prova-se (b). O

A proposicao seguinte nos diz que o funtor Hom4 (7', —) aplica os objetos de add T
sobre add B, isto é, sobre os B-mdédulos projetivos e o funtor —®pgT aplica os objetos

de add B sobre add T, ou seja, aplica os B-mddulos projetivos sobre add 7.
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Proposicao 2.1.2 (Lema da Projetivizacao). (a) Sejam Ty € addT e M um A-

mddulo. A aplicacao f +— Homu(T, f) induz um isomorfismo funtorial

Hom (T, M) — Hom g (Homu (T, Ty), Hom (T, M)) .

(b) Os funtores Homu(T, —) e — ®p T induzem equivaléncias quase inversas entre
addT e add B.

Demonstragao. (a) E suficiente verificarmos o enunciado quando Ty = T.

Observe que os isomorfismos funtoriais
Hompg(Hom (T, T), Homy (T, M)) = Homp (B, Hom (T, M)) = Homy (T, M)

aplicam Hom4 (7T, f) sobre Homu(T, f)(1r) = fl1r = f.

(b) Seja Ty € add T'. Uma vez que Homy (T, —) é aditivo segue que Hom (7', 1) €
add Hom (7T, T) = add B. Logo Hom,4(T, —) aplica add T' em add B.

Note que se Ty € add T, entdo, pelo Lema (2.1.1), e, é um isomorfismo, donde
— ®p T aplica add B em addT'.

Do Lema (2.1.1) e da letra (a), esses funtores, restritos a add T e add B respec-

tivamente, sao quase inversos. Logo, tais funtores induzem uma equivaléncia entre

addT e add B. O

Observagao 2.1.3. A dlgebra B € bdsica se, e somente se, na decomposicio T =

T em somandos diretos indecomponiveis, tem-se que T; 2T para i # j.

De fato, sabemos do Lema da Projetivizacao que Ty € addT se, e somente se,
Homy(T,T) € add B. Assim, T; 2 T, para i # j se, e somente se, e;B 2 ¢;B para
R

Vimos que os funtores Hom4 (7', —) e — ®p T nos deram uma equivaléncia entre as
subcategorias add T de mod A e add B de mod B. Tentaremos agora com hipoteses
adicionais sobre T determinar subcategorias C C mod A e D C mod B que serao

equivalentes através desses funtores e tais que add7" C C e add B C D.
Proposicgao 2.1.4. Para todo A-mddulo M, tem-se que Homs(T, M) QT € GenT.

Com efeito, seja {fi,..., fin} um conjunto de geradores do B-mdédulo finitamente

gerado Hom (7', M). Entao consideremos o epimorfismo h : B™ — Homa(T, M)
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dado por h(by+---+b,) = fibi+ -+ fiuby. Como —®p T é funtor exato a direita,
obtemos um epimorfismo B™ ®@p T — Homyu (T, M) @5 T.

Agora observe que B"®@pT = (", B)®@pT =P, (BpT) =@, T =T"
e, portanto, existe um epimorfismo de A-médulos T™ — Homy (T, M) ®p T. Logo
Homy (T, M) ®@p T € GenT.

Corolario 2.1.5. Seja A uma subcategoria abeliana plena de mod A e T € A um

objeto projetivo tal que A = GenT. Seja B = Endp T. Entao o funtor
Homu(T,—) : A — mod B

€ uma equivaléncia de categorias.

Observe que as hipdteses do Corolario acima sao bastantes restritivas, e é claro
que em geral a subcategoria GenT de mod A nao é equivalente a mod B. Assim,
uma pergunta natural a ser feita é: Qual subcategoria de mod B seria candidata a
ser equivalente a Gen T'?

Como desejamos que os funtores Hom4 (7', —) e — ®p T sejam equivaléncias quase
inversas entre essas duas subcategorias, um ponto de partida possivel seria tratar de
determinar quando o morfismo funtorial £;; é um isomorfismo. Para isso necessitamos

de uma definicao.

Definicao 2.1.6. Seja M um A-mddulo e Ty € addT. Se existe um morfismo f :
Ty — M nao-nulo, entao dizemos que f € uma addT-aproximacao a direita de
M.

Dualmente define-se add T-aproximacao a esquerda de um A-moédulo M.

Lema 2.1.7. Seja M um A-mddulo e f : Ty — M uma add T-aproximagao a direita
de M. Entao

(a) Homa(T, f) : Homu (T, To) — Homyu (T, M) € um epimorfismo;
(b) f:To — M € um epimorfismo se, e somente se, M € GenT.

Demonstracao. (a) Sendo Hom (T, —) aditivo, podemos considerar Ty = 7' e como
Hom (T, M) é um B-mdédulo finitamente gerado segue que Hom (T, f) é um epi-
morfismo.

(b) Seja f : Ty — M é um epimorfismo. Entao, por definigdo, M € GenT.
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Reciprocamente, suponhamos M € Genl. Entao existe um epimorfismo g :
T™ — M, com m > 0. Pela definicao de f, existe h : T™ — Ty tal que g = fh. Como

g € epimorfismo, entao f também é. O
O seguinte Lema é dual do Lema (2.1.7).

Lema 2.1.8. Seja M um A-mddulo e f : M — Ty uma add T-aprozimacao a esquerda
de M. Entao

(a) Homa(f,T) : Homu(Ty,T) — Homa (M, T) é um epimorfismo;
(b) f: M — Ty é€ um monomorfismo se, e somente se, M € CogenT.

A proposigao seguinte nos darda uma condicao necessaria e suficiente para de-

cidirmos se morfismo funtorial £;; é um epimorfismo.

Proposicao 2.1.9. Seja M um A-mddulo. Entao ey : Homu (T, M)RpT — M é um
epimorfismo se, e somente se, M € GenT'. Além disso, se M € GenT', f : Ty — M ¢é

uma add T -aproximacado a direita de M e Ker f € addT', entao €y € um isomorfismo.

Demonstracao. (=) Pela Proposicao (2.1.4) temos que Homu (T, M) @p T € GenT.
Dai existe epimorfismo f : Ty — Homa(T, M) @ T € GenT, com Ty € addT.
Logo, como e); é epimorfismo segue que ey f : Ty — M é epimorfismo e portanto,
M € GenT.

(<) Suponhamos que M € GenT e seja f : Tp — M uma add T-aproximagao
a direita de M, com Ty € addT. Pelo Lema (2.1.7)(a) segue que f é sobrejetivo e

portanto, temos a sequéncia exata

0 L To M 0.

Aplicando Hom 4 (7', —) e usando o Lema (2.1.7)(b) obtemos a sequéncia exata

0 — Homu (T, L) — Hom(T, Tp) —22a®))

Homu (T, M) —0.

Agora, aplicando o funtor — ® T na ultima sequéncia obtemos o seguinte diagrama

comutativo com linhas exatas

Homa(T, L) ® g T —— Homy (T, Ty) ® g T — Homu (T, M) @ T —0 .

\LEL J/ETO J{€M
f

0 L To M 0

32



Uma vez que Ty € addT segue que €1, é um isomorfismo, em particular, um
epimorfismo. Dai e do diagrama resulta que €;; é um epimorfismo.
Além disso, se tivéssemos L € add T, entao €, seria um isomorfismo e portanto,

ey também seria isomorfismo. O

Assim, para o nosso proposito, procuramos condigoes minimas atendidas por T'

para que Gen T satisfaca a propriedade do enunciado da proposicao.

2.2 Moébdulos inclinantes parciais
Comecamos esta secao com a seguinte observacao:
Observagao 2.2.1. GenT € fechado por quocientes.

Com efeito, seja M € GenT' e f : M — N um epimorfismo. Uma vez que M €
Gen T existe um epimorfismo g : Ty — M, com Ty € addT. Assim, h = fg: Ty — N
¢ um epimorfismo, isto é, N € GenT.

Nesta secao estamos interessados em saber quando GenT' é também fechado por
extensoes. Veremos que neste caso, GenT determina um par de torgao.

Agora veremos que se T" é um A-modulo arbitrario, nao ha razao para que GenT'

seja fechada por extensoes.

Exemplo 2.2.2. Seja A a dlgebra de caminhos da aljava Q) =1 — 2 e consideremos
T =S5(1)& S(2). Afirmamos que GenT ndo € fechada para extensoes.

De fato, consideremos a sequéncia exata curta

E claro que S(1), S(2) € GenT mas, P(1) ¢ GenT pois, Homu(T, P(1)) =
Hom4(S(2), P(1)) e nao existe epimorfismo f : S(2)™ — P(1) qualquer que seja

m > 0. Logo, GenT nao ¢é fechada por extensoes.

Antes de darmos uma condicao suficiente para que Gen'l" seja fechado por ex-

tensoes, definiremos par de torcao.

Definicao 2.2.3. Um par (T,F) de subcategorias aditivas plenas de mod A € um

par de torgao se;
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(a) Homa(M,N) =0 para todo M € T e N € F;
(b) Se Homa(M, F) =0 para todo F € F, entio M € T ;
(¢) Se Homa(T,N) =0 para todo T € T, entio N € F;

Em outras palavras, um par de torcao em mod A é um par de subcategorias
aditivas tal que nao existe nenhum morfismo nao-nulo da primeira na segunda, e
sao maximais com essa propriedade. Calcular um par de tor¢ao em mod A nos da
informacao sobre a diregao dos morfismos em mod A.

As subcategorias 7 e F sao chamadas, respectivamente, classe de torcao e

classe sem torcgao.

Proposicao 2.2.4. (a) Seja T uma subcategoria aditiva plena de mod A. Eziste uma
subcategoria F tal que (T,F) € um par de torcao se, e somente se, T ¢é fechada por
quocientes e extensoes.

(b) Seja F uma subcategoria aditiva plena de mod A. Eziste uma subcategoria T
tal que (T,F) € um par de tor¢ao se, e somente se, F € fechada por submddulos e
extensoes.

(¢) Se (T,F) € um par de tor¢io de mod A, entdo para todo A-médulo M existe

uma sequéncia exata curta, a qual chamaremos de sequéncia canédnica,

0 tM M M/tM —0

comtM €T e M/tM € F, unica no sentido que toda sequéncia exata curta

0 L M N 0

com L €T e N € F € isomorfa a anterior.
Demonstragao. Ver [1], pagina 29. O

Observagao 2.2.5. Se (T,F) € um par de tor¢iao em mod A e S é um A- mddulo
simples, entao S € T ou S € F.

Com efeito, consideremos a sequéncia canonica (ver [1], pagina 29)

0—=tS—= S —=S/tS —=0.
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Uma vez que S é simples e t.S é submddulo de S segue que tS = 0 ou tS = 5. Se
tS =0, entdao S/tS =S € T. Caso contrario, tS =5 € F.

Lema 2.2.6. Seja T um A-mddulo tal que Ext'y(T, M) = 0 para todo M € GenT.
Entao GenT € uma classe de tor¢ao. Além disso, a classe sem tor¢ao correspondente

é¢{M € modA| Homa(T,M)=0}.

Demonstracao. Observe que para mostrarmos a primeira afirmagao ¢é suficiente provar-

mos que GenT é fechado por extensoes. Seja () L M N 0 uma
sequéncia exata em mod A com L, n € GenT. Como Ext}(T, M) = 0 para todo

M € GenT, o funtor Homy(7, —) induz uma sequéncia exata
0 — Homu (7T, L) — Homu (T, M) — Homu (T, N) —=0

Agora, aplicando o funtor — ®g T na ultima sequéncia obtemos o seguinte diagrama

comutativo com linhas exatas

Homy(7, L) @5 T —— Homu (T, M) ® g T — Homu (T, N) @ g T —0 .

lEL iéM iéz\f
!

0 L M N 0

Uma vez que L, N € GenT segue que £, e €7, sao epimorfismos. Dai e do diagrama
resulta que €, é um epimorfismo. Logo, pela Proposicao (2.1.9), M € GenT e,
portanto, GenT" é fechado por extensoes, ou seja, GenT' é uma classe de torcao.

Seja M um A-moédulo pertencente a classe sem torcao. Como T € GenT temos
Homy (7, M) = 0. Reciprocamente, seja M um A-moédulo tal que Homu (7, M) =0
e seja L € GenT. Entao existe um epimorfismo f : T™ — L, com m > 0. Logo,

Homy (L, M) = 0 e, portanto, M pertence a classe sem tor¢ao. O

Como ja mencionamos anteriormente, procuramos modulos préximos dos ger-
adores. Uma primeira aproximacgao sao os moédulos inclinantes parciais definidos

por

Definicao 2.2.7. Um médulo T' € mod A é chamado um mdédulo inclinante par-

cial se ele satisfaz as seguintes condigoes:
() pdyT <1,e
(Ty) BExtY\(T,T)=0.
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Dualmente define-se médulo coinclinante parcial.
Se na defini¢do acima tivermos §(7') = n — 1, onde rank Ky(A) = n, dizemos que

T é um modulo inclinante parcial quase completo.

Exemplo 2.2.8. Seja A a dlgebra de caminhos dada pela aljava

com a relagdo af = 0. O médulo T = 5@ 3} @ 4 € inclinante parcial.

De fato, para mostrar que pdT" < 1 consideremos as resolucoes projetivas
4 4
0 1 : 3 0, 0 i et 3 0 e

4
2

0 2 4 0
)

Para verificar (T5) notemos que %' @ 4 ¢ injetivo e dai:
Exty(T,T) = Exty (0% ©4.5)
Como pdT < 1, entao, pelas férmulas de Auslander-Reiten, temos:

Exty(5,) = DHomy(5,7(3)) = DHomy(5,7) = 0,
Ext}(%,3) = DHoma(3,7(%)) & DHomy(5,2) =0 e
Ext}(4,5) = DHomu(5,7(4)) = DHomyu(3,5) =0
Logo, Ext!, (T, T) = 0 e portanto, T é inclinante parcial.
Observagao 2.2.9. Todo maodulo projetivo € inclinante parcial.

Lema 2.2.10. Seja T um A-mdodulo tal que pd, T < 1. Entao T € inclinante parcial
se, e somente se, Exty (T, M) =0 para todo M € GenT.

Demonstracao. Suponhamos que 1" seja inclinante parcial e seja M € GenT. Entao

existe uma sequéncia exata curta

0 L rm M 0,
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com m > 0. Aplicando Hom 4 (7', —) obtemos a sequéncia exata longa

0 — Homu (7T, L) — Homu (T, T™) —— Hom (T, M) .

—— BExt}(T, L) —— Ext! (T, T™) —— Ext!, (T, M)

—— Ext}(T, L)
Uma vez que pd, T < 1 segue que Ext%(T, L) = 0 e dai obtemos um epimorfismo
Ext! (T, T™) — Ext} (T, M) —0 .

Logo, Ext!(T,T) = 0 implica Ext!, (T, M) = 0 para qualquer M € GenT.
Reciprocamente, se Exth(T, M) = 0 para todo M € GenT, em particular,
Ext! (T, T) = 0. Logo T ¢ inclinante parcial. O

Observacao 2.2.11. Todo mddulo inclinante parcial T induz um par de torcao
(To(T'), Fo(T)), com To(T) = GenT e Fo(T) ={ M € mod A| Homu(T, M) =0}.

Segue dos Lemas (2.2.6) e (2.2.10).

Definicao 2.2.12. Seja C uma subcategoria aditiva plena de mod A, fechada por

extensoes. FEntao um objeto M de C diz-se:
(a) Ext-projetivo em C se Ext}(M,C) =0 para todo C € C.
(b) Ext-injetivo em C se Extly(C, M) = 0 para todo C € C.

O Lema (2.2.10) se reformula dizendo que se T' é inclinante parcial, entdao é Ext-
projetivo em GenT'.

O lema seguinte nos auxiliard no calculo dos Ext-projetivos e Ext-injetivos.
Lema 2.2.13 (ver [1], pagina 31). Seja (T, F) um par de tor¢do.

(a) Se L € T ¢é indecomponivel, entio L € Ext-projetivo em T se, e somente se,
TL € F.

(b) Se N € F ¢€ indecomponivel, entao N é Ext-injetivo em F se, e somente se,
TINeT.
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Segue dai que se T' é inclinante parcial, entao 77T € Fo(T).
Na demonstracdo do Lema (2.2.10) vemos que, se T' é inclinante parcial, entao
To(T) = GenT C {M € modA| Ext!(T,M) = 0}. Provaremos agora que este

ultimo conjunto é uma classe de torgao.

Lema 2.2.14. Seja T' um A-modulo inclinante parcial. Entao
Ti(T) = {M € mod A| ExtY (T, M) =0} ¢ uma classe de tor¢io que contém To(T).

Demonstragao. Observe que pela Proposigao (2.2.4) é suficiente provarmos que 77 (7T)

é fechada por quocientes e extensoes. Para isso, seja () M’ M M 0
uma sequéncia exata curta. Aplicando Hom4 (7', —) nesta sequéncia e usando

pd, T <1 obtemos a sequéncia exata
Ext! (T, M) — Ext} (T, M) — Ext (T, M") —=0 .

Assim, se M € T1(T), entdao Ext!y (T, M) = 0 donde Ext! (T, M") = 0 e dai,
M" € Ti(T). De maneira analoga, se M', M" € T;(T), entdo
Ext, (T, M') = Ext,(T, M") = 0 donde Ext' (T, M) =0 e dai, M € T,(T).
Logo Ti(T') é fechada por quocientes e extensoes e consequentemente, uma classe

de torgao. O

Observagao 2.2.15. Se T € fiel, entdo GenT contém todos os A-mddulos injetivos.
Além disso, se T € inclinante parcial entao To(T) contém todos os A-mddulos inje-

tivos.

De fato, sendo T fiel entao DA, € GenT, ou seja, GenT contém todos os A-

modulos injetivos. Se, além disso, T" é inclinante parcial entao 7" induz um par de

tor¢ao (To(T'), To(F)) com To(T) = GenT e Fo(T) = { M | Homu (T, M) =0}.

Observacgao 2.2.16. Se P ¢ um A-mddulo projetivo-injetivo e T € inclinante parcial
fiel, entao P € addT.

Com efeito, sendo P injetivo e T fiel temos que P € GenT. Assim, existe uma

sequéncia exata curta

0 L rm P 0.

Uma vez que P é projetivo segue que tal sequéncia cinde e dai, P € add T.
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Defini¢ao 2.2.17. Um par de tor¢ao (T,F) diz-se escindido se cada A-mddulo

indecomponivel ou pertence a T ou pertence a F.

Proposicao 2.2.18 (ver [1], pagina 36). Seja (T,F) um par de tor¢ao de mod A.

Sao equivalentes:
(a) (T,F) é escindindo.
(b) Para todo A-mddulo M, a sequéncia candnica cinde.
(¢) 7'M € T, para todo M € T.

(d) TN € F, para todo N € F.

2.3 Modbdulos inclinantes de dimensao projetiva < 1

Definicao 2.3.1. Um A-mddulo inclinante parcial T diz-se inclinante se satisfaz a

propriedade adicional

(T3) Existe uma sequéncia exata curta

0 Aa T T 0
com T, T" €addT.
Dualmente define-se médulo coinclinante.
Observagao 2.3.2. Todo maodulo inclinante T € fiel.

Com efeito, sendo 7" inclinante entao (75) é satisfeita. Logo, existe um monomor-

fismo Ay — Ty, com Ty € add T, e dai Ay € CogenT'. Logo, T é fiel.

Lema 2.3.3. Sejam M, T € mod A. Entao eziste uma sequéncia exata curta

0 M E T, 0 (2.1)

com Ty € add T, tal que o morfismo conexdo § : Hom(T, Ty) — Ext}y (T, M) induzido

pelo funtor Homa (T, —) € sobrejetivo.

39



Demonstracio. Se Ext!y(T, M) = 0 nao ha nada a fazer. Suponhamos entdo que
Exty (T, M) # 0 e seja {€,...,64} um conjunto de geradores do End T-médulo
Ext! (T, M).

Representamos cada €; por uma sequéncia exata:

0 M fi Ez 9i T 0

Assim, se f = [f1,...,fa : M? = &L E;eg=|g1,...,94 : DL, E; — T? sdo as

aplicagoes induzidas na soma direta, entao temos o seguinte diagrama

fi gi

0 M E; T 0
0 Mi— ol B — 0

, . . ’ "o . . ~ .,
¢ comutativo com linhas exatas, onde u;, u;, u; sao as respectivas inclusoes na i-ésima

coordenada.

Agora, considerando o morfismo codiagonal k = [lp,..., 1] : M? — M e
tomando o push-out (ver apéndice) obtemos o seguinte diagrama comutativo com

linhas exatas

0 M i B, g T 0
f g
0 Mé &L E; T4 0
k v le
f/ g/
0 M FE T 0

!’ . . . . . .
Como ku, = 1,7, o diagrama acima induz outro diagrama comutativo com linhas
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exatas

f q
0 M E T? 0
Se & denota o elemento () M-tep-fqa 0 de Ext! (T, M), entdo

o tltimo diagrama nos diz que &; = Ext}(u; , M)é = §(u; ) para cada 1 <i < d.

Logo 6 : Homy (T, T%) — Ext (T, M) é sobrejetivo e a sequéncia

satisfaz o pedido. O

Uma consequéncia imediata de (2.3.3) é o seguinte lema, chamado Lema de Bon-
gartz, que nos diz que todo médulo inclinante parcial T' pode ser completado a um

modulo inclinante.

Lema 2.3.4 (Bongartz). Seja T um mddulo inclinante parcial. Entao existe um

modulo E tal que T' & E € inclinante.

Demonstragao. Pelo Lema (2.3.3), existe uma sequéncia exata

0—> Ay E—T, 0 (2.2)

tal que Ty € add T e o morfismo conexao ¢ : Hom4 (T, Ty) — Ext’ (T, A) induzido por
Hom4 (T, —) é sobrejetivo.

Aplicando Homy4 (7T, —) em (2.2) obtemos a sequéncia exata
... Hom (T, Tp) —>~ Ext} (T, A) — Ext! (T, E) — Ext4(T, Ty) = 0 .

Como § ¢ sobrejetivo temos Ext!, (T, E) = 0.
Agora, aplicando sucessivamente os funtores Hom4(—,7") e Homy(—, E) em (2.2)

obtemos as sequéncias exatas
0 = Ext}y(Ty, T) —= Exty(E,T) — Ext! (A, T) = 0
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0 = BExt!(Ty, E) —=Ext (E, E) —=Ext4 (4, E) = 0.

Logo Ext!y(T, E) = Ext}(E,T) = Ext}(E, E) = 0 e portanto, ExtY(T® E, T® E) =
0. Como pd,T <1 temos pd, Ty < 1 e de (2.2) segue que pd, F < 1. Além disso,
a sequéncia (2.2) é a sequéncia de (T3) e consequentemente, T'® E é um mdédulo

inclinante. 0

Observacao 2.3.5. Na demonstracio do Lema de Bongartz provamos que para toda

sequéncia exata

0 Ay E Ty 0

com Ty € add T tal que o morfismo conexao € sobrejetivo, que existe pelo Lema (2.3.3),
o modulo T' & E € inclinante. Tal sequéncia diz-se sequéncia de Bongartz para

T, e o modulo E diz-se complemento de Bongartz de T

Corolario 2.3.6. Seja E um complemento de Bongartz do modulo inclinante parcial

T. Entao Ti(T) =Ti(T ® E).
O teorema seguinte d4 varias caracterizacoes equivalentes dos modulos inclinantes.

Teorema 2.3.7. Seja T um A-mdodulo inclinante parcial. As sequintes condicoes sao

equivalentes:
(a) T é um mddulo inclinante.
(b) To(T) = To(T)-

(¢) Para todo M € Ti(T) existe uma sequéncia exata

—)T2—>T1—>T0—)M—>O

com T; € add T para todo i.
(d) L é Ext-projetivo em T1(T') se, e somente se, L € addT.
(e) 6(T) =n =rank Ko(A).

Demonstragao. (a) = (b) Pelo Lema (2.2.14), sabemos que 7o(7T") C T1(T). Recipro-
camente, sejam M € T1(T) e

0 tM M M/tM —-0
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a sequéncia canonica de M no par de torgao (7o(T), Fo(T)). Como M/tM € Fo(T),
tem-se que Hom 4 (7', M/t M) = 0. Por outro lado, aplicando Hom 4 (7', —) na sequéncia

canonica, obtemos a sequéncia exata
Ext!y (T, M) — Ext}y (T, M/tM) — Ext* (T, M) = 0

pois pdT' < 1. Logo Ext (T, M) = 0 implica Ext!, (T, M/tM) = 0. Agora, aplicando
Homy(—, M/tM) em

O AA T/ T// 0

com T',T" € add T, obtemos a sequéncia exata,
0 = Homu(T', M/tM) — Homu (A, M/tM) — Ext! (T", M/tM) = 0.
Uma vez que M/tM = Homu(A, M/tM) e Homa(A, M/tM) = 0 segue que
M/tM =0, ou seja, M = tM. Logo tM € To(T).

(b) = (c) Suponhamos que To(T) = Ti(T) e seja M € Ti(T). Comecamos

provando a existéncia de uma sequéncia exata

0 L Ty M 0

com Ty € addT e L € Ti(T).

Com efeito, uma vez que M € GenT entao pelo Lema (2.1.7) segue que toda
add T-aproximacao a direita f : Ty — M de M é sobrejetiva. Ponhamos L = Ker f e

apliquemos Homy (T, —) em

0 L To M 0

para obtermos a sequéncia exata

. Homu(T, Ty) 2omatl))

Homy (T, M) — Ext!(T, L) — Ext\ (T, Tp) = 0.

Como f é uma add T-aproximacao, pelo Lema (2.1.7) temos que o morfismo Hom 4 (7, f)
é sobrejetivo. Logo Ext! (T, L) = 0 e portanto, L € To(T) = T1(T).
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Note que, como L € GenT' existe uma sequéncia exata
T —L—=0

com 17 € addT'. Logo a sequéncia

Ty Th M 0

¢ exata. Repetindo o argumento construimos uma sequéncia exata

15 Ty 1o M 0

como queriamos.
(¢) = (d) Suponhamos que L € addT'. Entao L é Ext-projetivo em 77 (7).

Reciprocamente, suponhamos que L € T1(T'). Por (c), existe uma sequéncia exata

0 L Ty L 0 (2.3)

com Ty € addT e L° € T,(T). Como L é Ext-projetivo em T7(T), tem-se que
Ext} (L, N) = 0 para todo N € T;(T), em particular, Ext!, (L, L°) = 0.
Logo a sequéncia exata (2.3) cinde e portanto, L € add 7.

(d) = (a) Seja 0 A E Ty 0 uma sequéncia de Bongartz para
T. Para provarmos que 7' é inclinante basta mostrarmos que F € addT. E por (d),
este caso se reduz a provar que E é Ext-projetivo em 71(T).

Sabemos que T'@® E é inclinante e dai, Ext!, (T, E) = 0, donde E € T;(T). Agora,
seja M € Ti(T). Aplicando Homy(—, M) na sequéncia de Bongartz obtemos uma

sequencia exata
0 = Ext!(Ty, M) — Ext!y(E, M) — Ext} (A, M) = 0

donde Ext(E, M) = 0.
Logo E é Ext-projetivo em 7;(7T) e portanto, F € add T.
(a) = (e) ver [14], pagina 71. O

Observagao 2.3.8. Vimos no Teorema (2.3.7) que as classes de tor¢ao To(T') e T1(T')
coincidem se T € inclinante. A partir daqui notaremos por T (T) = To(T) = Ti(T) e

44



Observacao 2.3.9. Na demonstra¢ao do Teorema (2.3.7) vimos que GenT' € fechado

para kernels de add T'-aprozimacgoes epimorficas a direita.
Consequéncias do Teorema (2.3.7).

Coroléario 2.3.10 (ver [1], pagina 41). Sejam T um A-mddulo inclinante e B =
EndTy. Entao:

(a) O funtor Homa(T', =), preserva sequéncias exatas curtas.

(b) O funtor Exty (T, —), Fry Preserva sequéncias exatas curtas.

Ao longo da secao procuravamos condi¢oes minimas atendidas por T' para que
Gen T satisfizesse as condigbes do enunciado da Proposigao (2.1.9). O préximo

corolario nos diz que se T' é um A-moédulo inclinante entao temos o desejado.

Corolario 2.3.11 (ver [1], pagina 41). Sejam T é um mddulo inclinante e B =
EndTys. Entio M € T(T) se, e somente se, epr : Homu(T, M) & T — M € um

1somorfismo.

Corolério 2.3.12 (ver [1], pagina 42). Um mddulo inclinante parcial T' € inclinante
se, e somente se, para todo A-mddulo projetivo indecomponivel P existe uma sequéncia

exata curta

com Ty, Ty € add T.
Exemplo 2.3.13. O A-mddulo T = & 3! & 4®% ¢ inclinante.

Vimos no exemplo (2.2.8) que M =3 &3 & 4 ¢ inclinante parcial.
4
Uma vez que ? é projetivo e M =3 @3} @ 4 é inclinante parcial segue que T é
inclinante parcial. Para verificarmos (73) consideremos as sequéncias exatas curtas

0—=1—>2— s3>0, 0—=3—=3_ 4 -0 e

) [ S J—
Logo, pelo Corolério (2.3.12), T' é inclinante.

O proximo Corolario nos diz que um médulo inclinante é um moédulo inclinante

parcial que tem um nimero maximal de somandos indecomponiveis nao isomorfos.

Corolario 2.3.14 (ver [1], pagina 42). Um A-mddulo T € inclinante se, e somente
se, € um modulo inclinante parcial tal que, para cada modulo E tal que T & E ¢é

inclinante parcial, temos que E € addT'.
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2.4 O teorema de inclinacao

Seja A uma algebra de Artin basica e conexa e T um A-médulo inclinante. O
teorema de inclinacao, devido a Brenner e Butler, compara as categorias de modulos
sobre A e sobre B = EndT. J4 sabemos que o funtor Homy(7, —) aplica addT
em add B. O proximo lema nos diz que a restricao deste funtor na subcategoria
GenT =T(T) = {M € mod A| Ext' (T, M) =0} é um funtor pleno, fiel e preserva

extensoes. Para maiores detalhes e as demonstragoes dos resultados abaixo ver [1].

Lema 2.4.1. Sejam A uma dlgebra, T um A-mddulo inclinante e B = EndT. Para

M, N € T(T) temos os isomorfismos funtoriais.
(a) Homa(M,N) = Homp(Hom4 (T, M), Hom (T, N)).
(b) Exty (M, N) = Exty(Exty (T, M), Ext} (T, N)).

Uma observagao base da teoria de inclinacao é que, se Ty ¢ um moddulo inclinante

e B =EndT},, entao g1 é um B°?-mddulo inclinante.

Lema 2.4.2. Sejam A uma dlgebra, T um A-mddulo inclinante e B = EndTjy.

Entao gT é um B°P-mddulo inclinante e a aplicagao a — (t — ta) € um isomorfismo
A S (Endg T).

Corolario 2.4.3. Sejam A uma dlgebra, T um A-mddulo inclinante e B = EndT.
Entao Ty induz um par de tor¢ao (X (Ta), Y(Ta)) emmod B, donde X (T4) = DF(5T)
{Xp €modB|X @ T =0} e V(T4) = DT (5T) = { Yz € mod B| Tor? (Y, T) =
0}.

Lema 2.4.4. Sejam A uma dlgebra, T um A-mddulo inclinante e B = EndT. Entao
Y € Y(Ta) se, e somente se, o morfismo funtorial oy : Y — Homu(T,Y ®@p T)
definido por y — (t — y ®@t) € um isomorfismo.

Teorema 2.4.5 (Teorema de Inclinacao). Sejam A uma dlgebra, T um A-mddulo

imnclinante e B = EndTy. Entao:

(a) Os funtores Homa(T, —) e — ®p T induzem equivaléncias quase inversas entre

T(T) e Y(T).

(b) Os funtores Ext! (T, —) e Tor?(—,T) induzem equivaléncias quase inversas en-
tre F(T') e X(T).

O Teorema de Inclinagao ¢é facilmente entendido através da figura a seguir.
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I'(mod A) T(Tx)

Homa (T,—)

—®pT

I'(mod B) V(Tx)

Figura 2.1: Tlustragao do Teorema de Inclinagao.

Observacgao 2.4.6. A classe sem tor¢ao Y(T') contém todos os projetivos.
De fato, segue do Lema da Projetivizacao e do Teorema de Inclinagao.

Exemplo 2.4.7. Seja A a dlgebra de caminhos dada pela aljava

com a relacio a3 = 0. Conseideremos o A-mddulo U = 5@ 3 @ 4 @ . Calculemos
os pares de tor¢ao (T (U), F(U)) e (X(U),Y(U)).

Vimos no Examplo (2.3.13) que o A-médulo U = & 3} @4@% ¢ inclinante. Agora,

calculemos a aljava de Auslander-Reiten de A:

Sabemos que os projetivos indecomponiveis sao: P(1) = 1, P(2) =2, P(3) =3
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e P(4) :% . Utilizando o algoritmo Knitinng (ver [13], pdgina 84), obtemos

/\/
\/\/\
N/

Célculo do par de tor¢ao (7 (U),F(U)). Sabemos que T(U) = GenU e F(U) =
{M | Homu(U,M) = 0}. Assim, pela aljava de Auslander-Reiten concluimos que
T(U) = add{3,3 ,4,% ,3}e F(U) =add{1,%,2,3 }. Logo, o par de torgao (T (U), F(U))

é escindido e esta é dado por

Figura 2.2: Ilustracao do par de torcao.
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Seja B = End U. Calculemos a aljava de B.

Como U tem quatro somandos nao isomorfos, entao a aljava de B tem exatamente
quatro vértices. Além disso, sabemos que existe uma flecha ¢ — j na aljava de B se:

(1) i#j

(2) existe um morfismo nao-nulo de A-médulos f: T; — T;

(3) f nao é fator nao trivial de nenhum dos 7;.

Pela aljava de Auslander-Reiten de A, vemos os seguintes morfismos nao-nulos:
fi: Uy —= Uy, fo:Us—Use f3:Us — Uy. Como f3fa #0, fof1 # 0, entao a aljava

de B nao possui relagoes e é dada por:

Calculemos a acdo dos funtores Hom (U, —) e Ext! (U, —) sobre os A médulos

indecomponiveis

T(U) = add{3,%, ,1,3} F(U)=add{1,2,23 }.

Sabemos que dim HomA(U4 ) = (dim HomA(Ul,%1 ). ..,dim HomA(U4,%1 )) = (1,0,0,0),

donde Hom 4 (U} 2 ) = 1". De maneira andloga encontramos Hom 4(U,3 ) :?;,

’ ’
3 4

Hom,(U3}') = ) Hom,(U%') =2, Homa (U, 4) —2, e Hom(U,3) =3

Por outro lado, como U é inclinante temos de < 1. Assim, pelas féormulas de
Auslander-Reiten, dim Ext!, (U, 1) = dim Hom 4(1, 7U) = (0, 1, 0, 0), donde

Ext}(U,1) = 2". De maneira andloga obtemos Ext}y(U}) =%, Ext}(U,2) =3 e
Exth(U3)=4"

Logo, pelo Teorema de Inclinacao, X (U) = add{ 2 4.3} e

7’737

/ ’

3 4
YU) = add{l 3,3 }. O par de trocao (X(U),Y(U)) nio é escindido, pois

/
" 71/ 72/ )
v

L EXU) el ¢ V).

I'(mod B) esta dado por:
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Figura 2.3: Ilustracao de I'(mod B).

2.5 Consequéncias do teorema de inclinagao

Uma primeira consequéncia importante do Teorema de Inclinacao é a relagao
entre as dimensoes globais da algebra de partida e da algebra de endomorfismos de
um modulo inclinante.

Seja C uma subcategoria plena de uma categoria de moédulos. Denotamos por pdC

o supremo das dimensoes projetivas dos médulos de C.

Lema 2.5.1. Sejam A uma dlgebra e C uma classe sem tor¢ao de mod A que contém

os projetivos. Entao dim.gl. A <1+ pdC.

Demonstracdao. Sabemos que para todo A-mdédulo M existe uma sequéncia exata

curta

0 L P M 0

com P projetivo. Uma vez que P € C e C é fechada por submédulos segue que L € C.
Logo pd M <14+ pdL <1+ pdC e portanto, dim.gl. A < 1+ pdC. |

Lema 2.5.2. Seja A uma dlgebra e T um A-mdédulo inclinante. Para todo M € T (T)
tem-se pd Hom (7T, M) < pd M.

Demonstracao. Faremos a prova usando inducao sobre n = pd M. Se n = 0, entao

M é projetivo. Como M € T(T) tem-se que M € addT. Logo, pelo Lema da

Projetivizagao, Hom4 (7, M) é projetivo e portanto, pd Hom4 (7', M) < pd M.
Agora, suponhamos que n > 1. Uma vez que T ¢é inclinante e M € T(T), pelo
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Teorema (2.3.7), existe uma sequéncia exata

0—>=L—=Tp—=M—=0 (2.4)

com Ty € addT e L € T(T). Como Homyu (T, —)

sequencia exata

lrry € €xato, entao deduzimos a

0 —— Homu(T, L) — Hom(T, Ty) — Homa(T, M) ——0..
Aplicando Hom 4 (—, V) em (2.4) e usando n = pd M obtemos a sequéncia exata
Ext’y (To, N) —= Ext’} (L, N) —= Ext™ (M, N) = 0.

Consideramos agora dois casos. Se n = 1, consideremos N € T(T). Entao
Ext (Ty, N) = 0 e portanto, Exty(L, N) = 0. Logo L é Ext-projetivo em T (T).
Pelo Teorema (2.3.7), L € add T e consequentemente, Homy (7, L) é um B-mdédulo
projetivo. Dai pd Homy (T, M) < Homa(T, L) + Homu (T, Tp) < 1.

Se n > 1, entdo pd Ty < 1 implica que Ext"y(7y, N) = 0. Logo Ext’y(L,N) =0
para todo A-médulo N e dai, pd L < n — 1. Da hipdtese de inducao temos que

pdHomy (T, L) < n — 1 e da segunda sequéncia exata acima obtemos
pdHomu (7T, M) < 1+ pdHomu(T, L) < n.

a

Teorema 2.5.3. Seja A uma dlgebra e T um A-mddulo inclinante e B = EndT)y.
Entao
| dim. gl. A — dim. gl. B| < 1.

Demonstra¢ao. Sabemos que a classe sem torgao Y(7') em mod B que contém os B-
moédulos projetivos. Seja YY(T'). Pelo Teorema de inclinagao, existe M € T (7)) tal
que Y = Homy(7T, M). Pelo Lema (2.5.2), pdY < pd M < dim.gl. A. Portanto,
pd Y(T) < dim.gl. A. Pelo Lema (2.5.1), dim.gl. B< 1+ pdY(7T) <1+dim.gl. Ae
dai, dim.gl. B < 1 4 dim. gl. A.

Por outro lado, considerando 7" um B°-méddulo inclinado, obtemos de maneira
andloga que dim.gl. B < 1 4 dim. gl. B, onde B = (Endg T)”. Pelo Lama (2.4.2),
B = A e portanto, dim. gl. A < 1 + dim. gl. B. O
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Teorema 2.5.4 ( ver [1], pdgina 62 ). Seja A uma dlgebra e T um A-mddulo in-
clinante e B = EndTy. A aplicagio f : Ko(A) — Ko(B) definida por M
dim Homu (T, M) — dim Ext’, (T, M) é um isomorfismo de grupos.

Exemplo 2.5.5. Sejam A e B as dlgebras dadas no exemplo (2.4.7). Calculemos
dim. gl. A e dim. gl. B.

Sabemos que, para uma algebra A vale
dim.gl. A =sup{ S| S é um A — médulo simples }.

Assim, calculemos as dimensoes projetivas dos A-mddulos simples. Temos as seguintes

resolugoes projetivas:

Portanto, pd1 = 0, pd2 = 1 = pd 4, enquanto que pd 3 = 2. Logo, dim. gl. A = 2.

Para a dlgebra B, consideremos a seguinte resolucao projetiva:

e}

—_

~

)

N
=N W
~ TN

Logo, pd4 = 3. Como |dim.gl. A — dim.gl. B| < 1 e dim.gl. A = 2 temos
dim.gl. B = 3.
Terminamos esta se¢ao com um critério que nos permitira dizer se os pares de

tor¢ao (X (T),V(T)) e (T(T),F(T)) sao escindidos.

Teorema 2.5.6 ( ver [1], pagina 65 ). Seja A uma dlgebra e T um A-mddulo incli-

nante. Entao
(a) (X(T),Y(T)) € escindido se, e somente se, id F(T') < 1.
(b) (T(T),F(T)) € escindido se, e somente se, pd X(T) < 1.
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2.6 Moddulos r-inclinantes

Ao longo deste capitulo estavamos interessados em comparar as categorias de
modulos sobre uma dlgebra de Artin A e sobre a algebra de endomorfismos B =
EndT, onde T" € mod A. Vimos que se T' é um modulo inclinante, entao o Teorema
de Inclinacao nos diz que essas categorias sao equivalentes. Além disso, vimos que
se A e B sao algebras artinianas, entao o grupo de Grothendieck de A e o grupo de
Grothendieck de B sao isomorfos e, além disso, vimos também que existe uma relagao
entre as dimensoes globais de A e B. Nesta secao apresentaremos generalizacoes desses
resultados, fundamentais na teoria de inclinagao, utilizando o conceito de médulos r-
inclinantes.

Comegamos com a seguinte definicao:

Definigao 2.6.1. Seja T um A-mddulo. Dizemos que T é um mddulo r-inclinante

se ele satisfaz as sequintes condigoes:
(T)) pdT < r.
(T,) Ext'y(T,T) =0 para todo 1 < i <r.

/ . A .
(T3) Existe uma sequéncia exata

0 Ay Ty T e T, 0
com T; € add T para todo 1 < i <.

Observagao 2.6.2. Se r = 1 na definicao acima, entdo a definicao de T coincide
com a definicao anterior de modulo inclinante, o qual continuaremos chamando de

maodulo inclinante.

Seja r € Z um inteiro nao-negativo fixo. Para cada T' € mod A e cada inteiro
e >0, KE.(T) é definido como

KE(T)={M €modA| Exty(T,M)=0,se 0<i<r+eeci#e},
e KT.(T) ¢ definido como
KT, (T) ={4M € mod A| Tor}(M,T) =0,se 0<i<r4eei#e}
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Observagao 2.6.3. Seja T um A-modulo r-inclinante, com pd T = r. Entao:

(1) See=0, entdo

KEy(T) = {M € modA|Exty(T,M)=0, sel <i<r}
= {MemodA| Ext'(T,M) =0, sei>0}

KTy(T) = {aM €modA| Tord(M,T)=0, se 1 <i<r}
= {AM €mod A| Tor}(M,T) =0, sei>0}

(i1) Se e=1, entdo

KE(T) = {M€modA|Exty(T,M)=0, se0<i<r+lei#1}
= {M cmodA| Ext4(T,M) =0e Ext},(T,M) =0, sei>1}
= {M €modA| Homu(T,M)=0}N{M € modA| Exty(T,M) =0, sei>1}
= {M emodA| Homu(T,M)=0}

KTy(T) = {AM €modA| Tor (M, T) =0, se 0 <i<r-+1lei#1}
= {AM €mod A| Torg!(M,T) =0e Tor (M, T) =0, sei>1}
= {AM emodA|M®,T=0}N{M cmodA| Tor}(T,M)=0, sei>1}
= {AMEmOdA|M®AT:O}
Teorema 2.6.4. Seja T um A-mddulo r-inclinante. Entdo:

(a) T+ C GenT. Além disso, esta inclusio pode ser prépria.

(b) Para todo M € T+ existe uma sequéncia ezata

15 Ty To M 0

com T; € add T para todo i.
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(¢) L é Ext-projetivo em T+ se, e somente se, L € addT.

Demonstracao. (a) Ver [11], pagina 265.
(b) Seja M € T+. Pelo item (a), M € GenT e daf existe uma sequéncia exata

0 L Ty M 0

com L = ker fy. Aplicando Hom 4(T', —) na sequéncia exata acima obtemos a sequéncia

exata longa

0 — Hom (T, L) — Hom (T, Ty) —>— Hom (T, M)

Ext! (T, L) —— Ext!(T, Tp) Ext! (T, M)

o — = Ext®(T, L) — Ext?(T, Tpy) — Ext"2(T, M) - - -

Como fo : Ty — M é uma addT-aproximacao a direita de M temos que § =
Homy (T, fy) é um epimorfismo, donde Ext! (T, L) = 0. Por outro lado, como Ty, M €
T+ segue que Ext’ (T, Tpy) = Ext'y (T, M) = 0 para todo i > 0. Assim, Ext’ (T, L) =0
para todo i > 0 e dai L € T+ C GenT. Assim, existe epimorfismo f; : T} — L com
Ty € addT. Donde a sequéncia

¢é exata. Repetindo o argumento obtemos o desejado.
(c) Se L € add T, entdo Ext’y(T, L) = 0 para todo i > 0, donde L € T*.
Reciprocamente, suponhamos que L seja Ext-projetivo em T. Por (b), existe

uma sequéncia exata

0 I T, -1 0

com L' = ker f € T*. Como L é Ext-projetivo em T+ e L' = Coker f € T segue que
Ext!, (L, L') = 0, ou seja, a sequéncia exata acima cinde. Logo, L é somando direto
de Ty e portanto, L € add T O
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Observacao 2.6.5. Foi demonstrado no item (b) que se f : T, — M é um epimor-
fismo, onde Ty € add T, entdo ker f € T+.

Sabemos que todo médulo inclinante parcial T' pode ser completado para um
modulo inclinante, mas este nao é o caso para mddulos r-inclinantes. Assim, um
médulo T qualquer satisfazendo (7)) e (T,) da definicdo de médulos r-inclinantes,
para r > 2, nao necessariamente pode ser completado para um maédulo r-inclinante.

A seguir exibiremos um exemplo onde tal situacao acontece.

Lema 2.6.6. Seja A a dlgebra de caminhos sobre um corpo K dada pela aljava

7N

~

1

com relagoes aff = Py = da = 0. Entdo dim.gl. A = 4 e 0o A-médulo simples S(2)
satisfaz (T}) e (Ty) da definicdo de mddulos r-inclinantes mas nio é somando direto

de nenhum mddulo r-inclinante.
Demonstragao. Ver [11], pagina 264. |
Isso nos motiva a seguinte definigao:

Definigao 2.6.7. Seja X € mod A. Dizemos que X € auto-ortogonal se

Ext% (X, X) = 0 para todo i > 0, e dizemos que X é excepcional se X ¢ auto-
ortogonal e pdy, X < r. Quando X € somando direto de um modulo r-inclinante
dizemos que X € um mddulo r-itnclinante parcial. Se, além disso, §(X) =n —1

dizemos que X € um modulo r-inclinante parcial quase completo.

Observagao 2.6.8. Todo A-mdédulo T satisfazendo (T}) e (Ty) da defini¢ao de mdédulos
r-inclinantes € excepcional, em particular, todo modulo inclinante parcial é excep-

cional.

De fato, seja T um A-médulo satisfazendo (7)) e (T3). Entdo pd,T < r e
Ext(T,T) = 0 para todo 1 < i < r. Uma vez que pd, T < r segue que Ext’, (T, M) =
0 para todo M € mod A e todo i > r. Logo Ext’(T,T) = 0 para todo i > 0.

Agora enunciaremos alguns resultados encontrados em [15].
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Lema 2.6.9. Seja T' € mod A um modulo r-inclinante e seja

0 Y’ Y y” 0

uma sequéncia exata em mod A, com Y € KEy(T). Entdo temos o sequinte isomor-
fismo

Ext!,(T,Y") —==Ext ™ (T, Y")
para todo i > 1. Em particular, Ext’y(T,Y") = 0.

Uma consequéncia imediata desse lema é que T+ é fechado para cokernel de

monomorfismo.

Corolario 2.6.10. Seja T € mod A um maodulo r-inclinante e seja

X, X Y, 0

uma sequéncia exata em mod A tal que cada X; € KEy(T). Entao Yy € KEy(T).

Corolario 2.6.11. Seja T' € mod A um mdédulo excepcional, com pd, T < r, e seja

0 Yb Xl XT

uma sequéncia exata em mod A tal que cada X; € KTo(T). Entio Yy € KTy(T).

Vimos no Lema (2.4.2) que se T4 é um A-médulo inclinante e B = End Ty,
entdo gT é um B°-mddulo inclinante e a aplicagao a +— (¢ — ta) é um isomorfismo
A = (Endg T)°P. O préximo teorema nos dé uma generalizagao desse lema para um

modulo inclinante generalizado T'.

Teorema 2.6.12. Seja A uma dlgebra, T um A-mdédulo r-inclinante e B = End Ty.

Entao gT é um B°?-mddulo inclinante generalizado e a aplica¢io a — (t — ta) é um
isomorfismo A = (Endg T)°P.

Lema 2.6.13. Sejam T um A-mddulo excepcional, com pd,T = r, e EndT = B.
Entao, para cada gY € KFEy(gT) existem Homp(T,Y) € KTy(T') e um isomorfismo
Homp(T,Y) @4 T =Y dado por f @t f(t).

Lema 2.6.14. Sejam T um A-mddulo excepcional, com pd,T = r, e EndT = B.
Entao, para cada Y € KTy(gT) ezistem T ®@pY € KEoT) e um isomorfismo
Ys = Homu(T,T @pY) dado por y— (t —t®y).
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Teorema 2.6.15. Sejam T um A-mdédulo excepcional, compd, T =r, e EndT = B.
Seja e > 0 um inteiro, e seja gY € KE.(gT). Entio Ext4(T,Y) € KT.(T) e existe
um somorfismo

Tord (ExtS(T,Y),p T) 35 Y.

Teorema 2.6.16. Sejam T um A-modulo excepcional, compd, T =r, e EndT = B.
Seja e > 0 um inteiro, e seja Yp € KT,(Tg). Entio Tor?(T,Y) € KE.(T) e existe
um isomorfismo

Y — Ext (T, Tor?(T,Y)).

Teorema 2.6.17. Seja T' um mddulo r-inclinante generalizado e seja e € Z tal que
0 <e <r. Entio as categorias KE.(T) e KT.(gT') sao equivalentes sob os funtores

Ext% (T, —) e Tor (T, —) , que sdo multuamente inversos entre si.
Este teorema é considerado como uma generalizacao do Teorema de Inclinacao.

Teorema 2.6.18. Sejam T um A-modulo r-inclinante e EndT = B. Se A e B sao

algebras artinianas, entao a aplicacao

Ext : Ko(A) = KoB, [X]— > (—1)[Ext)y (5T, X))

>0

€ um 1somorfismo de grupos. Além disso, sua inversa € dada por

Tor : Ko(B) = Ko(A), [yl > (=1)'[Tor?(T,Y)].

>0

Corolario 2.6.19. Sejam T um A-modulo r-inclinante e EndT = B. Se A e B sao
dalgebras artinianas, entdo o numero de classes de isomorfismos de A-mdodulos simples
€ igual ao numero de classes de isomorfismos de B-maodulos simples. Em particular,

se rank Ko(A) =n e 6(T) = m, entao m = n.

Observacgao 2.6.20. Seja T' um mddulo r-inclinante. Se X é um somando direto

indecomponivel de T, entdo X € addT; para algum T; em (Ty).

De fato, suponhamos que exista um somando direto indecomponivel X de T tal
que X ¢ addT; para todo T; em (7T3). Entdo, se T = M @ X temos que M é um

modulo r-inclinante com §(M) = n — 1 o que é uma contradigao.

58



Observagao 2.6.21 (ver [8], pagina 150). Se T' é um mddulo r-inclinante, X € T+

epdy X < oo, entao X admite uma add T'-resolugao finita

0—=1T, =T — =Ty — X —=0.
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Capitulo 3
A aljava de médulos r-inclinantes

Ao longo deste capitulo, consideremos r um inteiro nao-negativo.

Seja A um élgebra de Artin e mod A a categoria dos A-mdédulos a direita finita-
mente gerados. Denotaremos por {24 o conjunto de todos os A-mddulos r-inclinantes,
a menos de isomorfismos. O objetivo deste capitulo é definirmos a aljava de mdédulos
r-inclinantes K 4. Quando r < 1, denotaremos especialmente por Q2 e 16}4 ao invés

de Q4 e K4, respectivamente.

3.1 O complemento Bongartz

Ao longo desta secao trabalharemos com moédulos inclinantes, ou seja, modulos
r-inclinantes com r < 1.

Vimos no capitulo anterior que todo médulo inclinante parcial T’ = @;_, T; pode
ser completado para um modulo inclinante T'@® X, onde X era escolhido da seguinte

maneira: Tomamos uma sequéncia exata curta

T

0—=Ay—X —EPT" —0

i=1

com a propriedade que, para qualquer kK = 1,...,r, o morfismo induzido

Hom (T}, @D /) — Exty (Ti,, A),

=1

é sobrejetivo. Observe que tal escolha para X nao necessariamente é tnica, mas
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outras possiveis escolhas para X diferem apenas por somandos diretos em add T @ X,
a menos de isomorfismos. Logo T' & X determina um moédulo 1-inclinante livre de
multiplicidade T = D, T;, que é tnico a menos de isomorfismos.

A seguinte proposicao é uma ferramenta muito util para decidirmos quando um
n

complemento P, ., T; do médulo inclinante parcial D;_, T; ¢ um complemento
Bongartz, onde T' = @, T;.

Proposigao 3.1.1. Seja T = @;_, T; um mddulo inclinante. Sao equivalentes:
(a) B, .1 Ti ¢ um complemento Bongartz de @;_, T;.

(b) Para cada j=1r+1,...,n, temos T; ¢ GenT[j].

n
i=r+1

suponha que existe T; € GenT[j| para algum j > r. Assim, existe um epimorfismo
[ @i;ﬁj T —1Tj.
Uma vez que @

Demonstracao. (a) = (b) Seja P T; um complemento Bongartz de @,_, T; e

n

7 r .
i—rs1 i € um complemento Bongartz para (P,_; T;, existe uma

sequéncia exata

0—As— P 1 —P1"—0

i=r+1 i=1

Podemos escrever essa sequéncia da seguinte forma:

A, e TP DTy
0 Ay N 6:? ; 0

Como f é epimorfismo, existe um epimorfismo f : (&P, 4 T )P — ij 7 induzido
por f e portanto, existe epimorfismo h : M — M, onde M = (D T ) @Dy TV
e M = Tfj D @#j TP, Dai e da projetividade de A4 existe morfismo g : Ay — M

tal que o seguinte diagrama

-

M——M —=0

comuta, isto é, hg = ¢. Como ¢ é monomorfismo segue que g é monomorfismo.
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Logo, construimos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0 AA M/ @ j”iﬂi 0
i=1
0 A M X 0

O ultimo quadrado da direita nos fornece uma sequéncia exata

0—M—MaoXx —P1" —0

=1

a qual cinde. Mas como T} ¢ somando de M ', entdo é isomorfo a algum 7} para i # 7,
o que é uma contradigao.

Logo T; ¢ GenT'[j] para todo j > r.

(b) = (a) Suponhamos que T; ¢ GenT'[j] para todo j > r e seja

OHAAH@j—;O“$@ZﬁlHO

=1 i=1

uma sequencia exata.

Se ms; : D, Tfi — T]ﬁ] ¢ a projecao canoOnica, entao para todo j > r, com
B; > 0, a composicao mg h: @ T} — Tjﬂj é um epimorfismo e como 7; ¢ Gen T[]
para todo j > r temos que mgh deve ser uma retragao. Assim, podemos escolher
uma sequéncia de tal maneira que 3; = 0 para todo j > 7.

Agora, observe que como todo somando direto de T deve aparecer na sequéncia
exata acima (observacdo (2.6.20)) e podemos assumir §; = 0 para todo j > r temos

que P, +1 T; ¢ um complemento Bongartz de bD._, T, O

Seja M = @7~ T; um médulo inclinante parcial.

Sabemos que existe complemento Bongartz T,, de M tal que M & T,, ¢ inclinante.
Agora estamos interessados em saber se existem complementos T;L de M que nao
sao Bongartz, e se existem, qual a relacao entre eles. O préximo resultado nos diz

. s . ! ~ . ’
que T admite, no maximo, um complemento 7, nao isomorfo a 7;, além de fornecer
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uma relagao entre esses complementos, a qual serd utilizada para generalizarmos a

definicao da aljava K 4 dos médulos inclinantes.

Proposicao 3.1.2. Se M ¢ maddulo inclinante parcial quase completo, entao existe
no mdzximo um complemento T,; nao isomorfo a T, tal que M & T,’L ¢ um modulo
inclinante e M tem um tinico complemento indecomponivel (a menos de isomorfismos)
se, e somente se, M ¢ nao fiel. Além disso, se um tal T;L existe, entao existe uma

sequéncia exata

n—1
0—T,— P17 —1,—0.
i=1
Demonstragao. Seja T,; um indecomponivel nao isomorfo a 7;, tal que M & TT; é
um médulo inclinante. Pela Proposicao (3.1.1), T, € Gen M. Assim, existe um
epimorfismo g : @7 T — T),. Consideremos tal epimorfismo um morfismo pogo
de add T para T,

Agora, consideremos a sequéncia exata
0—2 P17 -7 —>0 (3.1)

Z =kerg.

Uma vez que g é um morfismo pogo segue que f esta no radical de mod A, isto
é, a restricao de f a algum somando direto indecomponivel de Z nunca é uma se¢ao.
Além disso, qualquer morfismo de Z para 7} se fatora através de f, uma vez que
temos que Extix(T;L,Tj) = 0 para todo j = 1,...,n — 1. Logo Z nao tem somandos
diretos pertencentes a add7. Como g estd no radical de mod A segue que f é um
morfismo fonte de Z para add T

Observe que da sequéncia exata acima e de pdT; < 1, parai = 1,...,n, segue que
pd Z < 1 e além disso, Ext} (T}, Z) = 0 para todo j = 1,...,n — 1, pois T; € add T
e Z € T(T). Agora, aplicando Hom(—, Z) em (3.1) e usando que Ext?(7,,Z) = 0,
pois pd T}, < 1, obtemos Ext}(Z, Z) = 0. Logo, T & Z é um A médulo inclinante.

Suponhamos que exista epimorfismo h : T° — Z, com T € add T, entdo temos

uma sequéncia exata

0 Y 7 sz 0 (3.2)

com Y = kerh. Aplicando Homyu(7,, —) em (3.2) e usando pd 7, < 1 obtemos um
epimorfismo Ext! (T}, T") — Ext! (T, Z). Mas isto é impossivel, pois Ext} (T}, T") =
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0 e (3.1) ndo cinde, ou seja, Ext! (T, Z) # 0. Logo, pela Proposicao (3.1.1), Z é um
complemento Bongartz para T' e, portanto, Z = T para algum \ > 0.
Agora, para mostrarmos que A = 1, consideremos ¢ : T,, — T um morfismo fonte

de T;, em addT. Assim, o morfismo
Y 0
T — T,

0 (4

satisfaz a primeira condicao da definicao de morfismo fonte, e ele é, portanto, isomorfo

f
0
para algum 7" € add T. Comparando os cokernels, concluimos que

(Coker h)» 2 T" @ T, e como T, ¢ addT" temos, pelo teorema de Krull-Schimidt,
A=1.

n—1
Ty @Prrer,
=1

n—1
. . 7 / ’
Finalmente, como f : 7T, — @Ti’\l ¢ um morfismo fonte, seu cokernel 7T ¢é
i=1
univocamente determinando, a menos de isomorfismos, por 7,. O

3.2 Definindo a aljava de médulos r-inclinantes

Comecamos definindo a aljava de médulos inclinantes.

Definicao 3.2.1. Os vértices de 16}4 sao os elementos de QY e para cada mddulo incli-
_11 T;, existe uma flecha M & T, — M@T;L em

nante parcial quase completo M = @

> . 7 Ve / z
K se o indecomponivel T,, é o complemento Bongartz de M e T, é um complemento

indecomponivel para M nao isomorfo a T,,.

Observagao 3.2.2. Se M & T, — M & T, ¢ uma flecha em KY, entio T(M &T.) C
TMeT,).

Com efeito, pela Proposicao (3.1.2) existe uma sequéncia exata

0 T, Wi T 0

n

com M € add M. Além disso, T}, ¢ T(M @ T.). De fato, caso contrario terfamos
que ExtY (M @ T, T,) = 0 o que implicaria Ext! (77, T,,)) = 0 e dai, a sequéncia exata
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acima cindiria, ou seja, 7}, € add M. Contradicio. Agora, seja N € T(M @ T),).

Aplicando Hom 4(—, V) na sequéncia exata acima obtemos a sequéncia exata
0 = Exty (M, N) — Ext!(T,,, N) — Ext%(T.,,N) = 0

donde Ext(T},, N) = 0. Uma vez que Ext’, (M, N) = 0 segue que Ext\, (M &T,,N) =
0, ou seja, N € T(M @ T,,). Logo T(M & T.) C T(M&T,).

Antes de enunciarmos o proximo resultado, definiremos os seguintes conjuntos:
Para cada modulo r-inclinante parcial M de multiplicidade livre, denotamos por
Ik(M) a seguinte subaljava de K}

k(M) = {T € K4 | M é somando direto de T}
E por k(M) o seguinte subconjunto de Q4
k(M) = {T € QY | M é somando direto de T}

Lema 3.2.3. Seja M um mdodulo inclinante parcial de multiplicidade livre. Se existe
um caminho T — T2 — -« — T% em KY com T*, T* € 1k(M), entdo todo o caminho
estd em 1k(M).

Demonstragao. Suponhamos que M = @_,T;.

Suponhamos s > 0 e seja T(T') uma classe de torgao com T' = M & L.
Mostraremos que T2 € 1k(M). Por definicio, 7' = Nd X e T2 = N ® Y com
X e Y indecomponiveis nao isomorfos, X complemento Bongartz para N e além

disso, existe uma sequéncia exata

0 X N Y 0
com N € add N. Pela Observacio (3.2.2) obtemos a seguinte cadeia
T(") € -+ CT(T%) € T(T)

Como T* € 1k(M) segue que M € T(T*) o que implica M € T(T?). Uma vez que
X ¢ T(T?) temos M € add N, ou seja, M é somando de T2 e daf T?% € 1k(M). De
maneira analoga, obtemos 77 € k(M) para todo 2 < j < s — 1.

Logo T' — T2 — - -+ — T* esté em Ik(M). |
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Em outras palavras, o Lema acima nos diz que se 7! — 72 — --- — T° é um
caminho em K4 e M é somando direto de T e T%, entao M é também somando direto
de T para todo i =2,...,s — 1.

Antes de darmos uma generalizacao para K faremos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.2.4. Seja A a dlgebra de caminhos da aljava QQ = 1 — 2 — 3 + 4,
e denotemos por ij = (My, 0o )tcqoaco, @ representacdo dos indecomponiveis tal que
M, =K sei <t<jeM,=0, caso contrario.

Célculo da aljava de Auslander-Reiten:

Os projetivos indecomponiveis sao

34 22 11

Uma vez que A é hereditéria temos que pd 4 ¢j < 1 paratodo 1 <i < j < 4. Além
disso, para cada representagao indecomponivel ij temos dimyx Hom(if, 7(ij)) = 0,
pois 7(ij) ndo pertence ao caminho seccional comegando em ij (ver [13], pagina
78) para todo 1 < i < j < 4. Assim, pelas férmulas de Auslander-Reiten temos
Extl (17,17) = D Homyu(ij,7(ij)) = 0 para todo 1 < i < j < 4.

Logo, & = {11, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 33, 34, 44} é o conjunto dos inclinantes par-
ciais.

Caélculo dos modulos inclinantes:

Como a aljava @Q ¢ do tipo A4 temos que QY contém 14 mddulos inclinantes (ver [10],
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pagina 650). Utilizando o fato que Ext) (M, N) = DHom(N,7(M)) encontramos

os seguintes médulos inclinantes:

Ty = (11,12, 13, 14) T, = (11, 12, 14, 44) Ty = (11,13, 14, 34)
T, = (11,13, 33, 34) Ty = (13,23,33,34) Te = (13,23,24, 34)
T, = (13,22, 23, 24) Ty = (12, 13, 14, 22) Ty = (12, 14, 22, 44)

Calculo da aljava de médulos inclinantes I@‘:

Existe uma flecha T} — T3 em K A, pois pela aljava de Auslander-Reiten temos
que 0 — 13 — 14 — 44 — 0 é uma sequéncia de Auslander-Reiten com 14 €
Gen(11,12,14) e existe uma flecha Ty — T; em K4, pois 14 — 12 — 0 é uma
sequéncia exata com 12 € Gen(11,13,14). Logo, 12 ndo é um complemento Bongartz
para (11,13,14) e dai, 34 é um complemento Bongartz para (11,13, 14).

Utilizando os mesmos argumentos concluimos que K% é dado por
A
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Definimos anteriormente a aljava de médulos inclinantes K4 usando o comple-
mento Bongartz. Agora nosso objetivo é darmos uma generalizacao desta definicao
para médulos r-inclinantes. Comecamos generalizando o conceito de complemento

Bongartz.

Definicao 3.2.5. Seja M um mddulo r-inclinante parcial e seja C' um complemento

para M. Dizemos que C' é um complemento fonte se (M & C)*+ = M+,

Observe que se r < 1 entao C' é o complemento Bongartz para M. Em particular,
todo complemento Bongartz é um complemento fonte.
Sabemos que nao ¢é facil decidirmos se um complemento C' de M é um complemento

fonte através da definicao. Uma ferramenta que nos auxiliard nessa decisao ¢ a

Proposicao 3.2.6. Seja M um modulo r-inclinante parcial quase completo e C um

complemento para M. Entao C' é um complemento fonte para M se, e somente se,

C ¢ Gen M.

Demonstragao. (=) Suponhamos que C' € Gen M. Pela Proposicao (3.2.7) existe

uma sequencia exata nao cindida

0 C’ M C 0
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com M € add M e M®C' um médulo inclinante. Assim, C' € M* mas C" ¢ (M®C)*
pois Ext!(C,C") # 0.

(<) Suponhamos que C nao é um complemento fonte para M, isto é, existe X € M+
tal que Ext’(C, X) # 0 para algum 1 < i < co. Uma vez que M~ é corresolvente e
pd (M @ C) < oo, existe Y € M+ com Ext!(C,Y) # 0 e Ext',(C,Y) = 0 parai > 2.

Assim, podemos considerar uma sequéncia exata nao cindida

0—=Y —=E—1=Cs——0 (3.3)

tal que C* € add C, para algum s > 0, e o morfismo conexao § : Homu(C,C®) —
Ext! (C,Y) é sobrejetivo. Aplicando Hom 4(C, —) em (3.3) obtemos a sequéncia exata
longa

0 — Homy(C,Y) —— Homu(C, E) —— Homx (C, C?)

— ~ ExtL(C,Y) — Ext}(C, E)

Ext} (C, C?)

o — = BExt’(C,Y) —= Ext’}(C, E) —= Ext"s(C, C*) - -

Uma vez que § é sobrejetivo, Ext’(C,Y) = 0 para i > 2 e C° € addC segue que
Ext’(C, E) = 0 para todo i > 0. Por outro lado, aplicando Hom4 (M, —) em (3.3)

obtemos a sequéncia exata longa

0 —— Homu(M,Y) ——= Homu (M, E) —— Hom 4 (M, C*)

0

Ext! (M,Y) —— Ext} (M, E)

Extl (M, C?)

.. — > Ext’(M,Y) — Ext" (M, E) — Ext’;(M, C*) - - -

Como Y € M+ e C* € add C temos Ext’,(M,Y) = Ext’,(M,C*) = 0 para todo i > 0

69



e daf, Ext, (M, E) = 0 para todo i > 0.
Logo, Exty(M @ C,FE) = 0 para todo i > 0 e, portanto, £ € (M & C)*, em
particular, £ € Gen(M @ C'). Assim, existe um epimorfismo g : (M & C)" — E para

algum r > 0. Dal a sequéncia
(Mac)y L% o ——0

é exata e f o g é nao cindido, pois f nao cinde. Logo, C' € Gen M. O

Dualmente definimos e caracterizamos complemento pogo de um modulo 7-

inclinante parcial quase completo. Uma generalizagdo da Proposicao (3.1.2) é a

Proposicao 3.2.7. Seja M um mddulo r-inclinante quase completo. Suponhamos

que exista um indecomponivel Y € Gen M tal que M ®Y seja r-inclinante. Entao:
(1) M € fiel;
(2) existe um complemento indecomponivel X nao isomorfo a'Y;

(3) existe uma sequéncia ezxata

com E € add M,
(4) Exty,(X,Y) =0 parai >0 e Exty(Y,X)=0parai>1, e
(5) X estd univocamente determinado pela propriedade (3).

Demonstragao. (1) Seja M @Y um médulo inclinante. Entao, pela propriedade (T3),
M @Y éfiel. Seja g : A — F um morfismo injetivo com F' € add(M & Y'). Como Y
é gerado por M, existe um morfismo sobrejetivo h : £ — F com E € add M. Desde

que A é projetivo, existe um morfismo f : A — E tal que o seguinte diagrama

comuta, isto é, hf = g. Dal f é injetivo e portanto A € Cogen M.
Logo M é fiel.
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(2), (3) Seja fi,... [, uma k-base de Homy(M,Y) e seja

fi
f= : M"—Y

f

a aplicacao correspondente. Seja K = Ker f. Assim obtemos a sequéncia exata

0—>K—>M =Y —0. (3.4)

Afirmamos que K & M é um modulo inclinante.

De fato, como pdy M < oo e pdy Y < oo, pois M @Y ¢ inclinante, segue que
pdy K < oo. Logo (T7) é satisfeita.

Para verificar (T3) observe que M @Y é inclinante e M", Y € add(M @Y). Donde
K e (MaY)*t. Aplicando Homy(—, K) em 0 =+ K — M" — Y — 0 concluimos que
Ext’ (K, K) = 0 para todo i > 0. Logo, Ext’,(K ® M, K @ M) = 0 para todo i > 0

e, portanto, K @ M é um modulo r-inclinante parcial.

Para mostrarmos que K @& M é um moddulo r-inclinante observe que, por con-
strugao, (3.4) nao cinde, donde K ¢ add M. Logo, usando 1.2 em [5], temos o

desejado.

Agora, consideremos um indecomponivel X tal que K =2 X* @& M para algum
s>1ealgum M €addM. Seja T=M &Y e B=Endy T. Afirmamos que s = 1.
Com efeito, aplicando Hom 4 (7', —0 em (3.4) obtemos a seguinte sequéncia exata em
mod B:

... Homu (T, M") — Homu(T,Y) — Ext! (T, X*) —=0

Mas, como Homy(7,Y) é um B-médulo projetivo indecomponivel e tem um top

simples concluimos que s = 1.

Considerando a projecdo 7 : X ® M — X, obtemos o diagrama push-out (ver
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apéndice)

0 0
M =M
0o—XoM MT Y 0
ff
0 X E Y 0
0 0
Aplicando Homa(—, M) em 0 X E Y 0 obtemos a sequéncia

exata
00— Homu (Y, M) —— Hom4(E, M) — Homu (X, M)

—— Exty (Y, M) —— Ext!{(E, M) —— Ext}, (X, M)

Como M@K e M@Y sdo médulos r-inclinantes temos que Ext}y (Y, M) = Ext} (X, M) =
0 e daf Ext}(E, M) = 0. Logo a sequéncia exata

0 M MT E 0

cinde, ou seja, F € add M.

(4) Observe que a sequéncia exata

0—X—>E—>Y —>0 (3.5)
nao cinde pois, £ € add M e X ¢ add M. Assim, aplicando Hom4 (X, —) e Homyu (Y, —)
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em (3.5 obtemos as seguintes sequéncias exatas longas

0 —— Homu (X, X) ——= Homu (X, £) —— Hom4(X,Y)

Exty (X, X) ——Ext}{ (X, E)

Ext}(X,Y)

. — = Ext? (X, X) — Ext%(X, E) — Ext,(X,Y) - - -

0 — Homy (Y, X) — Homyu (Y, F) —— Homu (Y, Y)

— BExt} (Y, X) ——Ext} (Y, E)

Exty(Y,Y)

= Bxt (Y, X) — Ext’4(Y, E) — Ext%(Y,Y) - - -

Uma vez que Ext’y(X, X) = Exty (X, E) = Ext',(Y, E) = Ext4,(Y,Y) = 0 para todo
i > 0 segue que Ext’(X,Y) para todo i > 0 e Ext’(Y, X) = 0 para todo i > 1.
(5) Suponhamos que exista um complemento indecomponivel X " e uma sequéncia

exata

4 ’

0 D ey N Ve 0

com E' € add M. Logo, existe f : E— E com fr' =mneg: X — X com gu = uf.
Também existe f : B — Fcom fr =7 eg : X — Xcomgpu=puf. Se X
néo é isomorfo a X', entdao gg é um isomorfismo nilpotente pois X é indecomponivel.
Logo existe m > 0 tal que (gg')™ = 0. Dai, 0 = (g¢ )1 = p(ff )™ mostra que existe
h:Y — E com wh = (ff)™. Desde que mhr = (ff)™n =7 e 7 é um epimorfismo,
temos que hm = 1y e, consequentemente a sequéncia cinde, o que uma contradicao.

Logo X ¢ unicamente determinado pela propriedade (3). O

Salientamos também que Y é unicamente determinado pela propriedade (3). Além
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disso, em (3) temos que M é uma add M-aproximacao minimal & direita de Y, como
também uma add M-aproximagao minimal a esquerda de X. Chamaremos a sequéncia

exata em (3) de sequéncia de conexao.

Observacao 3.2.8. Segue da Proposicio (3.2.7) que para cada somando indecom-
ponivel T; de T existe um unico complemento X; € CogenT[i] (Y; € GenTVi]) de Ti]
se Ty € GenTVi] (T; € CogenTTi]).

Sabemos todo médulo inclinante parcial admite um complemento Bongartz, agora
veremos que todo médulo r-inclinante parcial quase completo admite um comple-

mento fonte.

Corolario 3.2.9. Seja M um mdodulo r-inclinante parcial quase completo. Entao M
admite um complemento fonte. Mais precisamente, para cada complemento Y de M
comY € Gen M existe uma sequéncia exata longa

fs

0 Xs M3 Ms—l e Ml h

MO fo Xy=Y —>0

com Ker f;_1 = X; para 1 < i < s, M' € addM paral < i < s e Xg, ..., X,
complementos para M onde s < pd, Y.

Demonstragao. Seja Y € Gen M um complemento para M. Pela proposigao (3.2.7),

existe uma sequéncia exata nao cindida

0—= X MO Y —=0 (3.6)

com M° € add M, Xg 2Y e M & X, um médulo inclinante.
Se Xy ¢ Gen M, entao ele é um complemento fonte. Caso contrério, pela Proposigao

(3.2.7), existe uma sequéncia exata nao cindida

0 X1 M1 X() 0 (37)

com M!' € add M, X; 2 Xy e M @& X, um médulo r-inclinante.

De (3.6) e (3.7) obtemos a sequéncia exata

0 X, M1 fo

MO Y 0
com Ker fy = X;.
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Se X; ¢ Gen M, entao ele é um complemento fonte. Caso contrério, repetimos o
argumento e afirmamos que tal processo é finito.

De fato, suponhamos que tal processo seja infinito. Se pd,Y = m, considere
T=Ma& X, tal que m < r + 1. Assim,

O Xr Mr e MO Y 0

¢ uma add T-resolucao minimal de Y e portanto,

0 — Homu (7", X,) Pr e PO Homu(T,Y) —0

com P’ = Homy (T, M*), é uma resolugao projetiva minimal de Hom4(7,Y).
Logo, r + 1 = pdg Homu(7T,Y) < pd, Y = m o que é uma contradi¢ao. Donde

tal processo é finito e portanto existe uma sequéncia exata

fs fO

0 XS Ms Ms—l e MO Y 0
com Ker f; 1 = X;, s <pd,Y, Xy, ..., X; complementos para M e além disso, X,
é um complemento fonte. O

Vimos anteriormente que se M é um modulo r-inclinante parcial quase completo,
entao M admite, no méaximo, dois complementos nao isomorfos para r < 1. No en-
tanto, para r > 1 nem sempre conseguimos somente uma quantidade finita de comple-
mentos nao isomorfos para M. A seguir apresentaremos uma condicao suficiente para
que M tenha somente uma quantidade finita de complementos nao isomorfos, além

disso, estabeleceremos uma relacao entre eles, a qual serd usada no ltimo capitulo.

Teorema 3.2.10. Seja A uma dlgebra de Artin. Seja M um mddulo r-inclinante
parcial quase completo. Entao M tem no mdximo uma quantidade finita de comple-
mentos nao isomorfos se, e somente se, M admite um complemento poco. Se existem
s + 1 complementos nao isomorfos para algum s > 1, entao s < fd(A) e eziste uma

sequéncia exata longa

0 Xo ML h M2 A]\4s—1*>fsf1 MSHfS X, =Y ——=0
com Kerf; = X;_1 para 1 < i < s, M* € addM para 1 < i < s e Xp, ..., X,

complementos para M. Em particular, se {d(A) < oo, entdao M tem uma quantidade
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finita de complementos.

Demonstracao. Sejam Xy, ..., X5 os complementos para M tal que X; = X, & i =
J.
Consideremos Xy um complemento fonte para M. Uma vez que Xy € Cogen M,

pela Proposigao (3.2.7), existe uma sequéncia exata

0 Xo M! X, 0 (3.8)

com M' € add M e M & X; um médulo inclinante.

Se X; ¢ Cogen M, entdo ele é um complemento pogo. Caso contrario, pela

Proposigao (3.2.7) existe uma seqéncia exata

0 X1 ]\42 X2 0 (39)

com M? € add M e M & X, um médulo r-inclinante.

De (3.8) e (3.9) obtemos a sequéncia exata

0 X, ML f1

M? X, 0 (3.10)

com Ker f; = X;.

Se Xy ¢ Cogen M, ele é um complemento pogo. Caso contrario repetimos o
argumento e afirmamos que existe X; tal que X; ¢ Cogen M. Suponhamos, por
contradicao, que X; € Cogen M para todo 0 < i < s. Entao existe uma sequéncia

exata

M2 .. M X, 0 (3.11)

com Ker f; = X; en > s.
Assim, existem 1 <1¢ < j <n tal que X; = X; e dai se T'= M & Xy, entao

. fi
0 XO M1 h M2 M Xj 0

nao ¢ uma add T-resolugdo minimal de X;. O que é uma contradigdo. Logo X; ¢

Cogen M para algum 1 <7 < n e portanto, M admite um complemento poco.

Denotemos por Xy o complemento fonte , X o complemento pogo e seja T =
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M @& Xy. Suponhamos que exista uma sequéncia exata

f1

0—=Y, = X, ML M2 M — Y,=X,—=0 (3.12)

com Ker f; =Y;, n<seY; € {Xo,..., X} para 0 <i<n.
Assim, escolha Y; € {Xo,..., X} — {Yp,...,Y,}. Pela unicidade de X, temos
que Y nao é um complemento fonte e, pontanto, Y € Gen M. Pelo Corolario (3.2.9),

existe uma sequéncia exata

0—Yp = Xo—> 7' 2= P — - —— it - ¥, ——0

com Kerf; = Yi_; paral < i < t, M'addM paral < i < te Yy Yi,....Y,
complementos para M.
Pela Proposigao (3.2.7), temos Y; 2 Y; para todo 1 < i < t. Contradi¢do. Logo

n = s e existe uma sequéncia exata longa

0 Xo ML h M2 A]\4s—1*>fsf1 MSHfS X,.=Y——=0
com Kerf; = X;_; paral <i < s, M € addM paral < i < se Xp, ..., X,

complementos para M. Além disso, s = pd, Homu4 (T, X;) < pd, X, < fd(A).

Para mostrarmos a tltima afirmacao do teorema suponhamos que existam infinitos
complementos, X; com i € N, para M dois a dois nao isomorfos. Entao M nao admite
complemento poco e consequentemente, X; € Cogen M para todo ¢ > 1. Assim, para
cada 7 € N, existe uma sequéncia exata

fi . fima . fi

0 XO Ml M2 - szl M? Xz 0

com Kerf; = X; ; paral < j <4, M/ € addM paral < j <ie Xy, ..., X;
complementos para M.

Dai, se T'= M @& X, entao ¢ = pdy Homa (7, X;) < pd, X;. E como para cada
i € N temos X; € P<*(A), segue que fd(A) = oc. O

Agora daremos uma generalizagao da aljava K.

Definicao 3.2.11. Os vértices de I€A sao os elementos de Q24 e existe uma flecha
T = T em I&A seT' =M&X, T=M&Y com X eY indecomponiveis e nio
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isomorfos, M livre de multiplicidade e existe uma sequéncia exata curta

0 X M Y 0

com M € add M.
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Capitulo 4

Uma ordem parcial de moédulos

r-inclinantes

Ao longo deste capitulo consideremos A uma &lgebra de Artin e r um inteiro
positivo. O objetivo principal deste capitulo é definirmos uma ordem parcial < em
24 e mostrarmos que se K4 é o grafo subjacente de K A entao K4 é o diagrama de

Hasse para (Q4, <).

4.1 Uma ordem parcial < em ()4

Comecamos esta secao definindo uma ordem em €2 4.
Definicao 4.1.1. Sejam T, T' € Q4. Dizemos que T < T  quando T+ C T'*.

Agora veremos que {24 com a ordem definida acima é um conjunto parcialmente

ordenado.
Proposigao 4.1.2. (Q4, <) € um conjunto parcialmente ordenado.

Demonstragdo. (i) Para cada T € Qy, temos T+ =T+, donde T'< T,

(#7) Sejam T, T € Qataisque T <T eT <T. Entdo, pela definicio de <, temos
T+ c T+ eT* c T+ Dai, T+ = T o que implica em T = T (ver [3],

Teorema 5.5)

(4ii) Sejam T, T e T" pertencentes a Q4 taisque T < T eT < T". Entao T+ C T'+
e Tt cT'*, donde T+ C T+, Logo, T < T".
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Antes de enunciarmos o principal teorema do capitulo faremos algumas con-
sequéncias da ordem parcial definida acima, as quais serao utilizadas ao longo do

texto. Comegcamos com a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1.3. Se T' — T ¢ uma flecha em I&A, entio T+ C T'* e, portanto,
T<T emQy.

Demonstracdo. De fato, se T" — T é uma flecha em I@A, entaio T' = M ¢ X ¢

T=M®Y com X, Y indecomponiveis e existe uma sequéncia exata

02X —>M-=Y =0

com M € add M.
Seja N € T+. Aplicando Hom,(—, N) na sequéncia exata acima obtemos a

sequéncia exata longa

0 — Homu (Y, N) — Hom (M, N) — Hom4 (X, N)

—— Ext! (Y, N) — Ext}, (M, N) — Ext (X, N)

--—>EX’5Z(Y,N)HEth(M,N)HEXtZ(XvN)'”

Uma vez que N € T temos Ext’ (Y, N) = Ext’,(M, N) = 0 para todo i > 0 e
' N) = 0 para
todo i > 0. Logo, N € T'* e, portanto, T+ C T'*, ou seja, T < T'. O

da sequéncia segue que Ext’ (X, N) = 0 para todo i > 0. Dai, Ext’ (T

Vimos que se 7" — T é uma flecha em 16}4 entdo T < T', mas em geral nao é
verdade que se T < T entdo existe uma flecha 7" — T em 16}4 De fato, tomando
T = (13,22,23,24) e T' = (13,23, 33, 34) no Exemplo (3.2.4) temos T' < T" mas nio

existe uma flecha 7" — T em K.
Lema 4.1.4. Sejam T, T' € Q4.
(@) T <T em Qyu se, e somente se, T € T'+.
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(b) Se T < T em Qyu, entdopd, T >pd, T .

Demonstragio. (a) Se T < T', entdo T+ C T'*, em particular, T € T'+.
Suponhamos T' € T'+, queremos mostrar que T+ C T'+. Para isso, seja Z € T+ C

GenT. Assim, Z admite uma add T-resolucao minimal

ST T, 1o A 0

Aplicando Hom4(7", —) nesta add T-resolucao e usando que pd7" < oo e T € T+
concluimos que T+ ¢ T'+.
(b) Seja r = pd, T. Entdo, da definini¢do de médulo r-inclinante (73), existe uma

sequencia exata
f

0 Aa Th T, 0

com T; € add T para todo 0 <7 < r. Donde obtemos a sequéncia exata curta

onde L = Coker f.

Aplicando Hom4(T", —) em (4.1) obtemos a sequéncia exata longa

0 — Hom(T", A) — Hom(T", Ty) — Hom,(T", L)

Exty (T, A) — Ext\(T', Tp) Exty (T, L)

o —— Exty(T', A) — Exty(T", Ty) — Ext3(T", L) - - -

Uma vez que T € T'+ segue que Ext4™ (T, A) = 0 para todo i > r. Como
pdT" < oo, temos pdT" < r. O

Duas observagoes que seguem do Lema (4.1.4) sao

Observacao 4.1.5. Seque do Lema (4.1.4) que para quaisquer T, T €Q4 comT €
T+:eT €Tt temos T =T .
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De fato, como T € TLteT eTHtemos T<T eT <T. Unma vez que 4 €

parcialmente ordenado segue que T'=T".

Observacao 4.1.6. Se T' — T ¢ uma flecha em IeA, entao

/

pd T <pd,T<1+pd,T

Com efeito, pela definicao de flecha em KA temos T = M & X, T=MadY e

existe uma sequéncia exata

com M € add M.

Sabemos que pd, M < max{pd, X, pd, Y} epd, M < pd, M, pois M € add M,
dai, pdy M < max{pd, X, pd, Y} ou pdy M > max{pd, X, pd, Y}.

Se pdy M < max{pdy X, pd, Y}, entdo pd, Y = 1+ pdy X. Dai, pd, T =
pd, Y =1+4+pd, X =1+pd, T

Se pdy M > max{pd, X, pd, Y}, entdo pd, T = pdy M =pd, T
Logo, pd, T < pd, T <1+pd,T.

Uma consequéncia do Lema (4.1.4) é o seguinte lema, o qual serd utilizado na

demonstracao do principal resultado do capitulo.

Lema 4.1.7. Sejam T um mddulo r-inclinante e M um mddulo r-inclinante parcial
tais que Ext'y(T, M) = ExtY,(M,T) = 0 para todo i > 0. Entdo existe um comple-
mento Z para M tal que T = M & Z.

Demonstracao. Pelo Lema (2.3.3) sabemos que existe uma sequéncia exata curta

0—>Ag—> E—> My—>0 (4.2)
com M, € add M tal que o morfismo conexdo § : Homy(M, My) — Extl (M, A) é
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sobrejetivo. Aplicando Hom4(—,T') em (4.2) obtemos a sequéncia exata longa

0 —— Homyu(My, T) —— Homy (E,T) —— Homyu (A, T)

—— BExth(My, T) — Ext}(E,T) Ext! (A, T)

. —= Ext? (M, T) — Ext’s(E, T) — Ext’,(4,T) - - -

Uma vez que Ay é projetivo, My € add M e Ext’y(M,T) = 0 para todo i > 0,
segue que ExtYy (A, T) = Ext'(My,T) = 0 para todo i > 0. Dai, Ext,(E,T) = 0 para
todo 7 > 0 e portanto, Exti‘(M @ E,T) =0 para todo i > 0.

Agora mostraremos que Ext’ (T, M @ E) = 0 para todo i > 0. Para isso, aplique-

mos Hom (7T, —) em (4.2) para obtermos a sequéncia exata longa

0 — Homy(T', A) —— Homu (7', F) —— Homy (T', M)

—— Ext!{ (T, A) —— Ext} (T, E) Exthy (T, My)

o Bxt’y(T, A) — Ext"y(T, E) — Ext"(T, Mp) - - -

Como My € add M e Ext’y(T, M) = 0 para todo i > 0 segue que Ext’ (T, My) = 0
para todo i > 0.

Como T é r-inclinante existe uma sequéncia exata

0 AAf

TO Tl e Tr 0

com T; € add T para todo 0 <7 < r. Donde obtemos a sequéncia exata curta

f

0—>= Ay —>T, L—0 (4.3)
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onde L = Coker f. Aplicando Hom (T, —) em (4.3) obtemos a sequéncia exata longa

Hom 4 (T7f)

Homa (T, A) Homa (T, Tp) Homa (T, L)

Ext! (T, A)

Ext! (T, Tp)

Ext! (T, L)

Pelo Lema (2.1.7) segue que Homu(7, f) é um epimorfismo, pois f uma addT-
aproximacao a direita de L e, consequentemente, Ext’y (T, A) = 0.

Logo, Ext'y(T, E) = 0 para todo i > 0 e, portanto, Ext’(T, M @ E) = 0 para todo
i >0. Assim,se T' = M @ E,entdao T € T+ e T' € T*+. Pelo Lema (4.1.4) temos
T=T. O

4.2 O diagrama de Hasse de ({24, <)

Comecamos estabelecendo as seguintes notagoes:

Seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dados =,y € S, escrevemos
r<ysex <yex #y. Dizemos que y cobre x se, e somente se, r < y e nao hé
ze Stalque r < z < y.

Um diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado (5, <) é uma rep-
resentacgao grafica onde os vértices representam os elementos de S e dois elementos x
e y sao ligados por uma aresta sempre que y cobre x.

Agora faremos alguns preparativos para a demonstracao do principal resultado
da secao. Comecamos apresentando dois lemas elementares sobre sequéncias exatas
nao cindidas, morfismos e coberturas projetivas os quais serao utilizados nas demon-

stracoes de dois resultados posteriores.

Lema 4.2.1. Seja X € mod A e seja s € N. Se ( X ! y sz 0 €

uma sequéncia exata que nao cinde de A-mddulos com Z ¢ addY . Entao existe um

monomorfismo nao cindido X —Y comY € addY.

Demonstracdao. Faremos a prova usando inducao sobre s. Se s = 1, consideremos o
monomorfismo nao cindido f: X — Y.

Suponhamos s > 1. Seja i : X — X*® a inclusao canonica sobre o primeiro
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somando e consideremos o monomorfismo g = f o¢;. Assim, o diagrama

0 X X 0 0
Z1i ig l
! h
0 X? Y 7 0

é comutativo com linhas exatas. Considerando um epimorfismo i, : X* — X*7! onde

keris = Imi; temos o seguinte diagrama push-out (ver apéndice)

0 0
X=—=X
21 g
0 Xty ez
4 h n
0—— X5t Yi Z 0
0 0
Denotando n : () —— X5-1 h Yi 7 0. Se g é nao cindido, segue o

resultado. Caso contrario, obtemos que Y = X & Y;, em particular, Y7 € addY.
Uma vez que Z ¢ addY e Y] € addY segue que Z ¢ add Y7, donde 1 ndo cinde. Pela
hipétese de inducéo, existe um monomorfismo nao cindido X — Y, com Y’ € addY;
e portanto, Y’ € addY’. O

Lema 4.2.2. Sejam f : Py — N cobertura projetiva de N, g : P(S) — S cobertura
projetiva do mddulo simples S e P(S) é um indecomponivel somando de Py. Entdo

existe um epimorfismo N — S.

Demonstracao. Seja f : Py — N uma cobertura projetiva. Entao top f : top Py —
top N é um epimorfismo, onde top M é o mdédulo semissimples quociente de M pelo
seu radical. Uma vez que Py = P(S) @ L temos top Py = S @ Q.

Afirmamos que top f, : S — top N ¢é nao nulo.

Com efeito, se top f|4 fosse um morfismo nulo, entao top f, : ) — top N seria
um epimorfismo e daf f|, : L — N seria um epimorfismo, com L projetivo contido

propriamente em F,. Contradigao.
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Logo, top fis : S — top N é nao nulo e como S é simples temos S < top N. Além
disso, S é um somando direto de top N, que é semisimples.
Assim, existe um epimorfismo top N — S e portanto, existe um epimorfismo

N — S dado pela composicao N — top N — S. O

Os dois proximos lemas envolvendo sequéncias exatas que nao cindem, add7-
resolucoes minimais e subcategorias importantes de mod A serao utilizados na demon-

stracao do principal teorema da se¢ao como também em alguns resultados elementares.

/

1!
T Q 0
A~ . ~ . / " - .
uma sequéncia exata que nao cinde com T, T € addT'. Entao existe um somando

Lema 4.2.3. Seja T um A-mdodulo r-inclinante e seja () T

direto indecomponivel T; de T' tal que T; € Cogen T'[4].

Demonstragao. Afirmamos que @ ¢ add T
De fato, se Q € addT C T, entdo a sequéncia,

0 — Hom(T,T") — Homu(T,T") — Homu(T,Q) — 0

seria exata, pois Homa(T,—); , é exato. Além disso, tal sequéncia cindiria, pois

lpL
Homy (7, Q) seria um B—médulq(i) projetivo, onde B = End 7. Como @ ¢ add T temos
Q¢ addT".

Desse modo terfamos Homu(7,7") = Homyu(T,T" @ Q) o que implicaria T" =
T' & Q. Mas isso contradiz o fato de que a sequéncia 0 — 7" — T" — Q — 0 néo

cinde.

Faremos a prova por indugao sobre §(7"). Se §(T") = 1, entdo T" = T} com T;
indecomponivel. Pelo Lema (4.2.1), existe um monomorfismo nao cindido 7; — 7"
com T" € addT”. Assim, T} ndo é isomorfo a nenhum somando de T, ou seja,
T" € add TTi.

Logo T; € Cogen T'[1].

Agora, assumimos que §(7") > 1 e seja 7" = T7 @Y com Y indecomponivel e

addT; NaddY = 0. Consideremos o seguinte diagrama push-out
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Se a sequéncia 0 - Y — T — E — 0 néo cinde, entdo, como Y,T" € addT
e 0(Y) < §(T"), segue da hipétese indutiva que existe um somando direto indecom-
ponivel Y; de Y e portanto, de T tal que Y; € Cogen T7i].

Se0 Y - T — E — 0 cinde, entdo £ € addT. Note também que pelo
que vimos na afirmacao a sequéncia exata 0 — 77 — E — ) — 0 nao cinde, pois
Q¢ addT e F € addT.

Pelo Lema (4.2.1) existe um monomorfismo T; — E' nao cindido com E' €
addE C addT. Logo T; ndo é isomorfo a nenhum somando de E' e portanto,
T; € CogenTTi]. O

Lema 4.2.4. Seja T um A-mddulo inclinante, e seja X € T+ um mddulo excepcional
com X ¢ addT. Se0 - T, — -+ — Ty — X — 0 € uma add T-resolu¢ao minimal
de X, entao addT,. Nadd Ty = 0.

Demonstra¢ao. Se X ¢ addT e 0 — T, — -+ = Tp - X — 0 é uma add7-
resolugao minimal de X, entdo r > 0. Seja B = Enda 7. Entao N = Homu(T, X) é
um B-moédulo excepcional.

De fato, aplicando Hom4(T', —) na add T-resolu¢ao minimal de X obtemos uma

resolucao projetiva minimal de N em mod B
0O—>PFP —---FB—N=0

onde P; = Homu(T,T"). Logo pdg N =1 < cc.
Para mostrarmos que Ext’; (N, N) = 0 para todo i > 1 basta aplicarmos Homp(—, N)

na resolucao projetiva de N e notar que Extﬁg(Pj, N) = 0 para todo i > 0 e para
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todo 0 < 7 < 7, uma vez que P; é um B-moédulo projetivo. Por outro lado, como
T é um médulo r-inclinante e X é um médulo excepcional temos Exty(N, N) =
Ext! (X, X) = 0. Donde N é um B-médulo excepcional.

Agora observe que, para mostrarmos add 7T, Nadd Ty = 0 é suficiente mostrarmos
que add P, Nadd Py, = 0.

Seja S um B-modulo simples com cobertura projetiva P(S). Se P(S) é um so-
mando direto de Py, pelo Lema (4.2.2) existe uma sequéncia exata 0 - K — N —
S — 0. Dai, aplicando Hompg(/V, —) nessa sequéncia exata curta obtemos a sequéncia

exata longa

0 —— Hompg(N, K) — Hompg(N, N) —— Hompg(N, 5)

> BExth(N, K) —> Ext4(N, N) —> Ext5(N, S)

o Bxt% (N, K) —> Extly(N, N) — Ext’(N, S) - - -

Como pdy N < re N é excepcional temos Ext; (N, S) = 0. Logo P(S) nao é somando

direto de P,, como queriamos. O
Agora estamos prontos para demonstrar o principal resultado do capitulo.
Teorema 4.2.5. K4 € o diagrama de Hasse de (24, <).

Demonstracdo. Seja T' — T uma flecha em K 4. Mostraremos que a inclusdo T+ C
T'* ¢é minimal, ou equivalentemente, 7' cobre T".
Com efeito, como anteriormente, seja T =M&XeT =MeY com X,Y

indecomponiveis e

0—=X—=N—=Y—=0 (4.4)

uma sequéncia exata com M € add M.

Seja T um médulo inclinante tal que T+ c T"+ c T'*+. Entao Ext’(T",T) =0
e Ext'y(T",T") = 0 para todo i > 0. E como M é somando direto de T e de T segue
que Ext (T", M) = 0 e Ext’ (M, T") = 0 para todo i > 0. Assim, pelo Lema (4.1.7)
existe um complemento Z para M tal que T" = M @ Z. Aplicando Homu(—, Z) em

88



(4.4) obtemos a sequéncia exata longa

0 —— Homu(Y, Z) —= Hom, (M, Z) — Hom(X, Z)

Extl (Y, Z) —— ExtY (M, 2) Ext! (X, 2)

> Exty(Y, Z) — Ext(M, Z) — Ext} (X, Z) - - -

Sabemos que Ext%(X,Z) = 0 e Ext4,(M,Z) = 0 para todo i > 0. Assim
Ext’ (Y, Z) = 0 para todo i > 1. Por outro lado, temos que Ext%(Z,Y") = 0 para todo
i > 0. Pela Proposicao (3.2.7), existe uma sequéncia exata 0 - Z — E — Y — 0,

com E € add M e além disso, Z é unicamente determinado por essa sequéncia, donde
X2ZedalT' =T

. / ~ . ~ / ’ R
Reciprocamente, suponhamos que 7" cobre 7. Entdo a inclusdo 7+ C 7" +é mini-

mal. Mostraremos que existe uma flecha 77 — T em K 4.

Uma vez que T° é um médulo r-inclinante, T € T+ e pd, T < 0o, pela observacio

(2.6.21) existe uma add 7" -resolucao minimal

iy T ——>T —0. (4.5)

Observe que T ¢ add T, pois do contrario todo somando direto de T seria somando
direto de T" e dai T'+ c T*. Contradizendo o fato da inclusao T~ C T'* ser prépria.
Assim, pelo Lema (4.2.4), temos add T N add T, = 0. Além disso, como a sequéncia
exata

| Ry N —}

com L = Coker f, ndo cinde, pois do contrério L € addT e daf (4.5) nao seria
minimal, segue do Lema (4.2.3) que existe um somando direto indecomponivel X de
T, tal que T' = M ® X e X € Cogen M. Dai X ¢ add T, pois, add T, N add T}, = 0.

Assim, existe uma sequéncia exata quase cindida

0 X M Y 0
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comMeaddMeT" =M@Y € Q4. Dail, T" — T" é uma flecha em I€A e portanto,
T"t ¢ T'*. Nosso objetivo é mostrar que T = T". Para tanto, mostraremos que
T € T"*+. Sabemos que Ext’y(M,T) = 0 para todo i > 0, pois T € T'*+. Aplicando
Homy(—,T) em

0 X M Y 0

obtemos a sequéncia exata longa

0 —— Hom(Y,T) — Homy (M, T) — Homu(X, T

Ext! (Y, T) —— Ext, (M, T) Ext! (X, T)

c——Ext’y (Y, T) — Ext’(M,T) — Ext’}(X,T) - --

e como Ext’y(M,T) = Ext,(X,T) = 0 para todo i > 0 temos Ext’,(Y,T) = 0 para
todo @ > 1.

Por outro lado, aplicando Hom4 (Y, —) em 0 K, T, T 0 obte-

mos a sequeéncia exata

0 — Hom (Y, K,) — Hom (Y, T;)) — Hom (Y, T)

= Ext}y (Y, K;) — Ext} (Y. T)

Exth (Y, T)

—— Ext} (Y, K,) — Ext3(Y, T)) — Ext% (Y, T) = 0

Como X ¢ addTy e T = M @ X temos T, € add M. Donde Ext’(Y,T,) = 0 para
todo 7 > 0 e consequentemente, Ext!y (Y, T) = Ext? (Y, K;).

Por fim, aplicando Hom4(—, K;) em 0 X M Y 0 obtemos a
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sequéncia exata longa

0 — Hom (Y, K) — Hom (M, K;) — Hom (X, K,)

—— Ext! (Y, K) — Ext!, (M, K;)

Ext’y(X, K)

—— Ext} (Y, K,) — Ext’ (M, K;) — Ext% (X, K;) = 0

e como Ext! (X, K;) = Ext? (M, K;) temos Ext? (Y, K,) = 0, donde Ext},(Y,T) = 0.
Logo, Ext’ (Y, T) = 0 para todo i > 0 e portanto, T € T"*. Pelo Lema (4.1.4)(a),
temos T < T" o que implica em T = T" . O

Sabemos que se T' é um pogo em K 4, entdo nao existe T em Q4 tal que T” cobre
T. Assim, T é um elemento minimal em ({24, <). Dualmente, se T" é uma fonte
em K4, entdo T é um elemento maximal em (Q4,<). Logo, estudar os elementos
minimais (maximais) em (€4, <) se reduz a determinarmos vértices pogo (fonte) em
Ka.

Vimos que K A nao contém ciclos orientados. Assumindo que A é basica, temos
que A4 é um A-médulo r-inclinante tal que Ext’ (A, T) = 0 para todo i > 0 e para
todo T' € mod A, em particular, A = mod A. Assim, se T € Q4 entdo T < Ay.
Logo, A4 é uma fonte em K. Na proxima secao discutiremos a existéncia de pocos
em K.

Terminamos a se¢do com algumas consequéncias do Teorema (4.2.5).
Coroldrio 4.2.6. Se K4 tem uma componente finita C, entao Ka=C.

Demonstracao. Uma vez que K4 nio contém ciclos orientados segue que C também
nao contém. De sua finitude temos que C tem uma fonte, a saber, A4 € C.
Suponhamos que exista um vértice 1" de K4 que nao estd em C. Entao T+ C A+
Como T ¢ C esta inclusdo nao é minimal. Logo, existe T} € C vizinho de 4A tal
que T+ Cc T} C At. Pelo mesmo motivo temos que a inclusdo T+ C Tit nao é
minimal e daf existe 75 € C vizinho de T} tal que a inclusao T+ C TQL nao ¢ minimal.
Prosseguindo com esse argumento construimos um caminho infinito em C. Desde que

C nao contém ciclos orientados, isto contradiz a finitude de C. O
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Corolario 4.2.7. Sejam C uma componente finita de Ka e T um elemento minimal
em C. Se pd,T = d, entao para cada 0 < i < d existe um modulo r-inclinante T;

com pd, T; = 1.

Demonstracao. Se C é uma componente finita de IéA, entdo K4 tem uma componente
conexa finita €. Pelo Corolario (4.2.6) temos K4 = C' = C.
Seja T" — T" uma flecha em K 4. Entdo, da Observascao (4.1.6) temos

pd, T <pd,T" <1+pd,T (4.6)
Uma vez que K 4 ¢ finita e conexa existe um caminho em K 4 da forma
Ap—->Ty—-T  — - =T, —>T. (4.7)

onde A4 e T s@o os unicos elementos maximal e minimal, respectivamente, em
(Qa, <).

Faremos a prova usando indugao sobre d.

Se d = 1, segue o resultado, pois pdy A=0epd, T = 1.

Suponha que para cada 1 < j < d, exista um moédulo inclinante 7} tal que
pdsT; = j.

De (4.6) e (4.7) temos pdyTs =d oupdy T, =d — 1.

Se pd, Ty = d—1, entao o resultado segue da hipétese de indugao. Se pd, Ts = d,
escolha k = max{1,..., s—2} tal que pd, T = d—1 e o resultado segue por indugao.

(|

Uma consequéncia imediata do Coroldrio (4.2.7) é o seguinte

Corolario 4.2.8. Seja A uma dlgebra de Artin de representacdo de tipo finito e
dimencao finitistica d. Entdo para cada 0 < i < d ewxiste um maodulo excepcional

indecomponivel E; com pdy E; = 1.

Demonstracao. Sabemos que se T' = T) @ --- @& Ty é um moddulo inclinante, entao
para cada 0 < 7 < s tem-se que 7; é excepcional. Sabemos também que pd, T =
max{pd,T; : 0<i<d}.

Uma vez que A é de representagdo de tipo finita temos que (24, <) é finito e
portanto, K 4 tem uma componente conexa finita C. Pelo Corolario (4.2.6), Ka=C.

Logo, K 4 tem um poco e consequentemente, (24, <) tem um elemento minimal 7'.
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Pelo Teorema (4.3.4), T' é uma cocobertura minimal de P<*(A). Dai, para cada
M € mod A, com pd, X < oo, temos M € CogenT.
Como fd(A) = d existem X € P<*°(A) com pd, X = d e uma sequéncia exata

0 X T Y 0

com T’ € addT.

Sabendo que pd, X < max{pd,T", —1+pd, Y}, pd, Y <depd, X = d temos
—1+4+pd,Y < pd, X donde pdy X < pd,T" < d o que implica em pd, T = d.

Por outro lado, pd, 7" < pd, T < d implica pd, T = d.

Pelo Corolario (4.2.7) temos que para cada 0 < i < d existe um médulo inclinante
T; tal que pd 4 T; = i. Assim, para cada 0 < ¢ < d existe um somando indecomponivel
E; de T; tal que pd 4 F; =i. O

4.3 Elementos minimais em K4

Nesta secao vamos investigar os elementos minimais em (€24, <) ou equivalente-

mente os pogos em K 4. Comecamos com uma simples observacgao.

Lema 4.3.1. Seja T = &7_,T; um elemento em (Q4,<). Entdo as sequintes condigides

sao equivalentes:

(1) T € um elemento minimal.
(2) Para todo 1 <i <n temos que T; ¢ CogenTTi].

(3) Nao existe monomorfismo ndo cindido em add T .
Demonstracao. (2) = (1) Suponhamos que 7' nao seja minimal. Entao existe uma
flecha T — T em I&A.
Por definicdo, T = T[i| ® T;, T' = T[i] ® T}, e existe uma sequéncia exata
0 1; M T,

)

com M € add Ti] para algum 1 < i <n. Dai, T; € Cogen T'[i].
(1) = (2) Suponhamos que para algum 1 < i < n tenhamos T; € Cogen T'[7].

~ . . , / ~ .
Entao existe um indecomponivel 7 e uma sequéncia exata

0 T; M T.
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com M € addT[i] e T' = T[i] ® T, € Q4. Assim, existe uma flecha T — T" em K 4,
donde T" < T e portanto, T' nao é minimal.
(2) = (3) Seja f : To — T7 um monomorfismo nao cindido com Tp, T} € add T

Entao a sequéncia exata

0——>1Tp L

Ty Coker f —0

nao cinde.

Uma vez T é r-inclinante, Tq, T7 € add T e tal sequéncia nao cinde, entao, pelo
Lema (4.2.3), existe um somando indecomponivel T; de T tal que 7; € Cogen T'[].

(3) = (2) Suponhamos que todo monomorfismo em add7T cinde e que existe
T; € Cogen T'[i] para algum 1 < i < n.

Como T; € Cogen T1i], existe um monomorfismo f : T; — T com T" € add T7i].
Assim, como f é um monomorfismo cindido temos T somando de 77, e dai T; €

add T'[7]. O

Esse Lema nos diz quando um elemento 7" € 24 é minimal em termos dos mor-
fismos em addT. A seguir apresentaremos dois critérios envolvendo a importante
subcategoria P<>*(A) de mod A, definida por:

Para uma élgebra de Artin A, denotaremos por P<>°(A) a seguinte subcategoria
de mod A

P<*(A)={X €modA : pdy X <oc}.

Em particular, se dim. gl. A < oo, entdo P<*(A) = mod A.

Proposicao 4.3.2. Seja T um mddulo r-inclinante. Entao T é um elemento minimal
em (Qa, <) se, e somente se, T+ NP<®(A) =addT.

Demonstragio. Sabemos que addT C T+ NP<*®(A). Seja Z € T+ NP<>*(A).

Uma vez que pdy Z < oo e Z € T+ C GenT existe uma sequéncia exata

fs

0 T, Ts 1 e T A 0 (4.8)

com T; € add T para todo 1 <17 < s.
Suponhamos 7" minimal. Entao, pelo Lema (4.3.1), nao existe monomorfismo nao
cindido em add T'.

Usando indugao sobre s, mostraremos que Z € add T
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Se s =1, entao (4.8) tem a forma

0 T, f1

Th A 0

e dai, como f; é um monomorfismo cindido temos Ty = Z & 11, ou seja, Z € add T.

Suponhamos s > 1 e que para toda sequéncia da forma

0——=Tn ——=Tn To Z 0

tenhamos Z € addT para todo 1 < m < s.
Uma vez que f, é um monomorfismo em add T temos Im f, = T" € add T e daf a
sequéncia
0 T Ts—2 e Ty Z 0

é exata e tem comprimento menor que (4.8). Entao da hipdtese indutiva segue que
Z €addT.

Logo T+ NP<*(A) = add T.

Reciprocamente, suponhamos que 7' nao seja minimal. Entao existem uma flecha
T — T em lé’"A comT =M@Y, T =M X e uma sequéncia exata

0 Y M X 0

tais que X e Y sdo indecomponiveis e M € add M.
Além disso, Y € T'+ € T+ o que implica Y € T+ N P<*(A), mas Y ¢ addT. O

Observacao 4.3.3. Se A € uma dlgebra hereditaria, entio T' é minimal em (Qa, <)

se, e somente se, T+ = addT.

Teorema 4.3.4. Seja A uma dlgebra de Artin. Existe um elemento minimal em

(Q4, <) se, e somente se, P<*(A) é contravariante finita.

Demonstragao. Suponhamos P<>°(A) contravariante finita. Por [7], existe T" € 4 tal
que para todo M € P<*(A), tem-se Ext!,(M,T) = 0. Assim, dado um monomorfismo

f Ty — Ty com Ty, Ty add T, temos a sequéncia exata curta

f

0 T1 TO Coker f —— O .

Uma vez que pdT; < r para i = 0, 1 segue que pd Coker f < oo e dai, Coker f €
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P<<(A). Assim, Ext!(Coker f,T1) = 0 pois T} € add T, donde tal sequéncia cinde e
portanto, f é cindido.

Logo, nao existe monomorfismo nao cindido em add 7. Pelo Lema (4.3.1), T é
minimal.

Reciprocamente, seja T" € 24 um elemento minimal. Entao, pela Proposicao
(4.3.2) temos T+ NP<>(A) = add T

Mostraremos que 7" é uma cocobertura para P<*(A). Para isso, seja X €
P<>*(A). Uma vez que T+ é covariantemente finita e corresolvente existe uma

sequencia exata

0 X Fx Qx 0

com Fx € T+. Pelo Lema de Wakamatsu’s Qx € (T+) (ver [3], Lema 1.3). Afir-
mamos que pdQx < oo. De fato, sejam r = pd7T e Y € mod A. Consideremos o

comeco de uma resolucao injetiva de Y

0 Y I° It 1" Q7Y —=0

com Y um A-médulo injetivo pata 0 < j < r. Entao Q'Y € T+. Uma vez que
Qx €+ (T4) segue que Extl(Qx,27"Y) = 0. Logo, Ext’;"'(Qx,Y) = 0 e, portanto,
pdQx < r. Assim, pd Fiy < oo e dai, Fix € P<*(A), ou seja, Fx € addT donde T é
uma cocobertura de P<*(A).

Como T é minimal, pelo Lema (4.3.1)(2), nenhum somando direto de 7" pode
ser uma cocobertura de P<*(A), pois todo somando direto T; de T pertence a
P<>*(A). Logo, T é uma cocobertura minimal de P<*°(A) e, portanto, é Ext-injetivo

em P<*(A) por [4]. Logo, P<>*(A) ¢é contravariantemente finita por [7]. O

Observagao 4.3.5. Foi mostrado no Teorema (4.3.4) que se T' € Q4 € um elemento

minimal, entao T € uma cocobertura minimal de P<>(A).

Salientamos que existem algebras de Artin A tal que P<>°(A) néo ¢é contravari-
antemente finita. Assim, sdo dlgebras de Artin A tal que (4, <) nao tem elemento

minimal. Vejamos um exemplo onde tal fato ocorre.

Proposigcao 4.3.6. Seja K um corpo algebricamente fechado e seja A a dlgebra de

caminhos dada pela aljava



com as relagoes ay = ya = yf = 0. Entao P<*(A) nao € contravariantemente
finita.

Demonstragao. Ver [12], Proposigao 2.3 |
Algumas consequéncias imediatas do Teorema (4.3.4) sdo
Corolario 4.3.7. (Qa, <) contém, no mdximo,um elemento minimal.

Demonstragio. Sejam T e T' dois elementos minimais de (24, <). Pelo Teorema
(4.3.4), T e T' sdo cocoberturas minimais de P<*(A) e portanto, se X € P<>(A)
temos Ext!(X,T) = Ext}(X,T") = 0. Logo, existem monomorfismos f : T — Tj e
g:Ty — T tais que Ty € add T e T(; €addT’.

Assim as seguintes sequéncias exatas

0 T T, Coker f ——0

0 T J 1o Coker g ——=0
cindem. Donde 7" € add T, T € addT" e portanto, T = T". O

Corolario 4.3.8. Se K4 € finita entio P<°(A) é contravariantemente finita.

Demonstracao. Sendo Ka finita, entao ela tem uma componente conexa finita C.
Pelo Corolério (4.2.6), Ki=C. Logo, K 4 tem um pogo e portanto, (24, <) tem um
elemento minimal.

Pelo Teorema (4.3.4), P<*(A) é contravariantemente finita. O
Antes de enunciarmos a préxima consequéncia observemos o

Lema 4.3.9. SeT — T, — --- — T, € um caminho em 16,4 e B=FEndsT, entao
Bg — Homu(T,Ty) — -+ — Homu(7T,T,) um caminho em Kp.

Demonstracao. Pela definicao de flecha em K A segue que T:5 C T para todo 1 <
1 <.

Primeiro mostraremos que Hom4 (7', 7;) é um B-médulo r-inclinante.
(Ty) Uma vez que T; € T+ temos pdg Homy (T, T;) < pd, T; < oo;
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(Ty) Uma vez que T; € T+ e pd, T; < oo existe uma add T-resolugao minimal

0—=T°— ——T0—=T,—>0

com 77 € add T para todo 0 < j < s.

Aplicando Hom 4 (7', —) obtemos uma resolugao projetiva minimal

0—— Homu(7T,7%) —— - - - —— Homu (T, T") — Homu (T, T;) — 0
(4.9)
para N; = Homyu(7,7;). Assim, aplicando Homp(V;, —) em (4.9) obtemos
Ext’,(N;, N;) = 0 para todo j > 0.

(T3) ...

Agora mostraremos que se T; — T é uma flecha em K4 com T,CcTH i=1,2,
entdo Homp(T,T}) — Homp(T, T5) é uma flecha em Kjp.
Pela definicao de flecha temos que Tb, = M & X, T} = M &Y e existe uma

sequéncia exata

0 X M Y 0

com M € add M.

Aplicando Hom (7', —) obtemos a sequéncia exata
0 — Hom (T, X) — Homy (T, M) — Hom(T,Y) —0

tais que Hom (T, M) € add Homy (T, M), Hom4 (T, T;) = Hom (T, M)®Hom(T,Y")
e Homu (T, T3) = Hom (T, M) ® Homy (T, X).
Logo Homp(T, T}) — Homp(T, T5) é uma flecha em K7, e portanto,

Bp — Homu(T,Ty) — -+ — Homu(T,T,)

¢ um caminho em K. O

Corolario 4.3.10. Seja T um modulo r-inclinante tal que B = Enda T ¢é de repre-

sentagdo de tipo finita. Entao P<*(A) € contravariantemente finita.

Demonstragdo. Seja T — Ty — -+ — T, um caminho em K 4. Pelo Lema (4.3.9),
Bp — Homu(T,T}) — -+ — Homu(T,T,) é um caminho em Kp.
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Como B é de representacao de tipo finito segue que Kz é finito. Assim, existe um
caminho de comprimento finito em K A comecando em 7T'. Logo, a componente de K A
contendo T tem um poco, digamos 71"

Portanto, 7" é um elemento minimal em (4, <) e o resultado segue do Teorema
(4.3.4). O
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Capitulo 5
Estrutura local da aljava K A

No capitulo anterior definimos a aljava K4 e mostramos que K4 é o diagrama de
Hasse do conjunto parcialmente ordenado (24, <) além de estudamos os elementos
minimais em K A. Neste capitulo investigaremos a estrutura local de K A, a saber,
vamos estabelecer uma relagao precisa entre o nimero de vizinhos de um dado vértice
T e a add T-corresolucao de A, na definicao de médulo r-inclinante como também
discutiremos o niimero e comprimento dos caminhos comecando ou terminando nesse

vértice.

5.1 Estrutura localde K4 para algebras hereditarias

Comecamos investigando a estrutura local de Ka para élgebras de Artin hereditarias.
Assim, ao longo desta secao consideramos A uma algebra de Artin hereditaria, em
particular, » < 1.

Dado um vértice T € K4 denotaremos por s(T") (respectivamente e(T")) o niimero

de flechas comegando (repectivamente terminando) em 7" em K. Veja figura abaixo.

O resultado seguinte nos diz que o nimero de vizinhos de um dado vértice T em K 4

nao pode ser superior ao posto de Ky(A).
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Lema 5.1.1. s(T') 4+ ¢(T) < n = rank Ky(A).

Demonstragao. Seja T = @& |T; € 16,4. Para cada 1 < i < n, considere o modulo
inclinante parcial quase completo T[i]. Para T[i], temos um complemento indecom-
ponivel T;.

Se T; € GenT7i], entao pela Observacao (2.6.21), existe um tnico complemento
X; € CogenT[i] de T[i], e portanto, existe uma flecha T[i] & X; — T em K.

Se T; € Cogen T'[i], entao pela Observacao (2.6.21), existe um tnico complemento
Y; € GenTi] de TVi], e portanto, existe uma flecha T' — T'[i] ® ;.

Observe que T; ¢ Gen T'[i]NCogen T'[i], pois caso contrario pela Proposigao (3.2.7)
terfamos que 77[i] admitiria pelo menos trés complementos nao isomorfos X;, Y; e T;.
Mas, como A é uma &lgebra hereditéria isto contradiz a Proposigao (3.1.2).

Logo, s(T) + e(T) < n =rank Ky(A). O

Uma consequéncia imediata desse lema é que se A é a algebra de caminhos de
uma aljava aciclica com n vértices, entao o nimero de vizinhos de um dado vértice T
de K4 é menor ou igual a n.

Quando s(T') + e(T) = rank Ky(A) dizemos que T é saturado. Lembramos que
um A-médulo M é dito sincero se, para todo A-mddulo injetivo nao nulo I, tem-se

que Hom (M, I) # 0. Claramente, todo médulo fiel é sincero.

Observacao 5.1.2. Observe que T € K € saturado se, e somente se, para cada

somando indecomponivel T; de T temos T; € CogenT|[i| ou T; € GenT7i].

Observacao 5.1.3. T € K4 € saturado se, e somente se, Ti] € fiel, ou equivalente-

mente, sincero para cada 1 < i <n.
A seguir caracterizaremos vértices saturados através do seu vetor dimensao.

Proposicao 5.1.4. T € Ka € saturado se, e somente se, (dimT); > 2 para todo
1< <n.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista 1 < i < n com (dim7'); = 1, escolha um
somando direto indecomponivel X de T com (dimX); = 1. Seja T'= M ¢ X. Entao
(dimM); = 0 o que implica em Homa(e; A, M) = Me; = 0, ou seja, M nao é fiel.
Reciprocamente, suponhamos que 7' é nao saturado. Entao existe um somando
direto indecomponivel X de T'= M @ X tal que M nao é sincero. Assim, existe um

injetivo indecomponivel I tal que Hom4 (M, I) = 0.
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Seja B = Enda T. Entao Homa(T,I) é um B-mdédulo indecomponivel. Seja
Px = Homu (T, X) e Sx = top Px. Agora

HOIHA(T, I) = S;i(lm Homy (T,1) ~ S;l(lm HomA(X,I)‘

Uma vez que Homy (7, I) é indecomponivel segue que dim Homa(7,I) = 1. Logo,
existe 1 <147 <n com (dim7); = 1. O

Para o préximo resultado consideremos T' € Qu, B = Endp T, (X(T),Y(T))
um par de tor¢ao em mod B induzido por T, T' = M & X, Px = Homu(T,X) e
Sx = top Px.

Proposicao 5.1.5. Com as notagcoes acima o sequinte ocorre.
(1) Sx € X(T) se, e somente se, X € Gen M.
(2) X € Cogen M se, e somente se, Sx € Y(T) e T @p Sx € nao injetivo.

Demonstragao. (1) Suponhamos que X € Gen M. Entao, pela Prposigao (3.2.7)

existe uma sequéncia exata

0 Y M—X 0 (5.1)

com M @Y inclinante e M — X uma add M -aproximacao minimal a direita de X.

Aplicando Hom (T, —) em (5.1) obtemos a sequéncia exata de B-mddulos
0 — Homu(T,Y) — Homu (T, M) — Px — BExt4(T,Y) — 0.

Uma vez que A é hereditéria segue que 1 < pdg Ext!(T,Y) < 2. Se pdg Ext}(T,Y) =
1, entdo Hom4(7,Y) = 0edai Y € F(T). Se pdg Ext'(T,Y) = 2, entdo Hom4(7,Y")
é um B-moddulo projetivo o que implica em Y € add T, mas isto contradiz o fato de
X nao ser isomorfo a Y. Logo Y € F(T) e, portanto, Exty(T,Y) € X(T). E como
Exty(T,Y) = Sy temos Sx € X(T).

Reciprocamente, seja Sy € Y(T'). Consideremos a sequéncia exta de B-médulos

0 Kx Px Sx 0 (5.2)
Como Px € Y(T), que é fechado para kernels, e (5.2) é exata temos Kx € V(7).
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Agora End X é um anel com divisao, pois X é um somando direto indecomponivel
de um médulo inclinante. Pela teoria de inclinagao, inferimos que o mesmo ocorre
com End Py. Consequentemente, Sx nao é um fator de composicao de Ky e dai,
Kyx € GenHom (T, M). Mas isto implica que X € Gen M.

(2) Suponhamos que X Cogen M. Pela Proposigao (3.2.7) existe uma sequéncia

exata

0—X M—=Y —=0 (5.3)

com M @Y um médulo inclinante e X — M uma add M-aproximacio minimal
a esquerda de X. Aplicando o funtor exato Homu(T, —)|.., em (5.3) obtemos a

sequencia exata

0 —> Px — Homy(T, M) — Hom(T,Y) —0 (5.4)
Aplicando Homp(—, Sx) em (5.4) obtemos a sequéncia exata
...Hompg(Hom(T, M), Sx) — Hompg(Px, Sx) — Exty(Homa(T,Y), Sx) —=0

Como Homp(Hom (T, M), Sx) = 0 temos Exth(Hom(T,Y), Sx) = Homp(Px, Sx) #
0 o que implica Exty(Homy(7T,Y),Sx) # 0. Como Y € GenT = T(T) temos
Homy(7,Y) € Y(T).

Agora, observe que A hereditaria implica dim.gl. A < 1, donde id F(T') < 1.
Logo, pelo Teorema (2.5.6), (X (T),Y(T)) é escindido e dai Sx € Y(T'). Como
X € Cogen M, temos que M é sincero. Suponhamos que T®gSx = I é um A-mddulo
injetivo. Entao Homy(M,I) = Sx. Note que, Homy (X, 1) = Homy(Px,Sx) # 0
implica Hom4 (M, I) = 0. Logo, M nao é sincero, o que é uma contradi¢do. Portanto,
T ®p Sx =1 é um A-mddulo nao injetivo.

Reciprocamente, sejam Sy € Y(T) e T ®p Sx um A-médulo nao injetivo. Supon-
hamos, por contradi¢ao, que X ¢ Cogen M. Como Sx € Y(T) temos, por (1), que
X ¢ Gen M. Logo M nao é sincero e, portanto, M nao é fiel. Assim, existe um
A-médulo injetivo indecomponivel I com Homu (M, I) =0 e Homy(7,1) = Sx. Pelo
Teorema de Inclinacao temos que T'®p Sy = I, contradizendo o fato que T'®p Sx €

um A-médulo nao injetivo. |

Uma caracterizacao tedrica de vértices saturados é
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Corolario 5.1.6. Seja T € KaeB=EndT. Entio T ¢ saturado se, e somente se,
para todo B-mddulo simples S € Y(T') o A-mddulo T ®p S € nao injetivo.

Demonstra¢ao. Suponhamos T = M @& X saturado e seja S = Sy € Y(T) um B-
moédulo simples. Uma vez que Sy € Y(T') temos Sx ¢ X(T') e pela Proposi¢ao
(5.1.5)(1) segue que X ¢ Gen M.

Como T é saturado temos X € Cogen M. Logo, pela Proposicao (5.1.5)(2), T ®p
Sx € nao injetivo.

Reciprocamente, seja T'= M @ X com X indecomponivel. Se Sx € X(T), entéo,
pela Proposigao (5.1.5)(1), X € GenM. Se Sx € Y(T), entdo, pela Proposi¢ao
(5.1.5)(2), X € Cogen M pois T'®p Sx é nao injetivo.

Logo, para todo somando direto indecomponivel X de T" temos X € Cogen M ou

X € Gen M e, portanto, T' é saturado. O

Seja T € K 4. Consideremos as seguintes add T-resolucoes minimais:

0 aA 70 T! 0

0 Ty Th DAy —0

O proximo resultado nos dard uma relagao entre o nimero de flechas comegando/terminando
num dado vértice T € K4 e as add T-resolugoes minimais acima.
Proposigao 5.1.7. s(T) =n — §(Ty) = 6(T) e e(T) =n —6(T°) = 6(T").

Demonstragdo. Sabemos que DAy € T+ e DAy ¢ addT. Entao, pelo Lema (4.2.4)
temos add 7y Nadd7; = 0. Dai e da Observagao (2.6.20) segue que add T pode
ser escrito como a seguinte uniao disjunta add7" = add 7y U addTi. Logo 6(T) =
d(Ty) + 0(11) e, portanto, n — §(Ty) = 0(11).

Dualmente prova-se que n — 6(7°) = §(T"). 0

Uma consequéncia imediata dessa proposicao é

Corolario 5.1.8. T € K4 ¢ saturado se, e somente se, n = 6(T°) + 6(Tp). Em

particular, A € nao saturado.

Demonstragao. Temos as seguintes equivaléncias: T é saturado < s(T') + e(T) =
nsn=n—06Ty)+n—0T° < n=273Tp +(T°).
Uma vez que A4 é uma fonte em K4 temos e(A) = 0, donde 6(A°) = n. E como

§(Ap) # 0 segue que §(A°) + 6(Ag) # n e consequentemente, 7' é nao saturado. O
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5.2 Estrutura local de K4 para algebras arbitrarias

Nesta secao, seja A uma &dlgebra de Artin arbitraria. Nosso objetivo aqui é in-
vestigar certos caminhos comecando ou terminando num dado vértice T' € 4. Para

provarmos o principal resultado do capitulo, comecamos fazendo algumas preparacoes.

Lema 5.2.1. Sejam A uma dlgebra de Artin, M um A-mddulo r-inclinante parcial

quase completo, T'= M & X um A-mddulo r-inclinante e

0—>K——>V—1=D(A;) —>0 (5.5)

uma add T-aprozimagdo minimal a direita de D(Aa). Entao V € add M se, e so-
mente se, X € Cogen M.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que V € add M. Seja X € modA e pu : X —
D(A4)® um monomorfismo para algum s > 0. Aplicando Homyu (7, —) em (5.5)

obtemos a sequéncia exata longa

0 —> Homu (T, K) — Homu(T, V) —>> Hom (T, D(A,))

—— Ext! (T, K) —— Ext}y (T, V) —— Ext, (T, D(A,))

Uma vez que f é uma add T-aproximagao minimal & direita de D(A4) temos que
§ é sobrejetor, donde Ext!(T, K) = 0, em particular, Ext! (X, K) = 0. Mas isto
implica que u se fatora sobre V° — (D(A4))® — 0, ou seja, X € Cogen V' e portanto,
X € Cogen M.

(<) Suponhamos que X € Cogen M. Pela Proposi¢ao (3.2.7), M é fiel e existe

uma sequéncia exata

0 X M Y 0

com M € add M e M @Y r-inclinante. Além disso, seja

M D(Ay)—0 (5.6)
uma add M-aproximagao minimal a direita de D(Ay).
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Aplicando Homy4 (7, —) em (5.6) obtemos a sequéncia exata longa

0 — Hom(T, K') — Hom (T, M) — Hom (T, D(A4))

Ext! (T, K') —— Ext! (T, M")

Ext! (T, D(Ay))

o ——Exty (T, K') — Ext"y(T, M) —=Ext'y (T, D(A4)) - - -

Como K’ € T segue que Ext’ (T, K') = 0 paratodoi > 0, em particular, Ext’, (X, K') =
0 para todo 7 > 0.

Por outro lado, aplicando Hom 4 (Y, —) em (5.6) obtemos a sequéncia exata longa

0 — Hom, (Y, K') — Homy (Y, M) — Homy (Y, D(A4))

Ext! (Y, K') —— Ext!, (Y, M) Ext (Y, D(A4))

o ——BExt? (Y, K') ——=Ext’y (Y, M) —— Ext}, (Y, D(A4)) - - -

Uma vez que M @Y é r-inclinante e D(A4) é injetivo temos Ext’, (Y, K') = Ext’y(Y, M) =
0 para todo i > 1.

Logo (5.6) é uma addT-aproximagao minimal a direita de D(A,4) e, portanto,
V € add M. O

Noés também usaremos o dual do Lema (5.2.1) que é o

Lema 5.2.2. Seja A uma dlgebra de Artin e M um mddulo r-inclinante parcial quase

completo. Seja T'= M & X um mdodulo r-inclinante. Seja

0 Ay W Q 0
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uma add T'-aprozimacdao minimal a esquerda de Ay. Entao W € add M se, e somente
se, X € Gen M.

Para o préximo resultado necessitamos das seguintes notagoes:

No Teorema (3.2.10) estabelecemos uma relagao entre complementos nao isomorfos
para um moédulo r-inclinante parcial quase completo M. A partir dessa relacao,
consideremos X um complemento para M, digamos X = X, para algum n. Dizemos
que o nimero de complementos para M precedendo X é n + 1. Se existem somente
s+ 1 complementos para M, dizemos que o niimero niimero de complementos para M
sucedendo X é s4+1—mn. Caso contrario, dizemos que existem infinitos complementos
para M sucedendo X. Em seguida daremos outra importante notacao.

Para T € K 4, consideremos as duas add T-resolucoes minimais seguintes:

0 Aa 70 e Tr 0 (5.7)

T, " T, DAy, —0 (5.8)

Seja X um somando direto indecomponivel de T'. Escolhemos ¢(X) como sendo o
menor inteiro tal que X é um somando direto de T"*). Segue da Observacio (2.6.20)
que cada somando direto indecomponivel X de T tem que ocorrer em (5.7), assim
i(X) estda bem definida. Se X ocorre em (5.8), escolhemos j(X) como sendo o menor

inteiro tal que X é um somando direto de Tj(x). Caso contrario, dizemos j(X) = oo.

Lema 5.2.3. Seja T' um modulo r-inclinante e seja X um somando direto indecom-
ponivel de T'= M & X. Entao o numero de complementos para M precedendo X €
i(X)+ 1.

Demonstragao. Seja

0 AA TO Ts 0

uma add T-resolu¢do minimal de A4. Faremos a prova usando indugao sobre i(X).

Se i(X) = 0, entdo X ¢ um somando direto de TP, isto é, X € add7T?, em
particular, 7° ¢ add M. Pelo Lema (5.2.2), temos X ¢ Gen M e, consequentemente,
X é um complemento fonte para M. Logo, existe um tnico complemento para M
precedendo X,.

Se i(X) > 0, seja X = X,.. Consideremos a sequéncia exata longa de complemen-
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tos para M precedendo X

0 XO MO Mr—l HXTHO

com M* € add M para 1 <i <r—1. Além disso, seja 0 — X,_; — M" ! = X, =0
a sequéncia conexao. Seja T' = M @ X,_;. Logo a quantidade de complementos para
M precedendo X,_; é r. Por indugao, temos r = i(X,_1) + 1.

. / ~ . .
Consideremos o comego da add 7" -resolu¢ao minimal de Ay:

0 Ay 70 % T’ 0 (5.9)

Por construcéao, temos que X,_; € addT "' e T" € addM para 0 <i<r—1. A
partir de (5.9), considere a sequéncia exata 0 — Q"2 — T 1 — Q"' — 0.

Uma vez que T ' = M & X*, com M € add M, e X,_; € Cogen M temos que
T'"=1 € Cogen M e, portanto, Q"2 € Cogen M. Agora, seja

0 Q? M Q1 0 (5.10)

uma add M-aproximacao minimal & esquerda de Q2. Agora temos Ext’ (Q" 1, X,.) =
Exti™(QT 1 X,1) = Exty(Q"% X,_1) = 0. Logo, (5.10) é também uma add T-

aproximagao minimal & esquerda de Q"~2. Por isso, temos que r < i(X,). Entao

Q7! Gen M e a add M-aproximacao minimal & esquerda ( Q1 M Q"
de Q"' é também uma add T-aproximacdo minimal & esquerda de Q"~'. Logo,
Ext’,(Q", X,) = 0. Mas, 0 = Ext},(Q", X,) = Ext;(Q", X,_1) = Ext’,(Q" !, X))
mostra que (5.10) é também uma add 7T -aproximacio minimal & esquerda, con-
tradizendo (X, 1) =r — 1.

Ul

Usaremos também o dual do Lema (5.2.3)

Lema 5.2.4. Seja T um modulo inclinante e seja X um somando direto indecom-

ponivel de T'= M @& X. Entdo o numero de complementos para M sucedendo X €

J(X) + 1.
Agora estamos prontos para demonstrarmos o principal teorema da se¢ao

Teorema 5.2.5. Para cada somando direto indecomponivel X de T, existem um

caminho w(X) em K4 de comprimento i(X) terminando em T e um caminho u(X)
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em K4 de comprimento J(X) comecando em T. FEstes caminhos sao dois a dois

disjuntos.

Demonstracao. Seja X um somando direto indecomponivel de T' = M @ X. Pelo
Lema (5.2.3), o nimero de complementos para M precedendo X é i(X) + 1, digamos
que ¢(X) = t. Consideremos a sequéncia exata longa de complementos para M
precedendo X = X,

0 XO MO Mtfl HXt*)()

com M? € add M paral < i <t—1e X, complemento fonte para M. Para cada
0 <1 <'t, considere o médulo inclinante T; = M & X;.
Agora, observe que para cada 1 < j <t temos a sequéncia conexao

0 Xi 1 Mi—1 4>XJ4>O

J

com M’~! € add M, e portanto, T;—1 — Tj é uma flecha em IGA para cada 1 < j <t.
Logo
o =Ty — - =T 1 =T,

¢ um caminho de comprimento i(X) + 1 em K 4 terminando em 7.

Pelo Lema (5.2.4), o nimero de complementos para M sucedendo X ¢é j(X) + 1,
digamos que j(X) = k. Consideremos a sequéncia exata longa de complementos para
M sucedendo X = X,

0 Xt Mt Mkfl HXkH'O

com M’ € addM para t < i < k e X, complemento fonte para M. Para cada
t < i <k, considere o médulo inclinante T; = M & X.

Agora, observe que para cada t < j < k temos a sequéncia conexao

0 Xj Mj Xk 0

com M’ € add M, e portanto, T; — T;,1 é uma flecha em I€A para cada t < j < k.
Logo
Ty =Ty — - = T = T

é um caminho de comprimento j(X) 4+ 1 em K4 comecando em T
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Agora mostraremos que os caminhos sao dois a dois disjuntos. Para isso, seja
T=M&X=Na&Y € K4 com X eY indecomponiveis e nao isomorfos. Assim, X
¢ um somando direto de N e Y é um somando direto de M.

Sejam

Tix) T, MaeX T Ti(X)

Titv) e T NaY T1 e TiY)

caminhos em K A obtidos como anteriormente. Suponhamos, por contradicao, que
esses caminhos nao sao disjuntos. Uma vez que K4 nao contém ciclos orientados
existem ¢ e j tal que T; = TJ ouT% = T7. Assumimos que T, = Tj Por construcao,
temos que T; = M & X; para algum complemento X; para M e TJ = N @Y para
algum complemento Y; para N.

Como X nao ¢ isomorfo a Y segue que M nao ¢é isomorfo a N e dai, X; nao é
isomorfo a Y. Assim, X; é um somando direto de N. Uma vez que Ext’,(N, N) =0
para todo r > 0 e X, X; sdo somandos direto de N temos que Ext’, (X, X;) = 0
para todo 7 > 0. Mas pelo Teorema (3.2.10), temos que Ext’(X,X;) # 0, uma
contradicao.

O caso em que 17" = T7 é anélogo. O
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Capitulo 6

Apeéendice

6.1 Categoria
Aqui apresentaremos os conceitos basicos de categoria que necessitaremos.
Defini¢ao 6.1.1. Uma categoria é uma tripla C = (Obj(Cy), Mor(Cy), o), onde:

(1) Obj(C) € chamada classe de objetos cujos elementos sao chamados objetos
de C;

(2) Mor(Cy) € chamada classe de morfismos onde para cada par (z,y) de objetos,
define-se um conjunto de morfismos, denotado por Home(x,y), cujos elementos
sdo chamados morfismos (de C) de x paray, tal que se (v,y) # (x',y), entdo

Home/(z,y) N Homc(:c', y) = 0;

(3) o é uma operagdo binaria parcial sobre os morfismos em C, onde para cada

tripla (x,y, z) de objetos de C, a aplicacao
o : Home(y, 2) X Home(z,y) — Home(z, 2)

¢ chamada composicao de morfismos e satisfaz as condicoes:

(a) Se f € Home(z,y), g € Home(y,2) e h € Home(z,w), entao ho (f og) =
(hog)o f;

(b) Para todo objeto x de C, existe um morfismo
1, € Home(x, x)
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chamado morfismo identidade em x e tal que se f € Home(x,y) e g €

Home(y, x), entdo fol, = f el,og=g.

Denotaremos de agora em diante a composi¢ao f o g por fg.

Sejam z, y € Cyp. Um morfismo h : x — x é chamado endomorfismo de z.
Um morfismo p : * — y é chamado monomorfismo se para cada objeto z € C
e cada par de morfismos f, g € Home(z,z) tal que puf = pg, temos f = g. Um
morfismo v : * — y é chamado epimorfismo se para cada objeto z € Cy e cada
par de morfismos f, g € Home(y, x) tal que fr = gv, temos f = g. Um morfismo
n:x —y é chamado isomorfismo se existe um morfismo v : y — x tal que nv =1,
e vn = 1,. Neste caso, z e y sao ditos isomorfos, e representamos com a notagao

Tz =y.

Definicao 6.1.2. Seja C uma categoria. Dizemos que C é uma categoria aditiva

quando sdo satisfeita as sequintes condigoes:

(a) Para cada conjunto finito de objetos xy, xa,...,x, eriste a soma direta x1 @
To®D...Dx, emCC.

(b) Para todo = e y objetos em C o conjunto Home(x,y) tem estrutura de grupo

abeliano.
(¢) A composi¢ao de morfismos em C € bilinear.

(d) Existe um objeto 0 € Obj(C), chamado objeto zero de C, tal que o morfismo

identidade 1o € o elemento zero do grupo abeliano Home(0,0).

Definicao 6.1.3. Seja C uma categoria. Dizemos que B é uma subcategoria de C

quando sao satisfeita as sequintes condicoes:
(a) Obj(B) C Obi(C).
(b) Para todo z, y € C, tem-se Homg(x,y) C Home(z,y).
(c) A composi¢ao de morfismos em B € igual a composi¢ao em C.
(d) Para cada objeto x € B, o morfismo identidade 1, em B é o mesmo que em C.

Seja C uma categoria e B uma subcategoria de C.
Dizemos que uma subcategoria B da categoria C é uma subcategoria plena

quando, para todo = e y objetos em B tem-se Homp(z,y) = Home(x, y). Dizemos que
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C é uma categoria abeliana quando é uma categoria aditiva, cada morfismo em C
tem kernel, cokernel em C e vale o primeiro teorema do isomorfismo. Dizemos que B
¢ fechada para soma direta quando para todo x e y objetos de B temos que z @y
é um objeto de B. Dizemos que B é fechado por somandos diretos quando para
todo x objeto de B, com = =y @ z, tem-se que y e z sao objetos de B. Dizemos que
B ¢é fechada para isomorfismos quando para todo objeto y de C tal que existe x
objeto de B isomorfo a y temos que y é um objeto de B. Dizemos que B ¢é fechada
por extensoes se para toda sequéncia exata curta () L M N 0
em C com L, N € B tem-se M € B.

Para mais informagcoes sobre a teoria basica de categorias ver [2].

6.2 Funtores

A seguir apresentaremos algumas nocgoes basicas de funtores utilizadas no texto.
Sejam C, D duas categorias.

Um funtor covariante F': C — D é uma aplicacao que associa:
e a cada objeto X € C um objeto F(X) € De

e a cada morfismo f: X — Y em C um morfismo F(f) : F(X) - F(Y) em D,
tal que F(1x) = 1px) e F(fog) = F(f) o F(g), para todos os objetos X e Y

em C e todos os morfismos f e g em C.
Um funtor contravariante F': C — D é uma aplicacao que associa:
e a cada objeto X € C um objeto F(X) € De
e a cada morfismo f: X — Y em C um morfismo F(f) : F(Y) — F(X) em D,

tal que F(1x) = 1px) e F(fog) = F(g) o F(f), para todos os objetos X e Y

em C e todos os morfismos f e g em C.

Definicao 6.2.1. Sejam F, G : C — D dois funtores. Um morfismo funtorial
U:F — G éuma familia ¥V = { Ux } xeonjc de morfismos Ux : F(X) — G(X) tal
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que, para qualquer morfismo f: X — Y em C, o diagrama

F(X)—2* ~ G(X)
F(f) G(f)
F(Y)—2~G(Y)

¢ comutativo. Chamamos ¥ de tsomorfismo funtorial se, para cada X € ObjC,

o morfismo Wy : F(X) — G(X) € um isomorfismo em D.

Um funtor covariante F' : C — D é chamado uma equivaléncia de categorias se
existe um funtor GG : D — C e isomorfismos funtoriais ¥ : 1o - GF e ® : 1p — FG,
onde 1¢ e 1p sao os funtores identidade de C e D, respectivamente. Neste caso, o
funtor G é chamado quase-inverso de F'.

Um funtor contravariante F' : C — D é uma equivaléncia de categorias se o funtor
covariante induzido F': D? — C é uma equivaléncia de categorias. Neste caso, F é
chamado uma dualidade.

Seja K um corpo, A uma K-algebra de dimensao finita e A° sua algebra oposta
definida em [2], pg. 4. Um examplo importante de dualidade utilizado no texto é a
dualidade canénica D = Homg(—, K) : mod A — mod A% (ver [2], pg. 12), entre
a categoria mod A dos A-modulos a direita finitamente gerados e a categoria mod AP
dos A-moédulos a esquerda finitamente gerados.

Um funtor covariante F' : C — D é chamado denso se, para cada objeto B de D,

existe um objeto A de C tal que F(A) = B. Dizemos que F' é pleno se a aplicacdo
Fxv - HOIIlc(X, Y) — HOIDD(F(X), F(Y)),

dada por f —— F(f), é sobrejetora para todos objetos X e Y de C. Se Fxy é injetor
para todos objetos X e Y de C, dizemos que F' é fiel.

Seja F' : C — D um funtor covariante entre categorias aditivas. Dizemos que
F' preserva somas diretas se, para quaisquer objetos X e Y de C, os morfismos

F(X) UL F(XaY) o F(Y) induzido pelas inclusées canénicas nos somandos

diretos X —> X @Y <2~y nos di um isomorfismo FX)pFY)Z2FXaY).
Dizemos que F' ¢ aditivo se F' preserva somas diretas, e, para quaisquer objetos X e
Y deC, a aplicagao Fxy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)), dada por f — F(f),
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satisfaz F'(f + g) = F(f) + F(g) para quaisquer f e g em Hom¢(X,Y).
Seja F' : C — D um funtor covariante aditivo entre categorias abelianas C e D.

Dizemos que F' é exato a esquerda (ou exato a direita) se, para qualquer sequéncia

exata X 1>y =7 0 (ou a sequéncia exata x -ty ¢ 7 ) em
C, a sequéncia exata induzida F(X) T, F(Y) o) F(Z) ——=0 (ou a sequéncia

2(f)

exata 0 —— F(X) YL pyy) £

quando é exato a direita e a esquerda. Analogamente definimos quando um funtor

F(Z)) é exata em D. Dizemos que F é exato

contravariante aditivo entre categorias abelianas é exato a esquerda, exato a direita

e exato.

Teorema 6.2.2. Um funtor covariante F' : C — D é uma equivaléncia de categorias

se, e somente se, F' € denso, pleno e fiel.
Demonstragao. Ver [2], pg. 412. |

A seguir apresentaremos dois funtores utilizados no texto. Para maiores detalhes
dos resultados e defini¢oes abaixo ver [2].

Seja A uma K-algebra. Para cada n > 0, o n-ésimo bifuntor extensao
Ext” : (mod A)” x mod A — mod K

é definido da seguinte maneira:

Dados dois A-médulos M e N, comegamos com uma resolugao projetiva de M

hm41
= 44l Pm Pl

e aplicamos Hom 4(—, V) para obtermos o complexo

Hom 4 (h1,N)

Hom(Py, N) Hom(Py, N)

Hom 4 (hm+1 7N)

Homy(P,,, N) Homa (P41, N)

de K-espacos vetoriais. Definimos
Ext’y (M, N) = ker Hom4(h,41, N)/Im Hom 4 (h,, N).
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Assim, temos os seguintes funtores:
O funtor covariante aditivo Exty (M, —) : mod A — mod K e o funtor contravari-
ante aditivo Ext’i(—, N) : mod A — mod K.

Teorema 6.2.3. (a) Para quaisquer A-mddulos M e N existe um isomorfismo fun-
torial Exty (M, N) = Homu (M, N).

(b) Sejam M e N A-mddulos. Entao toda sequéncia exata curta

0 X Y Z 0 em mod A induz duas sequéncias exatas longas

0

Hom (M, X) Hom4(M,Y) —— Homy (M, Z)

do

Exth (M, X) Exty(M,Y) —— Ext} (M, 2)

T Extt (M, X)

Ext?(M,Y) —= Ext’y (M, Z)
o Ext™Y(M, X)...

0

Homy(Z, N) Homy (Y, N) — Hom (X, N)

—% . Exty(Z,N)

Exth (Y, N) — Ext}, (X, N)

57171

Ext’(Z, N)

Ext’ (Y, N) — Ext’ (X, N)

6”

Ext%™(Z,N)...
Para cada n > 0, definimos o n-ésimobifuntor torgao
Tor? : mod A x mod A” — mod K
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como o seguinte. Dado um A-mdédulo a direita M e um A°’-mddulo a direita N,
comegamos com uma resolucao projetiva P, de M e aplicando —®4 N em P, obtemos

o complexo
o h
T m®AN*@)ipm—l(g)AN*)"'*)Pl@ANL@I)PO@ANHO
de K-espacos vetoriais. Definimos

Tor (M, N) = ker (hy, ® 1)/ Im(hpiq @ 1)

Assim, temos dois funtores covariantes aditivos, a saber, Tor’ (M, —) : mod A% —
mod K e Tor?(—, N) : mod A — mod K.

Teorema 6.2.4. Seja A uma K-dlgebra e M um A-mdédulo a direita. Entao para
todo A°P?-mdodulo a direita N, existe um isomorfismo funtorial de K -espacos vetoriais
Torg' (M,N) = M ®, N.

6.3 Construindo o diagrama push-out

A seguir apresentaremos a contrugao do diagrama push-out. Para maiores detalhes

dos resultados e defini¢oes abaixo ver [13].

Definicao 6.3.1. Sejam M, M' e N A-mddulos e sejam f: M — N, g: M — N

morfismos. Definimos o pull-back de f e g como
X ={(a,b) e M®M | f(a) = g(b) }.

Observacgao 6.3.2. Na definicio acima, X é submddulo de M & M .
Com as notagoes acima, temos:

Lema 6.3.3. Sejam m, ™ : X — M @ M’ sdo as projecies das por m1(a,b) = a e
mo(a,b) = b. Entdo:
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(a) Eziste um diagrama comutativo

™2 ’

X M
T g
M—' N

(b) Se f é monomorfismo, entao my é monomorfismo.

(c¢) Se f € epimorfismo, entdo my € epimorfismo.

(d) Suponhamos que () L h M / N 0 seja uma sequéncia exata

curta em mod A, e seja b : L — X dado por h'(n) = (h(n),0). Entdo o

sequinte diagrama

0 L h X LER L 0
T g
0 L— " oy N 0

¢ comutativo com filas exatas.

Definicao 6.3.4. Sejam L, M e M A-mddulos e sejam f: L — M, g: L — M

morfismos. Definimos o push-out de f e g como
Y =(MeoM)/{(f),-g)) |l € L}.

Lema 6.3.5. Sejam uy : M — Y uy : M — Y morfismos de A-mddulos dados por
ui(m) = (m,0) e uy(m’) = (0,m"), onde (a,a’) denota a classe de (a,a’) € M & M’
em Y. Entao:
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(a) Eziste um diagrama comutativo

L I
g ul
M—= Y

(b) Se 0 Lt N 0 ¢ uma sequéncia ervata em mod A e h' :

Y — N ¢ um morfismo dado por h'(m,m’) = h(m), entdo o sequinte diagrama

0 L M N 0
g ul
0 My PN 0
¢ comutativo com filas exatas.
Os lemas acima nos diz que se () L M N 0 é uma sequéncia

exata em mod A, f: L — L e g: N — N sdo morfismos em mod A, entdo existem

diagramas comutativos

0 L M N 0
f
0 L Y N 0
e
0 L X N’ 0
g
0 L M N 0
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com filas exatas. Além disso, temos o diagrama push-out

onde X = ker f.
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