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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos um pouco da teoria acerca da estabilidade
paramétrica em sistemas Hamiltonianos lineares com um grau e com um grau
e meio de liberdade. Para tanto, fornecemos defini¢oes e resultados sobre siste-
mas Hamiltonianos, espacgos vetoriais simpléticos e estabilidade de equilibrios de
sistemas Hamiltonianos lineares. Esse trabalho é finalizado com a descricao do
método de Deprit-Hori com o objetivo de aplica-lo a Equacao de Mathieu e assim

construir as curvas de fronteira das regioes de estabilidade e instabilidade.

Palavras Chaves: Sistemas Hamiltonianos, Método de Deprit-Hori, Estabi-

lidade Paramétrica, Equacao de Mathieu.



Abstract

In this thesis we present some of the theory of parametric stability in linear
Hamiltonian systems with one degree and a degree and a half of freedom. To this
end, we provide definitions and results on Hamiltonian systems, symplectic vector
spaces and linear stability of Hamiltonian systems balances. This work ends with
the description of Deprit-Hori method in order to apply it to the Mathieu equation
and thus build the boundary curves of the regions of stability and instability.

Key words: Hamiltonian systems, Deprit-Hori method, Parametric Stability,

Mathieu equation.
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Introducao

O principal objetivo desse trabalho é estudar estabilidade paramétrica de siste-
mas Hamiltonianos lineares com um grau e um grau e meio de liberdade. Usamos

como principal referéncia o livro Linear Hamiltonian Systems, 2009, de autoria
A. P. Markeev [10].

Faremos, no primeiro capitulo, uma exposicao de maneira sucinta sobre os
conceitos mais relevantes e necessarios ao bom entendimento deste trabalho dando
énfase a definicoes e resultados preliminares, tais como sistemas Hamiltonianos,
espagos vetoriais simpléticos, fungoes geradoras e estabilidade de equilibrios no

sentido de Lyapunov.

No segundo capitulo, descreveremos a teoria da estabilidade e forma nor-
mal de sistemas Hamiltonianos lineares constantes e periédicos. Veremos que
¢é necessario que as raizes da equagao caracteristica associada ao sistema sejam
nimeros imaginarios puros para que haja estabilidade. No contexto periddico,
estudaremos a teoria de Floquet e também o teorema de Lyapunov-Poincaré e

suas consequéncias.

O terceiro capitulo contém a parte essencial desta dissertacao, ele é dedicado
ao estudo do método de Deprit-Hori para sistemas Hamiltonianos lineares. Tal
método nos permite simplificar o Hamiltoniano e assim ser possivel a construcao
de curvas fronteira das regioes de estabilidade e instabilidade. Além disso, ve-
remos o teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii que nos dara condigoes necessarias e

suficientes para a estabilidade.
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INTRODUCAO 13

No quarto e 1iltimo capitulo, aplicaremos o método de Deprit-Hori para deter-
minar as regioes de estabilidade paramétrica do sistema Hamiltoniano relacionado

a equacao de Mathieu.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, forneceremos algumas defini¢oes e resultados da teoria
basica de Sistemas Hamiltonianos. Realizaremos um estudo sobre a teoria qua-
litativa de equacoes diferenciais abordando conceitos de estabilidade e instabili-
dade. Além disso, veremos os principais resultados da teoria de espacos vetoriais
simpléticos e transformagoes simpléticas, funcao geradora e falaremos ainda sobre

estabilidade paramétrica.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Um sistema Hamiltoniano é um sistema com 2n equagoes diferenciais ordinérias

da forma

q = Hpa p = _Hq> (1'1)

onde H = H(q,p,t) é uma fungao definida em um aberto O C R" x R” x R
denominada Hamiltoniano do sistema. As varidveis p = (p1, - ,pan) € q =
(g1, ,qn) sdo chamadas de posicdo e momento, respectivamente. O nimero
natural n é dito grau de liberdade do sistema. Quando o Hamiltoniano depende
do tempo, ou seja, ¢ nao autononomo dizemos que o sistema Hamiltoniano tem

n graus e meio de liberdade.

O conjunto onde a varidvel posicao estd definida é chamado de espaco das

configuragoes, ja o conjunto onde posi¢ao versus momento estao definidos é dito
14



espaco de fase do sistema. Facamos

oH
0 I, o=
2= 1), J= eV,H=VH=| : (1.2)
p —In 0 OH
BZQn
e o sistema (1.1) pode ser reescrito da seguinte forma
z=JVH(zt). (1.3)

Claramente J ' = J7 = —J, J? = —T edet J = 1.

Um caso especial é quando a fungdo H nao depende de ¢, o sistema (1.1)
¢ chamado autonomo e o sistema Hamiltoniano é dito conservativo. Dai, qual-
quer solugao, ¢, de (1.3) satisfaz ¢(t — to,0,2¢) = @(t,to,20). Quando ty = 0

escrevemos ¢(t,zg) para a solucao de (1.3) tal que ¢(0,zg) = zo.

1.1.1 Sistemas Hamiltonianos Lineares

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos sao os lineares. Dizemos que o

sistema Hamiltoniano (1.3) é linear quando for possivel escrevé-lo na forma
z=JS(t)z = A(t)z, (1.4)
onde A(t) = JS(t) e S(t) é uma matriz simétrica para cada t. Nesse caso, o

Hamiltoniano é uma forma quadratica dada por

H =H(z,t) = %ZTS(t)Z, (1.5)

Definicao 1.1.1. Uma matriz A € My,x2,(R) € dita Hamiltoniana se satisfaz
ATJ+JA=0.

E simples verificar que a matriz A(t) do sistema (1.4) é Hamiltoniana. De

fato,

JA(t) = J?S(t) = —=S(t) = S(t)J* = S)TJJ = —(JS(t)) ' T = —A@t)"J.

Vejamos alguns resultados que caracterizam matrizes Hamiltonianas.

Teorema 1.1.2. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

15



1. A é Hamiltoniana;
2. A= JATJ;
3. A= JR, com R simétrica;

4. JA € simétrica.

Demonstragao:

(1. = 2.) Basta notar que J~! = —J. Entao, pela definigao anterior temos

que ATJ = J71A e assim segue o desejado.
(2. = 3.) Tome R = AT J, assim
R =J"A=—J(JAT]) = -J*(AT)) = ATJ =R

(3. = 4.) Suponha A = JR, com R simétrica. Entao, JA = J°R = —R.

Logo, JA é simétrica.

(4. = 1.) JA é simétrica = JA = (JA)T = ATJT = —ATJ. Assim, ATJ +

JA =0 e pela Defini¢ao (1.1.1) A é Hamiltoniana.

Proposigao 1.1.3. A matriz

b
A= ( ¢ d > S M2n><2n(R)

Cc

¢ Hamiltoniana se, e somente se, al +d =0 e b e c sdo simétricas.

Demonstragao: Escrevendo a matriz A em forma de blocos,
- ( a b ) |
c d

—c' at+d 00
ATJ 4 JA=0 «— | ¢ ¢ -
<—a—dT T — b 00

= c—c'=0,0"-b=0ea’"+d=0

temos

—c=c' ,b=b"ea’+d=0.

Quando n = 1, as condigoes se reduzem a dizer que o trago é nulo.

16



1.2 Espacos Vetoriais Simpléticos

1.2.1 Caracterizagao dos Espagos Simpléticos

Defini¢ao 1.2.1. Um espago vetorial simplético é um par (V,w), onde V é um
espaco vetorial sobre R de dimensao finita e w : V x V. — R € uma forma
bilinear simplética, isto €, w € uma funcao bilinear, que satisfaz as condigoes:

e anti-simétrica: w(u,v) = —w(v,u), para todo u,v € V;

e nao degenerada: se w(u,v) =0, para todo v, €V, entio u = 0.

Exemplo 1.2.2. A forma bilinear wy sobre R*" definida por:
wolu,v) = u” Jv = (u, Jv),

onde

0 I
J = € Mo, xon(R
<—[O> 2><2()

¢ uma forma simplética denominada forma simplética padrdao. Denominamos o

par (R*™, wy) de "Espago Simplético Padrao”.

Definigao 1.2.3. Sejam (Vi,wy) e (Vao,ws) espagos vetoriais simpléticos. Um
1somorfismo linear
T:Vi —

¢ dito uma transformacao linear simplética ou simplectomorfismo se
wy(T'(u), T(v)) = wi(u,v),
para todo u,v € V;.
Proposicao 1.2.4. Todo espago simplético (V,w) de dimensao finita tem di-

mensao par.

Demonstracao: Sejam m = dimV, B = {v1,vs,...,v,,} uma base de V e
B* = {vf,v5,...,v5 } abase dual de B. Uma vez que w é ndo-degenerada, a fungao
w* V= V* tal que w*(v) = w(.,v) é isomorfismo. Como w*(v;)v; = w(v;,v;),

17
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temos que [w*]8" = [w]p := A; assim, A é invertivel e AT = —A. Entéo, tem-se

que

det A = det(A") = det(—A) = (=1)"det A = (—1)" =1 = m é par.

Definig¢ao 1.2.5. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e B = {vy,vq, ..., U, }
uma base de V. Dizemos que B € uma base simplética para V' se w(v;,vj) = J;j,

onde J = (J;;) € a matriz simplética padrao definida em (1.2).

Defini¢ao 1.2.6. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e E um subespago

vetortal de V. O complemento ortogonal simplético de E é definido por
EY ={ueV; w(u,v)=0, paratodo v € E}.

Definicao 1.2.7. Dois vetores u,v € V sao ditos ortogonais em relagao a forma

simplética w se w(u,v) =0

Proposicao 1.2.8. E¥ ¢ subespaco vetorial de V e dim(V') = dim(E“)+dim(E).

Demonstragao: Considere a aplicagao linear T : V' — E* dada por T'(u) =
w(u,)|g. Como E¥ = ker(T) temos que E“ é subespago vetorial de V; pelo
teorema da representacao de Riesz temos T’ sobrejetiva, assim pelo Teorema
do Nicleo e da Imagem, temos que dim(V) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)) =
dim(E¥)+dim(E*). Mas dim(E*) = dim(E); logo dim(V') = dim(E*)+dim(E).
|

Definigao 1.2.9. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e E um subespago

vetorial de V. E ¢é dito um subespago vetorial simplético de V se E N E* = {0}.

Proposicao 1.2.10. E um subespaco vetorial simplético de V' se, e somente se,

w|g € ndo degenerada.

Observacao 1.2.11. Se E ¢ subespaco vetorial simplético de V', entao V =
E o Ev~.

Teorema 1.2.12. Todo espaco vetorial simplético admite uma base simplética.

Demonstracao: Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimensao 2n.
Tome v; € V, com v; # 0. Como w é nao degenerada, existe v,,1 € V, com
Unt1 7 0, tal que w(vy, Upy1) # 0. Tomando
1 -
— = Un+1,
w(v1, Upy1)
18
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temos w(vy,vy41) = 1. Seja By = [v1,v,41] 0 espago gerado por esses vetores.
Desde que w|g, é ndao degenerada, segue que E; é simplético. Assim, Ey N EY =
{0}. Como dimE\+dimEY = dimV, segue que V = Ey@EY. Portanto, dimEY =
o2n — 2. E claro que w|gs € nao degenerada; assim, EY é um espago vetorial
simplético de dimensao 2n — 2. Podemos repetir a construcao até obtermos uma
decomposigao

V=FE®E,® & Esy,,

onde cada E; é gerado por v;, v,4; tal que w(v;,v,4;) = 1. Portanto, segue que

vy, ..., Ugp, € uma base simplética de V. |

Teorema 1.2.13. Todo espago vetorial simplético de dimensao 2n é simplecto-

morfo a (R*",wy), onde wy € a forma simplética padrao.

Demonstracao: Seja (V,w) um espago vetorial simplético e B = {vy, vy, ..., v2, }
uma base simplética de V. Dado v € V, existe a = (ay, as, ..., az,) € R*™ nao
nulo tal que

U = 101 + QoUs + ... + Qa,U2,. A funcao

T:V — R*

v (ag,09, ..., 00,)

¢ simplectomorfismo. Com efeito, se u = 3101 + 101 + ... + Banvan,

w(v, U) = w(z o, U4, ZBjUj) = ZO@BJ‘W(’UZ‘, Uj) = Z@iﬂj‘]ij

= o’ JB = wo(a, B) = wo(T(v), T(u)).

Segue do teorema acima o seguinte resultado:

Corolario 1.2.14. Dois espacos vetoriais simpléticos de mesma dimensao sao

simplectomorfos.

1.2.2 Matrizes Simpléticas

Definigao 1.2.15. Uma matrizT € Moy, x0,(R) € dita simplética se ela é a matriz
de uma transformacao linear simplética numa base simplética. O conjunto de

todas as matrizes simpléticas em Mayxon(R) € denotado por Sp(2n,R).

19



Proposicao 1.2.16. As sequintes afirmacoes a respeito de uma matriz T €
May 2 (R) sao equivalentes:
1. T € uma matriz simplética;

2. a transformacdo linear de R*" em R®" definida pela matriz T numa base

simplética € uma transformacao linear simplética;

. TYJT = J.

Demonstragao:
(1. < 2.) é um fato bem conhecido da Algebra Linear.

(2. < 3.) Decorre de

u’ Jv = wo(Tu, Tv) = (Tu)' J(Tv) = u" (T JT)v.

O terceiro item da proposicao anterior permite estender a definicao de trans-
formagao simplética como segue:

Defini¢ao 1.2.17. Uma matriz T € May,xo,(R) € chamada simplética com mul-

tiplicador p, ou p-simplética se
TV JT = pJ (1.6)
onde p € R\ {0} € uma constante.

Observagao 1.2.18. As matrizes simpléticas correspondem as matrizes 1-simplé-
ticas. Podemos observar que, pela defini¢cao, toda matriz simplética, T, satisfaz
detT = +1.

Teorema 1.2.19. Se T € simplética com multiplicador u, entao T € nao singular

eT = —pu=tJTTJ. SeT e R sio ju e v simpléticas, respectivamente, entao T "

1

e TR sao simpléticas com multiplicadores p= e pv, respectivamente.

Demonstracao: Como T7JT = u.J, entao temos
det TT det J det T = p*" det J

det T = +|ul",
20



donde segue que T é nao singular. Para mostrar que ! = —p~tJT7TJ, partimos
da igualdade em (1.6). Observe:

TTIT = puJ = TTJ = pJT-' = JTTJ = pJ?T!
= JT1 )= —pT =T = —ptJrtyJ

As outras afirmacoes seguem-se de forma imediata, conforme segue:

e para T !,
(T Hrgrt = (" tyrt=[(rJ 1t
= [FTIT" = ()
= —p T = TN (=) =
e para T'R

(TR)TJ(TR) = R'TTJTR = pRTJR = wJ.

Observe, em seguida, as condigdes para que uma matriz seja u-simplética.

a f

No caso de uma matriz 2 X 2, T' = ( 5 ), temos que
8

TTJT = 0 a0 =7
—ad + By 0

Logo, uma matriz 2 x 2 é p-simplética se, e somente se, ela tem determinante p.

. a .
No caso 2n X 2n, com a matriz T = ( > escrita na forma de blocos,

Cc

TT T = ( a’c—cla a’d— b >

temos

ble—dPa b'd—d'b

Nesse caso, segue a proposicao:

Proposicao 1.2.20. 7' = ( “

> ¢ simplética com multiplicador p se, e so-
c

mente se, a’d — c'b = ul e a’c e b'd sdo simétricas.

21
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ar —v’
Neste caso também verifica-se que T = p~! .
Teorema 1.2.21. A matriz solugcio fundamental Z(t,ty) de um sistema Hamil-
toniano linear (1.4) € simplética para todo t, tog € I. Reciprocamente, se Z(t,1y)
¢ uma fungdo diferencidvel de matrizes simpléticas, onde Z(ty,to) = I, entao Z

€ uma matriz solucao de um sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragao: Se U(t) = Z(t,to)T JZ(t,ty), entdao U(ty) = J e
Uty=2YJZ+ 272 =ZT(ATJ +JA)Z =0, (1.7)

donde segue que U(t) = J para todo t, e com isso temos que Z(t,ty) ¢ simplética
para todo t. Se ZTJZ = J, para todo t, entdo ZTJZ + ZT¥JZ = 0, donde
(ZZ YT J+J(ZZ7") = 0. Isso mostra que A = ZZ~' é Hamiltonianae Z = AZ.
|

Corolério 1.2.22. Considere o sistema em (1.4) com A constante. Entdo, A €

At

Hamiltoniana se, e somente se, e*" € simplética para todo t.

No caso de A constante, a solucao fundamental é da forma Z(t) = et

Veremos agora que uma mudanga de varaveis simplética preserva a estrutura
Hamiltoniana. Para isso, considere T'(t) uma matriz de ordem 2n invertivel para
cada t, assim a mudanca de coordenadas ¢ = U(t)z transforma o sistema Hamil-

toniano linear (1.4) no sistema
(= (TT'AT —T7'T), (1.8)

onde U(t) = T71(t). Em geral, este sistema de equacoes nao é Hamiltoniano,

contudo:

Teorema 1.2.23. Se U(t) é uma transformagao p-simplética, entio o sistema

(1.8) € um sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragao: Se U(t) é uma matriz y-simplética, entao T'(t) é u~!-simplética.

Como TJTT = p~'J para todo t, temos que TJTT + T.J(T)" = 0, donde se-

gue que (T~'T)J 4+ J(T~'T) = 0, e portanto T~'T" é uma matriz Hamiltoniana.

Temos também que T-'J = puJT7, donde segue que T1AT = T 1JST =
22



pJTTST = J(uTTST) é Hamiltoniana também. Logo T—'AT — T~'T é Hamil-

toniana. [ |

Este teorema nos diz que uma mudanca de coordenadas simplética preserva

a forma Hamiltoniana de um sistema de equagoes.

Um resultado importante na caracterizagao de uma matriz solugao fundamen-
tal de um sistema Hamiltoniano linear é o seguinte:
Proposicao 1.2.24. Seja T' uma matriz simplética. Se X\ é um autovalor de T

1
(note que A # 0 pois det(T") = £1), entao X ¢ também um autovalor de T com

a mesma multiplicidade algébrica.

Demonstracao: Desde que T é simplética, temos T7 = —JT~'J, donde, para
todo A\ # 0 autovalor de T, temos:
p(A) = det(T — \I)
= det(T7 — \I)
= det(=JT'J+\JJ)
= det J.det(—T"" 4+ \I).det J

1
= det\T (T — XI)]
1
= MA"det T~ . det(T — XI)
1

= £\"p(<).

p(3)

1
Seque que a mutiplicidade algébrica de A é a mesma de X |

Da proposicao acima segue que se conhecemos um autovalor A da matriz

1 1
Y —-Ae -

Em particular se 1 e —1 sao autovalores, entao eles possuem multiplicidade par.

real simplética, entao conhecemos mais trés autovalores, a saber

Além disso, desde que A\ é autovalor entao % também é autovalor com a mesma
multiplicidade, entao segue que o determinante de uma matriz simplética é igual

a um.

1.3 Funcoes geradoras

Vamos agora obter um processo para construcao de transformagoes simpléticas

por meio de uma fungao chamada funcao geradora. Nesta secao, veremos ainda
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um teorema que envolve a derivada de uma fungao geradora e que relaciona o Ha-
miltoniano apds uma transformacao de variaveis simpléticas com o Hamiltoniano

nas coordenadas antigas.
Seja
Q=dgNdp="_dg; Adp;.
j=1

Considere a mudanca de coordenadas F : (¢,p) — (Q, P). Assuma que @ e P

estao definidas numa bola U de R?".

Nas condigoes acima, a mudanca de coordenadas sera simplética se, e somente

se,

dgNdp=dQQ NdP < d(qgdp— QdP)=0.

Sabemos que uma k-forma w é fechada se dw = 0. Defina as 1-formas

op = qdp—QdP

oy = qdp+ PdQ = o, +d(QP)
o3 = pdg— PdQ = o3+ d(pq)
oy, = pdq+ QdP = o3+ d(PQ).

Desde que U é uma bola em R?", pelo lema de Poincaré tem-se que a mudanca
de coordenadas é simplética se, e somente se, uma das fungoes S; = S(p, P),
Sy = S(p,Q),53 = S(q,Q), Sy = S(q, P) existe e satisfaz respectivamente dS; =
o1, dSy = 09, dS3 = 03, dSy = o4. Estas informacoes dao uma forma facil
de construir coordenadas simpléticas. Por exemplo, assumamos que exista uma

fungao Si(p, P) tal que dS; = o1, assim

05 05,
se, e somente se,
051 051

Portanto, qualquer mudanca de coordenadas que satisfaz estas duas ultimas

condicoes é simplética. Assumindo agora que o Hessiano de S; é nao singu-

951
Op

Funcgao Implicita que P pode ser escrita como funcao de ¢ e p. E da equagao

lar e considerando a funcao F(q,p, P) = — q = 0 segue-se do Teorema da

Q = —%(p, P), obtemos @ = Q(q,p). Assim, temos o seguinte teorema:
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Teorema 1.3.1. As sequintes mudancas de varidveis definem uma mudanca local

de coordenadas stmpléticas:

1. ¢ = 865;)1( P), — %1 (p, P) quando 3 ‘9 5L (p, P) € nao singular;

68%2 (p, Q) quando gé% (p, Q) € nao singular;

2. q= 832(

8S3 ((L Q) quando gqg%(q,Q) ¢ nao singular;

Q@

Q), P

B0 (0.Q), P
98 8. a 54 L

4. p=5ta,P), Q= 55(q,P) quando 555(q, P) € nao singular.

Cada uma das fungoes S; (j = 1,2,3,4) é chamada fungdo geradora ou fung¢do

geratriz.

Teorema 1.3.2. Seja a transformacao de coordenadas simplética numa bola
aberta de R*™, E : z = (q,p) — ¢ = (£ = &(¢,p,t),n = n(q,p,t)) dependente
do parametro t, definida pela funcao geradora S = S;, j = 1,...,4. Entao se
H = H(q,p,t) representa o Hamiltoniano nas coordenadas antigas, tem-se que o

Hamiltoniano nas novas coordenadas H* = H*(§,n,t) € dada por

(7 =1,2,3,4) onde o lado direito da equacao acima tem sido avaliada em q =
g(&n.t) ep=p&n,t) e Ry = —%2% para j = 1,2 ¢ R; = %2 para j = 3,4.
Demonstracao: A demonstracdo encontra-se na referéncia [16]. i

Exemplo 1.3.3. Neste ezemplo descreveremos alguns passos do processo de ob-
ten¢ao da funcao geradora da rotagdo, maiores detalhes veja [5]. Seja W(q, X, t)

a fungao geradora da rotagao de angulo w

q = cos(wt)x + sen(wt) X
p = —sen(wt)z + cos(wt) X,

entao a sua derivada € dada por

W, = —%($2+X2). (1.10)

De fato, considerando que p =W, e v = Wx, entao

W, = —sen(wt)x + cos(wt)X = —sen(wt) (%ﬁigm) + cos(wt) X
_ —sen(wt)(q — Xsen(wt)) + cos®(wt) X _ —gsen(wt) + X
cos(wt) cos(wt)
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integrando com respeito a q, teremos

1 ,sen(wt) Xq

Wiq, X,t) = —= X
(4, X,1) 21 cos(wt)  cos(wt) 9(%),
por outro lado
q — Xsen(wt) q ,
_— = = - —— X
cos(wt) v=Wx cos(wt) +9(X)
o que implica em
— Xsen(wt) 1 _,sen(wt)
"(X)= ——-—_2 — -y
g(X) cos(wt) <9 2" cos(wt)

e, portanto, a funcao geradora da rotacao € dada por

1 ,sen(wt) Xq 1 _,sen(wt)

Wi(q, X,t) = —= — =X
(4, X,?) 21 cos(wt) * cos(wt) 27 cos(wt)
1 sen(wt) Xq
W(g, X,t) = —=(¢+X? :
(0, %,%) 2(q )cos(wt) * cos(wt)
Temos ainda que
w 1 wXgsen(wt)
Wiy=——(¢"+X?
! 2 "+ >Cos2(wt) cos?(wt)
e substituindo a expressao de q temos o desejado
W, = — 2 (2% + X?). (1.11)

2

Tendo em vista que usaremos bastante o conceito de estabilidade nos capitulos
2 e 4, na préxima secao definiremos estabilidade no sentido de Lyapunov e enun-
ciaremos condigoes para a estabilidade e instabilidade de solugoes. Além disso,
abordaremos o conceito de estabilidade paramétrica tendo em vista que bus-
caremos, no capitulo 3, construir curvas fronteiras da regiao de estabilidade e

instabilidade paramétrica.

1.4 Estabilidade de solucoes

1.4.1 Estabilidade no sentido de Lyapunov

Considere a equacao diferencial ordinaria autonoma

T = f(x) (1.12)
onde f: U C R* — R" é uma aplicacao continua e localmente Lipschitziana.
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Defini¢ao 1.4.1. xy € U € dito um equilibrio ou solu¢ao de equilibrio de (1.12)
se f(zo) = 0.

Definicao 1.4.2. Seja T(t) uma solugao de equilibrio de (1.12). Dizemos que
Z(t) é:

1. estavel, sequndo Lyapunov, em t = tq se para todo € > 0, existe 6 =
d(e,to) > 0 tal que para qualquer x € Bs(T(ty)), a solugcdo x(t) que se
inicia em x quando t = ty, estd definida para todo t > to e x(t) € B.(T(ty)),
para todo t > tg;

2. assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se ela é estdvel e além
disso, existe um nimero positivo 61 < § tal que ||x|| < §; implica tlim ||z (t)—
— 00
()| = 0;

3. instavel quando nao € estdvel.

A % (t)

Observacao 1.4.3. Dizemos que um sistema linear de equagoes diferenciais or-
dindrias € estdvel no sentido de Lyapunov se a solugcao de equilibrio nula for

estavel.

1.4.2 Sistemas lineares com coeficientes constantes

Consideremos o sistema linear homogéneo
T = Ax (1.13)

onde A € M,y,(R),z € R™. Acerca da estabilidade de um sistema linear com

coeficientes constantes podemos destacar:
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Teorema 1.4.4. Sejam Ay, ..., \, os autovalores da matriz A e suponha que Jy €
o bloco de Jordan (em C) associado a A. Tem-se para a solu¢ao nula do sistema

& = Ax as sequintes afirmacoes:

1. Se A € uma matriz nao singular:

(a) Assintoticamente estdvel no sentido de Lyapunov se, e somente se,
Re(\y) < 0 para todo k =1,....,n;

(b) Estdvel, mas ndo assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se,
e somente se, A tem pelo menos um par de autovalores imagindrios puros
e sempre que cada bloco de Jordan Jy (em C) associado a cada autovalor
mmagindrio puro A é diagonal e o resto dos autovalores possui parte real
negativa;

(¢) Instdvel nos demais casos.

2. Se A é uma matriz singular:

(a) Estavel no sentido de Lyapunov se os autovalores nao nulos tem parte
real negativa e o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo é diagonal;
(b) Estdvel no sentido de Lyapunov no caso em que A tem ao menos um
par de autovalores imagindrios puros, sempre que cada bloco de Jordan Jy
(em C) associado a cada autovalor imagindrio puro X\ seja diagonal, o bloco
de Jordan associado ao autovalor nulo € diagonal e o resto dos autovalores
possui parte real negativa;

(¢) Instdvel nos demais casos.

Demonstragao: Ver na referéncia [3]. |

1.4.3 Estabilidade de sistemas lineares periédicos

Vamos considerar um sistema linear de equagoes diferenciais
x=Alt)x , x' = (21,79, ...,7p), (1.14)
onde A(t) é 2m-periddica, real e continua em t.

A seguir apresentaremos algumas definigoes e resultados que nos auxiliarao

na prova do Teorema de Floquet.
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Definicao 1.4.5. Dizemos que uma matriz C' de ordem m X m tem um logaritmo
se existe uma matriz de mesma ordem B tal que C' = eP. Neste caso, dizemos

que B € o logaritmo de C' e escrevemos B = log C'.

Lema 1.4.6. Toda matriz C' de ordem mxm , tal que det C' # 0, possui logaritmo.

Demonstragao: Seja C' uma matriz m x m inversivel. Se C' = diag|CY, ..., Cy],
onde cada C; é uma matriz inversivel e se existem matrizes By, ..., By, com €% =
C;, pondo B = diag|By, ..., By] temos que e = C. Com isso é suficiente mostrar
que uma matriz elementar de Jordan J com autovalor nao nulo tem logaritmo.
Escrevemos J = Al + N = A/ + R), onde R = %N e consideramos a matriz

B = (In\)I + S, onde

m—1

i
S:E}—W“§3
=1 J

sendo m a ordem de J e In)A uma das determinagoes do logaritmo de A. Obser-
vemos que S = log(I + R), pois R/ = 0 para j > m. Assim, ¢ = I + R. Como
(InA)I e S comutam, temos que e? = e(MNI+S = (PN e = \(I 4+ R) = J. Fica,

assim, demonstrado o lema. |

Lema 1.4.7. Se X(t) € uma matriz fundamental do sistema (1.14), com X (0) =
1, entao
X(t+2m) = X (t) X (2m),

para todo t.

Demonstracao: Sejam U(t) = X(t + 27) e V(t) = X(t)X(27), desse modo
temos que

U(t) = A(U(t) e V(t) = A(t)V (1),

e como U(0) = X(2m) = V(0), segue do Teorema de existéncia e unicidade para

equagoes diferenciais ordindrias que U(t) = V (), para todo ¢. |

Teorema 1.4.8 (Liouville). Se X (t) € uma matriz fundamental de (1.14) em
I CR, esetye I, entao

det X (t) = det X (1) .eftto tragoA(t)dt
para todo t € I.

Demonstracao: Ver demonstragao em [3]. |
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Teorema 1.4.9 (Floquet). Seja X (t) uma matriz fundamental do sistema (1.14),
com condigao inicial X (0) = I,,, onde A(t) é 2m-periddica. Entdo existem B e
Y (t), matrizes m x m, sendo B matriz constante e Y (t) 2m-periddica tais que
X(t) =Y (t)e'B.

Demonstracao: Note que X (¢ 4 27) também é matriz fundamental de (1.14).
De fato,

X(t+2m) = At +2m) X (t+2m) = A(t) X (t + 27)

e além disso, det X (t + 27) # 0 (pelo Teorema (1.4.8) para ty = 0). Pelo lema
anterior, X (¢t + 2m) = X(¢)X(27), assim existe constante C' invertivel tal que
X(t+2m) = X(t)C. Isso significa que existe B dada por

e’ = O = X(2n). (1.15)
Defina Y (t) = X (t)e *B. Resta mostrar que Y (t) é 2r-periédica. De fato,

Y(t+2r) = X(t+2n)e ™78 = X(t)X(2r)e P18
= XOX2m)X'2n)e B = X(t)e P =Y (1),

pois tB e 2w B comutam.
Assim, Y (t 4 27) = X(t)Ce BB = X (t)e B =Y (t). i
Corolério 1.4.10. Sejam X (t), A(t), B e Y (t) como no Teorema de Floquet. A

mudanga de varidveis x =Y (t)y transforma o sistema & = A(t)x, com A(t) 27-

periodica em yy = By com coeficientes constantes, pois B ¢ uma matriz constante.

Demonstragao: Substituindo z = Y'(t)y, onde Y (t) = X (t)e B, no sistema

T = A(t)x teremos:

i = Yt)y+Y(t)y=(X{t)e B - X(t)Be By + X(t)e Py
= AWWX(H)e Py — X(t)e PBy + X (t)e Py
= A[)Y (t)y — X(t)e "By + X (t)e "y,

por outro lado,

Segue que



e assim

Definigao 1.4.11. A matriz X(2mw) é chamada de matriz de monodromia.

Definicao 1.4.12. Os autovalores x; de B sao chamados expoentes caracteristicos
do sistema (1.14). Jd os autovalores p; de e*™® = X (27) sao chamados multipli-

cadores caracteristicos.

Observagao 1.4.13. p; = €™, ou ainda, x; = 5= Inp; = 5-[In|p;|+iarg(2km)],

comj=1,2,....m.

Observacao 1.4.14. Os multiplicadores caracteristicos nao dependem da escolha

de uma matriz de monodromia, isto €, de uma matriz fundamental.

De fato, se X(t) e Y(t) sdo duas matrizes fundamentais, entdo para cada t,
existe uma matriz ndo singular, D(t), tal que Y (t) = X (t)D(t). Como X(t) =
A)X(t) e Y(t) = A[)Y(t), temos que

ABDX#)D(t) = AQR)Y(t) =Y(t) = X(t)D(t) + X (t)D(¢)

o que implica em X (t)D(t) = 0. Como X(t) € inversivel, temos que D(t) = 0

para todo t, ou seja, D € wma matriz constante. Assim,
XOX2m)D=X({t+2m)D =Y (t+27) =Y (@)Y (2r) = X(t)DY (27)

de onde seque que as matrizes X (2m) e Y (2m) sdo semelhantes, ou seja, X (2m) =
DY (2m)D~1. Assim, temos o desejado, pois matrizes semelhantes possuem 0s

mesmos autovalores.

Com base nos resultados acima podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 1.4.15. A solu¢ao nula do sistema (1.14) é:

o Assintoticamente estdvel no sentido de Lyapunov se, e somente se, todos os

expoentes caracteristicos tem parte real negativa.
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o [stavel no sentido de Lyapunov se, e somente se, todos os erpoentes ca-
racteristicos tém parte real menor ou igual a zero, enquanto os expoentes
caracteristicos com parte real nula possuem bloco de Jordan (sobre C) dia-

gonal.

e [nstavel, se e somente se, existe algum expoente caracteristico com parte
real positiva ou algum expoente caracteristico nao nulo com bloco de Jordan

nao diagonal.

Entao, segue-se que o sistema (1.14) é estavel se, e somente se, todos os seus
multiplicadores tiverem médulo menor ou igual a um, no caso de |p| = 1, a matriz

X (27) deve ser redutivel a forma diagonal.

1.4.4 Estabilidade paramétrica

E comum, ao modelarmos um problema fisico, nos depararmos com uma equagao
do tipo (1.4) onde os coeficientes da matriz nao sdo totalmente determinados.
Nesse caso, buscamos saber como se dard a estabilidade desse sistema sujeito a
pequenas mudangas na matriz Hamiltoniana A(t), por exemplo, quando a matriz
A(t) depende de um parametro. Dessa maneira, surgiu o termo estabilidade

paramétrica o qual definiremos melhor abaixo.

Definicao 1.4.16. Dizemos que um sistema Hamiltoniano linear periodico € pa-
rametricamente estdvel ou fortemente estdvel se ele e todas as perturbacoes su-
ficientemente pequenas dele por sistemas Hamiltonianos lineares periodicos sao
estdveis, ou seja, (1.4) € parametricamente estdvel se existe um € > 0 tal que
z = R(t)z € estdvel, onde R(t) é qualquer matriz Hamiltoniana linear com o

mesmo periodo tal que |A(t) — R(t)| < €, para todo t.

Antes de enunciar o principal resultado sobre estabilidade paramétrica que
usamos nesse trabalho é necessario que esclarecamos alguns pontos. Considere

um sistema Hamiltoniano linear m-periédico
T =JS(t)x (1.16)
e seja
H(x,t,€) = Hy+ eH, + *Hy + - - - (1.17)

sua fungao Hamiltoniana expandida em funcao do parametro e. Observe que

Hy, Hy,--- sao formas quadraticas na variavel x. Suponha que para ¢ = 0 a
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equagao caracteristica de (1.16) tenha raizes imaginérias puras +iwg, wy > 0,k =
1,---,n (as quantidades wy sao ditas as frequéncias desse sistema Hamiltoniano).
Suponha que as quantidades wy, k =1, -+ ,n sao todas distintas. Dessa maneira,
através de uma transformagao simplética x = Ny, para a qual apresentaremos

uma constru¢do no préximo capitulo, a funcdo Hy em (1.17) é transformada
n

em Hy(y) = %Zaj (47 + y2,,) e assim, o Hamiltoniano em (1.17) ¢é levado no

j=1
Hamiltoninano
1 n
H =33 0i(y} +yi ) + el + @yt - (1.18)
j=1
onde Hy, Hy, - -+ sao formas quadraticas na varidvel y com coeficientes continuos

e T-periédicos em t. Os o; sao dados por 0; = d;w;, w; > 0 e os §; = £1 sao

completamente determinados no processo de construcao da matriz V.

Definicao 1.4.17. Dizemos que as frequéncias wy, - -+ ,w, de um sistema Hamil-
toniano linear possuem ressonancia de ordem k quando existem inteiros kq,--- , ky
onde |ki|+ - + |k,| = k tais que

k1w1+"'+knwn:0>
no caso autonomo ou
k1w1+---+knwn:N,N:il,i2,~--

no caso periodico.

Agora estamos prontos para enunciar o seguinte teorema

Teorema 1.4.18. (Krein-Gel’fand-Lidskii) Para € suficientemente pequeno o sis-
tema linear com Hamiltoniano (1.18) € estdvel se, e somente se, as quantidades

0j = 0;wj, onde 6; = £1, nao estao relacionadas pelas igualdades
opo+or=N, k=12, n; N==%1,£2,---. (1.19)

Observacao 1.4.19. Chamamos de ressonancia de Krein aquelas para as quais
vale oy +o0, =N, k,l=1,2,--- ,n; N==%1,£2,---.
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Capitulo 2

Estabilidade e forma normal de
sistemas Hamiltonianos lineares
com coeficientes constantes e

periodicos

Dado um sistema Hamiltoniano
2=JVH(z) (2.1)

e um equilibrio zy desse sistema, na busca de responder perguntas acerca da
dinamica desse sistema ¢é bastante comum, primeiramente, tentarmos entender
como o sistema se comporta proximo do equilibrio. Dessa maneira, linearizamos

o sistema em torno do equilibrio e, assim, obtemos
2= JD*H(%)(z — 2z) + O((z — 2)?). (2.2)

O sistema em (2.2) é dito sistema perturbado ou sistema nao linear, em geral, e

o sistema linear associado a este
= JD*H(%)(z — ) (2.3)

¢ denominado sistema nao perturbado. Observe que o sistema em (2.3) é um
sistema Hamiltoniano linear e, como dissemos antes, com o objetivo de entender
a dinamica do sistema perturbado analisamos primeiramente este. Mais detalha-
mente falando, escrevendo o desenvolvimento em série de Taylor do Hamiltoniano

do sistema (2.1) em torno do equilibrio z, temos

H = Hyt Hot Hit oo (2.4
34



onde H; é um polinomio homogéneo de grau j em z = (z,y), =,y € R" e
Hy = 12" D?H(z) 2. Se H for uma forma quadrética positiva ou negativa
definida, a estabilidade desse sistema estd resolvida. O sistema sera estavel uma
vez que H serd uma integral primeira definida positiva ou negativa. Se Hy for
uma forma quadrética indefinida, o Teorema da estabilidade de Arnold ! para
sistemas com dois graus de liberdade nos d4 um caminho para a estabilidade do

sistema perturbado ou sistema nao linear.

O estudo da dinamica na vizinhanca do equilibrio é convenientemente feito através
da forma normal do Hamiltoniano. Nesse capitulo e no seguinte nos preocupamos
em descrever o processo de normalizagao linear com o intuito de decidirmos sobre
a estabilidade linear de um sistema Hamiltoniano, mais precisamente sobre a

estabilidade paramétrica desse sistema.

2.1 Estabilidade de sistemas Hamiltonianos li-

neares autonomeos.

2.1.1 Estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares com

coeficientes constantes.

Considere o seguinte sistema Hamiltoniano linear
x = JSX, (2.5)

onde xT' = (21, ..., Tn, Tpy1, ..., Top) € a Matriz S aqui é real simétrica, com entra-

das constantes e de ordem 2n.
A equagdo caracteristica de (2.5) é dada por
p(A) = det(JS — Aly,) = 0. (2.6)

Para sistemas Hamiltonianos lineares vale o seguinte resultado

!Teorema de Arnold: Seja H um Hamiltoniano com dois graus de liberdade, parte quadrética
indefinida e frequéncias w; e wy sem ressonancia até quarta ordem. A origem é estdvel para o
sistema cujo o Hamiltoniano é (2.4), desde que ha algum k, 1 < k < N, Do = Hop(wo,w1) # 0

ou, de forma equivalente, desde que Hs nao divide Ho,. Em particular, o equilibrio é estavel se
1
Dy = i(Awg + 2Buwiwy + Cwi) #£0,

onde A, B, C s@o constantes.
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Afirmagao 2.1.1. O polinémio caracteristico p(\) € par.

De fato,

p(\) = det(JS — Aly,) = det(JS — Ay,)"
= det(STJT — A\, = det(—SJ — \ly,)
= det(J?SJ — Ay,) = det(J2SJT + A(—1,))
= det(J2SJ + \J?) = det(J2ST + AJ Iy, J)
= det J(JS 4+ Ay,)J = det J.det(JS + Aly,). det J
= 1.det(JS + Ay,).1 = det(JS — (=\)1,)
= p(=A).

Portanto, se A = u + v é raiz de (2.6) com parte real negativa, entao —\ =
—u — iv também é, e com parte real positiva. Assim, concluimos a partir do

teorema (1.4.4) que o sistema (2.5) ¢é instavel.

Dessa forma, concluimos que para o sistema (2.5) ser estavel é necessario que
as raizes da equacao caracteristica sejam nimeros imaginarios puros. A condicao

suficiente é garantida quando a matriz JS é redutivel a uma forma diagonal.

Observagao 2.1.2. Quando a funcao Hamiltoniana H do sistema (2.5) é de-
finida positiva, temos a garantia das condigoes necessdrias e suficientes para a
estabilidade do sistema (2.5). Para isso, basta tomar H como a sua fungdo de

Lyapunov e considerando que H=constante, obtemos assim as conclusoes sobre
estabilidade do sistema (2.5).

Exemplo 2.1.3. Considere o sistema linear

d{L‘k de‘2+k

o (= 1) M wpzois, - (—Dfwpar,  (wp >0, E=1,2). (2.7
Equivalentemente, temos
T 0 0 w O 1
) . 0 0 0 —ws Zo
zs || =1 0 0 0 zy |’
Ty 0 w 0 0 T4

donde



A equagao caracteristica do sistema (2.7) tem dois pares de raizes imagindrias

puras. De fato,
p(\) =det(JS — M) =0 = '+ (W] +wi)\* + wiwi =0,

cujas raizes sao +iwy e +iws. Apesar delas serem imagindrias puras temos que

a funcao Hamiltoniana

1 1 1
H= §xTSx = §w1(x% +a3) — 5@02(203 + %)

nao € definida positiva.

2.1.2 Normalizacao de um sistema Hamiltoniano linear

com coeficientes constantes

Suponha que as raizes da equagao caracteristica det(JS — AI) = 0 do sistema

x = JSx sao simples e imaginarias puras

)\k = 1wy, R )\n+k = —lWwy, (wk > 0, k= 1, ,TL)

Vamos achar uma transformacao canonica real, linear, z; — y; (j = 1,2, ...,n)
que leve o sistema (2.5) na forma normal. Neste caso, por forma normal do sis-
tema de equagdes (2.5) designamos o sistema de equagoes diferenciais cuja fungao
Hamiltoniana H é igual a soma algébrica dos Hamiltonianos de n osciladores li-

neares desacoplados

1 n
H=g ; Skwr (Vi + Yoik) (2.8)

com 0 = £1. Ou seja, mostraremos a existéncia de uma matriz de normalizagao
N que transforma o Hamiltoniano do sistema (2.5), através da transformacao
x = Ny, no Hamiltoniano (2.8). Para isso, utilizaremos o algoritmo descrito no
livro do Markeev [10]. Tal algoritmo, quando aplicado a um problema concreto,

depende apenas da obtencao dos autovalores da matriz J.S.

Vamos introduzir a notacio y? = (Y1, ..., Yn, Yni1, - Yon). Entdo, levando-
se em consideracao (2.8), encontramos que a forma normal do sistema linear se

escreve na forma do seguinte sistema Hamiltoniano de equacoes:

y=JS", (2.9)
37



onde S* é uma matriz diagonal real, cujos elementos da diagonal sao determinados

pelas igualdades
Pik =Pk = 0w (K=1,2,...,n).

A mudanca das varidveis x para as variaveis y é dada por meio da matriz N.

Note que
NJS*y = Ny=x=JSx=JSNy
assim, a matriz N satisfaz a seguinte equacao matricial

NJS* = JSN. (2.10)

Além disso, para que a transformacao x = Ny seja candnica, a matriz N deve

ser simplética, isto é, ela deve satisfazer mais uma equacao matricial:

NTJN = J. (2.11)

A solugao da equag@o matricial (2.10) ndo é unica. A fim de achar a trans-
formacao normalizadora é necessario escolher, dentro do conjunto infinito de
solugbes da equagao (2.10) uma que seja real e satisfaca a condigao de ser simplética.

Ou seja, desejamos encontrar N que seja solucao do sistema

NJS*=JSN
NTJN =J

A solugao N da equagao (2.10) serd procurada na forma do produto de duas

matrizes N = N;N,, onde a matriz Ny é definida pela igualdade:

1, I
—il, I,

Substituindo N = N; Ny na equagao (2.10), temos
NlNQJS* = JSNlNQ

NN, JS*Ny ' = JSN,

NG = JSNy, (2.12)
onde G = Ny JS*N; ' é a forma diagonal da matriz J.S, suas entradas satisfazem
as igualdades ggx = —Gntknir = i0pwr (k= 1,2,...,n). Deste modo, é necessario
encontrar uma matriz Ny que leve a matriz J.S a forma diagonal.
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A matriz N; serd tal que suas colunas serao os autovetores da matriz JS,

Ny = col ( €1y eeey €y oevy Et Ly oeey Crtamy oee )2 ,
n

onde o autovetor e,, é correspondente ao autovalor \,, = id,,w,, € o autovetor
entm € correspondente ao autovalor A, = —id,,wy,, (m =1,2,...) . Denotaremos
e; = 17, + is; um autovetor qualquer da matriz J.S correspondente ao autovalor

iw, ou seja, JS(rf +isy) = iwg(ry + isy). Deste fato segue que

JSry = —wgsy ,  JSsp=wprp (k=1,2,...n). (2.13)

Os autovetores e, e €,.,, sao tomados da seguinte forma
* . 3 * .k
em = Cn(Omrs +185) y  enim = Con(Omry, —iS),), (2.14)

onde ¢,, € R. As constantes ¢, serao escolhidas com a finalidade de garantir que

a matriz N seja real, e elas serdo obtidas com a condicao NTJN = J.
Substituindo N = N; Ny na condi¢ao acima, temos:
NSNLJIN Ny = J

NJFNy = J, (2.15)

onde F' = N[ JN;. O elemento fj; desta matriz é dado pelo produto interno

fia = {ex, Jer). (2.16)

Mas, como temos (a, Jb) = —(Ja,b), para todo vetor a e b, segue que F' é anti-
simétrica.

Vamos provar ainda que se |k—1| # n, entao fy; = 0. De fato, como J? = — I,

temos a seguinte igualdade
<6k, J2H€l> = <€k7 HJ261>.

De onde segue que

(ex, JPHe)) = ey, HJ?e))

(e, JJHe)) = (J'H ey, Jey)
(er, JNe)) = —(JHey, Jep)
(e, INe) = —(M\gex, Jey),



entao

()\k + >\l)<€k; J€l> =0
M+ M) fu=0 (2.17)

temos A\p+\; = 0 somente se |[—k| = n, por causa do ordenamento dos autovalores
tomados da definigdo da matriz Ny portanto fi; = 0, se |l — k| # n. Assim, a

matriz F' terd a seguinte estrutura

F:( 0 D))
_D 0

onde D onde é uma matriz diagonal de ordem n com elementos di = (e, Je, ).
Nenhum dos elementos dg;. € igual a zero, caso contrario, o determinante da matriz

F' seria nulo. Porém,
det F = det N{ . det J.det Ny = (det N;)? # 0,

pois N; é composta de autovetores correspondentes aos autovalores da matriz J S,
que sao distintos.

Levando em consideragao as expressoes de ey € e, em (2.14), entao
dpe = —2iciop(ry, Jst) , (k=1,..,n). (2.18)

Agora, de NJ FN, = J , obtemos a seguinte condigao que garante a simpleticidade
da matriz N, como segue
NJFNy=J

ol, —il, 0 D il, I\ 0 I,
L, I, -D 0 —il, I, ] \ —-I, 0
0 —2D\ 0 I,
2D 0 S\ =L, 0 )’
usando a definicao de igualdade de matrizes, temos

2udgy, = 1.

E finalmente,
4cion(ry, Jst) = 1. (2.19)

A partir desta ultima equacgao obtemos também a condicao para escolha do sinal
das quantidades ¢, e para que a quantidade ¢, seja real tomaremos
O = sign(ry, Jsp) , (k=1,...,n). (2.20)
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Entao ¢, = %, onde

1
K = ———o (k=1,...,n). (2.21)
|<7"ka31¢>‘

Temos que a matriz N da transformagao normalizadora nao-singular é real, sua

k-ésima coluna sendo os vetores —kys; e sua (n+ k)-ésima coluna, o vetor Ok}
N = col( —K1S], *r,—KpSy, O1K1TY, -, OpkpT), > :
Vejamos agora como normalizar um sistema Hamiltoniano linear com um grau
de liberdade através do processo descrito acima.

Exemplo 2.1.4. Considere um sistema Hamiltoniano linear x = JSx com um

grau de liberdade, cuja funcao Hamiltoniana € escrita como
H = hoox? + hy17129 + hoos. (2.22)
Entao
= (40 ) =) = )

Vimos que para o processo de normalizacdao, precisamos apenas dos autovalores
da matriz JS e dos autovetores correspondentes. De posse desses dados podemos

construir a matriz normalizante N. Calculando os autovalores através da equagao

hig — A 2h
dot 1 02 0,
—2hyy  —hii — A

A= j:l‘\/4h02h20 - h%l = :i:’i\/ A = j:z'w,

onde N\ = 4hgahag — h%, > 0 (supondo que as raizes sejam imagindrias puras) e

temos

w = A € a frequéncia das oscilagoes.

Usando as equagoes JSr* = —ws* e JSs* = wr* para encontrar a parte real e
imagindria do autovetor €* correspondente ao autovalor iw da matriz JS obtemos,

respectivmente, que

ro= e s = .
hn —W
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Temos ainda, através das equagoes (2.20) e (2.21), que:
d = sign(r*, Js*) = sign(2whgz) = sign(hgs)

1 1 1
VI Ts 2whes]  2w]hes]

e assim, a matriz N da transformagao normalizante é dada por

0 —20ho2 0 2|ho2|

£/ 2w|hoz|

w dhi1 = )
V2wlhoa|  1/2wlhoz| 2[hoz]

Portanto, a transformacao x = Ny, € dada por,

—25h02 w 4 (Shll
Ty = —F/7/————Y2 , To = —F/———Y1 & —F/—————=Y2
\/2W|h02| \/2W|h02| \/2W|h02|

e, dessa forma, obtemos o Hamiltoniano normalizado

€

N = < —KkS*  ORr* ) =

>
[~
=
>
o
N

>
<)
©
[~}
S

1
H = S0w(y} +43). (2.23)

2.2 Estabilidade de um sistema Hamiltoniano li-

near nao autonomo

Nesta secao, estudaremos a teoria dos sistemas Hamiltonianos lineares periodicos,
por meio do teorema de Floquet e forneceremos, alguns resultados a respeito da
estabilidade desse tipo de sistema. Comecaremos por listar alguns dos principais

resultados relacionados a representacao de Floquet.

2.2.1 Estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares
periodicos
Considere o sistema Hamiltoniano linear
x = JS(t)x, (2.24)

xI' = (21, ..; Tp, Ty, -y Tan ), onde S(t) é continua, real, simétrica e 2m-periédica

em t.

Antes de vermos o problema de estabilidade para sistemas lineares com coe-

ficientes periddicos, faremos algumas consideracoes:
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Definicao 2.2.1. A equacado
f(z) =apz™ + a1 2™+ . a1z + =0 (ag #0) (2.25)

¢ chamada reciproca se 0s seus coeficientes que sao equidistantes dos extremos

$ao iguais, isto €, ar = Q.

Observagao 2.2.2. E verdadeira a identidade

f(2)= "1 s (2 £0) (2.26)
para equacgoes reciprocas. De fato,
) = (D) @) (5 +an)

= apt+az+ ..+ ap 12" +a,2™
= A+ Q12+ . a2+ ap2™

= 1),

Reciprocamente, se esta identidade € verdadeira seque que a equagao (2.25)

SN

reciproca.
m oL
TG = )
ap+ a1z + .+ a2 a2 = a2 a2 a1z + an,

ISR

donde ay = ap,_y. Observe ainda que por (2.26) temos que se z € raiz, entdo

também o é.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Lyapunov-Poincaré). Considere o sistema Hamil-
toniano linear € = JS(t)x. Se a matriz S(t) é 2m-periddica em t, entdo a equagdo
caracteristica

f(p) = det(X(2m) — plan) = 0 (2.27)

€ reciproca.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que a X (¢) é simplética. De fato,

d d d
E(XTJX) = (axT) JX +XTJ <£X> = XTSTJTJX + XTJJISX

= XTS(—J)X +XTJ?SX = XTSX — XTSX =0

que implicaem X7 JX = D, onde D é uma matriz constante. Como X7 (0)JX (0) =
J, temos que D = J para todo t. Portanto, a matriz fundamental X (t) é

simplética, pois satisfaz a identidade X7 JX = J.
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Em segundo lugar, observa-se do teorema (1.4.8) que det X (27) = 1.

Por fim, mostraremos que a equagao (2.27) é reciproca

flp) = det(X — ply,) = det X (Ioy — pX ') = det X (I, — pJ ' XTJ)
= det(ly, — pJ ' XTJ) =det J (I, — pXT)J = det (L, — pXT)
1
= det(lyn = pX")" = det(fn — pX) = detlp(_ Lon — X))
1 1
= det pls,. det(;[zn - X) = p2”f(;),

Como consequéncias deste teorema, temos:

e O sistema Hamiltoniano linear (1.14) é estavel se, e somente se, todos os
seus multiplicadores estiverem no circulo unitario, ou seja, |p| = 1 e a matriz

X (27) é redutivel a forma diagonal;
e Os multiplicadores p; e % tem a mesma multiplicidade;
J

e Se a equagao caracteristica (2.27) tem a raiz p = 1 ou p = —1, entao essas

raizes tem multiplicidade par.

2.3 Normalizacao de um Sistema Hamiltoniano

linear peridédico

Considere o sistema Hamiltoniano linear periédico x = JS(t)x com n graus de
liberdade. Vamos descrever o algoritmo que constréi a matriz normalizante, ou

seja, o algoritmo que leva o sistema em sua forma normal

1 n
H =2 0uMslui + Ynsn), (2.28)
k=1
onde ¢, = =£1. Tal transformacao devera ser real, candnica univalente, 27-

peridédica em t . Assumiremos ainda que os expoentes caracteristicos do sistema
acima sdo imagindrios puros, x, = i\, e que os multiplicadores p, = €2™* ¢
Prik = € 2™k 530 todos distintos (k= 1,2,...,n).
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Como no caso constante, tomaremos a transformacgao normalizante como

sendo
r = Ny. (2.29)

Aqui ela serd como o produto de duas mudancas de varidveis

r = Nz, com Ny = X(t)Ae P! (2.30)
. = N, (231)

onde

A é uma matriz constante;

B é uma matriz diagonal cujas diagonais sao definidas pelas igualdades by, =
—bpiknik = 0N (K =1,2,...,n);

N, a matriz dada anteriormente, a saber

1, I
—il, I,

Conforme visto na se¢ao do teorema de Floquet, a substituigdo (2.30) leva o

sistema (2.24) para a forma diagonal
2 = Baz. (2.32)

Logo apds a substituigdo (2.31) o sistema (2.32) assume a forma normal. A
matriz A pode ser escolhida afim de que a transformacao (2.29) seja real, canonica

univalente e 2m-peridédica em t.

Temos que a transformagao z = Noy é canonica com valéncia 2¢. De fato,

il, —il, 0, I, il, I, o[ O I
= 41
I, I, 1, 0, —il, I, 1, 0,
NS JN, = 2iJ.

Note que é necessario e suficiente que a matriz A seja simplética com valéncia
% para que a transformagao (2.29) seja simplética univalente, uma vez que X (t) é
simplética, Ny simplética com valéncia 2¢ e por (1.1.3) B é Hamiltoniana e assim
pelo coroldrio (1.2.22) temos que e~ 5! também é simplética. Ou seja, a matriz A

deve satisfazer a equacgao

1
ATJA = 57 (2.33)
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Além disso, como estamos procurando uma transformacao 27- periédica, temos
X (27)Ae BN, = X (0)Aly, N,
donde segue que
ATIX(21)A = e*™B, com e*™P = diag(p1, ..., Pn, Prs1s s Pon)- (2.34)

Nota-se que a matriz A leva a matriz X (27) a forma diagonal, a m-ésima coluna é

2momAm ¢ na (n-+m)-ésima

—1270m Am (

o autovetor e, correspondente ao multiplicador p,, = e

coluna e, ., correspondendo ao multiplicador p, 1, = e m=1, 2, ..., n).

Seja e}, = Ty, +15; um autovetor da matriz X (2m) relacionado ao multiplicador
e™ %M entdo podemos determinar os vetores e,, e €ntm da mesma maneira como

foi calculado no caso constante
—x -—x —x% -—x
em = Cm (0T, +155), €nim = Con (0T, — 455),
esta escolha da matriz A que garante que a transformacao seja real.
Temos ainda que as quantidades ¢, = %, 0 e k; sao dadas pelas férmulas
mencionadas no processo de normalizacao descrito anteriormente, pois substi-
tuindo a matriz A a ser construida no modo acima na equagao matricial (2.33),

vemos que é equivalente as igualdades n escalares 4c2d,(r;, Jsi) = 1 da segao

2.1.2 deste capitulo.

Assim, encontramos a matriz A e §; da forma normal da funcao Hamiltoniana

procurada. Sendo a matriz N da forma
N = N1Ny = X (t)Ae P! Ny,

e apds algumas transformagoes esta pode ser representada como o produto de

trés matrizes

N = X()PQ(1). (2.35)

A matriz P denota uma matriz constante na qual a k-ésima coluna é o vetor

—KEs) € a (n+k)-ésima coluna é o vetor dxrxry. A matriz Q(t) tem a forma

[ Di(t) —Da(t)
Qt) = ( oty D )

cos A\t dysent
Dy(t) = e Dy(t) =

cos A\t Opseni,t
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2.4 Sistema Hamiltoniano linear periédico com

um grau de liberdade

Nesta secao, consideraremos as questoes da estabilidade e da normalizagao do

sistema (2.24) no caso de um grau de liberdade.

2.4.1 Equacao caracteristica e condicoes de estabilidade

Seja X (t) a matriz fundamental do sistema (2.24), satisfazendo a condigao inicial
X(0) = Iy,

I'H(O) == IQQ(O) == 1, £L‘12(O) == ZL‘Ql(O) =0. (236)

Como a matriz X (t) é simplética, entdo det X (¢) = 1 para todo t. Sendo assim,

para t = 27 temos
11 (2m) 222 (27) — 212(2m) 291 (27) = 1 (2.37)
A equagao caracteristica da matriz X (27) é dada por
f(p) = det(X(2m) — pl2) = 0
que é 0 mesmo que
p° — (211(27) + 292(27))p + (211(27)222(27) — T12(27) 291 (27)) = 0
Dessa forma, a equacdo caracteristica de X (27) se reduz a
p* —2ap+1=0, (2.38)
onde
2a = x11(27) + w92(27). (2.39)
Observe que as raizes da equagao (2.38) sao dadas por
pro=a+Va2 -1 (2.40)
Consideraremos os quatro casos possiveis:

Caso |a|] > 1. Neste caso, as raizes (2.40) sao reais e o0 médulo de uma delas

é maior do que 1. Assim, o sistema (2.24) é instavel.
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Caso |a| < 1. Aqui o sistema serd estdvel uma vez que as raizes da equagao

(2.38) sdo nimeros complexos conjugados distintos e |p| = 1,

pr = 2™ =cos(2m)) + isen(2m\),
pa = e ™ =cos(2m\) — isen(27)),

onde +i)\ é a parte imaginaria do expoente caracteristico. Nota-se que o coefici-

ente a e A sao ligados pela relacao
cos(2m\) = a. (2.41)

Neste caso temos ainda que como as raizes p; 5 sao distintas, entao 2\ nao ¢ um
inteiro, pois caso contrério, terfamos p; 2 = cos(2w\). Logo, nao hé ressonancia

de primeira e segunda ordem no sistema

2\ # N, A # N, onde N é um inteiro.

A condigao |a|] = 1 nos d4 os limites das regides de estabilidade e instabili-
dade no espago de parametros do problema mecanico considerado. Os expoentes

caracteristicos +i\ também satisfaz a relacao cos(2w\) = a.

Caso a = 1. Usando a equagao cos(2r\) = a = 1 deduzimos que A = N,
onde N é um inteiro, ou seja, temos ressonancia de primeira ordem. Aqui p; =
p2 = 1. E a questao de estabilidade, neste caso, esté relacionada com o fato da
matriz X (27) ser redutivel a forma diagonal ou ndo. A saber, se o os divisores
elementares para essas raizes sao simples, entao o sistema linear é estavel. Se os

divisores elementares nao sao simples, entao o sistema linear (2.24) é instavel.

Caso a = —1. Neste caso, cos(2rA) = a = —1, X\ serd um semi-inteiro
(2\ = 2N + 1), no sistema aparece ressonancia de segunda ordem. A equagao
caracteristica possui raiz dupla p; = ps = —1. E novamente, o sistema (2.24) é

estdvel se X (2m) é redutivel a forma diagonal e instavel no caso contrario.

Observacgao 2.4.1. Na regiao |a| < 1 de estabilidade do sistema linear, o produto
T12(2m) 201 (27) € sempre diferente de zero, este fato se dd pois a condigao |a| < 1

e a equagao (2.37) sao incompativeis.

Se x12(27) = x91(2m) = 0, entao a matriz X (2m) tem as formas diagonais:

x4 1)
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Para a = —1

X(2m) = < _01 _01 >

Se para |a| =1, a X(27w) ndo tem a forma diagonal, nem € redutivel a uma,
entao x12(2m) e x91(2m) nao podem ser ambas zero. Temos trés casos aqui:
a) x12(2m) # 0, w91 (27) = 0;
b) x12(2m) = 0, @91 (27m) # 0
¢) x12(2m)xo1 (27) < 0.
Os dois primeiros casos sequem do fato da matriz X (2m) nao ser redutivel a forma

diagonal. O terceiro caso, podemos verificar através da equacdo caracteristica

p? — (211(27) + 292(27))p + (211(27)222(27) — 212(27) 291 (27)) = 0

AN = (.1711(271') + 1722(271'))2 - 4.1.(1’11(271')1’22(271') - [E12(27T>ZE21(27T)) = O,
donde seque que
(1‘11(271') — IQQ(27T))2 = —41’12(27T)$21(27T),

temos o desejado. QOutra maneira de verificar seria através do exemplo de sistema

com Hamiltoniano
L 5 2 1 2
H = 5(1’1 + x5) + E[(Q cos(t) + sen(t))xy + (cos(t) — 2sen(t))xs)

com

X(t) = ( cos(t) + L(cos(t) — 2sen(t))  sen(t) + 5= (cos(t) — 2sen(t)) ) .

—sen(t) — £(2cos(t) +sen(t)) cos(t) — 5= (2cos(t) + sen(t))

X (2r) = ( _34 _11 )

Temos que p1 = pa = 1. Como o posto da matriz X (2m) — I € igual a um, a

matriz X (2m) ndo pode ser diagonalizavel. Portanto, verificamos assim o caso
c).
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2.4.2 Normalizacao

Vejamos a construgao da transformagao normalizadora do sistema (2.24) para um
grau de liberdade (n = 1). Consideraremos os trés casos descritos no livro do
Markeev [10]:

Caso |a| < 1. Calculando o autovetor v da matriz X (27) relacionado ao

27T\

multiplicador p; = "™, obtemos

( r11(27) — py x12(27) ) ( 1 ) _ ( 0 )
T21 (27T) $22(27T) — P1 (%) O

{ (211(27) — cos(2m\) — isen(27A))v1 + 212(27 ) = 0
To1 (2m) vy + (222(27) — cos(2mA) — isen(27A))vy = 0

v _ —x12(27) —r+is
Vg x11(27) — cos(2w\) — isen(27w\) ’

) ()
x11(2m) — cos(2m\) —sen(27)\) |

Usando o algoritmo descrito anteriormente temos dentro da regiao de estabilidade

onde

do sistema que

1

vl

v =(r,Js) = x12(2m)sen(27 ), 6 = signv, k= (2.42)

A matriz da transformacao normalizadora, real, simplética e 2m-peridédica em ¢
pode ser escrita da forma N = X (¢)PQ(t), em que

B B 0 —0Kx19(2)
P= < —Hs ORr ) - ( ksen(2m\)  0k(x11(2m) — cos(27N)) ) (249

[ cos(At) —dsen(At)
Q) = ( dsen(At)  cos(At) ) (244)

O sistema normalizado terda o Hamiltoniano da forma

1
H= §5A(y’f +43). (2.45)
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Para a normalizagao no limite da regiao de estabilidade |a| = 1 consideraremos

que a matriz fundamental X (¢) avaliada em 27 nao é diagonalizavel.

Caso a = 1. Ocorre ressonancia de primeira ordem. Como no caso anterior

a matriz N pode ser escrita como o produto de trés matrizes

N = X(1)PQ(1),

Q) - (é _0&)-

O numero § e a matriz P sao definidos por:
Se z12(2m) # 0, entao

onde

) K12 0
d = sign(z12(27)), P = s_zulm-1 1 (2.46)
2m|xzi2(2m)| K12
e se x91(2m) # 0, entao
x11(27r)—1 L
§ = —sign(zy(21)), P = ez (2m] 2 (2.47)
—K21 0
onde K;; = w Logo, o sistema (2.24) normalizado corresponde ao Hamil-
toniano
1
H= ééyg, onde § = +1. (2.48)
Caso a = —1. Ocorre ressonancia de segunda ordem, aqui o periodo da

matriz de normalizacao nao sera 27w como nos casos anteriores, ela terd periodo
igual a 4. A matriz novamente é dada por N = X (¢) PQ(t), sendo necessario na
definicao do ¢ e da matriz P para mudar as féormulas a quantidade 27 para 4,
notando que x(47) = X?(27). O nimero ¢ e a matriz P sao definidos por:

Se z12(27) # 0, entao

|z12(2m)] 0
. 2w
§ = —signz2(27), P =  an(mtl = (2.49)
\/2m|z12(27)| |z12(27)|
e se T91(2m) # 0, entdo
_ s zn(2m)+1 o
d = signxo (2mw), P = /27|21 (27)] |21 (2m)] : (2.50)
|21 (2)| 0
2m

e assim, o sistema (2.24) normalizado corresponde ao Hamiltoniano (2.48).

o1



Capitulo 3

Método de Deprit-Hori

Neste capitulo estudaremos o método de Deprit-Hori para sistemas Hamiltonia-
nos lineares perturbados, com o objetivo de descrever a construcao das curvas que

limitam as regioes de estabilidade e instabilidade.

3.1 Algoritmo do Método de Depri-Hori

Vamos considerar o seguinte sistema Hamiltoniano

. OH . 0H

com Hamiltoniano analitico em ¢ de modo que

O m

Hx, X, te) = > Hy(x, X, 1), (3.2)
m:

m=0

onde x = (zy,...,z,), X* = (X1, ..., X,,) e € é um parametro pequeno (0 < € <<

1).

. . . D
Vamos agora construir a tranformacao canonica x, X — y,Y que leva o

Hamiltoniano (3.2) no Hamiltoniano normalizado

o

K(y,Y,t,e):Z

m=0
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Kn(y, Y, 1). (3.3)
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O método é baseado no uso da série de Lie e da transformacao de Lie. A

transformagao (D) serd a solucao, ¢, do sistema de equagoes diferenciais abaixo,

d_x _ oW (x,X,t;n) d_X _ _8W(X,X,t;n) (3.4)
dn 0X ’ dn ox ’
dt 0 AR OW(x, X t;n)
dn ’ dn ot

sujeito as condig¢Oes iniciais x =y, X = Y, t =te R = 0. Aqui R =
K(y,Y,t;e) — H(x, X, t;€) é a funcdo resto, n é uma variavel parametro pequena
(0<n<e)eWW éa fungao geradora da transformacao ¢ dada por

W= Z” Win (x, X, ). (3.5)

A transformacao ¢ obtida por esse processo é uma transformacao simplética
proxima da identidade. O novo Hamiltoniano K as vezes é dito transformada
de Lie de H.

Para obter a funcao geradora W e consequentemente o Hamiltoniano trans-
formado (3.3) usaremos as seguintes relagoes de recorréncia encontradas no livro
do Markeev [10]

Ko = Ho, (36)

— DW,

K, =H I LH,, J m .
m = Hun j;(c + ChoaKim—y) — =5 (3.7)
onde DW. OW.
mo 2™ L H, 3.8
Dt at 0 (3.8)
J—
Kj;=L;K; - ZOS LK i, (3.9)
|

k=" 3.10
"kl — k) (310)

Ao se resolver as equagdes em (3.7) para encontrar, recursivamente, K, e W,

(m=0,1,2,---) supoem-se que K,, é autonoma e W,, T-periddica em t.

A notacao L, f usada acima é para o colchete de Poisson de f e W; e definimos

por
of ow,  of ow;
L = {f, W) = ZafaY T 3y (3.11)

A partir das relagoes acima, teremos as seguintes equagoes de aproximagcao:
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Para m = 0,

KO(Y? Y7 t) - HO(Y7Y7 t) (3]‘2>
Param =1,
1-1
. , DW-
Ky = Hi+)» (CI51LiHy + O] Ky ) — Ttl
j=1
0
. . DWW
Ky = Hi+) (CJ7'LiHi j+ CiK 1) — Ttl
j=1
DW,
K, = H - 3.13
c= -2 (3.13)
Para m = 2,
2-1 . ) DW,
Ky = Hy+) (C451LiHy j+C3 1Ko ;) — Dt
j=1
1
. . DW.
Ky = Hy+» (C{7'LiH, j+ C{K 5 ) — th
j=1
DW-
Ky, = Hy+CLiH, +ClKy; — th
DW.
Ky = 1L]2‘|—[/1]1’1—1‘K1,1—th7 (3.14)
onde
Kl,l - L1K1~
Para m = 3,
2
. ' DW.
Ky = Hz+ ) (C37'L;jHs j+CiKjs ;) — Tf
j=1
DW.
Ky = Hs+ CLiHy+ ClKy o+ CLLyHy + C2Ky, — Dt?’
DW.
Ky = Hs+ LiHy+2K,9+2LoH, + Koy — Ttg’ (3.15)
onde
Kip = L1 Ky,
Ky1 = Lo Ky — L1 K.
Para m =4,
DW,
K4 — H4 + L1H3 + 3K173 + 3L2H2 + 3K2,2 + 3L3H1 —|— Kggl - (316)

Dt ’
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onde

Ki3=Li1K3,

Ko = LoKy — L1 Ky 2

K3y = L3Ky — L1Kyy — 200Ky 5.

Para m =5,

Ks = Hs+ LiHy+ 4Ky 4+4LoHs +6Ko3+6L3Hy +4K3, (3.17)
DWs

AL, H Ky — ——

+ 41+ Ky Dt

onde

K4 = L1 Ky,

Koz = LoK3 — L1 K 3,

Kso=L3Ky — L1 Ko — 2Ly K 5,

Ky = LyKy — L1 K3y —3LaKyy —3L3Ky 1.

Seguindo com esse processo construtivo e recorrente podemos escrever relacoes

para m > 6.

3.2 Aplicacao do método de Deprit-Hori em sis-

temas com um grau de liberdade.

Considere um sistema com um grau de liberdade cuja funcao Hamiltoniana é

continua, T-peridédica em t e tem a seguinte forma
1 2 2 = " (m) v
H = gw(q” +p7) + > i, Hp = > Gt a)g (3.18)
m=1 v4+pu=2

onde w = w(a) e os H,, = H,,(q,p,t,a) dependem de um parametro a. Suponha
que a frequéncia do sistema nao perburbado (e = 0) satisfaca a relagdo de res-
sonancia 2w = N # 0, onde N é um inteiro. A fim de construir a equacao da
curva fronteira da regiao de estabilidade/instabilidade no plano das variaveis a e,

escreveremos o parametro a como uma série de poténcia em e
_ 2 3
a=ayg+ea; +€ay+€eag+ ... (3.19)

Tais curvas emanarao do ponto a = ag no eixo € = 0, como mostra a figura

abaixo. O valor ag, como falamos acima, é tal que 2w(ag) = N.
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Substituindo a expressao (3.19) no Hamiltoniano (3.18) e em seguida apli-

cando a rotagdo de um angulo w (se necessério for)
q = cos(wt)x +sen(wt)X , p= —sen(wt)r + cos(wt)X, (3.20)

estamos prontos para iniciar o processo de Deprit-Hori. Ressaltamos ainda que
essa rotacao pode mudar o fato do Hamiltoniano ser periédico. Nesse caso o
Hamiltoniano somente serd periédico se a frequéncia w(cay) satisfizer a relagao de

ressonancia, por exemplo, 2w(ag) = N.

Observacao 3.2.1. Aplica-se a rotacdo antes de iniciar o processo de Deprit-

Hori com o intuito de simplificar ainda mais o Hamiltoniano Hy.

Aplicando a rotagao (3.20), usando o Teorema 1.3.2 e o Exemplo 1.3.3, o novo

Hamiltoniano tera Hy = 0. De fato,

ow
H(z,X,t,a,e) = H(q,p,t,ae€e)+—

ot

w o em w
= 5(612 + p?) + Z:l mHm(:E,X,t,a) — §(x2 + X?)
= g((cos(wt)x + sen(wt) X)? 4 (—sen(wt)z + cos(wt) X)?)
+ i iHm(:v X,t,a) — ﬂ(31:2 + X?)

m:1 m! ? ) 2

de onde obtemos,
€2 €3
H(z,X,t,a,¢) = eHy(x, X, t,a) + —Hs(x, X, t,a) + —Hs(z, X, t,a)....

2! 3!
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Note que para Hy = 0, a expressao (3.8) torna-se mais simples

Dw,, oW,

Dt ot -

Utilizando as equacoes de aproximacao descritas acima, obtemos

Kozo,
DW.
Kio= M-y
ow;
= H,— L H
1 o1 + L1 Hg
ow;
= H,— )
Y

Dividindo por 7 ambos os lados da tltima equacao e integrando de 0 a 7, temos

1 T
K= ;/ Hy(y,Y,t)dt , W= /(H1 — K,)dt. (3.21)
0

Na aproximacao de segunda ordem, teremos

DW,y
Dt ’

e novamente de acordo com as hipéteses sobre as fungoes K e W (K auténoma

Ky =Hy+ LiH, + Ky — Ky, = LKy,

e W t-periédica), lembrando ainda que as fungées H,, também sado 7-periddicas
emt (m=1,2,...), obtemos

1 T
Ky = —/ (Ho + L1Hy + L1 Ky)dt, Wy = /(H2 + LiHy + L1 Ky — K))dt,
0

T

Seguindo com esse processo para m — oo obtemos o Hamiltoniano transfor-

mado da forma

K =Ko+ eKi+ = kooy’ + knuyY + keY?, (3.22)
onde k;; = Z %k‘g”), kl(;n) é constante e depende dos coeficientes ay, as, ..., Gp,.
m=1 ’

Do Hamiltoniano (3.22) segue que

Tk — ki 2koe ’
—2kgy  —kn

e a equacgao caracteristica ¢ dada por

det(JK — M) =0
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)\2 - (kfl - 4]€20k02> - O
)\2 = k%l - 4/€20k02.

A partir dai, temos que a regiao de estabilidade é definida pela inequacao
k3, < dkaokoo,

e assim, concluimos que a fronteira da regido de estabilidade/instabilidade é dada
pela equacao
k3 = 4kookos. (3.23)

Como

e _z(z) 3,.(3)
kij = ckf}) + k] 3!61431-].—{—...,

teremos a partir da equagao (3.23) que

1
kY k(z)+ﬁe4k — 42k kY +

4k20 /{5(2)

1
E2k§11)2 ‘ 31{3%11)]{?(2)+— 4k’ kll + i 3

4 2 4 3' 21
2 1 (2
Igualando os coeficientes de mesmo grau em e obtemos
1)2 1,01
k?§1) = 4k£0) ké2) )
1),.(2 1),.(2 2),.(1
k§1) k%l) = 2(’“50) k?(()2) + kéo) k((JZ))a

e é através dessas sucessivas igualdades que calculamos os coeficientes ay, as, ...

da expansao (3.19) das curvas de fronteira da regiao de estabilidade/instabilidade.

De (3.21) obtemos
Ky = kyy? + kYyY + kY2,

onde os coeficientes k;; sao da forma w;;a; + v;;. Sendo assim, deduzimos da
primeira equagao da sequéncia acima que existem dois valores para a;, ou seja, a

equacao para a; ¢ quadratica. De fato,
1)2 1,01
k§1) = 4k£0) k((n)
(urrar + v11)? = 4(ugoar + vag)-(Ug2a1 + vo2)

(Ui - 4U20U02)a1 + (2U11U11 — duggvg — 4U20U02)a1 + (Uu - 4U02U20) 0

Aa%—i—Bal—i-C':O,
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onde A = U%l — 4U20U02, B = 2U11'U11 — 4U20U02 — 4’020U02 e(C = ’U%l — 4'1102'1120.

Portanto, como cada Hj; depende linearmente de aj, para cada valor en-
contrado de a; podemos determinar os coeficientes as, as, ... de forma tunica.
Logo, concluimos que existem duas curvas que limitam as regides de estabili-

dade/instabilidade que emanam do ponto (ag,0) no plano a, €.

Veremos agora um caso particular, quando a frequéncia de oscilagao do sistema
nao perturbado (e = 0) para alguns valores do parametro a se torna zero (w = 0).
Assumiremos sem perda de generalidade que o Hamiltoniano do sistema nao

perturbado tem H, da forma
| 20 .2
Hy = E(X + w(a)z?),
e além disso, w(ag) =0 e % # 0 para a = ay.

O limite da regiao de instabilidade, que emanam de um ponto a = ag o eixo
e = 0 serd da forma (3.19). Em seguida, para o limite ser determinado temos a

seguinte expressao

dw? dw? 1 d%w?

Substituindo as expressoes (3.19), (3.24) no Hamiltoniano do problema e o ex-
pandindo como uma série de poténcia em €, obtemos

1 = em

H=-X>+Y —H,(z,X,1), 3.25

X 3 Hn(r X1 (325)
onde H,, é uma forma quadratica com coeficientes 2m-periédicos em t e depende
de a; (i < m), por outro lado, em relac¢ao ao a,, esta dependéncia de H,, é linear.
Procuraremos a funcao geradora W de periodo igual a 27 tal que o Hamiltoniano

transformado (3.3) ndo dependa do tempo t.

Para € = 0 temos .
Ky = §Y2. (3.26)

Para a primeira aproximacao temos a seguinte equagao

DW,
K, = H, —
1 1 Dt
oW, oW,
= 0 -yt . 3.27
! oy ot (3.27)
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Considerando a notagao para H,
Hy = hig'y* + hi)'yY + hyy

e andlogas notagoes para K e Wi. Entao, comparando os coeficientes de (3.27)

usando igualdade de polinomios, obtemos as relacoes

WD~y dwa (3.28)
20 - 20 dt ) .
(1) (1) o dwiy

ki = hyy — 2wy — dt (3'29)
1 1 1 dw(l)

kY o= ) —wlV ——dlf?. (3.30)

2
| wRae ufy = [l K
2
1 1 1 1 1 1
/0 (hgl) - 2w§0))dt, wgl) = /(hgl) - 2w§0) - k§1)>dt
1 1 o 1 1 1 1 1 1
k(()z) = o ; (hgo) - w§1)>dt7 wgo) = (hgo) - w§1) - k((m))dt-

Analogamente obtemos as demais aproximacoes e no infinito o Hamiltoniano

transformado tem a forma

1
K= k20y2 -+ kzllyY + 5(1 + 2]{02)}/2’ (331)
onde k;; = Z %ki(;n), com kz(jm) constante. O limite da regidao de estabili-
m=1 :

dade/instabilidade neste caso é definido pela condigao
k%l == 2]{?20(1 + 2k02). (332)

Observacao 3.2.2. Se Hy nao depende do tempo, os nimeros £iwy sao os auto-
valores de JD*H,. Caso Hy depender do tempo, entdo os +iwy, sdo os expoentes
caracteristicos do sistema em questao.

Em geral, considere € > 0, os autovalores +iw; nao necessariamente distintos,

ou seja, multiplicadores com mddulo 1 e que nao ha multiplicadores multiplos

Wi + wy 7é N. (333)
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Logo, pela continuidade dos multiplicadores em relagao a ¢, segue que (3.33)
também valera para e suficientemente pequeno. E para 0 < € << 1 esses multi-

plicadores, p; = €*™i nao podem ter médulo maior que 1.

Se para € = 0 existe ressonancia, w,tw; = N, entao para € # 0 suficientemente
pequeno pode ocorrer dos multiplicadores terem médulo maior do que 1 ou nao,
ou seja, pode ocorrer estabilidade ou instabilidade.

O teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii 1.4.18 vem nos da condigoes necessarias

e suficientes para a estabilidade.

Em outras palavras, se pelo menos uma das relagoes (1.19) é satisfeita, entao
sempre é possivel selecionar Hp, Hs,... do Hamiltoniano de tal maneira que o
sistema linear correspondente é instavel para e suficientemente pequeno. Caso
a soma das quantidades o, e o, distintas nao é um inteiro, entao para € su-

ficientemente pequeno o sistema linear é estavel para qualquer escolha de H,,
(m=1,2,...).
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Capitulo 4
Equacao de Mathieu

Neste capitulo, aplicaremos o método de Deprit-Hort com o objetivo de cons-
truir as curvas fronteira das regioes de estabilidade e instabilidade relacionadas

a equacao de Mathieu.

4.1 Regioes de estabilidade e instabilidade

Em 1868, estudando oscilagoes livres em uma membrana eliptica, o matematico
francés Emile Léonard Mathieu obteve a equacao diferencial que hoje leva seu
nome. A equacao de Mathieu é uma equacao diferencial de segunda ordem com
coeficientes periddicos da forma

d2
Ez + (a+ Beos(t))g =0, (4.1)

onde o e # sao constantes.

Note que a equagao diferencial (4.1) pode ser escrita como um sistema de duas

equacgoes de primeira ordem. De fato, considere

P =q"=—(a+ pcos(t))q,

e assim, obtemos o seguinte sistema Hamiltoniano linear

’

q B 0 1 q
(p) \( —(a+ B cos(t)) 0) (p)’ (4.2)

-~

JS
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onde

5_ ( a + B cos(t) 0)
0 1

e com funcao Hamiltoniana da forma

H:%<q p><a+ﬁocos(t) 2)(;)

1 1
H = §p2 + 5(04 + Beos(t))q”. (4.3)
Considere
a =g+ Bay + BPas + Bas + 0(54)7 (4.4)

substituindo esta série no Hamiltoniano (4.3), temos

1 1
H = 5]92 + 5(040 + Bag + B*ag + Bas + O(B*) + Beost)q’ (4.5)
_ 1 1 g1 B2 ok
- gp + 3 e +F 5(041 + cost)q? —1—2' asq? —1—5 3asq?

~~ -~ H2 H3

Ho P

+ 0(BY).

Faremos agora a normalizagao do Hy, usando o algoritmo descrito na segao
(2.2) do capitulo 2. Para isso, precisaremos dos autovetores da matriz J.S asso-

ciados ao Hy e da matriz de normalizacao N. Sendo assim, temos

1 1
Ho = =p* + ~aog?
0 2p +2CVOQ7

S = % 0 e JS = 01 )
0 1 — O 0

com equagio caracterfstica det(JS — AI) = 0 igual a
)\2 + g = 0.

Logo, temos A = +im, onde m = /ag > 0. Calculando o autovetor associado ao
autovalor A = 1m, teremos

J§v = 9mu



ou ainda, podemos usar o exemplo (2.1.4) e assim o autovetor serd dado por

()=

Ambos satisfazem JSr* = —ms* e JSs* = mr*, onde r* e s* sao a parte real e
imaginaria, respectivamente, do autovetor acima. Ainda embasado no exemplo

citado, temos as seguintes quantidades:

Jd = sign(r’, Js*) = sign/og = 1;
1

K = \/a_ozm
= () ()
YA N
v (F)(F)
0 0

e a transformacao canonica sera dada pela seguinte mudanca de varidveis

1

4= b P Vmgs.

Aplicando esta mudanga no Hamiltoniano (4.5), teremos

1 51 52
H(qu,ps,t, 8) = am(qf +pf) —1—1' 2m(a1 -+ cos t)p* +— o5 —aup?

3

+ i, 3043]0* +0(3Y)

Hy

Como m = ,/qp, entao consideraremos o seguinte caso:
m(ag) =2y/apg=n, n=1,2 ...

n2

4
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Portanto, se n é um nimero par, segue que a transformagao a seguir terd
periodo igual a 2w. Caso contrario, n impar, a transformacao abaixo sera 4mr-

periédica em t.

Introduzindo mais uma mudanca da forma

¢. = cos(mt)x + sen(mt)X
ps = —sen(mt)x + cos(mt)X,

iremos, através do teorema (1.3.2) e considerando (1.3.3) para w = m, obter um

novo Hamiltoniano, agora nas variaveis x, X

H(z, X, t,5) = ﬁ%(al—|—cos(t))(senQ(mt)a:2 (4.6)

—  2sen(mt) cos(mt)zX + cos?*(mt)X?)

+ E %2';.%(ser12(mt):c2 — 2sen(mt) cos(mt)z X
I 2m
k=2

+  cos®(mt)X?),

com

H)=0

/ 1
H} = 5 (a1 + cos(t)) (sen*(mt)a? — 2sen(mt) cos(mt)z.X + cos?(mt) X?)

H, = %(senQ(mt)x2 — 2sen(mt) cos(mt)z X + cos?(mt) X?)
m

r 3
Hy = ﬂ(Sen2(mt)362 — 2sen(mt) cos(mt)z.X + cos®(mt) X?)
m

Dando continuidade, aplicaremos o método de Deprit-Hori com objetivo de
encontrar o Hamiltoniano (3.3) e assim construir as curvas que limitam as regioes
de estabilidade paramétrica. E importante ressaltar que neste capitulo fizemos o
uso do software Maple para a realizacao dos calculos aqui apresentados, foi feito

até a quinta aproximacao, ou seja, encontramos K; para j = 1, ..., 5.

Considere
2

o= Bt anf +ayf + B+ g + O, (4.7)

e que K nao depende do tempo. A funcao W serd procurada de modo a ser

2m-periddica em t no caso de n ser par e 4m-periddica para n impar.
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1
2

plano «, 8, como segue:

Paran =1 (m = 3), construiremos as curvas que emanam do ponto (}l, 0) no

KO - O
_ 1 2 2 2 2 oW,
K, = 2—(041 + cos(t))(sen”(mt)y” — 2sen(mt) cos(mt)yY + cos”(mt)Y=) — Er
m
Considerando Ky = kig'y® + kY yY + kY2 ¢
onsiderando K 20 Y+ RTYY + Koo Y7, temos
1 dwsy)
kéé) = %(al + cos(t))sen®(mt) — Zio
1 dw'?
A t t $) — — 1
1 m(oq + cos(t))sen(mt) cos(mt) o
1 d (1)
K = %(al + cos(t)) cos®(mt) — 1;);]2
dividindo por 47 e integrando ambos os lados de 0 a 47, temos
1 [ 1 1
kéé) = i %(al + cos(t))sen?(mt)dt = M
1) 1 A 1
kyy = ), _E<O‘1 + cos(t))sen(mt) cos(mt)dt = 0
1 [ 1 1
KDY = ), %(m + cos(t)) cos?(mt)dt = oty
temos ainda que
1 1 1
wéé) = /(%(al + cos(t))sen’(mt) — oLt + Z_L)dt
1
wﬁ) = /——(Ozl + cos(t))sen(mt) cos(mt)dt
m
1) 1 9 1 1
N ¢ ) — —ay — = )dt
Wes /(2m(cz1 + cos(t)) cos®(mt) 5 4)
e assim por diante até determinar o K.
Apébs encontrarmos as aproximacgoes, escrevemos
2 3 4 5

1! 2! 3! 4] 5!

e em seguida o reescrevemos da forma
K = kyoy® + kiyY + koY

Usando a condigao de fronteira (3.23) e igualando os coeficientes até a sexta

poténcia de (3, obtemos as seguintes equagoes
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3
20c1009 + 1041 — 204:{’ =0

5 3
5a) + 20301 — —af + — — 6anal + a5 + —ay =0

2 64
5 30 4 3 2 2
—5a1a2—14(11—@a1+2a2a3+Za3+za1+2a1a4+20a2a1—6a1a2—6a1a3 =0
3871 63 5
%a% — 12019003 + 2001005 + 2005{’043 — 700/%0@ — Ga%a4 — —0/11 + 2004 — 5043 —
245 2933 3 105
1022 + a3 + 4208 + 3003 a3 — 20 — 9216 + 1 + Tagoﬁ —dazay = 0.

Resolvendo essas equagoes de maneira recursiva comecando da primeira, te-
remos os coeficientes

1 1 1 11

::l:_ e — = e = —— ::IZ_
o 27 6%) 87 a3 :[:327 Oy 384’ (6751 46087

e consequentemente

1

11, 1, 1 1 11
a=gt3f—3f 5

B S
b +46086’

384

11, 1, 1 1o, 11,
a=7"30 3+ 5% T e’

Paran = 2 (m = 1), construiremos as curvas que emanam do ponto (1,0).
De maneira analoga ao que fizemos, lembrando apenas que neste caso W é 2x-

periddica em t, chegamos as seguintes equacoes:

1

ZOZ%:O

1 1 1,

—Ea1+§a1a2—§o¢120

3 2—1—1aa+ 5a2+5a4 0 1a+ a2 =0

——p0] + = — —0] — === — = —Qy =

g 21 T oI T T T gt 57 1272 T 42

! 5+25aa+35a 245a3+5a3a 1a 3aa2 304(Jz2+10za+
__a —_— _—— —_— —_—— —_— PRN— —
11281 72717203047 864 Y16 12 12 ? gl ttz gt gt
5&40&1:0

30— S aian0s — —a +§aa—%aa2—i&2+l&a—§a2a+
9304 2 4 1TETR T ot T g TIT8 T 9g@ R T g9 1 T g AT T g T
L +£aa—£a4a —|—Ea2a2+ of + ! +2—5a2+2a6+
%1511613 128 172 T 327172 T 90736 L T 41472 T 144 2 T 512°°
1062—§CY:2))_0
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de onde segue que

0 L 5 . 5 763
1 = Ay = —— OUu —, (g — oy = ——0u — —.
R 12 120 7 Tt T 3456 3456

Portanto, temos as curvas

1 5
-1 — 2 Y a4
@ 27 T3’
5 763
-1 Y p2 VY 4'
o=1+30 =350

Em resumo, é possivel construir as curvas das regioes de estabilidade e insta-
bilidade da equagao (4.1) para —oco < a < oo e # > 0. As primeiras onze delas,

até onde foi possivel determinar, sao as seguintes

e = —%52+312ﬁ4,

I R A )
I T i - NLL Y-
WWia = 1—%5”&54,

Wi = 1+%52—374%ﬁ4,

1 a = %+%52—3i263,

1Wia = §+%62+3—1253,

WWia = 4+%52,

W e = 44

1Wia = %Jr%ﬁ

W = 24

Seguindo o mesmo procedimento encontramos os coeficientes das demais ordens.
Na referéncia [10] encontramos os coeficientes até a ordem 7, sendo que durante

a construcao deste trabalho observamos que na curva dada no livro do Markeev
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[10], o coeficiente de 3% da equagao %52) diverge do que encontramos, no entanto

em outras bibliografias [13] o valor encontrado por nés é o mesmo.

A regiao de estabilidade sera denotada por g,, n = 1,2, .... As fronteiras da
regiao curvilineas go,,—1 (m = 1,2,...) sao denotadas por 7™~ 2 e 4?™~1 ¢ as
fronteiras da regiao gs,, (m = 1,2,...) sao dadas por v2™~1 e 42™. As curvas

. . 2 .
7% e ¥ intercepta o eixo 3 = 0 no ponto o = % (k=1,2,...), a partir do qual
para [ pequeno originam uma regiao de ressonancia paramétrica. Nas curvas ’yfk,
2% (k =1,2,...) ocorre ressonancia de primeira ordem e nas curvas 2¢~1 2+=1

(k=1,2,...) ocorre ressonancia de segunda ordem.

m _J_;L(,&msx;\\x\;\\x\'\f:ﬁ%

Q

Figura 4.1: Curvas fronteiras das regioes de estabilidade/instabilidade. Figura

retirada da referéncia [10]
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