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Resumo

Nesta dissertacao fazemos inicialmente um breve apanhado sobre ferramentas
basicas de algebra comutativa tteis para o entendimento do resto do texto. Em
seguida, apresentamos a definicao de poténcias simbdlicas e discutimos suas proprie-
dades mais elementares, destacando sobretudo questoes como decomposicao primaria
e calculo de geradores. Finalizamos o trabalho mostrando resultados atuais que rela-
cionam as poténcias simbdlicas com outras nogoes em algebra comutativa e geometria

algébrica.

Palavras Chave: Poténcias Simbdlicas, Decomposicao Primaria, Ideais Secantes,

Aplicagoes Birracionais.



Abstract

First in this dissertation we make a brief overview about basic tools of commu-
tative algebra required for understanding the rest of the text. Then, we present the
definition of symbolic powers and we discuss their basic properties, mainly empha-
sizing questions such as primary decomposition and calculation of generators. We
conclude this work by showing actual results that relate the symbolic powers with

other notions in commutative algebra and algebraic geometry.

Key-Words: Symbolic Power, Primary Decomposition, Secant Ideal and Birational

Maps.



Lista de simbolos

Simbolo | Descricao

Asss(M) | conjunto dos primos associados de um A-mddulo M
Q(P) componente primaria associada ao primo P,

Mins (M) | conjunto dos primos minimos de um A-médulo M
S—1A anel de fracoes de A com respeito ao conjunto multiplicativo S
Ap localizacao de A em P

Li(p) ideal gerado pelos menores de ordem ¢ da matriz ¢
alt(I) altura de um ideal 1

dim(A) dimensao de Krull de um anel A

rank(¢) | posto de uma matriz ¢

Ra(l) algebra de Rees de um ideal I C A

R (1) algebra de Rees simbdlica de um ideal I C A
ZA(M) conjunto dos divisores de zero de um A-médulo M




Introducao

A nocao de poténcia simbélica de um ideal remonta a W. Krull, que a utilizou na
prova do célebre teorema do ideal principal, este um marco crucial na curta histéria
da algebra comutativa. Mais adiante, O. Zariski, M. Nagata, D. Rees e outros mos-
traram como esta nocao puramente algébrica tem significado importante também em

geometria algébrica.

Em diversos momentos da algebra comutativa esta nocao ressurge com inter-
pretagoes surpreedentes. Por exemplo, no inicio da década de 70, M. Hochster ([16])
chamou atencao para o fato de que dado um ideal I em um dominio A, proprieda-
des importantes tais como a normalidade da algebra de Rees de I e a integralidade
do anel graduado associado de I sao codificadas em termos da igualdade entre as
poténcias simbdlicas 1" e as ordinérias I". Uma década depois, Cowsik [8] mostrou
uma curiosa relagao entre poténcias simbolicas e intersecoes completas conjuntistas
(“set-theoretically complete intersections”). Em contraste a dlgebra de Rees ordinéria
Ra(l) = Z I"t" (i.e., a A-dlgebra que define o blow-up ao longo do sub-esquema
corresponéeigte ao ideal I [11, §5.2], que é finitamente gerada sobre A por construgao,
uma questao basica da teoria é saber sobre a finitude da geracao da algebra de Rees
Rg) oriunda da filtragao simbdlica. Em geral ela nao é finitamente gerada (ver [21],

[22] e [23] para exemplos desse fenémeno). O que Cowsik demonstrou é que para um

ideal I em um anel Noetheriano local (A, m), tal que alt(/) = dim A —1, a finitude da
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geracao desta algebra é condicao suficiente para I ser intersecao completa conjuntista.
Consequentemente, esse resultado acabou desencadeando uma vasta bibliografia re-
ferente a exemplos e contra-exemplos da finitude dessa algebra do contexto das curva

monomiais em A3,

Recentemente, uma vertente da teoria das poténcias simbdlicas que tem recebido
consideravel atencao refere-se a comparacao entre as topologias vindas das filtracoes
simbdlica e [-adica (ver [10], [17], [18], [32]). De maneira resumida, o problema nesse
caso é decidir o quao pequeno podemos escolher quocientes m/n > 1, com m,n € N,
de modo a termos ™ C I™. Esse problema é tangente a varios outros atuais, entre
eles, uma questao nascida no ambito da teoria dos niimeros sobre a existéncia de
evolugoes. A conexao nesse caso se da através de um resultado de D. Eisenbud e
B. Mazur ([12]) em que eles caracterizam e existéncia de evolugoes em termos de

inclusoes envolvendo o quadrado simbdlico de um ideal.

Nesta dissertacao temos o objetivo de fornecer um material que possa reunir co-
nhecimentos fundamentais para iniciacao a teoria das poténcias simbodlicas, tema este

que ocupa posicao de destaque na pesquisa em algebra comutativa.

No primeiro capitulo fazemos uma revisao sucinta sobre resultados e defini¢oes
basicas de dlgebra comutativa. O foco principal nesta parte é o processo de passagem
para o anel de fracoes — e suas propriedades — e o teorema da decomposicao primaria.
Apresentamos ainda um pouco sobre a dimensao de Krull, anéis de Cohen—Macaulay

e anéis regulares.

No segundo capitulo iniciamos apresentando o objeto principal desse trabalho,
as poténcias simbodlicas. Destacamos que a familia das poténcias simbdlicas de um
ideal fixado definem uma filtracao e que por conseguinte podemos associar a ela sua
respectiva algebra de Rees, a qual nomeia-se dlgebra de Rees simbdlica. Observamos

que esta algebra nao é finitamente gerada e apresentamos um critério de finitude. Logo
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em seguida, discutimos aspectos da decomposicao priméria das poténcias ordinarias
e simbdlicas para ideias que nao admitem primos imersos. Encerrando este capitulo
apresentamos uma secao que discute dois métodos - um de W. Vasconcelos e outro
de A. Simis - para o calculo efetivo de poténcias simbdlicas em anéis de polinémios
com coeficientes sobre um corpo.

No terceiro e ultimo capitulo nos dedicamos a apresentar resultados recentes que
relacionam as poténcias simbélicas com objetos da geometria algébrica. Na primeira
parte mostraremos como os geradores dos ideais de definicao das variedades secantes
de ordem superior contribuem com geradores das poténcias simbodlicas através dos
resultados de M. Catalano [5] e S. Sullivant [31]. Na segunda parte, o foco é dado
aos ideais base de aplicagoes birracionais. Através dos resultados recentes de Ramos-
Simis [24], mostramos como a composigao de uma aplicagao birracional e sua inversa

dao origem a geradores para poténcias simbélicas do ideal base.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas ferramentas e resultados, tipicos
de um curso de introducao a algebra comutativa, que serao uteis para discussoes
posteriores sobre o principal objeto desse trabalho, as poténcias simbdlicas. Nesta
parte as demonstragoes serao omitidas e o leitor interessado pode consultar [1].

Observamos de uma vez por todas que em todo este trabalho consideraremos

apenas anéis comutativos, com identidade e Noetherianos.

1.1 Anéis de Fracoes

Defini¢ao 1.1.1. Seja A um anel. Um subconjunto S C A — {0} que contém a
identidade de A é dito multiplicativo se satisfaz a seguinte condicao: se a,b € S entao

abe S.

Sao exemplos imediatos de conjuntos multiplicativos em um anel A :

e S={a"|n € Z} tal que a ndo é elemento nilpotente de A.

e S=A-— UPZ" onde Py, ..., P, sao ideais primos de A.
i=1



Dados um subconjunto multiplicativo S de um anel A e elementos (a, s) e (b,t)
do produto cartesiano A x S definimos: (a,s) ~ (b,t) se, e somente se, existe u €
S tal que u(at — bs) = 0. E ébvio que ~ assim definida é uma relacao de equivaléncia
sobre o conjunto A x S. A classe de equivaléncia de um elemento (a,s) € A x S por
esta relacao sera denotada por g.

Podemos definir operacoes de adi¢ao e multiplicacao no espago quociente de A x S

pela relacao ~ da seguinte maneira:

l_) ab
t st

a

.
quaisquer que sejam g e e E de fAcil verificacdo que estas operacoes estao bem
definidas e que o espago quociente de A x S pela relagado ~ com estas operacoes
é um anel. Este anel é chamado o anel de fracoes de A com respeito ao conjunto
multiplicativo S e o denotamos por S™'A. No caso particular em que S = A — P,
com P ideal primo de A, usamos a notacao Ap em vez de S~!1A. Nesse caso o anel

de fracoes Ap é chamada localiza¢do de A em P.
Proposicao 1.1.2. Seja S um conjunto multiplicativo de um anel A. Entao:

(a) A aplicagio
b A - SH A

IS
1
~le

¢ um homomorfismo.
(b) ¢ € injetor se, e somente se, S nao contém divisores de zero de A.

Dado um conjunto multiplicativo S de um anel A e I um ideal de A definimos:

10



5_1]::{§|ZU€[€SGS}

E de imediata verificacio que S~ assim definido é um ideal de I. Quando S = A— P,

com P ideal primo de A, entdao escrevemos Ip em vez de S~11.
Proposigao 1.1.3. Seja S um conjunto multiplicativo de wm anel A. Entdo:

(i) J éideal de ST'A se, e somente se, J = S~ para algum ideal I de A.

(ii) J € ideal primo de S™'A se, e somente se, J = S'P para algum ideal primo

P de A tal que PN S = 0.
(iii) Sejam Iy, Iy ideais de A, entio S~ N I) = S~ NS .
(iv) Sejam I, Iy ideais de A, entdio ST (I, + I) = S7'I + S™1I,.
(v) Sejam I, Iy ideais de A, entio S™'(I11I5) = (S71)(S711y)
Proposigao 1.1.4. Seja P um ideal primo de um anel A. Entdo:
(i) Pp ¢ ideal mazimal de Ap.

(ii) Pp € o unico ideal maximal de Ap (ou seja, Ap é anel local ).

1.2 Decomposicao primaria

A teoria da decomposicao priméria remonta inicialmente as pesquisas desenvol-
vidas para demonstrar o celebrado Ultimo Teorema de Fermat. Em 1847, Lamet
anunciou que havia conseguido uma prova para este teorema. Em seu argumento
ele admitia implicitamente que os anéis Z[(,], com (, uma raiz p-ésima primitiva da

unidade, era um dominio de fatoracao tinica. Contudo, Kummer mostrou que esta
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afirmacao era falsa para p = 23. Estas observagoes acabaram culminando com es-
tudos voltados a generalizacao da nocao de fatoracao unica. Dentre estes estudos
destacam-se os de Dedekind - de fatoracao tnica para ideais em termos de ideais
primos nos dominios de Dedekind - os de Lasker - de decomposicao primaria em anéis
de polindomios - e o0 de Emmy Noether - de decomposicao priméria de ideais em anéis
Noetherianos. A generalizacao da decomposicao primaria para modulos sobre anéis
Noetherianos é creditada a H. Cartan, S. Eilenberg e J. P. Serre nos anos de 1950.
Na sequéncia faremos um breve apanhado sobre nogoes e resultados referentes a

decomposi¢ao primaria que serao tuteis neste texto.

Definigao 1.2.1. Seja [ um ideal em um anel A. Dizemos que [ é ideal primdrio de

A se satisfaz a seguinte condicio: dados a,b € A, com ab € I entdo a € I oub € /1.
Exemplo 1.2.2. Se P ¢ ideal primo de um anel A entao P é primério em A.

Exemplo 1.2.3. Seja k£ um corpo e Xi,..., X, indeterminadas sobre k. Um ideal
I C A= k[Xy,...,X,] é dito monomial se ele admite um conjunto de geradores
formado por monomios (pelo Lema de Dickson, ver [35, Lemma A.6.3], podemos
afirmar que um ideal monomial é gerado por um conjunto finito de monoémios). Ideais
monomiais gerados por poténcias das varidveis sao primdrios (ver [35, Proposition

3.1.8])
Dado um A-médulo M definimos o seu anulador da seguinte maneira
0:4 M ={a€A|axr=0paracadaz € M}.

E de f4cil verificagado que 0 : 4 M é um ideal de A.

Observagao 1.2.4. No caso em que M = A/I, com [ ideal de A, temos [ =0 :4 A/I.
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Mediante a definicao de anulador, a no¢ao de ideais primdarios generaliza-se para

modulos da seguinte maneira:

Definigao 1.2.5. Seja M um A-médulo. Um submédulo N de M é dito primdrio de
M se o ideal 0 :4 M /N é primdrio.

Proposicao 1.2.6. Seja A um anel e M um A-mddulo. Se N € um submddulo

primdrio de M entdao /0 :4 M/N € ideal primo.

Se N é um submédulo primario de uma A-moédulo M entao também dizemos que

N é submddulo P-primdrio de M, onde P = /0 :4 M/N.

Proposicao 1.2.7. Seja A um anel (Noetheriano) e M um A-mddulo finitamente
gerado. Se Ny,..., N, sio submddulos P-primdrios entao Ny N ...N N, € submddulo

P-primdrio.

Outra nocao que se faz importante para a teoria da decomposicao primaria sao

dadas pela seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.8. Seja M um A-moédulo. Um ideal primo P de A é dito primo

associado de M se P =0:4 (x) para algum x € M.

Usaremos a notagao Ass, (M) para representar a cole¢ao de todos os primos asso-

ciados de M. Desde que o anel A esteja claro pelo contexto escreveremos simplesmente
Ass(M).

Abaixo listamos algumas propriedades do conjunto Ass(M).

Proposicao 1.2.9. Seja A um anel (Noetheriano) e M um A-mddulo finitamente

gerado. Entao:
(a) Ass(M) =10 se, e somente se, M = (0).
(b) Ass(M) € um conjunto finito.
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(c) Seja Zo(M) ={a € A|ax =0 para algumx € M —{0}} (i.e., o conjunto dos

divisores de zero de M). Entao, Z(M) = U P.
PeAss(M)

(d) Se N é um submdédulo de M entao Ass(N) C Ass(M) C Ass(M/N) U Ass(N).

(e) Se N € um submddulo de M e P é um ideal primo de A entdo N é P-primdrio

se, e somente se, Ass(M/N) = {P}.

No conjunto Ass(M) destacamos dois subconjuntos

e Min(M) :={P € Ass(M) | P é minimo em Ass(M) pela relacdo de inclusao}.
e Ass(M) — Min(M).

Os elementos de Min(M) e Ass(M) — Min(M) sdo chamados, respectivamente, de

Primos minimos e primos imersos de M.

Proposicao 1.2.10. Seja A um anel (Noetheriano) e M um A-mddulo finitamente

gerado. FEntao:
(a) Cada primo imerso contém um primo minimo.

(b) Min(M) = cole¢ao dos ideais primos de A que sao minimos (com respeito a

ordem de inclusao) entre os ideais primos que contém 0 :4 M.

Mediante as defini¢oes acima podemos finalmente enunciar o teorema da decom-

posicao primaria.

Teorema 1.2.11 (Decomposigao primadria para médulos). Sejam A um anel

Noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e N um submddulo de M. Entao
m

existem submdodulos Qq,...,Qn, primdrios de M tais que N = ﬂQi. Além disso,

i=1
velem o0s sequintes resultados de unicidade:
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(i) Ass(M/N) = {\/0 M/Q1,...,4/0: M/Qm} . Consequentemente, os radicais

dos submddulos primdrios QQ; em uma decomposicao primaria de N em M sdo

unicamente determinados pelo quociente M/N.

(ii) Para decomposi¢oes primdrias irredudantes (i.e, aquelas em que foram elimina-
dos as componentes supéfluas e coletadas, por intersecao, aquela que admitem
mesmo radical em M), os submddulos primdrios Q; tais que /0: M/Q; €

Min(M/N) sdo unicamente determinados pelo quociente M/N.

Corolario 1.2.12 (Decomposigao primdaria para ideais). Seja A um anel No-

etheriano e I um ideal de A. Entao:
(i) Existem ideais primarios Q1,...,Q, de A tais que [ = Q1N ... N Q.

(i) Ass(A/T) ={vVQ1,...vVQn}

Corolario 1.2.13. Seja A um anel Noetheriano e I um ideal radical. Entao existem
ideais primos Py, ..., P, tais que I = PLN...N P, e Ass(A/I) = {P,...,P,} =
Min(A/I).

Exemplo 1.2.14. Consideremos o ideal I = (XY, XZ,Y Z) C k[X,Y, Z]. Afirmamos
que I = (X, Y)N(X,Z)N(Y,Z). Ainclusao I C (X,Y)N(X,Z)N (Y, Z) é imediata.
Para mostrar a inclusdo contréria, suponhamos f € (X,Y) N (X,Z) N (Y,Z). Em

particular, devem existir «, 3,7,9,0,¢ € k[X,Y, Z] tais que
F=aX +8Y =X +6Z =0V +(Z

Destas igualdades temos aX = (0 — B)Y +(Z e Y = (v — a)X + 0Z. Assim,
aX e (Y,Z) e Y € (X,Z). Como (Y,Z) e (X, Z) sao ideais primos e X ¢ (Y, Z) e
Y ¢ (X, Z) segue que o = aY +bZ e § = cX + dZ para certos a,b,c,d € k[X,Y, Z].
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Desse modo,

f=aX+8Y =(aY +b2)X + (cX +d2)Y = (a+ )XY +bXZ+dY Z

o que nos mostra que f € I.

Pelo teorema da decomposigao priméria temos que (X,Y)N(X,Z)N(Y,Z) é a
decomposicao priméria de I e que Ass(A/I) ={(X,Y), (X, Z2),(Y,Z)}.

1.3 Generalidades sobre dimensao de Krull

Na geometria do século XIX, a ideia de dimensao foi utilizada de forma intuitiva.
Com o passar dos anos, a nocao de dimensao teve varias defini¢oes. Entretanto,
como construgoes cada vez mais complexas foram feitas em algebra comutativa, tais
definicoes tornaram-se insatisfatérias. Em 1937, Wolfgang Krull propos um definigao
em termos do comprimento de cadeias de ideais primos como veremos. Esta defini¢ao
de Krull unificou varias outras existentes e tornou-se um dos invariantes mais basicos

associados a um anel (ou médulo).

Seja Aum anele Py C P, € ... C P, uma cadeia de ideais primos de A. Dizemos

que n € o comprimento de tal cadeia.

Definicao 1.3.1. Seja P um ideal primo de um anel A. A altura de P, denotada

alt(P) é o supremo dos comprimentos das cadeias de ideais primos terminadas em P

PBCPC...CP,=P

=

de A.
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A nogao de altura é generalizada para ideais quaisquer da seguinte maneira

alt(l) := min{alt(P) | P € Min(A/I)}.

Defini¢ao 1.3.2. Seja A um anel. A dimensao de Krull de A, denotada dim(A), é o

supremo dos comprimentos das cadeias de ideais primos Py C P, C ... C P, de A.
A altura e a dimensao estao relacionadas através da seguinte proposigao:

Proposicao 1.3.3. Seja I um ideal de um anel A. Entao

dim(A) > alt(I) + dim(A/I).

Dado um ideal I em um anel A, dizemos que um subconjunto {fi,..., f,,} de I é

um conjunto minimo de geradores de I se:

(a) {f1,--., fm} é um conjunto gerador de I.

(b) Se S C {f1,..., fm}, entdao I # (5).

Em geral, dois conjuntos minimos de geradores de um ideal I podem ter cardina-
lidades distintas. Por exemplo, se A = R[X] é um anel de polinémios em um varidvel
com entradas em um anel R e I = A, entdo {X, X + 1} e {1} sdo conjuntos minimos
de geradores de I com cardinalidades distintas. Contudo, se (A, m) é anel local a

situagao ¢ bem mais comportada como nos mostra o seguinte resultado:

Proposicao 1.3.4. Sejam (A, m) um anel local e I um ideal de A finitamente gerado.

Entao:

(a) Quaisquer conjuntos minimos de geradores de I tem a mesma cardinalidade.

(b) A cardinalidade de qualquer conjunto minimo de geradores de I é dada pela

dimensao do A/m-espago vetorial I/ml.
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A cardinalidade de um conjunto de geradores de um ideal esta relacionada com

sua altura através do célebre teorema do ideal principal de Krull

Teorema 1.3.5 (Versao geral do Teorema do Ideal Principal de Krull). Seja I um

ideal de um anel A gerado por n elementos. Entao alt(I) < n.

Observacgao 1.3.6. O teorema do ideal principal de Krull original é quando n no
enunciado acima é igual a 1. O enunciado acima é uma consequéncia deste. E na

demonstracao deste resultado que figura pela primeira vez as poténcias simbélicas.

1.4 Cohen—Macaulaycidade e Regularidade

Definigao 1.4.1. Seja A um anel. Uma sequéncia reqular de A é uma sequéncia de

elementos aq,...,a, € A tal que:

(a) (ay,...,a,) # A.

(b) a; ¢ Z4(A/(aq,...,a;—1)) parai=1,...,n.

O numero de elementos de uma sequéncia regular de A é chamado o seu compri-
mento. Diremos que uma sequéencia regular é mdxima se ela nao admite prolonga-

mento proprio.

Teorema 1.4.2. Seja I um ideal em um anel A tal que I # A. Entao duas sequéncias
requlares mdximas em I tem o mesmo comprimento. Em particular, o supremo de

tais comprimentos € finito e € atingido por qualquer sequéncia reqular mdzrima em 1.

Prova. Ver [3, Theorem 1.2.5]. O

Gracas a este teorema, podemos definir o seguinte invariante.

Definigao 1.4.3. Seja I um ideal em um anel A tal que I # A. A profundidade de A
em I, denotada prof;(A), o comprimento de uma (portanto todas) sequéncia regular

maxima em 1.
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Quando (A, m) é um ideal local escreveremos prof(A) em vez de prof,(A) e cha-
mamos simplesmente de profundidade de A.
Em um anel local (A, m), a profundidade de A e sua dimensao estao relacionadas

pela seguinte desigualdade

prof(A) < dim A (1.1)
A situacao extremal nessa igualdade nos leva a seguinte defini¢ao

Defini¢ao 1.4.4. Um anel local (A, m) é dito anel de Cohen—Macaulay se a desigual-

dade (1.1) é uma igualdade.

A defini¢ao é generalizada por localizacao, ou seja, um anel A é Cohen-Macaulay
se Ap é Cohen—Macaulay para todo ideal primo P de A.
Dado um anel local (A, m), temos pelo teorema do ideal principal de Krull e a

Proposicao 1.3.4 a seguinte relacao:

dim(A) < dimg/m(m/m?) (1.2)

onde o lado esquerdo da desigualdade temos a dimensao de Krull e do lado direito a

dimensao vetorial.
Definigao 1.4.5. Um anel local (A, m) é dito regular se (1.2) é uma igualdade.

Assim como acontece com os anéis de Cohen—Macaulay, a definicao de anel regular

se generaliza para um anel qualquer por localizacao.
Proposicao 1.4.6. Todo anel reqular é Cohen-Macaulay.

Proposicao 1.4.7. Se (A,m) é um anel local reqular entdo m € gerado por uma

sequéncia reqular.
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Capitulo 2

Generalidades sobre as poténcias

simbolicas

Neste capititulo apresentamos a definicao de poténcias simbélicas e discutimos
suas propriedades mais basicas. Damos énfase as questoes referentes a decomposicao

primaria e de calculo de geradores.

2.1 Definicao e propriedades basicas
Sejam I um ideal em um anel, S o complementar em A da uniao de todos os
primos associados do A-médulo A/ e r um inteiro positivo.

Definigao 2.1.1. A r-ésima poténcia simbélica de I, detonada por I, é o ideal
IM=8""NA={a€ A|rac I paraalgumr € S}

Observagao 2.1.2. Existem defini¢oes para poténcias simbdlicas mais gerais segundo

as quais a apresentada na Defini¢do 2.1.1 é um caso particular (ver [14])
E imediato da definicao as seguintes propriedades referentes as poténcias simbélicas:

20



(i) Para cada inteiro positivo r, I" C 1"

(ii) Para cada inteiro positivo r, (I NI"=1)/I" é a A/I-tor¢do do médulo conormal

I"71/I" de ordem r.

Observacao 2.1.3. Uma questao crucial no estudo das poténcias simbdlicas é decidir
quando a inclusao I” C I é uma igualdade. De fato, existem ideais em que tal
inclus@o ¢ estrita. Por exemplo, consideremos I = (XY, XZ ) YZ) C k[X,Y, Z].
Temos que X + Y + Z nao pertence a uniao dos primos associados de A/I (ver
Exemplo 1.2.14). Por outro lado, o elemento XY Z nio pertence a I? (por motivo de
grau), mas (X +Y + 2)XYZ € I?. Assim, XY Z € I?\ 2.

Existem varias classes de ideais em que temos a igualdade, por exemplo:
(a) Se m é um ideal maximal de um anel A entdo m” = m() para cada r € N.

(b) Seja I um ideal em um anel Cohen-Macaulay A. Se I é gerado por uma sequéncia

regular entdo I” = I") para cada r € N (ver [16]).

(c¢) Seja A um anel de polindémios com coeficientes em um corpo k em n variaveis.
Seja I C A o ideal de arestas de um grafo G. Entdo I" = I") para cada r € N

se, e somente se, G é um grafo bipartido (ver [29, Theorem 5.9]).

2.2 A filtracao simbdlica

Definigao 2.2.1. Dado um anel A, dizemos que uma familia de ideais § = {I,,},,cy

é uma A-filtracdo se as seguintes condigoes sao satisfeitas.

21



(iii) I; - I; C I;4; para cada i,5 € N.

Exemplo 2.2.2. Fazendo a convencao de que I° = A, temos trivialmente que a
familia das poténcias ordinarias {I"},>o é uma A-filtracdo. Uma tal filtracao é cha-

mada de I-ddica.

(o

Exemplo 2.2.3. Fazendo a convencido de que I = A, temos trivialmente que a

familia das poténcias simbolicas {I(T)}TZO ¢ uma A-filtracao. Uma tal filtragao ¢é

chamada de simbdlica.

2.2.1 A algebra de Rees simbdlica

Definigao 2.2.4. Sejam A um anel e § = {[,},eny uma A-filtracdo. A dlgebra de
Rees da filtracao §, denotada R4(§), é a seguinte A-subdlgebra da A-dlgebra Alt]

RA(F) = @]nt” = {En:aiti |neN; q; € IZ} .

neN =0

Dado um ideal I em um anel A temos:

e A édlgebra de Rees associada a filtracao I-adica {I"},>o ¢ simbolizada por

Ral) =1t
>0

e a chamamos simplesmente de dlgebra de Rees de I.

e a dlgebra de Rees associada a filtracio simbdlica {1}, é simbolizada por
Ry(I) =@ 1%
i>0
e a chamamos de dlgebra de Rees simbolica de 1.
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Um primeira pergunta a ser langada sobre R%([) é com respeito a finitude de
sua geragao como A-algebra, ja que existem exemplos em que R?%(I) nao é A-élgebra
finitamente gerada (ver por exemplo [13] e [21] sobre a ocorréncia desse fenomeno).
Em geral, responder esta pergunta é bastante dificil, porém, existem classes razoaveis
de ideais em que a resposta é conhecida. Por exemplo, se I é um ideal monomial entao
R5 (1) é finitamente gerada (ver [14, Theorem 3.2]). Outra classe cuja a dlgebra de
Rees simbdlica é finitamente gerada é a dos ideais gerados pelos menores de uma
matriz genérica (ver [7]).

Temos o seguinte critério de finitude para a geracao da Rees simbdlica
Proposicao 2.2.5. Seja I um ideal de um anel A. Sao equivalentes:
(a) R5 (1) € A-dlgebra finitamente gerada.

s—1
(b) I = Z IS19) para cada s suficientemente grande.
i=1

Prova. (a)=(b) Como R%([) é finitamente gerada e N-graduada, entdo existem
elementos homogéneos Fi, ..., F, de graus dy,...,d,, respectivamente, que geram o

ideal homogéneo

M = @I(i)t".

i>1

Em particular,

I = prpr—dyr=d 4 [r=dn)gr—dn

para cada r > 1. Assim, fazendo s > max{dy,...,d,} temos

s—1
76 — Z](S—i)[(i)
i=1
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s—1
(a)<=(b) Consideremos ¢ = max {s | 1) £ Z I(Si)](i)} . Neste caso é imediato
i=1
que

RE(I) = Allt, ..., 99

o que nos mostra que R% (1) é A-dlgebra finitamente gerada. ad

2.3 Poténcias simbdlicas e Ass(A/I")

A proposicao a seguir diz respeito a informacoes sobre a natureza da decomposicao

priméria das poténcias ordinarias e simbdlicas
Proposicao 2.3.1. Seja A um anel e I um ideal de A. Entdo:
(a) Min(A/I) = Min(A/I")

(b) Suponhamos que Ass(A/I) = Min(A/I). Para um dado inteiro positivo r, diga-

mos que
I"=QP)N...NQP)NQ(P1) N...NQ(F)

¢ uma decomposi¢ao primdria irredudante de I" onde Min(A/I") = { Py, ..., P.}.

Entao,

I =Q(P)N...NnQ(PR,).

Prova. (a) Isto é consequéncia imediata da caracterizagao para o conjunto dos primos
minimos enunciada na Proposigao 1.2.10(b) e o fato de que um ideal primo P de A
contém [ se, e somente, se P contém [".

(b) Dado um primo imerso P; de A/I" temos pelo lema da esquiva que Q(P;) ¢
P U...UP,.. Como Ass(A/I) = Min(A/I) e Min(A/I) = Min(A/I"), segue que para
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cada primo imerso P; de A/I" temos P;NS # (0 onde S = A— P, U...U P,. Assim,

S~1P; = S~ A para cada primo imerso P; de A/I". Desse modo,
ST =S7'Q(P)N...NSTIQ(PR,).
Portanto,
IM=8"1"NA=(ST'QP)NAN..N(ST'QP)NA) =Q(P)N...NnQ(P,)
como querfamos mostrar. O

Uma consequéncia imediata da proposi¢ao acima é:

Corolario 2.3.2. Seja A um anel e I um ideal radical de A. Entio I coincide com
a parte correspondente a intersecao das componentes primdrias de I, associadas aos

PTIMOS Minimos.

Prova. Decorre da proposicao anterior juntamente com o fato de que a hipétese de

I ser radical implica na igualdade Ass(A/I) = Min(A/I). O

Corolario 2.3.3. Seja I um ideal radical de um anel A. Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(a) Ass(A/I") = Min(A/I").
(b) I"' =1M
Prova. Consegéncia imediata do coroldrio anterior. O

Observagao 2.3.4. O conjunto Ass(A/I") tem sido assunto de diversos estudos.
Em [2] é demonstrado que se I é um ideal em um anel Notheriano A entdo para

valores de n suficientemente grandes o conjunto Ass(A/I™) estabiliza, ou seja, existe
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um inteiro positivo N tal que Ass(A/I") = Ass(A/IV) para todo n > N. Contudo,
pouco é conhecido sobre onde a estabilidade ocorre ou sobre quais sao os primos
que pertencem ao conjunto estavel. Em [6] essas questdes sao tratadas no ambito
dos ideais de arestas em um anel de polinomios com coeficientes sobre um corpo.

Uma leitura com bastante material sobre o comportamento assintético do conjunto

Ass(A/I™) é [20].

Proposicao 2.3.5. Seja A um anel e I um ideal radical de A. Entao

1M =P ApD,

S

onde Py, ..., P, sao os primos minimos de I.

Prova. Seja

I'=Q(P)NQFP)N---NQ(Ps) NQ(Psy1) N+ Q(Py,)

uma decomposicao primaria irredundante de I", onde os Q(P;) sdo as componentes
P, primarias associadas aos primos minimos de A/I" para i < s e os Q(F;) sao as
componentes primarias imersas para todo ¢ > s. Localizando em P;, com 1 <1 < s,
obtemos obtemos

I"Ap, = Q(P)Ap,

De I = P, N...N P,, obtemos
[TAPi = (IAPi)r = (PlAPz)r = PiTAPi'

Assim, PfAp, = Q;(P;)Ap,. Fazendo a contragdo ao anel A obtemos PZ-(T) = Q(P)

como queriamos demosntrar. O
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2.4 Sobre o calculo das poténcias simbdlicas

Seja I um ideal em um anel A tal que Ass(A/I) = Min(A/I). Vimos na se¢ao an-
terior que Ass(A/I(M) é automaticamente conhecido desde que conhecamos Ass(A/T).
Por outro lado, determinar Ass(A/I") é, em geral, tarefa bastante ardua. Assim, do
ponto de vista dos primos associados as poténcias simbodlicas sao mais trataveis que
as poténcias ordindrias. Contudo, quando tratamos da questao de geradores do ideal
a situagao inverte-se completamente. A determinacao de um conjunto de geradores
para as poténcias ordinarias é tarefa barata desde que se conheca um conjunto de
geradores de I, mas para as poténcias simbodlicas o processo é demasiadamente duro.
Na literatura existem poucos métodos efetivos para o calculo de poténcias simbdlicas.

Nas subsecoes seguintes apresentamos dois desses métodos.

2.4.1 O calculo via saturacao

Sejam A um anel e [ um ideal de A. Dado um elemento f € A, definimos

(I:f*)={a€ A|af" €I para algum n € N}

E de f4cil verificagao que (I : f*°) é também um ideal de A. Chamamos este ideal de

saturagao de I pelo elemento f.

Proposicao 2.4.1. Seja I um ideal primo em um anel A. Se f € A\ I e [}") =17
para algum n > 1, entao

I = (1" ).

Prova. Se z € (I" : ), entdo z - f* € I" para algum k. Pela definicio de poténcia
simbdlica, z € I™. Por outro lado, seja z € I™. Entdo s -z € I" para algum s ¢ I.

Assim, ; ¢ Iy e $.2 € If, logo { estd na n-ésima poténcia simbodlica de Iy e por
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hipétese segue que $ € I} e portanto z € (1™ : f*). O

Definigao 2.4.2. Seja A = k[X4,...,X,] um anel de polinémios sobre um corpo k e
I =(f1,..., fm) um ideal. A matriz jacobiana de I é a matriz
on of
9X, T 9Xa of
J=| ¢ =55
0X;
Ofm Ofm
0X1 Tt 0Xn

Denotaremos a matriz Jacobiana de I tomada moédulo um ideal P por

(5%.)

Teorema 2.4.3 (Critério Jacobiano). Seja B = A/I um anel quociente, onde A =

k[X1,...,X,] € um anel de polindmios em n varidveis sobre um corpo k e I =
(fi,. s fm) C A € um ideal. Se P C A € um ideal primo contendo I e p = P/I,

temos:

(i) rank( % ) (P) < alt(Ip)

(ii) Se rank <§}?]> (P) = alt(Ip) entao B, é anel regular.

(iii) Se k € corpo perfeito e B, € regular, entao rank (g—;%) (P) = alt(Ip)

Prova. Ver [19, p. 213]. O
Defini¢ao 2.4.4. Seja A = k[X4,...,X,] um anel de polinémios sobre um corpo k

e I C A um ideal de altura h. O ideal Jacobiano de I é o ideal gerado por todos o

h x h menores da matriz jacobiana de I.

Neste texto estaremos mais interessados na seguinte consequéncia do Critério Ja-

cobiano
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Definicao 2.4.5. Seja A um anel e I um ideal no anel A. Nos dizemos que I é um
ideal unmized se todo ideal primo associado de I € isolado, ou seja, um ideal € dito

unmized se nao tem ideais primos 1Mersos.

Coroldrio 2.4.6. Seja A = k[Xy,...,X,] um anel de polinomios sobre um corpo
perfeito k e I = (f1,..., fm) C A um ideal unmized. Se P é um ideal primo de A
contendo I e p = P/I entdo (A/I), € reqular se, e somente se, J/I ¢ p, onde J € o

wdeal Jacobiano de I.
Temos agora o principal resultado desta subsecao

Teorema 2.4.7. Sejam A um anel de polinomios sobre um corpo k, I um ideal primo

e J o ideal jacobiano de I. Se f € J\ I, entdo

I™ = (1" : £°) para cada n > 1.

Prova. Como a localizacdo Ay é Cohen-Macaulay, pela Observacao 2.1.3(b) e Pro-
posicao 2.4.1 é suficiente provar que Iy é localmente gerado por uma sequéncia regular.
Para isso, suponha P um ideal primo tal que I C P e f ¢ P. Considere p = P/I.

Temos

(Ap/1p)p, =~ (Af)p, /(L) = Ap/Ip = (A/D)y.

Como J/I ¢ p, usando o Corollary 2.4.6 podemos concluir que Rp/Ip é um anel local

regular e consequentemente (I;)p, é gerado por uma sequéncia regular. O

2.4.2 O calculo via matrizes Jacobianas

Antes de enunciarmos o principal resultado desta subseccao faz-se necesséario a

introducao de alguns resultados bem como a fixacao de notagoes e definigoes.
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Consideremos A = k[Xj, ..., X,] um anel de polinémios com coeficientes em um

corpo k. Dados um polinémio f € A e uma n-uplav = (vy,...,v,) € N, escreveremos
\'2

|v| para denotar o somatério das coordenadas de v e 5xv Para representar a |v|-ésima

oVl f
OX{t - 0Xyn

Xv

derivada parcial

Definigao 2.4.8. Seja A = k[X;,---,X,]. Dador >0, e um ideal I C A, a r-ésima

poténcia infinitesimal do ideal I é o ideal

o f
XY

I<T>:{f€Al EI,VV,|V\§T—1}.

Uma caracteristica importante das poténcias infinitesimais é sua natureza recur-

siva tal como podemos perceber diante da seguinte proposicao

Proposicao 2.4.9. Seja A = k[ X1, Xo, -+, X,] e I C A um ideal de A. Entao:

of
IM={fecA eIV vi<i<n}.
{f | 0X; -
Prova. Basta observar que todo operador aé))zv é composto de derivagoes ordinarias.

(|
As nocgoes de potencias infinitesimal e simbdlica estao relacionadas pelo célebre

teorema de Zariski-Nagata

Teorema 2.4.10 (Zariski, Nagata). Seja k um corpo algebricamente fechado de ca-

racteristica zero e A um anel de polinomios sobre k. Se I € um ideal radical de A
entio I = 1"
Prova. Verificar [11, Theorem 3.14] e as referéncias nela citadas. O

Dado um conjunto de polinomios f = {fi,..., fm} C A = k[X},..., X,], denota-

mos por O(f) a transposta da matriz jacobiana de f, i.e,
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8fl 8fm

120, CHENGD. €]
o(f) =

o O

0Xn, 77 0Xn

Dados um inteiro positivo r, um ideal I C A e um conjunto de gereadores f =
{fi,..., fm} de I denotaremos a matriz de relacoes de O(f) sobre A/I™ levantada
a A por U (f). O ideal gerado pelas entradas do produto matricial (f ... f,,,) @) (f)
serd denotado ((F)¥()(f))A.

Finalmente, podemos enunciar o principal resultado desta subsecao
Teorema 2.4.11. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
I C k[Xy,...,X,] um ideal radical. Se f ={fi,..., fm} € um congunto gerador do
ideal 1) entdo

I = (£). ¥ (£) A4 117

Prova. Pelo Teorema 2.4.10, podemos usar as igualdades (") = ) ¢ [0+ = &+,

Seja g = Z%lfj € ((f).w(f))A. Entao, para cada 1 <1i < n temos

Z%l 3fg Za%l

0

Como Zw]l I pela definicao de W) (f), e wﬂf] e I pois os fi €
I segue que a)i e I Isto significa que

0P dg

— elv <r—1,Vi

. (aX) 818 < v - 1,vi
Como o operador 7xXa com |a| < r, é a combinagao das formas acima isto significa
que g € Ir+1),
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Reciprocamente, seja g € 170, Como IV c I entdo g = Zhj - fj para

J
certos hj € A. Aplicando a transposta da matriz Jacobiana ao vetor v = Z hj-e; €

j

oFf
A™ produzimos o vetor de ZAdXi cuja a i-ésima coordenada é zj:hj (8—}2) .
Como,

S (2) - 5 2

- 0X;) 0X; — 0X;
dg 0f;
(r) (r+1) , J (r)
eaXiEI , uma vez que g € [ ; Segue que Ej:h] (8X1> €.

Assim, temos que U = Ejh_jej € ker (©), onde — denota a classe residual médulo

I Por um produto de matrizes obtemos

hj =Y bt +d;,
!

para certos b € A,d; € I,

Substituindo a expressao em g temos o resultado
desejado.

(|
Para melhor entendimento do teorema acima, consideremos o seguinte exemplo

Exemplo 2.4.12. Usaremos o resultado acima para calcular o quadrado simbdlico
do ideal I = (XY, XZ,YZ) C k[X,Y, Z]. Fazendo f;

XY, fo=XZe f3=YZ
temos:
Y Z 0
o(f) X 0 Zz
0 X Y
Z 0 0
Notemos que os elementos vy 0|, vo Y e Vs 0 , onde
0 0

32



— significa a classe do elemento em A/I, sao relagoes de ©O(f) sobre A/I, ou seja,

V1, Ve, vy € ker (O(f)). Mostraremos agora que

WO (£) = (vi|va|va).

Para isso, devemos mostrar que qualquer rela¢ao de O(f) em A/l é combinagao linear

a
de vq, vy e vs. Assim, suponhamos v = | p | € ker (©). Entao
C
Y Z 0 a 0
Of)v=]1 X 0 Z b =10
0 X Y C 0

Logo, aY +bZ, aX +cZ,bX +c¢Y € I = (X,Y)N(X,Z)N(Y, Z). Fazendo a divisao

euclidiana de a por Z obtemos:

a=qZ+r(X,Y)

onde (X, Y) é um polinémios que depende apenas de X e Y. Notemos que aY +bZ7 €
(X, Z), logo

r(X, Y)Y + (g +b)Z € (X, 2);

logo, M (X, Y)Y € (X,Z). Como (X,Z) ¢ ideal primo e Y ¢ (X,Z) segue que
r(X,Y) € (X, Z). Disso segue que X divide r;(X,Y’). Raciocinando de forma se-
melhante com aX + c¢Z € (Y, Z) concluimos que Y também divide r1(X,Y). Assim,
XY divide r7(X,Y). Desse modo, @ = @1 - Z. De maneira andloga também temos

b=q Y e¢=q - X. Portanto,
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V =q1V1+ G2V + q3V3

e daf que U (f) = (vy|va|vs).

Com estes dados temos

(F) - W (F)A = (XY Z).

Usando a proposicao anterior obtemos

1% =1+ (XY 2).
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Capitulo 3

Poténcias simbdlicas e outras

construcoes

O objetivo desse capitulo é apontar como a teoria das poténcias simbélicas esté
relacionada com as nogoes geométricas de variedades secantes e aplicagoes birracio-
nais. Nosso foco sera somente sobre os resultados que representam o marco inicial do

entrelacamento entre estas nogoes.

3.1 Poténcias simbodlicas e variedades secantes

Seja k um corpo e X,Y variedades irredutiveis de P"~!.

Definicao 3.1.1. A wvariedade join imersa de X e Y, denotada X *x Y, é dada pela

seguinte igualdade

XY = U U(m,y}

zeX yeyY

onde (z,y) denotada o subsepaco de P" gerado por x e y e o fecho é o de Zariski.
Quando X =Y a variedade join passa a ser chamada de variedade secante de X
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e a denotamos por X{#. De maneira indutiva definimos a r-ésima variedade secante

de X, denotada X1}, pela igualdade

Xt = xtr-ty x

Observacgao 3.1.2. Equivalentemente, podemos pensar r-ésima variedade secante de
X, denotada, como o fecho (de Zariski) da uniao de todos os espagos lineares gerados

por r pontos de X.
Para o que segue, fixamos as seguintes informagoes:

e Dada uma subvariedade W de P"~! escreveremos I(W) para denotar o ideal de

defini¢ao de W.

e Uma subvariedade W de P"! é dita ndo-degenerada se nao existe hiperplano

de P*~! contendo W.
Exemplo 3.1.3.

Defini¢ao 3.1.4. Sejam [ e J ideais homogéneos de k[X7, ..., X,]. O ideal join de T

e J, denotado por I x J, é dado pela seguinte igualdade:

I5J = ... Y+ J(Ze,. o Za)+ (Xi—Yi—Zi | i=1,....,0))NK[XL, ..., X,]

onde I(Yy,...,Y,) e J(Zy,...,Z,) denotam os ideais obtidos de I e J pelas substi-

tuicoes X; — Y; e X; — Z; respectivamente.

Quando I = J, o join passa a ser chamado de ideal secante de I e o denotamos
por 1%, De maneira indutiva, definimos o r-ésimo ideal secante de I, denotado I},

por
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I = =1 g,

Listamos agora algumas propriedades sobre variedades e ideais joins

e Se k é um corpo perfeito entdo VI * J = /1 % +/J. Em particular, se I e J sao

radicais entdo I * J também é radical (ver [30, Proposition 1.2]).
e Se k é um corpo algebricamente fechado entdo I(X xY) = I(X) x I(Y)

o dim (k[Xy,...,X,]/(I*J)) <min{n,dimk[X1,...,X,]/] +dimk[Xq,...,X,]/J}.

O resultado que apresentaremos agora ¢ devido a Michael Catalano e relaciona as

nocoes de poténcias simbdlicas e ideais secantes

Teorema 3.1.5. ([5, Theorem 2.1]) Seja k um corpo algebricamente fechado de ca-
racteristica zero e X uma subvariedade irredutivel de P"~' ndo-degenerada. Entdo,

(X)) c1(x)™.

Prova. Seja f € I(X){"} = I(X{"}) polinomio ndo nulo. Pelo teorema de Zariski-
Nagata, é suficiente mostrar que todas as derivadas parciais de f de ordem no maximo
r — 1 pertencem a I(X). Para isso, suponhamos p um ponto geral de X. Como X
é nao-degenerada, podemos encontrar um conjunto > de n pontos linearmente inde-
pendentes de X contendo p.

A menos de uma mudanca de coordenadas, podemos supor

Y={1:0:...:0),(0:1:...:0),...(0:0:...: 1)}



Claramente, I(X {T}) C I(E{T}). Como 24} contém qualquer subespaco gerado por p

e quaisquer outros (r — 1) pontos de 2+ — {p} temos:

(st cJ= N I

Sc{za,....xn},|S|=r—1
onde a interse¢ao é sobre todos os subconjuntos de varidveis {xs, ..., z,} de cardina-
lidade r» — 1 e I é o ideal gerado por todas as varidveis x; ¢ S.

Notemos que cada g é um ideal monomial; logo, como f € J entao todos os ter-
mos monomiais de f também pertencem a J. Considere m um termo monomial. Se
gr(m) < r—1, entao existem no maximo r — 1 varidveis distintas dividindo m. Consi-
dere S um conjunto de cardinalidade r—1 contendo todas estas variaveis. Claramente,
m ¢ Ig. Assim, f nao contém um monoémio de grau menor que r. Consequentemente,
todas as derivadas de f de ordem no méaximo r — 1 se anula em p. Como p é um ponto
geral de X, o teorema esta provado. O

Em um artigo de 2008, S. Sullivant apresentou em [31, Proposition 2.2] a seguinte

generalizagao do resultado de Michael Catalano

Teorema 3.1.6. Seja k um corpo algebricamente fechado (nao necessariamente de
caracteristica zero). Suponhamos I C k[X, ..., X,] um ideal homogéneo e radical tal

que I C (X1,...,X,)% Entao:

Jlirts=1} ([{T}>(S)

Notemos que para cada 1 < i < r — 1 temos IWJ0=) < [ Assim, para cada

ideal homogéneo radical I C k[Xy, ..., X,] ndo contendo formas lineares temos:
r—1
Y AV Rl i (3.1)

i=1

38



Mais geralmente, temos a seguinte inclusao:

s—1
Jlrs=1} 4 Z(_]{r})(i)([{r})(s—i) C (I{T})(S) (3.2)

i=1
Uma pergunta natural é sobre quando esta inclusdo é uma igualdade. Em [31]

Seth Sullivant sugere a seguinte definicao:

Definigao 3.1.7. Um ideal homogéneo e radical I C k[ X1, ..., X, é dito r-diferencialmente

perfeito se para todo s
s—1
T+t SO 1)) = (1))

i=1

Dizemos que I é diferencialmente perfeito se ele for r-diferencialmente perfeito para

todo 7.

Notemos que a igualdade (3.2) é equivalente a

(It = Z g1} plrtxe—=1} | plr+aen—1} (3.3)
AbFs

onde a soma varia sobre todas as parti¢oes A de s e £(\) é o ntiimero de partes de A.
Na sequéncia listaremos alguns ideais que sao r-diferencialmente perfeitos para

algum r.

3.1.1 Ideais de arestas

Seja G um grafo simples com conjunto de vértices V(G) = {1,...,n} e conjunto
de arestas E(G). O ideal de arestas associado ao grafo G é o ideal de k[X1,. .., X,]

definido pela seguinte igualdade

(G) = {wiw; | {4, 5} € B(G)}-

39



Consideremos as seguintes terminologias:

e Para cada subconjunto V' dos vértices de um grafo G, denotamos por Gi, o
subgrafo de G cujo conjunto de vértices é V' e mantém as adjacéncias de V'

que apareciam em (. Chamamos G}, de subgrafo induzido de G.

e Uma m-coloragao de um grafo G é uma funcao dos vértice de G' no conjunto
{1,...,m} tal que os vértices de uma mesma aresta nao podem estar assosciados
ao mesmo nimero (cor). O namero cromdtico de G é o menor m tal que existe

uma m-colora¢ao de G. Denotamos o nimero cromatico de G por x(G).

e Um cliqgue de um grafo G é uma colecao de vértices de G que formam um sub-
grafo completo de G. O nidmero clique de G, denotado w(G), é a cardinalidade

do maior clique de G.

E imediato que w(@) é um limitante superior para x(G). Esta relacio entre w(G)

e X(G) nos levam a seguinte defini¢ao

Definigao 3.1.8. Um grafo G é dito perfeito se para cada subconjunto V' dos vértices

de G tivermos w(Gy/) = x(Gy).

Teorema 3.1.9. ([31, Theorem 3.2]) O ideal de arestas associado a um grafo G é

1-diferencialmente perfeito se, e somente se, G € grafo perfeito.

3.1.2 Ideais gerados pelos 2x2 menores de uma matriz genérica

Seja A um anel e

ai;y ... Qip

aml -+ Amn
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uma matriz de ordem m x n com entradas em A. Dado um ¢ < min{m,n}, escrevemos
I;(¢) para denotar o ideal gerados por todos os menores de ¢ de ordem t.

Se k é um corpo e

XH Xln

Xm1 oo Xom

uma matriz de ordem m X n cujas entradas sao indeterminadas sobre k& entao chama-

mos esta de matriz genérica sobre k.

Observagao 3.1.10. Uma referéncia que reune diversos aspectos dos ideais I;(X) é

[4]
Em [31, Theorem 5.5] temos o seguinte resultado

Teorema 3.1.11. O ideal I5(X) é diferencialmente perfeito.

3.2 Poténcias simbdlicas e aplicacoes birracionais

Seja k um corpo algebricamente fechado e V' C P*~! uma variedade integral com
anel de coordenadas homogéneas R = k[Xy,...,X,]|/I(V). Uma aplicacdo racio-
nal & : V --» P! ¢ representdvel por m formas g = {g,,...,9,,} C R (onde
“—"significa a classe de residuos do polinémio) do mesmo grau d > 1, ndo todas
nulas. De fato, tal conjunto de representantes para & : V --» P™~! nio é tnico. Se
considerarmos k (V') o corpo de fragoes de R, entao qualquer outra n-upla (¢';, ..., ¢,
que seja equivalente a (gy,...,7,) No espago projetivo Pron = Pk @ Spec(k(V)) é
um representante de @& : V -—» P

A imagem de & é a subvariedade projetiva W C P™! cujo o anel de coordena-

das homogéneas ¢é a k-subdlgebra k[g] C R depois de renormalizacdo da graduagao.
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Escreveremos S := k[g] ~ k[Y]/I(W), onde I(W) C k[Y] = k[Y1,...,Y.,] é o ideal
homogéneo de definicao da imagem no mergulho W c P™—1,

A aplicagao & ¢ dita ser birracional sobre a imagem se existir uma aplicagao racio-
nal § : W --» P! tal que para um conjunto de representantes f = {71, e ,fn} cS

tenhamos

(f1(g): -+ fulg)) = (Xy -2 Xp), (mod [(V))

(91(F) s -+ gm(f)) = (Vi V) (mod I(W))

Ter informagao sobre a aplicacao inversa — e.g., sobre seu grau — sera bastante
relevante na sequéncia. Neste trabalho, estaremos interessados somente no caso em
que V =P 1 Oideal I = (go,...,9,) C R é dito o ideal base da aplicacao racional

& : P! - P71 Nesta situacdo particular, a congruéncia estrutural acima

(f0(907"'7gn)7"‘7fn(go7"'7gn)) = (Xou"-yX’rL>7

envolvendo a aplicacao inversa, define unicamente uma forma D € R tal que

fi(907 cee agm) = XZD7

com i = 0,...,n. Chamaremos esse D um fator de inversio (do dominio) de &

associado ao representante dado.

Observacao 3.2.1. Para maiores detalhes sobre aplicagoes birracionais dentro de

uma perspectiva mais algébrica sugerimos as referéncias [9], [26] e [28].

O fator de inversao admite a seguinte propriedade curiosa:

42



Lema 3.2.2. Seja I C R = k[X] o ideal base de uma aplicagao & : P* --» P™
birracional sobre a imagem e seja D € R o fator de inversao do dominio relativo a
um dado representante da aplicagdo inversa. Se o ideal mdzimo (X) nao € primo
associado de R/, entdo D é um elemento da poténcia simbdlica ID onde d é o grau

das coordenadas do representante da aplica¢ao inversa em consideracao.

Prova. Nas notacoes acima, como para cada 1 < ¢ < n o polinomio homogéneo f;
tem grau d, segue que X;D = f;(g) € I% logo, (X)D C I¥. Como (X) ¢ Ass(R/I),
segue pelo lema da esquiva a existéncia de h € (X) que ndo pertence a unido dos
primos associados de R/I. A natureza de h juntamente com a definicdo de poténcia
simbélica nos da D € 19, O

Naturalmente, esse lema nos conduz a seguinte questao:

Questao 3.2.3. Nas notacoes do lema acima, qual a contribuicao de D na geracao

do ideal I(9? Ou, mais ambiciosamente, qual sua contribuicio na geracio da algebra

de Rees simbélica RU?

De fato, emm [24] e [25] os autores mostram algumas classes de ideais em que as

respostas para as questoes acima sao afirmativas.
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