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"Cré em ti mesmo; o coracao vibra sempre ao

som desta corda'.

(Ralph Waldo Emerson)



Resumo

O presente trabalho visa contribuir para o processo de ensino e aprendizagem de disciplinas
como Algebra Linear e Equacdes Diferenciais, sugerindo uma metodologia de ensino baseada
na modelagem matematica de sistemas mecanicos e na aplicagao do problema de autovalores,
assim como, estimular alunos do ensino médio a explorar a matematica, uma ciéncia reveladora
e essencial, mostrando que contetidos como niimeros complexos, determinantes, trigonometria,
etc, alguns destes equivocadamente questionados quanto a utilidade pratica, podem ser usa-
dos em beneficio das pessoas, por exemplo, proporcionando mais seguranca e estabilidade as
edificacoes, fundamentais nos tempos atuais. Inicialmente, serao apresentados formalmente
os contetdos necessarios ao entendimento de sistemas vibratérios com dois graus de liberdade,
para posteriormente aplica-los na determinacao das frequéncias naturais de vibracao de um edi-
ficio de dois andares. Além disso, sera feita uma demonstracao de como calcular os autovalores
através de ferramentas computacionais, os softwares MATLAB e R. Com o uso do software, a
determinacao das frequéncias naturais torna-se ainda mais pratica e, portanto, mostrar que a

aplicacao do referido problema é bastante simples e tem utilidade pratica evidente.

Palavras chaves: Modelagem, Equacoes Diferenciais, Autovalores, Sistemas Vibratorios, Me-

canica.



Abstract

The present work aims to contribute to the teaching and learning process of disciplines such as
Linear Algebra and Differential Equations, suggesting a study methodology based on mathe-
matical modeling of mechanical systems and application of eigenvalues of problem, as well
as encourage high school students to explore mathematics, a revealing and essential science,
showing that content such as complex numbers, determinants, trigonometry, etc., some of these
mistakenly questioned about its practical utility, can be used for the benefit of people, for exam-
ple, providing more security and stability to buildings , essential in modern times. Initially, the
contents will be displayed formally required for the understanding of vibrating systems with
two degrees of freedom to apply them subsequently in the determination of natural frequencies
of vibration of a two storey building. Also, a demo will be made of how to calculate the ei-
genvalues through of computational tools, the softwares MATLAB and R. Using the softwares,
the determination of natural frequencies becomes even more practical and thus shows that the

application of the problem is quite simple and has obvious practical use.

Keywords: Modeling, Differential Equations, Eigenvalues, Vibratory Systems, Mechanical.
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Introducao

As oscilagoes e vibragoes sao fenomenos cotidianos e estao presentes em grande parte das
atividades humanas. Vivemos cercados de corpos que oscilam e constantemente produzimos
vibracoes. Afinal, somos capazes de ouvir porque nossos timpanos vibram, de enxergar, pois a
luz se propaga em campos gerados por oscilacoes, e de falar, devido ao movimento vibratério das
nossas cordas vocais. O som é uma onda mecanica, Figura 1, e se propaga através da vibracao
das particulas do meio material que pode ser sélido ou fluido, como ar e 4gua. A luz visivel é uma
onda eletromagnética formada por campos eletromagnéticos oscilantes, podendo se propagar
no vacuo, Figura 2. Nossa respiragao e batimentos cardiacos estao associados a movimentos
oscilatérios do pulmao e coracao, respectivamente. Além disso, a vibracao é responsavel pelos
stsmos ou terremotos, um dos fenomenos da natureza mais grandiosos e devastadores. Em
contrapartida, na natureza também encontramos oscilacoes na escala atdomica e molecular, o
que justifica diversas aplicacoes na quimica, nanotecnologia, biologia molecular, fisica quantica,

fisica médica, eletronica, etc.

Conduto
auditivo
externo

AR (meio material)

» Faringe

i ) Boca o : '-; . . . -
- —— Lingua . e CA Caixa do
= Laringe timpano
’:: o ) Membrana " Tt
= i auditiva
SOM SOM do timpano
-
AR

Figura 1: Propagacao do som.
Fonte: Elaborada pela autora.

Apesar do efeito nocivo das vibragoes em determinados casos, ela também pode ser uti-
lizada para boas finalidades. Uma gama de produtos no mercado tem elementos vibratérios
associados, diretamente ou indiretamente, ao seu funcionamento como maquina de lavar, bate-

deira, microondas, massageadores, amplificadores de dudio, GPS, etc.
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Micro- Infra- Luz
Ondas de Ridio  ondas vermelho Visivel '-II"I"‘:‘ Raio-X Raio Gama
violeta

o w e

(|| ||
1 10 10° 10 10’ 10" 10"

Direcdo da onda ||
A 10°

Campo elétrico Comprimento de onda ().) em metros

Figura 2: Luz visivel - Onda eletromagnética.

Fonte: Elaborada pela autora.

O movimento vibratorio na industria, Figura 3, ¢ usado por exemplo em esteiras trans-
portadoras, peneiras vibratorias, compactadores, testes de materiais, soldagem, etc. Diversos
campos do conhecimento estudam comportamentos oscilatérios como economia, quimica, bi-
ologia, fisica, estatistica, etc. Na area da nanotecnologia, estudos revelam como as vibragoes

podem ajudar na eficiéncia energética, retardando a transferéncia de calor entre os materiais.

Motor
Vibratorio Peneira
Vibratoria

Figura 3: Maquinas vibratorias usadas na industria.
Fonte: Elaborada pela autora.

Os primeiros estudos de vibracoes focaram principalmente na andlise e representacao de
movimentos oscilatorios, na compreensao de fendomenos naturais relacionados e no desenvolvi-
mento de teorias matemaéticas para descrever a vibracao de sistemas fisicos. Embora esse tipo
de movimento seja muito comum, na maioria das vezes é bastante complexo. Atualmente, mui-
tos estudos verificam a relevancia do tema e vém fomentando aplicacoes da teoria de vibracoes
na engenharia moderna, pois frequentemente as vibragoes estao entre as causas de falhas em
estruturas, maquinas, etc. A acao de ventos e carregamentos dinamicos, o desbalanceamento de
motores e o aumento da esbeltez de estruturas sao alguns dos fatores que favorecem a ocorréncia
de oscilagoes. Segundo Sommer (2002, p. 3 apud KORENEV & REZNIKOV, 1992): "Diversas
sao as fontes que podem ocasionar vibracoes em estruturas, tais como a acao dinamica do vento,

acoes sismicas, carregamentos desbalanceados devido a instalacao de equipamentos, carrega-
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mentos devido ao trafego de veiculos, acao das ondas do mar, excitacoes de publico devido ao
caminhar, dancar". Cada vez mais torna-se necessario a andlise de vibragoes em projetos de
méaquinas, fundacoes, estruturas, pontes, automoveis, avioes, navios, motores, turbinas, entre
tantos outros. O principal objetivo da andalise dinamica é projetar estruturas que sejam segu-
ras, duraveis e estaveis. O controle de vibragoes em estruturas durante a construcao também
merece atencao, uma vez que pode acarretar danos a saide das pessoas, principalmente dos

trabalhadores que ficam sujeitos aos maleficios por mais tempo. Como afirma Soeiro:

[...] Em muitos sistemas de engenharia, o ser humano atua como parte inte-
grante do mesmo. A transmissao de vibracao para o ser humano resulta em
desconforto e perda de eficiéncia, podendo constituir um risco em potencial
para os trabalhadores, uma vez que as vibragoes podem desencadear pertur-
bacoes neurologicas ou musculares, vasculares e lesdes 6steo-articulares, no
caso das vibragoes transmitidas ao sistema mao-braco e patologias na regiao
lombar e lesdes da coluna vertebral, para o caso das vibrac¢oes transmitidas
a todo o organismo. (SOEIRO, N. S. Curso de Fundamentos de Vibragao e
Balanceamento de Rotores, 2008).

A Tabela 1 apresenta os principais sintomas relacionados com a frequéncia da vibracao a

qual uma pessoa fica sujeita:

SINTOMAS FREQUENCIA (Hz)
Sensacgao geral de desconforto 4-9
Sintomas na cabeca 13- 20
Maxilar 6-8
Influéncia na linguagem 13- 20
Garganta 12-19
Dor no peito 5-T7
Dor abdominal 4-10
Desejo de urinar 10 - 18
Aumento do tonus muscular 13 - 20
Influéncia nos movimentos respiratorios 4-8
Contragoes musculares 4-9

Tabela 1: Principais sintomas relacionados com a frequéncia da vibracao
Fonte: Fernandes, J. C., Seguranca nas Vibragoes sobre o Corpo Humano, 2000).

De um modo geral, a vibracao consiste em movimento inerente aos corpos dotados de
massa e elasticidade. O corpo humano possui caracteristicas de inércia e elasticidade que lhe

conferem valores de frequéncia natural distintos, relativos a cada uma de suas partes, Figura 4.
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. ofho 20-90 Hz

_ paréde loraxica 50-100 Hz

ombro 4-5 Hz

— anlebrago 16-30 Hz

brago 5-10 Hr
méo 30-50 Hz

coluna verlabral 10-12 Hz abdbmen 4-8 Hz

pema dobrada 2 Hz
perma rigida 20 Hz

Figura 4: Corpo humano e respectivas frequéncias naturais.
Fonte: SOEIRO, 2008.

A frequéncia externa quando coincide com a frequéncia natural do sistema provoca uma
amplificacao das oscilagoes, fenomeno fisico conhecido por ressondncia. No caso de sistemas
estruturais, resulta em deflexdes excessivas podendo levar a estrutura ao colapso. A literatura
traz exemplos de falhas em estruturas causadas por vibragoes excessivas em virtude da resso-
nancia. Um destes exemplos ¢ o da ponte de Tacoma Narrows, Figura 5, nos Estados Unidos,
inaugurada em julho de 1940, colapsou em 7 de novembro do mesmo ano quando entrou em

ressonancia induzida pelo vento.

Figura 5: Colapso da ponte de Tacoma Narrows devido a ressonancia.
Fonte: Rao, 2008, p. 6.
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Capitulo 1

Historia do estudo das vibracoes

A invencao dos primeiros intrumentos musicais despertou o interesse por uma investigacao
mais aprofundada do fenomeno da vibracao. Embora a misica ja fosse estudada e apreciada
desde a antiguidade, o conhecimento produzido nessa época nao alicercava uma ciéncia. O
filosofo e matemético grego Pitagoras (582-507 a.C.) é considerado pioneiro na investigagao
dos sons com base cientifica e criou o primeiro laboratorio de pesquisas em vibragoes, onde
realizou experiéncias com martelos, cordas, tubos e placas, ver Figura (1.1). Com base nesses

experimentos, ele estabeleceu um método racional de medigao de frequéncias sonoras.

Figura 1.1: Os experimentos de Pitdgoras representados em gravura da obra publicada em
1492, Theorica musicae, do influente teérico e misico italiano Franchino Gaffurio (1451-1522).
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Entre tantos experimentos realizados por Pitagoras, um deles utilizava um instrumento
chamado monocdrdio que consistia em uma corda presa nas extremidades a um cavalete ou base
de apoio, de modo que a tensao fosse mantida constante, e um dispositivo mével que regulava
o comprimento da corda vibrante, Figura (1.2). Com esse experimento ele concluiu que uma
corda mais curta emite um som mais agudo que outra de maior comprimento sujeita a mesma
tensao, e ainda, a mais curta sendo metade da mais longa emite uma nota uma oitava acima.
Outro matematico que escreveu sobre miusica foi Euclides em 300 a.C., sem mensionar em

momento algum a natureza fisica do som, em sua obra intitulada Introducao aos Harmonicos.

| - Extremidade de fixagio
g? ? - Corda sonora
1 - Dispositivo movel

4 - Cavalete ou base de apoio

Iad

Py

Figura 1.2: Monocordio.

Fonte: Elaborada pela autora.

Durante a antiguidade, a China sofreu muitos abalos sismicos o que motivou o historiador
e astonomo chinés Zhang Heng a criar um instrumento para monitorar terremotos. Em 132
d.C, Zhang construiu o primeiro sismografo do mundo, ver Figura (1.3), feito de bronze fundido
e formato de jarra de vinho, continha em seu interior um mecanismo composto por um péndulo

e oito alavancas.

Figura 1.3: Sismografo de Zhang Heng.
Fonte: Disponivel em http://www.ilnavigatorecurioso.it/2014/02/26/

tecnologia-antica-lincredibile-sismoscopio-inventato-2-mila-anni-fa-in-cina/.
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O terremoto deslocava o péndulo que acionava a alavanca de mesma direcao. Apoés a
alavanca ser acionada, uma pequena esfera de bronze era liberada e ao cair emitia um som,
permitindo saber o horario e em que direcao ocorreu o terremoto. Ha relatos que o sismografo
de Zhang, instalado no Departamento de Astronomia e Calendério, registrou um terremoto
ocorrido a cerca de 600 km de distancia, constatando a utilidade do invento, uma vez que a
essa distancia o tremor é imperceptivel ao ser humano.

Galileu Galilei (1564-1642), fundador da ciéncia experimental moderna, ao olhar para o
teto durante um sermao na igreja de Pisa, percebeu que o movimento pendular de uma lam-
pada suspensa por um cabo tinha propriedades interessantes e a partir deste episddio iniciou os
estudos do movimento oscilatéorio de um péndulo simples. Galileu estabeleceu formalmente a
relacao entre o comprimento do péndulo e o seu periodo de oscilagao e observou a ressonancia
entre dois corpos ligados por algum meio de transferéncia de energia e submetidos a uma mesma
frequéncia natural. Em 1638, publicou Discourses concerning two new sciences onde discutiu
corpos vibratorios e destacou a influéncia da frequéncia na vibracao. Apesar de claramente
Galileu indicar que havia uma relacao entre frequéncia, comprimento, tensao e densidade de
uma corda vibratoria esticada, a publicacao da primeira explicacao correta acerca dessa rela-
cao ficou a cargo do matemético e tedlogo francés Marin Mersenne (1588-1648) em sua obra
Harmonicorum Liber.

Mais tarde em Londres, Robert Hooke (1635-1703) também fez experimentos para de-
terminar a relacao entre a tonalidade e a frequéncia de vibragao de uma corda. Contudo, foi
o francés Joseph Sauveur (1653-1716) quem investigou esses experimentos minuciosamente e
consolidou a palavra “actistica” para a ciéncia do som (RAO, 2012, p. 2). Segundo Sauveur,
certos pontos de uma corda esticada em vibracao, denominados nos, possuem deslocamentos
nulos enquanto outros pontos intermediarios, denominados ventres, apresentam picos de des-
locamento. Observou ainda que as frequéncias de vibracoes da corda eram multiplos inteiros
das frequéncias associadas a vibracao simples, isto é, sem noés intermediarios. Tal observacao
sugere que as vibragoes de um modo geral sao composi¢ao de vibracoes elementares. Chamou
a frequéncia de vibracao simples de frequéncia fundamental e suas variacoes, de harmonicas.
Atribui-se ainda a Sauveur, as primeiras observagoes sobre o fenémeno de batimentos, assunto

atualmente de interesse da engenharia mecanica.
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O ilustre Isaac Newton (1642-1727) formulou as trés leis do movimento em sua formidavel
obra Philosophiae naturalis principia mathematica publicada em 1686. Nessa mesma obra,
Newton descreve a lei da gravitagao universal. A segunda lei de Newton é frequentemente usada
para determinar as equacoes de movimento de um corpo em vibracao. A solu¢ao dinamica do
problema da corda vibratoria foi descoberta pelo matematico inglés Brook Taylor (1685-1731)
em 1713, também autor do famoso teorema de Taylor para séries infinitas. A solugao tedrica
apresentada por Taylor era consonante com os resultados experimentais de Galileu e Mersenne.
O aprimoramento do método usado por Taylor veio com a introdugao de derivadas parciais
nas equagoes de movimento por Daniel Bernoulli (1700-1782), Jean D’Alembert (1717-1783) e
Leonard Euler (1707-1783). Os primeiros estudos de vibragoes em vigas foram realizados por
Euler em 1744 e Bernoulli em 1751. Baseados na Lei da Elasticidade, formulada por Hooke em
1676, Euler e Bernoulli determinaram a equacao diferencial que governa a vibracao de barras
prismaticas e investigaram a sua solucao para o caso de pequenas deformacoes. Euler foi um
dos primeiros matematicos a estudar um problema de autovalor quando analisava como uma

coluna eléstica fina se deforma sob uma forga axial compressiva, Figura (1.4).

o

%A’ %A
Figura 1.4: Deformagao de uma coluna eslastica devido a uma forca axial compressiva (Modelo
2

d
matematico: EI -2 + Py =0).
dx?

Fonte: Elaborada pela autora.
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Daniel Bernoulli, por meio de suas equagoes dinamicas, em obra publicada pela Berlin
Academy, em 1755, provou que a vibracao em uma corda resulta da combinacao de varias vi-
bracoes harmonicas. Dessa forma, o deslocamento de qualquer ponto em qualquer instante é
igual a soma algébrica dos deslocamentos para cada harmonica. Essa propriedade, denominada
originalmente de principio da coexisténcia de pequenas oscilagoes, ¢ na terminologia moderna,
denominada principio da superposi¢ao. O principio da superposi¢ao impulsionou o desenvolvi-
mento da teoria de vibracoes e possibilitou expressar qualquer funcao arbitraria de vibracao da
corda através de uma série infinita de senos e cossenos. A validade da expansao foi provada por
J. B. J. Fourier (1768-1830) em sua obra Analytical theory of heat (Teoria analitica do calor) em
1822. A solu¢do analitica da corda vibratoria foi apresentada por Joseph Lagrange (1736-1813)
em suas memorias publicadas pela Academia de Turim em 1759. Lagrange admitiu que a corda
era composta por um numero finito de particulas de massas idénticas espacadas igualmente e
estabeleceu a existéncia de um nimero de frequéncias independentes igual ao ntimero de par-
ticulas da massa (RAO, 2012). A veracidade da hipotese adotada por Lagrange se confirma
ao fazer o nimero de particulas tender para infinito e constatar que as frequéncias resultantes
coincidem com as frequéncias harmonicas da corda estirada.

Muitos estudos de vibracao em varios sistemas mecanicos e estruturais usuais foram feitos
e um método que tem sido bastante usado para a solucao de problemas dificeis de vibracao é
o Método da Energia. ldealizado por Lord Baron Rayleigh e publicado em 1877, o Método de
Rayleigh é um tipo de método da energia usado na determinacao da frequéncia fundamental
de vibracao de um sistema conservativo e se sustenta no principio da conservacao de energia.
Stephen Timoshenko (1878-1972) apresentou uma teoria aperfeicoada de vibracao de vigas que
ficou conhecida como teoria de Timoshenko a qual considera os efeitos da inércia de rotacao e da
deformacao por cisalhamento. A grande maioria dos problemas basicos de mecéanica, incluindo
os de vibragoes, sao nao lineares. Embora os tratamentos lineares comumente adotados sejam
bastante satisfatorios, nao sao adequados em todos os casos. A teoria matematica das vibragoes
nao lineares comegou a desenvolver-se com o trabalho de Jules Henri Poincaré (1854-1912) e
Alexander Lyapunov (1857-1918) no final do século XIX d.C. Os estudos realizados por Duffing
e van der Pol resultaram nas primeiras solucoes definidas da teoria de vibragoes nao lineares e

chamaram atencao para sua importancia na Engenharia.
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Hé& pelo menos trés décadas, os estudos de vibragoes baseavam-se em modelos grosseiros
com um numero reduzido de graus de liberdade. No entanto, a era da informatica proporcionou
uma analise mais refinada de sistemas complexos de engenharia com a possibilidade de fazer
uma grande quantidade de calculos em um curto tempo. Hoje, a engenharia utiliza modelos
matematicos de grande precisao para representar o comportamento de sistemas de grande
porte aliado a métodos numeéricos de andalise de sistemas com miultiplos graus de liberdade.
O avanco tecnolégico também promoveu a evolugao de instrumentos de medicao de vibragoes,
como lasers, e de métodos experimentais que, associados aos métodos computacionais, tem

contribuido significativamente no estudo de sistemas vibratoérios.
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Capitulo 2

Nocoes preliminares: Limites e Derivadas

2.1 Limite de uma funcao

Intuitivamente, dizemos que uma func¢ao f(x) tem limite L quando = tende a xy se é
possivel tornar f(x) arbitrariamente proximo de L, desde que tomemos valores de = (z # o)

suficientemente proximos de xy por ambos lados, Figura (2.1).

Y f
L+eg
L
L—¢
__,_..-F"
,/‘ XU k\‘\ i
x,..—' & x,+8

i

Figura 2.1: Representacao grafica da definicao de limite.
Fonte: Elaborada pela autora.

Definicao 2.1 (Limite de uma funcao). Seja f(z) definida num intervalo aberto I,
contendo x, exceto possivelmente no proprio xy. Dizemos que o limite de f(z) quando x

tende a xog € L e escrevemos

lim f(z) =L

T—T0

se para todo nimero € > 0 existir um nidmero § > 0 tal que

se 0 < | —xo| <0 entao |f(x) — L| <e
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Defini¢ao 2.2 (Funcgao continua). Uma func¢ao f é continua no ponto x, quando

lim f(z) = f(z0).

T—T0

Equivalente a satisfazer as trés condigoes sequintes:
(i) f € definida no ponto xo;
(i1) lim f(z) existe;

T—rx0

(iii) lim f(z) = f(x0).

Tr—xT0

2.2 Derivada de uma funcao

Considere o problema de definir a reta tangente ao grafico de uma func¢ao f no ponto
(x0, f(z0)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (xg, f(zg)). Dessa forma, a reta
tangente fica determinada se soubermos o seu coeficiente angular. Seja s a reta que passa pelos

pontos (zo, f(zo)) e (z, f(z)) do grafico de f, ver Figura (2.2).

Y
Jx)
J(x) = fix,)
Jx,)
—
X, X \
Figura 2.2: Coeficiente angular de s = w.
— Zo

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando z se aproxima de z, na notagao usual x — x (leia: = tende a x(), o coeficiente

angular de s se aproxima de f’(zg), onde

Fog) — tim 12 = F(a0)

T—T0 T — X

caso o limite exista e seja calculado. Observe que f’(zo) é apenas uma notagao para indicar o
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valor do limite acima. Assim, & medida que x tende a g, a reta s vai tendendo para a posicao

da reta t, Figura (2.3), de equacao

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0) (2.1)

E natural, entdo, definir a reta tangente t em (x, f(2¢)) como sendo a reta de equacio
(2.1). Portanto, a derivada de f em xo é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f

no ponto de abscissa .

X X X

o

Figura 2.3: Reta s se aproximando da reta t.
Fonte: Elaborada pela autora.

Defini¢ao 2.3 (Derivada de uma funcgao). Sejam f uma fungao e xo um ponto de seu

dominio. O limite

i @) = flw)

T—T0 xTr — xo

quando existe e € finito, denomina-se derivada de f em xq e indica-se por f'(xo) (leia: f

linha de xy). Assim

o) — tim 102 = F0)

T—xQ Tr — 1'0

Se f admite derivada em xo, entdo diremos que f € derivavel ou diferencidvel em xg.

Observacao. Segue das propriedades de limites que

i L@ = S@o) - flwo + Aw) - flwo)

T—x0 xr — X Az—0 Ax
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onde Az = x — xg. Assim,

f(x) = flzo) _ i f(zo + Az) — f(xo)
—_r - im
T—T0 xr — X Az—0 Ax
Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variacao. Dada uma funcao
y = f(z), quando a variavel independente varia de = a x + Az, a correspondente variagao de y

serd Ay = f(x + Az) — f(z). O quociente

Ay floz+Ax) — f(x)

Azx Az

representa a taza média de variagao de y em relacao a x. A derivada

é a taxa instantdnea de variag¢ao ou simplesmente tazxa de variacao de y em relacao a .

2.2.1 Notagoes para derivadas
Notacao de Leibniz

Para y = f(z), onde y é variavel dependente e x é variavel independente, temos

d
J) =22

d
A notagao, devida a Leibniz, d_y (leia: derivada de y em relagao a x) é usada para indicar
T

d
a derivada de f em relacao a . A notacao de Leibniz permite interpretar a derivada d_y como
x

d
a razdo entre dois incrementos ou acréscimos (os diferenciais dy e dx). O simbolo I também
x

indicado por D,, é um operador diferencial.

Notacao de Newton

Outra notagao bastante empregada na fisica e engenharia para denotar derivadas tem-
d
porais é a notagao de ponto de Newton. Seja uma fungdo y = z(t), a derivada 2'(t) = d—g na

notagao de newton fica ().
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2.2.2 Regras de derivagao

Todas as regras de derivagao a seguir decorrem da definicao e permitem determinar as
derivadas de fungoes de modo mais préatico.
Derivada de uma constante

Se ¢ é uma constante e f(x) = ¢ para todo x, entao f'(z) = 0.

Regra da poténcia

Se n é um ntmero inteiro positivo e f(x) = 2", entao f'(z) =n- 2" L.

Derivada do produto de uma constante por uma funcao

Sejam f uma fungdo, ¢ uma constante e g a fungao definida por g(x) = ¢f(x). Se f'(z)
existe, entao ¢'(z) = cf'(z).
Derivada de uma soma

Sejam f e g fungoes derivaveis e h a fungao definida por h(z) = f(x) + g(x), entdo
W(x)=f'(z) + ¢ (z).
Derivada de um produto

Sejam f e g fungoes derivaveis e h a funcgao definida por h(zx) = f(z) - g(z), entdo
W(x) = f(z)- g (x)+ f'(z)- g(z).
Derivada de um quociente

Sejam f e g fungoes derivéveis e h a funcao definida por h(x) = f(z)/g(x), onde g(x) # 0.

Entao
) @) (@) - g ()
wie) = @) |
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Regra da cadeia

Sejam f e g funcoes derivaveis, com Imgy, C Dy. A funcao composta h definida por

h(z) = f(g(x)) é derivavel e vale a regra

Derivada da fungao seno

Se f(z) = senx, entao f'(z) = cosz.

Derivada da fungao cosseno

Se f(z) = cosz, entao f'(x) = —senzx.

Nuamero e e Funcao exponencial de base e

Definicao 2.4 (Numero e).

. e
e € um numero tal que lim
h—0

Figura 2.4: Gréafico da fungao exponencial f(z) = e”.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observagao. A fungao f(z) = e é aquela cuja reta tangente no ponto (0,1) tem inclinagao

igual a f'(0) = 1.
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Derivada da fungao exponencial de base e
Se f(x) = €e” entdo f'(z) = €, onde e é o numero de euler (e =~ 2,718282).

Demonstracgao.

/ — |1 _:' ‘LU:' -' 'I: -' $:$
o) = iy =t ()] = e = e =

Proposicao 2.1 (Relagao de Euler). Seja e o nimero de euler e v € R, entdo valem
as identidades

e = cosx + i senx e e " =cosx — isenx

Demonstragdo. A relagao de Euler e = cos x +isenx pode ser deduzida definindo uma fungao

f:R — C por f(r) = (cosx —isenr) - € e, em seguida, calculando sua derivada:

% = (cosx — isenx)%(e”) + %(cosx —isenz) - e

T
= (cosx —isenz) - (ie") + (—senx — i cosx) - €
= (icosz + senr — senx —icosx) - €
= 0- ei:l:

= 0

Logo, f(z) é uma fungdo constante. Observe que f(0) = 1:

f(0) = (cos0 —isen0) - e =(1—-i-0)-e=1-1=1

Entao, f(x) = 1 qualquer que seja x. Assim:

1 = (cosx — isenx) - €™
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Agora, multiplicando ambos membros da igualdade acima por cosz + ¢ senz, obtemos:

cosx +isenz = (cosx + isenz)(cosx —isenz)- e

= [(cosz)?® — (isenx)?] - e
= (cos®z + sen’z) - e
= 1"

— eia:

cosx +isenr = e

As equagoes (2.2) decorrem do fato das fungbes seno e cosseno serem par e impar respectiva-
mente:

cosx = cos(—x) e sen(—z) = —senx (2.2)

Substituindo x por —z na equacgio ¢* = cosx + isenx e usando as igualdades acima, obtemos

a segunda relagao:

e=*) = cos(—x) + isen(—x)

e " = cosx — isenx

2.2.3 Derivadas de ordem superior

Seja f uma funcdo derivavel. A derivada f’ ou f() é a derivada de 1* ordem de f.
Suponha que f’' também seja derivavel, entdo sua derivada f” ou f® & a derivada de 2*

ordem de f. Assim, f” = (f’)’. De modo analogo define-se as derivadas de ondens superiores

fO =" W, de f.

Definigao 2.5 (Classes de diferenciabilidade). Uma fungao f: 1 C R — R pertence
a classe de diferenciabilidade C™(I;R) quando:

(i) f € continua em I;

(ii) Todas as derivadas f% de ordem k =1,2,3,...,n sio funcdes continuas em I.

Observagao. As fungoes f; : R — R, i = 1,2 e 3, definidas por fi(x) = €, fo(x) = cosx e

f3(x) = senz pertencem a classe C°(R).
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2.2.4 Operadores diferenciais lineares

Considere o conjunto F = C™(R) de todas as fungbes reais com derivadas continuas até
a ordem n. Demonstra-se que F = C™(R) é um espago vetorial sobre R. Para cada f € F,

define-se o operador diferencial D : F — F por

sendo D°(f) = f. Define-se por recorréncia o operador diferencial D* : F — F por

D¥(f) = f® =D [D*'(f)]

parak = 1,2 3,...,n,sendo k a ordem da derivada da funcao f € F. Os operadores diferenciais

DF . F — F sao lineares, isto é, para quaisquer fi, f» € F e quaisquer c;, ¢y € R:

D¥(crfi + caf2) = i D*(f1) + caD*(f2).
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais Ordinarias

3.1 Conceitos fundamentais em Equagoes Diferenciais (ED)

Uma equagao que contém as derivadas (ou diferenciais) de uma ou mais variaveis depen-

dentes em relacao a uma ou mais variaveis independentes é chamada de equacao diferencial.

3.1.1 Classificacao de uma ED por Tipo e Ordem

Classificagao por Tipo: Uma equacao que contiver somente derivadas ordinarias, isto é,
derivadas de uma ou mais varidveis dependentes em relagao a uma tinica variavel independente,

sera chamada de equagdo diferencial ordinaria (EDO'). Por exemplo,

Uma EDO pode conter mais

de uma variavel dependente

4 +
dy d*>y dy de —dy
ar VT @ T a Y ¢ w TtV

sao equacoes diferenciais ordinarias. Uma equacao que envolve as derivadas parciais de uma
ou mais variaveis dependentes em relacao a duas ou mais variaveis independentes é chamada

de equagao diferencial parcial (EDP). Por exemplo,

Pu_ P u_ 0w ou o o
oxz  oy?’ ox2 o2 ot oy Ox

0

sao equacoes diferenciais parciais.

!Frequentemente ¢ usado ED como abreviagio de EDO.
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Classificagao por Ordem: A ordem de uma equacao diferencial é a maior entre as

ordens das derivadas presentes na equacao. Por exemplo,

segunda ordem j 17 primeira ordem
d2

3
¢r de +y=¢€"
P dt y

é uma equacao diferencial ordinéria de segunda ordem.

3.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Defini¢ao 3.1 (Equagao Diferencial Ordinaria em uma variavel dependente).
Uma equagao diferencial ordindria (EDO) de ordem n na varidvel dependente x = x(t)

pode ser escrita na forma geral

F(t,z,a',...,a™)=0 (3.1)
onde F é uma funcdo de valores reais de n + 2 varidveis t,z,2',...,2™, e onde (™ =
d"x/dt"™ é a derivada de ordem n da fungao x = x(t). A equagao diferencial

d"x

= f(t,z, o, .. ) (3.2)

onde f € uma func¢do continua de valores reais, é chamada forma mormal da equacao

(3.1).

3.2.1 Solucao de uma EDO

Uma solucao para uma equacao diferencial de ordem n no intervalo I é uma funcao ¢
definida em I, com ¢ € C™(I;R) (i.é, com pelo menos n derivadas continuas em ), que apos as

devidas substitui¢coes reduzem a equacao a uma identidade. Nesse caso, dizemos que ¢ satisfaz
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a equagao diferencial em /. Graficamente, as curvas que representam solucoes de uma EDO

sao chamadas curvas integrais. A solucao de uma EDO de ordem n é dita:

e Solugao geral: quando depende de n constantes arbitrarias correspondente ao nimero

de integragoes.

e Solucgao particular: quando for deduzida da solugao geral atribuindo-se valores parti-

culares as constantes.

3.2.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias Lineares (EDOL)

Defini¢ao 3.2 (Equagao Diferencial Ordinaria em uma varidvel dependente).
Dizemos que uma equacao diferencial ordindria de ordem n € linear quando a partir da

forma geral, representada pela equagao (3.1), obtém-se

an()2™ + ap_ ()Y 4 4 ay ()2 + ao(t)z = g(t) (3.3)

onde todos os coeficiente g(t), ao(t), ai(t), ..., a,(t) estao em fungao somente da varidvel

independente t e a,(t) nao é identicamente nula.

Especificamente, equacoes diferenciais lineares de primeira e segunda ordem sao respecti-

vamente escritas na forma

dz d*z d

ah) = +ar=g(t) e at) g +al)s

— - -+ ao(t)a = gt (3.4)

dt

Uma equacao diferencial ordinaria nao linear é simplesmente uma que nao é linear.
~ ~ . ., . ! ~
Funcoes nao lineares da variavel dependente ou de suas derivadas, como e* ou cosy, nao

podem aparecer em uma equacao linear. Assim,

termo nao linear: termo nao linear:
coeficiente depende de y funcao nao linear de y
d?y dz
/ _t _
l-y)y+2y=e @‘FCOS?J—O e E"‘x =0 (3:5)

sao exemplos de EDQO’s nao lineares.
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3.3 Problemas de Valor Inicial (PVI)

Uma condi¢ao inicial € uma condicao da solucao de uma equacao diferencial num ponto.
Dizemos problema de valor inicial (PVI) aquele cuja a equagao diferencial de ordem n esteja
sujeita a n condicOes particulares em um ponto especifico. Caso as n condicoes particulares

sejam dadas em pontos distintos dizemos problema de contorno.

Defini¢ao 3.3 (PVI ou Problema de Valor Inicial). Em algum intervalo I contendo

to, um problema que consiste em resolver uma equacao diferencial da forma

CCZ;TZ = f(t,x,a,...,z"D)
Sujeita as condigoes iniciais
x(to) = xo, 2'(to) = 21, ..., 2" V(ty) = 2y
onde g, T1, ..., Tn_1 SG0 constantes especificadas € denominado problema de walor

inictal (PVI).

Assim, os correspondentes PVI’s de primeira ordem e de segunda ordem sao:

d
Resolver a EDO: o = f(t,x)

PVI de primeira ordem dt
Dada a condigao inicial: — x(t9) = zo

d2
Resolver a EDO: —f = f(t,x,2)
PVI de segunda ordem dt

Dadas as condigoes iniciais: z(tg) = xo, 2'(to) = 21
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3.3.1 Problemas de Valor Inicial e Problemas de Contorno (PVC) em

EDOL’s

Defini¢ao 3.4 (Problema de Valor Inicial para EDOL). Para uma EDO linear, um

PVI de ordem n ¢ resolver

d"x dr 1z dx
n t — n— t _ . e t t — t
a()dtn+a 1<)dt"—1+ +al()dt+ao()$ g(t)
Sujeita as condigoes iniciais: x(ty) = xo, ' (to) = 21, 2"(tg) = 29, ..., " V(to) = zp_;.

A solugao € uma func¢ao definida em algum intervalo I, contendo ty, que satisfaca a
equagao diferencial e as n condigdes iniciais especificadas em ty: x(ty) = o, ='(to) = 1,

I”(to) = T2, ..., l’(n_l) (to) = Tp-1-

Teorema 3.1 (Existéncia de uma solugao tnica). Sejam a,(t), an—1(t), ..., ai(t), ao(t)
e g(t) continuas em um intervalo I e seja a, # 0 para todo t nesse intervalo. Se t = t
for um ponto qualquer nesse intervalo, entao existe uma tunica solu¢ao x(t) do problema

de valor inicial nesse intervalo.

Definicao 3.5 (Problema de Contorno para EDOL). Para uma EDO linear de

ordem n, resolver

an(t)ccllan + anl(t)f;;—i:f +e al(t)fl—f + ap(t)x = g(t)
Sujeita a n condigoes de contorno como
2#0)(tg) = xq, 2 (1) = 21, 2*2) (ty) = @y, ..., a*n-V(t, 1) =2,
onde ko, k1,...,k,1 €{0,1,2,....,n—1} e xo, z1, ..., Tn_1 SG0 constantes especificadas

é denominado problema de valor de contorno (PVC). A solu¢io é uma funcgao que
satisfaca a equacao diferencial em algum intervalo I, contendo to, ti, ..., tn_1, € cujo

grifico passe pelos pontos (to, zo), (t1,21), (t2,x2), -, (tn_1,Tn_1).
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3.4 EDOL’s Homogéneas

Defini¢ao 3.6 (EDOL Homogénea). Uma equacao diferencial ordindria linear de or-
dem n da forma

d"x A"z

an(t)w + an_l(t)W ot al(t)d—x + ao(t)z = g(t)

dt

¢ denominada homogénea quando g(t) =0, caso contrdrio é ndo homogénea.

Defini¢ao 3.7 (EDOL homogénea de segunda ordem). Uma EDO da forma

az(t)z” + ar(t)z’ + ap(t)r =0

é dita EDO linear homogénea de sequnda ordem.

3.4.1 Principio da Superposi¢ao (Operador diferencial)

Proposicao 3.1 (Principio da Superposi¢ao para EDOL Homogénea). Sejam xy, s, . . ., Ty

solugoes da EDOL homogénea de ordem n em um intervalo I. Entao, a combinacao linear

= c1x1(t) + cawa(t) + -+ - + cpap(t)

onde ¢;, 1 =1,2,3,...,k sao constantes arbitrdrias, é também uma solucao no intervalo.

Demonstracao. Vamos provar para o caso k = 2, pois a mesma deducao pode ser estendida a

qualquer k£ € N. Seja L um operador diferencial de ordem n definido por

L= a,(t)D" + ap_1(t)D" " + - 4 ay(t) D" + ao(t)

e sejam x1(t) e z5(t) solugoes da equagdo homogénea L(z) = 0 onde z = z(t) € C"(I; R) (i.é,

suficientemente diferenciavel). Se = c121 + o9, entdo pela linearidade de L temos

L(z) = L(cimy + coxa) = 1 L(x1) + coL(23) = ¢1 -0+ ¢-0=0
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3.5 EDOL’s Homogéneas com coeficientes constantes

Seja uma EDOL Homogénea de segunda ordem da forma
ar” +bx' +cx =0 (3.6)

onde a, b e ¢ s@o constantes. Vamos mostrar que para esta equacao existem valores constantes

2

de s tais que z(t) = e é uma solugao. Substituindo z(t) = e, 2/(t) = se* e 2”(t) = s*e* na

equacao (3.6) obtemos
as’e® + bse® + ce® =0 ou e (as® +bs+c) =0

Como e # 0, entao x = e é solucao da EDO se, e somente se, s é raiz da equacao
quadratica

as® +bs+c=0 (3.7)

chamada de equacao auxiliar ou equacao caracteristica. Observe que a equacao caracteristica

correspondente & EDO (3.6) de coeficientes constantes pode ser obtida trocando z” por s%, z’

por s'(=s) e z por s°(= 1). Portanto, a solugao da EDO (3.6) pode ser determinada através

da equacao caracteritica correspondente e de suas raizes. As duas raizes da equacao quadréatica

(3.7) sao dadas por s; = (=b+ Vb? — 4ac)/2a e s5 = (—b — /b?> — 4ac)/2a. De acordo com o

discriminante A = b? — 4ac, temos trés casos a considerar:
e Caso 1: s e sy sdo raizes reais e distintas (A = b* — 4ac > 0);
e Caso 2: s e Sy sdo raizes reais e iguais (A = b* — 4ac = 0); e

e Caso 3: s e sy sdo raizes complexas conjugadas (A = b? — 4ac < 0).

Consideremos o caso particular da EDO de segunda ordem

mz” + kr =0 (3.8)
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onde m e k sao constantes reais positivas. Assim, a equagao caracteristica correspondente a
EDO (3.8) é

ms® +k =0 (3.9)

Como A < 0 (A = 0% — 4mk = —4mk; m e k positivos), a equagdo caracteristica (3.9)

possui duas raizes complexas conjugadas (Caso &). Calculando as raizes obtemos
5\ /2 O\ /2
m m
k
=/ — 3.10
w=1/= (3.10)

s = Fiw (3.11)

onde i = (—1)/2. Definindo

segue que

Os dois valores de s dados pela equagao (3.11) sao conhecidos como os eigenvalores,
autovalores ou valores caracteristicos. Uma vez que ambos valores satisfazem a equagao (3.9),
a solugao geral da EDO (3.8) é dada pela combinagdo linear das solugoes obtidas x(t) = e™*

e To(t) = e ™ logo

z(t) = Cre™" + Coe™™" (3.12)

onde C] e (5 sao constantes.

Observacgao. As solugoes z;(t) = €' e zo(t) = e ™' da EDO (3.8) sdo linearmente indepen-
dentes (ou seja, Cy - ™'+ Cy-e @ = () <= C; = Cy = 0). Isto é facilmente verificado usando
as identidades e*® = cos a +isena . Portanto, {e™! e~**} formam um conjunto fundamental
de solugbes e a equacdo (3.12) é a solugdo mais geral da EDO linear homogénea de segunda

ordem (3.8).
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3.6 Sistemas de EDOL’s Homogéneas de 2 ordem

Frequentemente o modelo mateméatico de um sistema fisico dinamico é um sistema de

EDOL’s de segunda ordem homogéneas, denominado simplesmente por sistema linear, cuja

forma normal é

d2$1
dt?

d2$2
dt?

Pz,
dt?

Expresso matricialmente por

onde

xl(t) a1
X _ i) (t) ’ A _ 921
xn<t) Qn1

= a1121 + Q1972 +

= @91%1 + A29T2 +

= Ap1T1 + Ap2Ty +

s A1nTn

s A2n,Tn,

st ApnTn

X" =AX

a12 Q1n
22 Q2np,
(07%9)) Ann

(3.13)

Considere o caso particular de um sistema linear homogéneo de segunda ordem dado por

MX"+ KX =0
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onde M é uma matriz inversivel (i.é, nao singular) da forma

ma 0 0
0 meo 0
M =
0 0 my,
cuja matriz inversa é
1/m1 0 0
NE 0 1/my 0
0 0o - 1/m,

e K ¢ uma matriz quadrada de ordem n. Multiplicando a equagao matricial (3.14) por M ™!

obtemos

X"+ M KX =0

Considerando A = MK fica

X"+ AX =0

Com base na solu¢ao obtida para a EDO (3.8), propomos uma solugao do tipo

X = De™?

em que D é uma matriz de valores constantes cuja ordem é n x 1, donde

X' = jwDe*!

XI/ — (iw)ZDe’Lwt — _w2Dezwt
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Substituindo as equagoes (3.17) e (3.19) em (3.16) segue

—w’De™! + ADe™! = 0

entao

(—w’ I+ A)De™" =0 (3.20)

onde I é a matriz identidade. Observe que o escalar ¢! é nao-nulo qualquer que seja t, logo

podemos elimina-lo da equagao (3.20)

(—w’I+A)D =0 (3.21)

e substituindo w? por A em (3.21)
(“AI+A)D =0 (3.22)

rearrajando os termos da equagao (3.22)

(A—A)D =0 (3.23)

Assim, o sistema linear (3.14) admite uma solugao nao trivial X # 0 se, e somente se, o
sistema (3.23) admite uma solugao nao trivial (se D = 0, entao X = 0, para todo t), contudo

a matriz (A — AI) ndo pode ser inversivel e portanto

det(A — A\I) =0 (3.24)

denominada equagao caracteristica de A. Os valores de A\ = w? que satisfazem a equagao (3.24)

sao denominados autovalores da matriz A.
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Capitulo 4

Sistemas Mecanicos

4.1 Mecanica Classica: Definicoes e terminologia

A Mecanica Classica é a area da Fisica que estuda corpos materiais em movimento ou na
condicao de repouso. E comum dividi-la em trés subareas: a estéatica, que estuda as condicoes
de equilibrio dos corpos, a cinematica, que descreve o movimento por meio de equagoes mate-
maéticas e de conceitos geométricos, e a dinamica, que estuda as relagoes entre o movimento e

as acoes que 0 provocam.

Figura 4.1: Ilustragao do fisico Isaac Newton observando o movimento de uma maca ao cair.

Os corpos cujas dimensoes sao despreziveis, quando comparadas ao movimento estudado,
sao denominados particulas. Uma particula também pode ser chamada de ponto material ou

massa pontual. Um corpo rigido ¢ um conjunto de particulas no qual a distancia entre duas
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quaisquer permanece constante no tempo. A rigor, nao existe o corpo perfeitamente rigido, uma
vez que todos os materiais quando submetidos a acao de forcas sofrem deformacao elastica ou
plastica. A deformacao eldstica é transitoria e desaparece quando as forcas que a originaram
cessam, enquanto que a deformagao pldstica persiste mesmo ap6s as forcas deformadoras se
anularem.

O movimento de qualquer corpo ou sistema de particulas pode ser descrito em funcao
do movimento do centro de massa representado pela linha vermelha pontilhada na Figura
(4.2). Um corpo rigido pode executar movimentos de rotagao e translagao, de forma isolada ou

combinada.

Figura 4.2: Movimento geral de um corpo rigido.

Translacao de um corpo rigido é um deslocamento desse corpo no qual todas as suas
particulas sofrem o mesmo deslocamento em modulo, dire¢ao e sentido, Figura (4.3). Rota¢ao
de um corpo rigido em torno de um eixo é um deslocamento desse corpo no qual somente
os pontos do eixo nao se deslocam, Figura (4.4). Pelo teorema de rota¢ao de Euler, todo
movimento de rotacao de um sélido num dado instante é um movimento de rotagao em torno

de um eixo chamado eizo instantdneo de rotacao.

Figura 4.3: Translacao de um corpo rigido. Figura 4.4: Rotacao de um corpo rigido.

Fonte: Elaborada pela autora. Fonte: Elaborada pela autora.
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O movimento de uma particula ou corpo rigido em uma certa direcao, relativo a um
referencial O, é uma funcao continua que associa cada valor real ¢ num dado intervalo de tempo
a posicao da particula nesse instante. Portanto, um movimento é uma funcao:

fo 0T —R

) [Tiva]CR-i-
t —x

Em que [T;,T%] é o intervalo de tempo no qual ocorre o movimento. O movimento sendo
uma funcao que depende da variavel tempo é também chamado de fun¢ao hordria e pode ser

expressa por:

r = x(t) : te[T;,Ty]

A wvelocidade instantinea é a derivada da funcao horaria no instante ¢ dado

ou, na notacao de Newton, v = .

A aceleracao instantdnea é a derivada da velocidade no instante ¢ dado,

a(t) = %V(t) = Ez(t) 7

d dt {d } _ da(t)

ou, na notacao de Newton, a = v = Z.

Os sistemas mecanicos sao formados por elementos fisicos atuando em conjunto para
satisfazer um objetivo ou simular um determinado fendémeno. Nesses sistemas, os elementos sao
agrupamentos de inimeras particulas. Os elementos cuja deformacao é desprezivel sao tratados
como corpos rigidos e os que apresentam deformacao linear em funcao da forga aplicada sao
tratados como corpos elasticos. A massa total de um corpo ou elemento resulta do somatorio
das massas de todas as particulas nele agrupadas. Muitos sistemas mecanicos analisados sao
constituidos de elementos rigidos e/ou elasticos interligados, Figura (4.5), regidos pelas leis
da mecanica. As ligacoes externas entre elementos de um sistema e as ligagoes internas entre

particulas num corpo recebem o nome genérico de vinculos.
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y(t) L y(t) L
m m
}

Figura 4.5: (a) Sistema mecanico massa-mola-amortecedor com um grau de liberdade; e
(b) Diagrama de corpo livre correspondente.
Fonte: Elaborada pela autora.

O diagrama de corpo livre € um esquema usado para que seja feita a anélise do corpo
isoladamente, ou seja, livre de vinculos externos. Para isso, devem ser representadas todas as
forcas e torque que atuam sobre o corpo a ser estudado. For¢a é um conceito fundamental para
o estudo de sistemas mecanicos e pode ser definida como a causa que tende a produzir uma
mudanca na posicao de um corpo. As forcas podem ser classificadas em forcas de contato e
forcas de campo. As forcas de contato sao aplicadas diretamente no corpo, enquanto as forcas
de campo atuam numa regiao onde o corpo esta inserido, por exemplo, a forca magnética e a
forca gravitacional. As forcas que tendem a provocar a rotagdo de um corpo sao necessarias ao
calculo do momento de forca ou torque.

Nos materiais solidos, os vinculos representam as forcas atrativas interatdémicas que restri-
gem o movimento de suas particulas conferindo-lhes propriedade de corpo rigido. Os vinculos
sao restricoes ao movimento e fornecem condicoes auxiliares na determinacao do nimero de
variaveis necessarias para descrever completamente as posicoes das particulas de um sistema ao
longo do tempo. Por exemplo, as posicoes de todas as particulas de um corpo rigido ficam com-
pletamente definidas pela posicao de um ponto do corpo, opta-se pelo centro de massa, e pela
orientacao do corpo sendo necessaria apenas 6 variaveis para se determinar a posi¢ao de todas
as particulas nesse corpo, Figura (4.6). Portanto, quanto mais particulas puderem ser agrupa-
das em corpos rigidos menor a quantidade de varidveis e equagoes necessarias para descrever o
movimento do sistema. O processo de definicao dessas varidveis é chamado parametriza¢ao do

sistema.

O nimero minimo de variaveis independentes necessarias para determinar completamente

a posicao e orientagao de todos os elementos de um sistema define o grau de liberdade (GDL).
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Figura 4.6: Posicao de um so6lido no espaco.

As variaveis sao designadas coordenadas generalizadas e denotadas por uma upla de coor-
denadas. Considere um sistema composto por N particulas e sujeito a m vinculos. No espaco

tridimensional o ntimero n de graus de liberdade desse sistema é dado por

n=3N—m

Assim, é possivel descrever o movimento do sistema em funcao de n coordenadas genera-
lizadas ¢;, com 7 = 1,2,...,n, de tal modo que as coordenadas cartesianas sejam funcoes destas

novas coordenadas:

Ty = $I~c(Q1aQ2, S 7qn)7yk = yk(CIl;Q% s aQTL)azk - Zk:(Ql;QQ; o 7Qn>7 para k= 1727 <. 'aN

ou, usando uma notacao mais reduzida

. =x.(q), parar =1,2,...,3N

onde ¢ = (q1,¢q2, - - ., @,). Na mecanica analitica o mundo fisico é traduzido em relagbes matema-
ticas com a ajuda de coordenadas generalizadas, uma generalizagao do conceito de coordenadas
cartesianas sem a necessidade de um significado geométrico associado. Contudo é necessario
que as 3N coordenadas cartesianas estejam associadas as n coordenadas generalizadas por fun-
coes derivaveis e invertiveis. Embora a escolha das coordenadas generalizadas nao seja tnica,
feita de maneira adequada torna mais simples o processo matematico para determinacao das

equacoes do modelo.
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Os sistemas que podem ser subdivididos em um nimero finito de elementos apresentam
um namero finito de GDL e sao classificados em sistemas dicretos ou de parametros concentra-
dos. Na Figura (4.7), temos um sistema discreto no qual as coordenadas X e 6 sao suficientes
para determinar a posicao de cada massa do sistema e, portanto, trata-se de um sistema com
dois graus de liberdade. Ja os sistemas que nao podem ser subdivididos devem ser analisa-
dos continuamente e, portanto, apresentam infinitos graus de liberdade sendo classificados em

sistemas continuos ou de parametros distribuidos, Figura (4.8).
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Figura 4.7: Sistema discreto com 2 GDL. Figura 4.8: Sistema continuo.
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4.2 Modelagem matematica de sistemas mecanicos

A descricao do movimento de determinado sistema fisico por meio de um sistema de
equacoes é chamado de modelagem matemdtica do sistema. O modelo matemético de um
dado sistema nao é tnico, isto é, um sistema pode ser representado por diferentes modelos
dependendo da anélise que se deseja fazer. A finalidade da modelagem matematica é representar
todos os apectos importantes do sistema com o proposito de obter as equacoes matematicas
(ou analiticas) que governam o comportamento do sistema. O modelo mateméatico deve incluir
detalhes suficientes para conseguir descrever o sistema em termos de equagoes sem torna-lo
muito complexo; deve-se ter um compromisso entre a simplicidade do modelo e a sua precisao.
Nenhum modelo matematico, por mais preciso que seja, consegue representar completamente
um sistema (RAO, 2012).

O modelo matematico pode ser linear ou nao linear, dependendo do comportamento
dos componentes do sistema. Modelos lineares permitem solucoes rapidas e sao simples de
manipular; contudo, modelos nao lineares as vezes revelam certas caracteristicas do sistema que
nao podem ser previstas usando modelos lineares. Assim, é preciso ter uma boa capacidade de
discernimento para propor um modelo matematico adequado de um sistema.

Em geral, deve-se obter um modelo mateméatico que seja adequado para solucionar o
problema especifico que esta em anélise. Porém, é importante ressaltar que os resultados obtidos
desta anéalise serao validos somente para os casos em que o modelo é valido. Quando vamos
obter um modelo simplificado de um sistema, geralmente ignoramos algumas propriedades
fisicas deste sistema. Se os efeitos que estas propriedades causam na resposta do sistema sao
pequenos, entao uma boa semelhanca entre os resultados da anélise matematica e os resultados
praticos do sistema é obtido.

Muitas vezes, o modelo matematico de um sistema é aperfeicoado gradativamente para
obter resultados mais precisos. Inicialmente, um modelo elementar é usado para ter uma idéia
do comportamento global do sistema. Na sequéncia, o modelo é refinado com a inclusao de
mais componentes e/ou detalhes de modo que o comportamento do sistema possa ser observado
com mais rigor. A Figura (4.9) representa um modelo simplificado da suspensao independente

de um carro considerando apenas o movimento de uma das rodas do veiculo.
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Figura 4.9: Modelo simplificado do sistema mecanico que compoe a suspensao de um veiculo.

No modelo apresentado acima, a rigidez do pneu é modelada pela mola k;. As massas do
pneu, roda, eixo e demais pecas “nao suspensas’, sao modeladas pela massa m;. O coeficiente
de amortecimento do amortecedor viscoso e a rigidez da mola da suspensao sao modelados,
respectivamente, por ¢ e ko. J& a massa suspensa correspondente a 1/4 da massa total em
suspensao é modelada pela massa msy. Foram adotadas as coordenadas y; e ¥y, medidas a
partir da posicao de equilibrio estatico do sistema, para descreverem os movimentos das massas
my e Mo, respectivamente. A coordenada yy descreve o movimento sobre o solo, devido as
irregularidades do terreno.

A Figura (4.10) mostra quatro modelos fisicos para um mesmo sistema (moto-+motociclista).

"
mofociclisia —.?"'_3{ Indices
3} suspensio | SSuspensdo  pipnen
= _%.ﬂ r-‘i . dm.l::ﬂm veveiculo riroda
suspensio — b fﬁ‘i | !. .:_} H—Fﬂ*‘" hemortociclista  eq:equivalente
fraseira ‘*R_H =7 \b__ T~ roda
= Sl s =
(a)

kj:_]fl:a.n-, L'_I;:I%.k,
k., Eé He,, |i’,’_| L, |

(b) ()

Figura 4.10: Sistema fisico composto por mocicleta com um motociclista e modelos sugeridos.

Na letra (b) temos um modelo bastante simplificado com apenas 1 GDL, na letra (c) o
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modelo apresenta mais elementos e possui 3 GDL (ou 4 GDL se formos considerar a rotagao da
massa que engloba a moto-+motociclista em torno de um eixo horizontal perpendicular ao plano
do papel e passando pelo centro de massa do conjunto. Combinando as constantes elasticas dos
dois pneus, as massas das duas rodas e as constantes elasticas e de amortecimento da suspensao,
pode-se obter o modelo da letra (e) mais simplificado do que o mostrado na letra (d) porém
mais distante da realidade.

Considere um Edificio de varios andares sujeito a um abalo. Admitindo que a massa da
estrutura seja desprezivel em comparacao com a massa dos pisos, o edificio pode ser modelado

como um sistema com varios graus de liberdade, Figura (4.11).

mlg -rj
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s m, kB X,
[ —= X
i, kg X
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3 m, kB x,
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k. m,
k

B B

e

] — X 7

(a) (b)

Figura 4.11: Idealizacao de um edificio de varios andares como um sistema com miiltiplos graus
de liberdade.

Fonte: Elaborada pela autora.

A obtencao dos modelos que representam um dado sistema, sao baseados nas leis que
regem aquele sistema. A modelagem de sistemas mecanicos frequentemente baseia-se nas leis
de Newton. Das trés leis que foram formuladas por Newton, a segunda lei é a mais importante
para a obtencao de modelos matematicos de sistemas mecanicos. Kis: “A aceleragao adqui-
rida por qualquer corpo rigido € diretamente proporcional as forcas que atuam neste corpo, e

imversamente proporcional a massa deste corpo”. Matematicamente expressa por:

F =mZ

onde a = ¥ é a aceleracao.
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Capitulo 5

Vibracoes Mecanicas

5.1 Definicoes e terminologia

A teoria das vibracoes trata do estudo dos movimentos oscilatérios dos corpos e das
forcas associadas aos mesmos. Vibracao ou oscilagao é o movimento de uma particula ou
de um sistema de particulas em torno de um ponto de referéncia. Em geral, este ponto de
referéncia representa a posicao de equilibrio estdtico do sistema mecanico, na qual o sistema
permanece em repouso quando nao hé oscilagoes. Oscilagoes e vibragoes sao comuns nos objetos
que nos rodeiam, quer nas estruturas e maquinas que construimos, quer ao nivel microscopico,
nos atomos e nas moléculas, Figura (5.1). Geralmente o movimento oscilatério ocorre quando
se emprega um deslocamento inicial em relacao a posicao de equilibrio, como também, devido

a agdo de forcas externas (forcas de excitagao) ou choques com outros corpos.

I - — |
B i e i e e e e i e e

(c)

Figura 5.1: (a) Movimento de elétrons em torno do nicleo; (b) Oscilagdo das moléculas em um
arranjo molecular; e, (¢) Barco Viking de parques de diversao movendo-se como um péndulo.
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O modelo vibratorio é caracterizado pelo deslocamento ao longo do tempo, com a transfe-
réncia de energia potencial por cinética e vice-versa, resultando em movimento oscilatorio. As
forcas atuantes no corpo, responsaveis pela tendéncia do sistema retornar a sua configuracao

inicial, sdo denominadas for¢as de restitui¢ao ou for¢as restauradoras, Figura (5.2).

L) m *_F;{

AN\

P=mg

(b)

Figura 5.2: (a) Forca gravitacional P no caso de um péndulo; e, (b) Forga elastica Fj no caso
de massa-mola.

Fonte: Elaborada pela autora.

O movimento oscilatério pode repetir-se regularmente, como no caso do péndulo ideal, ou
pode apresentar irregularidade, como acontece com o movimento do solo durante um terremoto.
Em muitos casos, o sentido do movimento é alternado periodicamente, porém a trajetoria é
preservada em ambos sentidos. Se o movimento repete um padrao em intervalos de tempo
iguais, é denominado movimento peridédico. Por exemplo, um péndulo que oscila de um lado
para o outro passando por sua posicao de equilibrio na vertical, o movimento das cordas de
guitarras e violoes apds serem puxadas, etc. A Figura (5.3) mostra uma corda vibrando que
se desloca para cima e para baixo da posicao original, linha vermelha tracejada, e mantendo
distancias iguais de afastamento em relacao ao mesmo referencial. Cada ponto da corda executa
um movimento de ida e volta denominado movimento harmoénico simples (MHS). Esse é o tipo
mais simples de movimento periédico .

O movimento de um corpo vibratoério de sua posicao de equilibrio até sua posicao extrema
em um sentido, entao até a posicao de equilibrio, dai até sua posi¢ao extrema no outro sentido
e retornando a posicao de equilibrio é denominado ciclo de oscilacao ou ciclo de vibragao. O
intervalo de tempo necesséario para o movimento completar um ciclo é o periodo de vibragao (T').
O deslocamento maximo do sistema medido a partir da sua posicao de equilibrio é a amplitude

do movimento.
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Figura 5.3: Corda vibrando.

Fonte: Elaborada pela autora.

A frequéncia de vibragao (f) é o inverso do periodo, equagao 5.1, e corresponde ao niimero
de ciclos por unidade de tempo. A unidade usual de frequéncia é hertz (Hz = s~') e indica o

inverso do segundo.

f== (5.1)

Sendo um ciclo correspondente a um angulo de 27 radianos, define-se a frequéncia circular
ou angular w por:

w= 2% =2nf (5.2)

Considere um sistema que apos sofrer uma perturbacao inicial continue vibrando por si
proprio sem a acao de forcas externas. Neste caso, a frequéncia com que oscila é conhecida como
frequéncia natural, descrita em termos de f ou w. Veremos adiante que um sistema vibratorio
com n graus de liberade tera, em geral, n frequéncias naturais de vibracao. Quando a frequén-
cia externa coincide com uma das frequéncias naturais de um sistema ocorre a ressonancia,
fenomeno fisico responsavel pelo aumento consideravel na amplitude das vibracoes.

Uma vibracao pode ser classificada como livre, quando o movimento se mantém apenas
devido as forcas restituidoras, ou for¢ada, quando se aplica uma forca de excitagao que pode
variar no tempo. Pode ainda ser amortecida, quando os efeitos do atrito nao sao despreziveis,
ou nao amortecida, quando esses efeitos podem ser desprezados. Em sistemas livres nao-
amortecidos, o sistema oscila de acordo com frequéncia natural e sua amplitude de vibragao é

preservada no decorrer do tempo.
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Figura 5.4: Gréficos tipicos da posicao em funcao do tempo para vibragoes livres amortecidas

e nao-amortecidas.
Fonte: Elaborada pela autora.

5.2 Elementos de um sistema vibratoério

Um sistema vibratorio inclui um meio de armazenar energia potencial (mola ou elastici-
dade dos materiais), um meio de armazenar energia cinética (massa ou inércia) e um meio pelo
qual a energia é dissipada (amortecedor ou atrito). Em um sistema conservativo, a soma das

energias cinética e potencial é igual a uma constante desde que a energia mecanica ou total do

sistema seja representada somente em funcao destes dois tipos de energia.

(A

Principio da conservagdo de energia

T = F = )
E..=E,tE, =cle =
. [ = k e
E . == mi +— kx =cte e
2 2 ,3'\'4
)k
i . . 9, 0 t
posigdo de eguilibrio estdtico----- m ‘:_'-1' """ = >
v
X xﬂ
deslocamento ou posigdo inicial (x,) 1 M T
L L J "t

Figura 5.5: Sistema Massa-Mola Ideal (sem dissipagao de energia).
Fonte: Elaborada pela autora.
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5.2.1 Massas ou 1nércias

A massa de um corpo é a quantidade de matéria que ele possui. Corpos com mais massa
sao mais resistentes & mudanca de movimento, ou seja, possuem maior inércia. Em geral,
admite-se que elemento de massa ou inércia em um sistema mecanico tem comportamento de
corpo rigido, isto é, tem massa constante. As massas armazenam energia potencial gravitacional
(associada & posigao) e energia cinética (associada a velocidade), podendo esta tltima ser
de translagdo e/ou de rotacdo. Em muitos casos, a energia potencial gravitacional pode ser
desprezada em comparacao com a energia cinética. Pela segunda lei do movimento de Newton,

o produto da massa por sua aceleracao é igual a forca aplicada a massa:

O peso de um corpo é a forca de atracao exercida pela terra sobre o corpo e é numerica-
mente igual ao produto da massa pela aceleragao da gravidade (g = 9,8m/s?).

Os elementos de massa podem ganhar ou perder energia cinética sempre que a velocidade
do corpo mudar. Quando aplicamos uma for¢a em uma massa provocando delocamento ocorre
variagao de energia cinética. A integral da forca em relacao ao deslocamento fornece esta
variacao de energia cinética da massa em movimento que é igual ao trabalho W realizado pela

forca I, logo
b b N b b
d dz . | . 1 .
AEcin:WZ/aFdQS':/amd—txdl':/amd—fdl':\/Gml'dQ?:imbl'Q—éma%Q

e, dessa forma, a energia cinética (7') no instante ¢ de um corpo a uma velocidade instantanea

v = 2(t) é por definigao:

5.2.2 Mola

Uma mola é uma ligacao flexivel entre duas massas de um sistema mecanico. Normal-
mente despreza-se sua massa. Se a massa da mola nao for muito menor que a massa do bloco,
entao a energia cinética da mola nao pode ser desprezada. O elemento mola representa a ca-

pacidade que o sistema fisico tem em armazenar energia potencial associada a deformacao e
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pode aparecer nos modelos substituindo elementos com comportamento elastico. As molas sao
classificadas em lineares, quando obedecem a Lei de Hooke, e nao-lineares, caso contrario. A

energia potencial elastica (Uy) é por definigao:

Uk = —kl’Z

LEI DE HOOKE

O fisico inglés Robert Hooke, observando o comportamento mecanico de uma mola,
descobriu que as deformagoes elasticas e forcas restauradoras estao relacionadas por uma regra

matematica muito simples. A lei de Hooke, publicada em 1676, é a seguinte:

“As forcas deformantes sao proporcionais as deformacoes eldsticas produzidas.”

Deformacdo
Ax =x,—x,
Constante de

proporcionalidade
k=_P

Ax
(lei de Hooke)

Figura 5.6: A deformacao (elongacao) da mola elastica é diretamente proporcional ao peso
colocado.

A Lei de Hooke é um caso especial de uma relacao mais geral, que descreve a deformagao
elastica dos corpos, descoberta por Robert Hooke (1635-1703). As molas e os outros corpos
elasticos obedecem a tal lei, desde que sua deformacao nao seja excessivamente grande. Se o
solido (ou mola) for deformado além de certo ponto, denominado limite eldstico ou de escoa-
mento, ele nao retornara a sua forma inicial quando suprimirmos a for¢a aplicada. Ocorre que

a lei de Hooke é vélida quase até o limite elastico, para a maioria dos materiais comuns. O
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intervalo de valores das forcas aplicadas para os quais é valida a lei de Hooke denomina-se faiza
linear ou zona eldstica. Além do limite elastico, a forca nao pode mais ser especificada por uma
funcdo energia potencial (F(z) # —9Z), pois a for¢a dependera de muitos fatores. Molas reais

nao sdo lineares e seguem a lei de Hooke até certa deformacdo. A Figura (5.7) mostra uma

curva forca X deformacao tipica de uma mola comum.

|, X; | F, k=rg‘lailf,-
Ax
—
Xy 0 .
o000 ~—F, “faixa Ax

linear

Figura 5.7: Faixa linear correspondente a regiao onde h& proporcionalidade.

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma mola elastica esticada ou comprimida exerce uma forca de sentido oposto ao deslo-
camento, o que justifica a tendéncia que a mola tem de retornar a sua condicao de equilibrio.
Adotando como positivo o sentido do deslocamento, a lei de Hooke é uma equacao empirica

matematicamente expressa por:

I, = —kAx
Onde:
e [}: Forca elastica ou restauradora;
e k: Rigidez ou constante eléstica;

o Az = z; — z;: Deformagao da mola.

5.2.3 Elementos estruturais representados por molas

Elementos estruturais elasticos como vigas também comportam-se como molas. Considere
uma viga em balan¢o com uma massa m na extremidade, Figura (5.8-a). Para uma anélise
rapida e de razoavel precisao, a massa e o amortecimento da viga podem ser desprezados e o

sistema passa a ser modelado como um sistema massa-mola, Figura (5.8-b).
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Figura 5.8: Rigidez de uma viga em balan¢o com massa na extremidade; (a) Sistema original;
(b) Sistema massa-mola equivalente.
Fonte: Elaborada pela autora.

No sistema equivalente, a elasticidade da viga est& representada pela rigidez da mola e o
elemento de massa denota o carregamento na extremidade livre. Pela resisténcia dos materiais,
sabe-se que a deflexao estatica da viga na extremidade livre é dada por

PP3
5mdz - ﬁ

onde P é o peso da massa m, F ¢ o modulo de elasticidade do material ou mddulo de Young e
I é o momento de inércia da secao transversal da viga. Assim, a constante eldstica ou rigidez

para viga em balanco sujeita a carregamento concentrado na extremidade livre é:

P 3EI
6mda: B L3

Outros exemplos de vigas sujeitas a carregamentos tranversais funcionando como mola
podem ser vistos nas Figuras (5.9) e (5.10). Em ambos casos, se a massa da viga for muito
pequena em relagao a m, os sistema podem ser modelados como um sistema massa-mola, onde
a mola equivalente tera constante elastica igual a k = 48EI/L3 para a viga bi-apoiada e

k =192EI/L? para viga bi-engastada.

m
lP : [x@
— =
A o ]
V| ( o

Figura 5.9: Viga bi-apoiada com carga transversal no centro da viga.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 5.10: Viga bi-engastada com carga transversal no centro da viga.

Fonte: Elaborada pela autora.

A vibragao em algumas estruturas pode envolver a tracao ou compressao axial de barras

ou vigas, como ¢ mostrado na Figura (5.11).

XY
Y L
é rE.A > _*F(I)
7 A
(a) (b)

Figura 5.11: Viga em balanco sujeita a for¢a axial; (a) Sistema original; (b) Sistema massa
mola equivalente.
Fonte: Elaborada pela autora.

Sabe-se que para pequenas deformacoes, uma barra sujeita a uma forca axial apresenta
deformacgoes lineares e portanto é valida a lei de Hooke. Utiliza-se a expressao de Hooke para

obter a relacao entre forca e deslocamento:

c=Fe —

Na equacao acima, E é o médulo de elasticidade do material, A é a area da secao trans-
versal da barra e L é o comprimento anterior a deformagao. Comparando a equacao obtida

com a equacao da mola, tem-se que:

k=2
L

Se a massa da barra for pequena em relacao a massa do bloco, o sistema axial acima é

modelado como um sistema massa-mola equivalente.
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5.3 Movimento harmoénico

O movimento harmoénico simples (MHS) é um tipo de movimento oscilatério periddico
no qual a particula se move numa trajetoria retilinea devido a uma forca restauradora linear
dirigida para um ponto fixo, posicao de equilibrio estatico, adotado como origem do sistema
de coordenadas. A forca restauradora mencionada pode ser exercida por uma corda elastica,
uma mola linear, etc. Embora o movimento de muitos sistemas vibratérios nao seja harmonico,
em muitos casos as vibracoes sao periodicas e podem ser tratadas como uma superposi¢ao de
movimentos harmonicos. Isto se deve ao fato de toda funcao peridédica poder ser representada
por uma combinacao linear de outras fungoes também periddicas através da série de Fourier.

A projecao ortogonal das posigoes ocupadas por uma particula em movimento circular
uniforme (MCU) sobre um diametro qualquer ou sobre qualquer reta paralela a um diametro
descreve um movimento harmonico simples. A Figura (5.12) ilustra este fato considerando uma
particula em MCU num plano vertical com luz incidindo verticalmente de cima para baixo. A

sombra da particula sobre o eixo x descreve um MHS.

=

LT
o

LD oz

2 Particula em MCU

' Ec'(r)i
S— I S E—

| 0 +4 X
SOMBRA PROJETADA - MHS

Figura 5.12: MCU de uma particula projetado em um eixo horizontal.

Fonte: Elaborada pela autora.

Podemos usar tal analogia para obter as equacoes matematicas que descrevem o MHS.
Considere o movimento circular uniforme (MCU) de uma particula em torno do centro O. A
particula estd no ponto M no instante ¢ = 0, Figura (5.13). Sua posi¢do nesse instante em
relacdo a O é dada pela distancia A e pelo angulo ¢ que faz com eixo de coordenadas Oz,

denominado dngulo de fase inicial e medido em radianos.
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M (t=0)

Figura 5.13: Posicao da particula no instante ¢ = 0.

Fonte: Elaborada pela autora.

Suponha que a particula tenha partido do ponto M no sentido anti-horario e, apos t

segundos, ocupe o ponto P, ver Figura (5.14).

¥
ng\::df?/dr
a M
S
LAY
| 0 A x
-A

Figura 5.14: Particula em MCU.

Fonte: Elaborada pela autora.

s
Assim, o arco descrito pela particula durante o movimento é M P= 6, com # em radianos.
Seja w a taxa de variacao instantanea do angulo em relagao ao tempo. Dizemos que w é a

velocidade angular empregada pela particula durante o MCU. Como o movimento é uniforme,

w = df/dt é constante, logo:

9 t
/d@zw/dt = 0=uwt
0 0

Portanto, wt é o angulo correspondente ao arco descrito pela particula apos ¢ segundos.

—
Seja « o angulo compreendido entre o eixo x e o vetor OP, temos:

a=0+¢p — a=wt+ep
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As componentes horizontal e vertical da posi¢ao da particula em cada instante sao dadas

pelas equacoes:

z(t) = Acosa = x(t) = Acos(wt + ¢)

y(t) = Asena = y(t) = Asen(wt + ¢)

Ambas equacgoes acima descrevem o MHS. Se uma particula estd em MHS com equacgao
do movimento dada por y(t) = Asen(wt + ¢), a velocidade e a aceleracao da particula sao

dadas pelas equacoes:

Y (t) = wAcos(wt + @)
Y (t) = —w?Asen(wt + @) = —w?y(t)
Portanto, a aceleracao e o deslocamento da particula no MHS sao proporcionais, porém

com sinais contrarios. Isto também se verifica quando a equacao do movimento é dada por

z(t) = Acos(wt + ¢).

5.3.1 Representacao vetorial e complexa do movimento harmoénico

Vimos que o movimento harmonico pode ser representado convenientemente por meio de
um vetor-posi¢ao OTD de magnitude A girando a uma velocidade angular constante w. Considere
o vetor O—]5 da Figura (5.15) cujo angulo de fase inicial é nulo (¢ = 0). Tragando o grafico da
componente vertical y(¢) em fungao do dngulo de fase 6 obtemos uma sendide.

yt ty

(3

sen it

(&) (4

g
2
~
=4

in 4n pa]

7 iy

L] (]
%)

Figura 5.15: Representacao grafica do movimento harmonico simples descrito pela projecao da
extremidade de um vetor girante sobre o eixo vertical.
Fonte: Elaborada pela autora.
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N
O vetor posicao OP também pode ser representado no plano complexo:

1 v (Imagindrio)

Y CTP' =a+bi onde, i=v—1

(¥

O a x'( Real)

Figura 5.16: Representacao do vetor girante no plano complexo.
Fonte: Elaborada pela autora.

Utilizando as relagoes trigonométricas, escreve-se:
a=Acosa e b= Asena

COo11

A=+Va2+? e a=tg '(b/a), a#0. (5.3)

Portanto,

—
OP= Acosa +iAsena, com a = wt+ p.

Usando a relagiao de Euler expressa por €' = cosa + isena (Proposigao 2.1, p. 31), é

—
possivel ainda representar o vetor OP por um nimero complexo da forma

—— .
OP= Ae'*e)

cujas componentes descrevem movimentos hamonicos simples (MHS) sobre os eizos Real e

Imagindrio.
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5.3.2 Funcoes periddicas

Definicao 5.1. Uma funcao g : R — R € dita periddica se existe um niumero real positivo P,

chamado periodo de g, tal que

g9(x) = g(x+P) (5.4)

para todo x € R. O grdfico de uma funcao periddica € obtido pela repeticao de qualquer intervalo

de comprimento P, Figura (5.17).

gx)

Figura 5.17: Gréfico de uma funcao periodica.
Fonte: Elaborada pela autora.

Consequentemente, se g é periodica de periodo P entao para qualquer n inteiro positivo

temos

g(x) = g(x +nP),

ou seja, qualquer multiplo inteiro positivo nP de P também é um periodo de g. O menor valor
de P que satisfaz a equagao (5.4) é chamado periodo fundamental de g e sera denotado por T.
Qualquer outro periodo de g serd um multiplo inteiro do periodo fundamental. A Figura (5.18)

ilustra tal conceito.

g(x)
/\ /\ /
g \— [ —" —— .
| Periodo fundamental |
. T
| P=2T '
| P=3T |

Figura 5.18: Periodo e periodo fundamental.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Adotando uma unidade de medida para o periodo 7" de uma funcao periddica, a freqiiéncia
f é definida como o nimero de repeticoes ou ciclos ocorridos em um intervalo de comprimento
unitario e resulta do inverso do periodo, equagao (5.5).

(5.5)

1
I=7

As funcoes trigonométricas y = senx e y = cos x sao exemplos de fungoes periddicas cujo

periodo é igual a 27, Figura (5.19).

y I 3
,f‘_'\. _“'._,.-’J_‘\. T .-"'_"" *, ;F‘t __-"'-
At 1 k! A %
AN A AR A / sen (x)
! 4 ! 1 4 ' \ F|
/ ) Y ! | / ' { \ ' F
“Ax 3% | Dm | =% | & 7 2R\ M | 4 o
v i v / ! i v/ i
% L) ! f
A _-"r II'-‘; ..rjl ‘Ii ¥ ! I\'-. CO;' (.T)
M T M - L

Figura 5.19: Graficos das funcoes seno e cosseno.

Fonte: Elaborada pela autora.

As duas proposicoes a seguir nos dao duas propriedades importantes das fungoes periddi-

cas.

Proposicao 5.1. Seja g uma funcao periddica de periodo T, entao:
T
(i) g(ax), a # 0, é periddica de periodo —;
a
x
(ii) g <Z>’ b+ 0, ¢ periddica de periodo bT.

Demonstragao. (i) Suponha que P é o periodo de g(ax), de modo que g(azx) = gla(z + P)] =
g(ax+aP). Fazendo u = ax, obtemos g(u) = g(u+aP). Por hipotese, g é periddica de periodo

T, entao

T

b

g{%(m—i—P)} :g(%+§>
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(ii) Suponha que P é o periodo de g ( >, de modo que

Na
/N
Sl
N——
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x
Fazendo u = 7 obtemos

bT'.

!

De acordo com Proposigao 5.1(%), as funcoes y = sen(wt) e y = cos(wt) sdo periddicas

de periodo:

T2
w

em que w representa a frequéncia angular ou circular definida como a taxa de variacao angular

em relagao ao tempo, isto é, w = df/dt.

Proposicao 5.2. Sejam g, e go duas funcgoes periddicas de mesmo periodo T'; Cy e Cy duas

constantes reais quaisquer. A funcao g definida por

g(x) = Cig1(x) + Caga(x)

também € periddica de periodo T, isto €, a combinacao linear de funcoes periodicas de mesmo

periodo também € periddica e com mesmo periodo das funcoes que foram combinadas.

Demonstracao.

g +T) =Cigi(z +T) + Caga(z + T) = Crg1(x) + Caga(z) = g().
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Capitulo 6

Vibracoes Livres nao-Amortecidas

6.1 Sistemas com um grau de liberdade

O conjunto massa-mola representa o sistema vibratério mais simples possivel e é ultil
como modelo simplificado para diversas situacoes de vibracoes. Por exemplo, a estrutura de

edificio mostrada na Figura (6.1) pode ser idealizada como o sistema massa-mola da Figura

(6.2).
— f;'i.m ..".J'gidm
(1) | massa m) (1)
- Colunas eldsticas .
&y massa desprezivel) ™%
% —x(1)
/// k
%—’TIEU\— m
S S Z
Figura 6.1: Estrutura do edificio. Figura 6.2: Sistema massa-mola equivalente.
Fonte: Elaborada pela autora. Fonte: Elaborada pela autora.

Considere o sistema vibratorio da Figura (6.3) composto por uma mola com uma das
extremidades fixa e, presa a outra extremidade, uma massa sujeita a um deslocamento inicial.
Nesse sistema, a coordenada x ¢ suficiente para determinar a posicao da massa em qualquer

instante, trata-se de um sistema com um grau de liberdade (1GDL).
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Figura 6.3: Sistema massa-mola horizontal.
Fonte: Elaborada pela autora.

6.1.1 Equagao do movimento

Considere o sistema da Figura (6.3) como modelo de vibrag¢ao de um sistema livre nao-
amortecido. O sistema é conservativo, nao ha fornecimento nem dissipacao de energia, portanto
a energia total do sistema é constante (principio da conservacao de energia). Sendo a energia

mecanica desse sistema vibratorio parcialmente potencial e parcialmente cinética temos
U + T = constante. (6.1)

Onde:
U é a energia potencial armazenada na mola devido a deformacao elastica.

T é a energia cinética armazenada na massa em virtude da velocidade.

1 —_— = Xz e I/ — k . 6-2

Das equagoes (6.1) e (6.2) segue que

d d

B A1 s 1N\ |
O_dt(U+T)_ (me +2kz)—(m:r;+kx):r;

dt

Mas z# 0, sendo o sistema estaria em repouso. Entao
mi + kx =0 (6.3)

é a equagao de movimento para um sistema livre nao-amortecido.
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Conforme visto na se¢ao (3.5), a solucao geral da EDO (6.3) é dada por
x(t) = Cre™" + Coe™ ™" (6.4)

onde C e (5 sao constantes quaisquer e a frequéncia natural do sistema w é dada por

W= \/g (6.5)

Agora, sejam A; e A, tais que
A =C1+ 0y

A2 - Z(Cl - 02)

Usando as identidades

et — coswt + i senwt

a equagao (6.4) pode ser reescrita como

x(t) = Aj coswt + Ay senwt (6.6)
Sejam
A; = Asen
' i (6.7)
Ag = Acosyp

onde A e p sdo novas constantes determinadas por

A= /A3+ A2
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Substituindo as equagoes (6.7) em (6.6) obtemos
x(t) = Asenyp coswt + A cos ¢ senwt.

Logo, usando a relagao sen(z+y) = senx cosy + cos z seny, referente ao seno da soma de
dois angulos, temos que

x(t) = Asen(wt + ).

A solucao da EDO (6.3) é a equagdo que descreve o MHS e, por isso, o sistema massa-
mola também é denominado Oscilador Harmoénico. Dadas duas condicoes iniciais do sistema,
as constantes que aparecem em qualquer uma das formas usadas anteriormente para escrever

a solu¢ao da EDO (6.3) ficam determinadas.

6.2 Sistemas com dois graus de liberdade

Sistemas que requerem duas coordenadas independentes para descrever seu movimento
sao denominados sistemas com dois graus de liberdade. Neste caso, o modelo matematico é
composto por duas equacoes de movimento, uma para cada grau de liberdade. Em geral, se
apresentam na forma de equacoes diferenciais acopladas devido as interagoes dos movimentos
das massas ocorridas no sistema. Matematicamente, isto significa que as duas equagoes nao
podem ser resolvidas independentemente. Considere um sistema massa-mola nao-amortecido
com duas massa interligadas, ver Figura (6.4).

—x0 —>x,(1)
T m, T m,

RN

Figura 6.4: Sistema massa-mola com dois graus de liberdade

Fonte: Elaborada pela autora.

O movimento do sistema é descrito completamente pelas coordenadas x1(t) e xa(t) que
definem as posicoes das massas m; e ms em relagao as respectivas posigoes de equilibrio para

qualquer tempo t. A Figura (6.5) mostra os diagramas de corpo livre das massas m; e mo.
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A

kx = m, =k (x, - x| ) m,

X

Figura 6.5: Diagrama de corpo livre das massas m; e mo
Fonte: Elaborada pela autora.

A aplicacao da segunda lei do movimento de Newton a cada uma das massas fornece as

seguintes equacoes de movimento:

mi ZL.'I1: —k;lxl + k’g(l‘g — [)31) N mq ZE”1 +(k§1 + k?g)l’l — kgl‘g =0 (6 8)

meo .TQI —kg(xg — 33'1) meo 3.3.2 —kgil?l + k'QCCQ =0

O sistema acima é composto por duas EDOL’s homogéneas de segunda ordem acopladas
e, para cada uma delas, sao necessarias 2 condi¢oes iniciais. Observe que as equacoes do sistema
(6.8) nao podem ser resolvidas separadamente pois ambas contém termos que dependem tanto
de x1 como de x,. Fisicamente, significa que o movimento da massa m; interfere no movimento
da massa my e vice-versa. Podemos escrever o sistema de equagoes acopladas (6.4) na forma

matricial:

my 0 il /{31 + ]{32 _kQ T 0
+ = : (6.9)
0 mo Tg —ks ko T2 0

Normalmente, admite-se que o instante inicial ¢y é igual a zero e condigoes iniciais dadas por:

x1(0 . x1 (0
X, = 1(0) Xo=| O (6.10)
x2(0) T3 (0)
De forma abreviada,
MX + KX =0, (6.11)

75



X
é o vetor

onde M e K sao, respectivamente, as matrizes de massa e rigidez e X =
T2

deslocamento.

6.2.1 Aplicacao em um edificio de 2 andares
A estrutura de um edificio de dois andares ¢ modelada como mostra a Figura (6.6). Con-
sidere que as vigas (elementos horizontais) sejam rigidas e que as colunas (elementos verticais)

tenham resisténcia a flexao FI; e F I, com massas despreziveis. Admita ainda que a rigidez em

cada coluna seja dada por

h3
Xalr)
iy N
Fyr)—f= O NN ‘___q
ELl| | EL|| | h
I.'I iy -:I-'J-‘l{” i
! ST R NN NN L
.|I |'I |
ElL |I El :'I Iy
s 77

Figura 6.6: Estutura de um edificio de dois andares.

Para m; = 2m, mgy =m, hy = hg = h e EI, = Fl, = FI, determinaremos as frequéncias

naturais e modos normais de vibracao dessa estrutura. Em cada andar do edificio, a rigidez de

ambas colunas combinadas resulta em
(6.12)
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O sistema massa-mola equivalente ¢ mostrado na Figura (6.7).

—x,(1) i —>x,1)
1 ] 2

£ ] .II??I s m" .II:”J

RN

Figura 6.7: Sistema massa-mola equivalente.

Fonte: Elaborada pela autora.

Conforme vimos, o modelo matematico referente a este sistema é

MX + KX =0, (6.13)
onde
ki+ky —ko 2k —k
—ky ko -k k
e
L 0
m; O 2m 0 Dy
M=| - — Ml=|
0 mo 0 m 0 i
m

Calculando A = MK obtemos

k k 1 1/2
Lo ) _
A-— mk im o A= . (6.14)
- — -1 1
m m
Assim, a equacao caracteristica da matriz A é dada por
det(A — MI) =0, (6.15)
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de forma que

k k
RN\ —5
m - o Zo.
- — =
m m
Assim,
k 2 k k
- () (4)-
m 2m m
e
2 2
P
m 2m?
Logo,

V2 )\ k
()

Os autovalores correspondentes a matriz A sao

3\ k k 3\ k k
A = (1 + £> B C TR Y (1 _ i) 020292
2 m 2 m m

ou ainda, substituindo a equacao (6.12) nas equacoes (6.17) segue que

2 mh3

2\ 48E1 2\ 48E171

Como A = w?, temos que as frequéncias naturais do sistema sao

2 mh3

V2\ 48E1 V2\ 48E1
W) = 1+ — e Wy = 1—— .
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Os modos normais de vibracao ou autovetores podem ser obtidos por meio da equacao

(A - ADX =0 (6.18)

que é equivalente ao sistema

donde
k
It T CE VO LIk LR
Xk b "
2m
k
50 Tmo_ k% 5
x® k —k+Xam  —k+(2-— \/Q)k
1 ——)\2
m

Portanto, os autovetores sao:

go— | Plxoo| b | xo,
V2 1.414

go_ | bolxo_ | b xo
—/2 —1.414
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Usando o software MATLAB

Na janela de comando digite: A =[1 —1/2;—1 1].

Command Window
S v B=[1 -1/2:-1 1)

Em seguida aperte "ENTER".

Command Window

> A=[1 -1/2;-1 1]
=

1.0000 -0.5000
-1.0000 1.0000

Jx >
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Agora digite: [V, D] = eig(A).

Command Window

>> B=[1 -1/2:-1 1]
2=

1.0000 -0.5000
-1.0000 1.0000

fx >> [V, Dl=eig(n)

Em seguida aperte "ENTER".

Command Window

3> B=[1 -1/2;-1 1]

L=

1.0000 -0.5000
-1.0000 1.0000

>> [V, Dl=sig(&)

v =

0.5774 0.5774
-0.8165 0.8165

1.7071 a
] 0.2828

Portanto: _
0.5774

0.5774
0.8165

| 0.5774
0.5774

05774 | v _
—0.8165
0.5774

k —
A o= 1.7071—; X =
m

k-
Ay = 0.2929—; X2 =
m
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6.2.2 Usando o software R

Inicialmente, veremos como instalar o R.

Acessar a pagina oficial do software através do link

https:\text//www.r-project.org.

/ @ R: The R Project for Statis: X \

€ 3
i Apps

- o

C' | & https://www.r-project.org

»

%=

(3 Outros favoritos

[Home]

Download
CRAN

R Project

About R
Contributors
What's New?
Mailing Lists
Bug Tracking
Conferences
Search

R Foundation

Foundation
Board
Members
Donors
Donate

Documentation

Manuals
FAQs
The R Journal

[/ @® e The R projectfor statis: x \(__|

€ 3
Apps

Clicar em

The R Project for Statistical Computing

Getting Started

R is a free software environment for statistical computing and graphics. It compiles and runs on a wide
variety of UNIX platforms, Windows and MacOS. To download R, please choose your preferred CRAN
mirror.

If you have questions about R like how to download and install the software, or what the license terms
are, please read our answers to frequently asked questions before you send an email.

News

« The R Journal Volume 7/2 is available.

« Ryversion 3.2.3 (Wooden Christmas-Tree) has been released on 2015-12-10.>

« Rversion 3.1.3 (Smooth Sidewalk) has been released on 2015-03-09.

« useR! 2015, took place at the University of Aalborg. Denmark, June 30 - July 3, 2015,

download R.

- o

C' @ https://www.r-project.org

»

By =
(3 Outros favoritos

[Home]

Download
CRAN

R Project

AboutR
Contributors
What's New?
Mailing Lists
Bug Tracking
Conferences
Search

R Foundation

Foundation
Board
Members
Donors
Donate

Documentation

Manuals
FAQs
The R Journal

The R Project for Statistical Computing

Getting Started

Ris a free software environment for statistical computing and graphics. It compiles and runs on a wide
variety of UNIX platforms, Windows and MacOS. Tg please choose your preferred CRAN
mirror.

If you have questions about R like how to download and install the software, or what the license terms
are, please read our answers to frequently asked questions before you send an email

News

« The R Journal Volume 7/2 is available.

« Ryversion 3.2.3 (Wooden Christmas-Tree) has been released on 2015-12-10.>

« Rversion 3.1.3 (Smooth Sidewalk) has been released on 2015-03-09.

« useR! 2015, took place at the University of Aalborg, Denmark, June 30 - July 3, 2015
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Clicar em http://cran-r.c3sl.ufpr.br/.

|/ @ cran - Mimors x = (s
€« C' | @ https:/cran.r-project.org/mirrors.html Syy| =
Apps. »  [J Outros favoritos

CRAN Mirrors

The Comprehensive R Archive Network is available at the following URLS, please choose a location close to you. Some statistics on the status of the mirrors can be found here: main page. windows release.
windows old release.

0-Cloud
https://cran rstudio.com/ Rstudio. automatic redirection to servers worldwide
http://cran rstudio.com/ Rstudio. automatic redirection to servers worldwide
Algeria
http://cran usthb dz University of Science and Technology Houar1 Boumediene
Argentina
http://mirror fcaglp unlp edu.ar’' CRAN. Universidad Nacional de La Plata
Australia
http://cran csiro aw CSIRO
http://cran ms unimelb edu.au University of Melbourne
Austria
https://cran wu.ac at, Wirtschaftsuniversitit Wien
http://cran. wu.ac.at Wirtschaftsuniversitat Wien
Belgium
http://www freestatistics org/cran K.ULeuven Association
http:/1ib ugent. be/CRAN, Ghent University Library
Brazil
http://nbegib uesc br/mirrors/cran Center for Comp. Biol. at Universidade Estadual de Santa Cruz
http://cran-r.c3sLufprbr Universidade Federal do Parana
http://cran fiocruz.br. Oswaldo Cruz Foundation. Rio de Janeiro
http://www vps. fmvz usp br/CRAN University of Sao Paulo. Sao Paulo
http:/brieger esalq.usp br/CRAN Unuversity of Sao Paulo. Piracicaba
Canada
http://cran stat sfu.ca Simon Fraser University. Burnaby
. Halifax

http://mirror its.dal.ca/cran/ Dalhousie Universt

L e

Selecionar a opc¢ao correspondente ao sistema operacional instalado na maquina.

|/ @ The Comprehensive R Arc: x \__| = fs)
€ - C [3 cran-r.c3slufpr.br By =
Apps » [ Outros favoritos

The Comprehensive R Archive Network m

Download and Install R

[Precompiled binary distributions of the base system and contributed packages. Windows and Mac users most likely want one of
these versions of R:

CRAN * Download R for Linux
»_Download R for (M:

What's new

Views
Search R 1s part of many Linux distributions. you should check with your Linux package management system in addition to the link

jabove
'éb}‘;g;ﬁ _— Source Code for all Platforms
The R Journal Windows and Mac users most likely want to download the precompiled binaries listed in the upper box. not the source code. The
Software sources have to be compiled before you can use them. If you do not know what this means. you probably do not want to do 1t!
m o The latest release (2015-12-10. Wooden Christmas-Tree) R-3.2.3 tar.gz. read what's new in the latest version
i
Po_a[;kaqes * Sources of R alpha and beta releases (daily I created only in time periods before a planned release).
er
. o Daily snapshots of current patched and development versions are available here. Please read about new features and bug il

Documentation fixes before filing corresponding feature requests or bug reports.

ual
FAOs  Source code of older versions of R is available here.
Contributed

* Contributed extension packages

Questions About R

o If you have questions about R like how to download and install the software. or what the license terms are. please read our
answers to frequently asked before you send an email.
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Clicar em install R for the first time.

[/ @ The Comprehensive R e x \(__L -8
ELDRC | [ Eranjr.cgslljfpr.br Syy| =
» (] Outros favoritos

Apps.

R for Windows

Subdirectories:

base Binaries for base distribution (managed by Duncan Murdoch). This 1s what you want tojinstall R for the first time.

Binaries of contributed packages (managed by Uwe Ligges). There 1s also information on third party software available

contrib for CRAN Windows services and corresponding environment and make variables.
Tools to build R and R pack ( d by Duncan Murdoch). This is what you want to build your own packages on
Brools Windows. or to build R itsel£.

Please do not submit binaries to CRAN. Package developers might want to contact Duncan Murdoch or Uwe Ligges directly in case of questions / suggestions related
to Windows binaries.

About R
R H;mepage You may also want to read the R FAQ and R for Windows FAQ.

The R Journal

fovsloaded bl

Note: CRAN does some checks on these binartes for viruses. but cannot give guarantees. Use the normal p ions with
Software

R Sources

R Binaries

Packages
Other

Documentation
Manuals

FAQs
Contributed

Clicar em Download R 3.2.3 for Windows.

_/ @ The Comprehensive RArcl X\ - 8
€ - C [3 cran-r.c3slufprbr By =
» (] Outros favoritos

Apps.

R-3.2.3 for Windows (32/64 bit)

| Download R 3.2.3 for Windowgl(é: megabytes. 32/64 bit)

Installation and other instructions
New features in this version

CRAN
Mirrors e
Whits aca? If you want to double-check that the package you have downloaded exactly matches the package distributed by R. you can compare the mdSsum of the .exe to the true
 Vicows fingerprint. You will need a version of mdSsum for windows: both hical and d line versions are available.
Search Frequently asked questions
-él’]fl“’ R « Howdo Linstall R when using Windows Vista?
Th—‘;“fml * How ipdate pa s in my previous versi 2
e R Journa . i _bit or 64-bit R?

IS{ojS?: ;z’ig Please see the R FAQ for general information about R and the R Windows FAQ for Windows-specific information.
% Other builds

ackages
Other o Patches to this release are incorporated in the r-patched snapshot build.
D . * Abuild of the development version (which will eventually become the next major release of R) is available in the r-devel snapshot build.

gcumeation * Previous releases

s

EAQs Note to webmasters: A stable link which will redirect to the current Windows binary release 1s
Contributed =CRAN MIRROR> /bin/windows/base release htm

Last change: 2015-12-10, by Duncan Murdoch
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Executar instalacao.

@ The Comprel
« c
2 Apps

nsive R Arc' X

[% cran-r.c3sl.ufpr.br

Download R 3.2.3 for Windows (62 megabytes. 32/64 bit)

Installation and other instructions

New features in this versio| S = S
Abrir Arquivo - Aviso de Seguranca

If you want to double-check th

I 0 fornecedor nio péde ser verificado. Tem certeza de que deseja executar
fingerprint. You will need a ve

este software?

Tas]
Search ‘?T

Nome:  C:\Users\Desktop\R-3.2.3-win.exe

Fornecedor:  Fornecedor Desconhecido
About R
R Homepage

The R Journal

e How do I install R when

¢ How do [ update packag
e Should I run 32-bit or 64

Tipo: Aplicativo
Origem:  C:\Users\Desktop\R-3.2.3-win.exe

Software
A Please see the R FAQ for gene Cancelar
R Sources & i
R Binaries Sempre perguntar antes de abrir este arquivo
Packages
Other e Patches to this release ar

0 arquivo ndo contém uma assinatura digital valida que verifique o
fornecedor. Vocé s6 deve executar software de fornecedores em quem
confia. Como determinar o software a ser executado?

o Abuild of the developm|
o Previous releases

Documentation
anuals

FAQs

Contributed

ase/release. htm.

Note to webmasters: A stable L.
CRAN MIRROR=/bin/windo

Last change: 2015-12-10. by Duncan Murdoch

Selecionar indioma.

Selecionar Idioma do Programa de Ins...

I

Selecione o idioma a ser utilizado durante a
instalacdo:

Portugués (Brasil) v

¥ Cancelar

Prosseguir clicando em Avancar.

i3 R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacao
Bem-vindo ao Assistente de

Instalacdo de R for Windows
3.2.3

Este Assistente instalara R for Windows 3.2.3 no seu
computador.

antes de continuar.

do Programa de Instalac3o.

Avancar >
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E recomendado que vocé feche todos os outros aplicativos

Clique em Avangar para continuar, ou em Cancelar para sair

» (] Outros favoritos

R-3.2.3 for Windows (32/64 bit)

ed by R. you can compare the md3sum of the .exe to the true
are available.

formation

vailable in the r-devel snapshot build

- o N

Cancelar



i R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacao = =

Informagdo
Por favor, leia as seguintes informagdes importantes antes de continuar. R

Quando vocé estiver pronto para continuar, cique em Avangar.

GNU GENERAL PUBLIC LICENSE ~
Version 2, June 1991

Copyright (C) 1989, 1991 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA
Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies
of this license document, but changing it is not allowed.

Preamble

The licenses for most software are designed to take away your
freedom to share and change it. By contrast, the GNU General Public
License is intended to guarantee your freedom to share and change free
software--to make sure the software is free for allits users. This
General Public License applies to most of the Free Software v

L

‘ < Voltar ‘ Avangcar > N Cancelar

B R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalagéo =i =
Selecione o Local de Destino
Onde R for Windows 3.2.3 deve ser instalado? R

‘ O Programa de Instalacdo instalara R for Windows 3.2.3 na seguinte pasta.

Para continuar, dique em Avancar. Se vocé deseja escolher uma pasta diferente,
cdique em Procurar.

}C:\ProgramFiIes\R\R-3.2.3 ‘ l Procurar...

S&o necessarios pelo menos 1,2 MB de espaco livre em disco.

BT oD
=D |

i5 R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacao - o
Selecionar Componentes
Quais componentes devem ser instalados? R

Selecione os componentes que vocé quer instalar; desmarque os componentes que
vocé ndo quer instalar. Clique em Avancar quando estiver pronto para continuar.

lInstala;io modo usudrio v

Core Files 65,8 MB
32-bit Files 37,5MB
64-bit Files 38,8 MB
Message translations 7,3MB

A selecdo atual requer pelo menos 150,3 MB de espaco em disco.

< Voltar i\ Avangar > " Cancelar
o
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e R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacio = e

Opgoes de inicializacdo
Vocé deseja personalizar as opcdes de inicializacio? R

Por favor especifique sim ou no, entdo dique em Avancar,

() sim (inidalizac3o personalizada)
(® N3o (aceitar padrio)

<voltar [ Avancar > | cancelar
et |

e R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacao -

Selecionar a Pasta do Menu Iniciar
Onde o Programa de Instalac&o deve colocar os atalhos do programa? R

O Programa de Instalacdo ira criar os atalhos do programa na seguinte pasta
B do Menu Iniciar.

Clique em Avangar para continuar. Se vocé quiser escolher outra pasta, dique em
Procurar.

R ‘ l Procurar...

["IN&o criar uma pasta no Menu Iniciar

S —.
[ <votar (v > D] o |
e |

8 R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacdo =
Sel Tarefas Adi
Quais tarefas adicionais devem ser executadas? R

Selecione as tarefas adicionais que vocé deseja que o Programa de Instalacdo execute
enquanto instala R for Windows 3.2.3 e dlique em Avancar.
fcones adicionais:
Criar um icone na Area de Trabalho
[] Criar um icone na Barra de Inicializacio Répida
Entradas no registro:
Salvar nimero da versdo no registro
Assodiar arquivos .RData ao R

< Voltar Avangar >
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Aguardar a conclusao da instalagao.

i3 R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacdo -

Instalando
Por favor, aguarde enquanto o Programa de Instalacdo instala R for Windows l-c
3.2.3 no seu computador.

Extraindo arquivos...
C:\Program Files\R\R-3.2.3\doc\README . packages

Cancelar

Clicar em concluir.

i3 R for Windows 3.2.3 - Programa de Instalacdo -

Finalizando o Assistente de
Instalacdo de R for Windows
3.2.3

O Programa de Instalacdo terminou de instalar R for Windows
3.2.3 no seu computador, O programa pode ser iniciado
dicando nos icones instalados.

Clique em Condluir para sair do Programa de Instalacdo.
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Instalacao concluida com sucesso! O software R estd pronto para ser usado.

Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

R version 3.2.3 (2015-12-10) -- "Wooden Christmas-Tree"
Copyright (C) 2015 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: i386-w64-mingw32/i386 (32-bit)

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigdo.

R & um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R publicacdes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'q()' para sair do R.

>

Calculando os autovalores e autovetores a partir do software R:

Digite: D=matrix(c(1,-1,-0.5,1),2,2), em seguida aperte ENTER.

R RGui (32-bit) - a

Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

[cl@l

R version 3.2.3 (2015-12-10) -- "Wooden Christmas-Tree"
Copyright (C) 2015 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: i386-w64-mingw32/i386 (32-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigéo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagbes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R publicagdes.

Digite 'demo()' para demonstragbes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda HIML no seu navegador.
Digite 'q()' para sair do R.

> Dematrix(c(1,-1,-0.5,1),2,2)
>
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Digite: eigen(D).

RGui (32-bit) Y x|

Platform: i386-w64-mingw32/i386 (32-bit)

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigdo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicages.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda em HTML no seu navegador.
Digite 'q()' para sair do R.

> D=matrix(c(1,-1,-0.5,1),2,2)
> eigen (D)

Aperte ENTER.

R RGui (32-bit) - aIEl

Arquivo  Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

Platform: i386-w64-mingw32/i386 (32-bit)

R & um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.

Vocé pode redistribui-lo sob certas circunsténcias.

Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuigdo.

R é um projeto colaborativo com muitos contribuidores.
Digite 'contributors()' para obter mais informagdes e
'citation()' para saber como citar o R ou pacotes do R em publicagbes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda HTML no seu navegador.
Digite 'q()' para sair do R.

> D=matrix(c(1,-1,-0.5,1),2,2)
> eigen (D)

$values

[1] 1.7071068 0.2928932

$vectors

1] [.2]
[1,]1 0.5773503 0.5773503
[2,] -0.8164966 0.8164966

>

<

<
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6.2.3 PhET - Simuladores Interativos

Desenvolvido pela University of Colorado Boulder, o site http://phet.colorado.edu/
possui uma colecao de simulagoes interativas para ensino e aprendizagem de ciéncias naturais e
matematica. Os simuladores disponiveis sao extensivamente testados e avaliados para assegurar
a eficacia educacional. Estes testes incluem entrevistas de estudantes e observacao do uso de
simulacao em sala de aula. As simulagoes sao feitas em Java, Flash ou HTML5, e podem ser
executadas online ou baixadas para o computador. Varios patrocinadores apoiam o projeto
PhET, entre eles a editora Pearson, permitindo que estes recursos possam ser livres para todos
os estudantes e professores. No link http://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/
resonance encontra-se disponivel um oscilador harmonico. Através dessa ferramenta interativa

é possivel uma maior compreensao acerca do fenémeno da ressonancia.
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Figura 6.8: Ferramenta interativa (Oscilador Harmonico).
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Consideracoes finais

A modelagem de sistemas vibratérios mostra-se rica em aplicacoes de contetidos de ma-
tematica do ensino médio como trigonometria, nimeros complexos, matrizes, determinantes,
sistemas lineares e fun¢oes. Também cria oportunidade para explorar conteidos introdutoérios
nos cursos de ciéncias exatas como limites e derivadas, ajudando a reduzir as dificuldades que
normalmente os alunos apresentam quando ingressam nestes cursos por nao estarem habituados
a linguagem formal adotada na graduacao.

Além disso, ha diversos softwares e simuladores disponiveis em sites educativos que con-
tribuem para um aprendizado dindmico e motivador. Dessa forma, mais alunos com aptidao
podem ser atraidos para a area das exatas, pois, infelizmente, para muitos alunos, os cursos de
exatas nao estao entre as primeiras opgoes no momento em que pleiteiam uma vaga em uma
universidade, normalmente por acharem que a matematica é dificil e distante da realidade. Tal
constatacao nao se limita aos alunos do ensino médio. Por exemplo, na graduagao, disciplinas
como Calculo, Equacdes Diferenciais e Algebra Linear, normalmente estdo entre os componen-
tes curriculares béasicos, na area das ciéncias exatas, entretanto a pouca interacao entre estas
disciplinas basicas e as especificas dos mais diversos cursos desmotiva os alunos, razao pela qual
muitos estudantes questionam a importancia delas na sua formacao.

Todavia, os conceitos tedricos adquiridos nas disciplinas mencionadas sao fundamentais
entre tantas outras aplicacoes para a compreensao do comportamento de sistemas mecanicos e
estruturais nas engenharias. Por exemplo, o estudo do comportamento dinamico de estruturas,
mais especificamente de vibragoes, muitas vezes consiste em obter um sistema de equacoes
diferenciais através da modelagem matemaética do problema e resolver a equagao caracteristica
associada para determinagao e avaliacao das frequéncias naturais (autovalores) e dos modos de
vibragdo (autovetores). Conhecer as frequéncias naturais de um sistema mecéanico ou de uma

estrutura sujeita a vibragoes mecanicas é muito 1til na verificacao da possibilidade de ocorréncia
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da ressonancia que pode causar grandes deformagoes e/ou falhas mecanicas comprometendo a
durabilidade e seguranca.

A abordagem baseada em métodos estritamente conceituais e matematicos de conteidos
como o problema classico de autovalores, dando menor importancia a sua aplicacao pratica,
dificulta a assimilacao desse conceito importante para o futuro profissional. Ao associar o termo
autovalor as frequéncias naturais de um sistema estrutural qualquer, dando énfase a aplicacao
deste conceito, estimulamos o interesse dos alunos pela disciplina por perceberem que estao
adquirindo um conhecimento 1til, agucando a curiosidade e a busca por mais aplicagoes.

O célculo dos autovalores é aplicado na analise dinamica de estruturas simples (treligas,
vigas, porticos, etc) como também de sistemas estruturais mais complexos (pontes, torres de aco
de telecomunicagoes e de transmissao de energia, passarelas de pedestres, edificios altos, etc).
A evolucao dos sistemas de transportes com veiculos mais rapidos e pesados tornou indispen-
savel o estudo do comportamento dinamico de pontes, no entanto, ainda hoje se desenvolvem
projetos sem proceder uma analise, mesmo que preliminar, acerca dos efeitos dinamicos asso-
ciados a oscilacdo dos veiculos ao transitar pela estrutura. E de suma importancia que um
aluno de engenharia tenha dominio desses contetidos e efetivamente utilize-os na modelagem
de problemas reais.

De um modo geral, a modelagem matematica é desafiadora e 1til no desenvolvimento da
capacidade investigativa de qualquer estudante, em qualquer nivel de escolaridade, e portanto,
é uma excelente ferramenta para os professores trabalharem contetidos vistos erroneamente sem
utilidade pratica e demostrarem a utilidade destes de forma criativa e estimulante, aliando teoria

e pratica com o uso de tecnologias disponiveis visando uma formacgao plena e de qualidade.
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