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Resumo

O presente trabalho tem como principal objetivo abordar os fundamentos de l6gica
e as nocoes de conjuntos de maneira estreita e elementar, culminando na constru-
¢ao dos nimeros naturais. Apresentamos, e progredimos na medida do possivel, de
forma natural e/ou intuitiva, os conceitos de proposi¢oes e proposi¢oes abertas, e o
uso destes nas especificacoes de conjuntos, de acordo com o axioma da especificacao.
Apresentamos também os conectivos logicos de proposicoes abertas e as equivalén-
cias logicas, relacionando-os aos conjuntos. Mostramos o conceito de Teorema, bem
como algumas formas de escritas e demonstragoes no Ambito dos conjuntos, e utiliza-
mos propriedades e relagoes de conjuntos nas técnicas de demonstracao. Encerramos
nosso estudo com a construcao dos niimeros naturais e algumas das suas principais
propriedades, como por exemplo, a Relacao de Ordem.

Palavras-chaves: Nocoes de Logica. Equivaléncias Logicas. Nocoes de Conjun-
tos. Especificacoes de Conjuntos. Teoremas. Técnicas de Prova. Nimeros Naturais.
Axiomas de Peano.



Abstract

The present work has as main objective to approach the fundaments of logic and
the notions of sets in a narrow and elementary way, culminating in the construction
of natural numbers. We present and advance, as far as possible, natural and intui-
tively, the concepts of propositions and open propositions, and the use of these in
the specification sets, according with the axiom of the specification. We also present
the logic connectives of open propositions and logic equivalences, relating them to
the sets. We showed the concept of Theorem, as well as some forms of writing and
demonstrations in the scope of the sets, and we used properties and relations of sets
in the demonstration techniques. Our study ended with the construction of natural
numbers and some of its properties, for example, the Relation Order.

Keywords: Logic Notions. Equivalents Logic. Notions of Sets. Specifications of
Sets. Theorems. Techniques of Proof. Natural Numbers. Axioms of Peano.
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Introducao

No Ensino Médio, o Programa Curricular de Matemética nao contempla os Fun-
damentos de Logica, apesar de alguns conceitos da mesma aparecerem nos livros
didaticos sem uma prévia explicagao. Por exemplo, um aluno do primeiro ano do
Ensino Médio, depara-se com a seguinte definicao de logaritmo:

“Dados o0s niumeros reais positivos a e b, com a # 1, b = a®, entao o
expoente ¢ chama-se logaritmo de b na base a, ou seja: log,b = c < a® =
b, com a e b positivos e a # 17 (ver 2, p. 261]).

O estudante nao perceberd a presenca explicita dos conectivos: condicional; e se,
e somente se; muito menos entendera a equivaléncia que ha entre o logaritmo e a
exponencial presentes na definicao. Outros problemas encontrados na aprendizagem
matematica sao o uso de simbolos e palavras que nao sao do cotidiano. Expres-
soes como: estd contido, subconjunto, inclusao, entre outras, que sao proprias da
linguagem de conjuntos, nao sao utilizadas no cotidiano das pessoas. Tal linguagem,
universalmente adotada na apresentacao da Matemaéatica nos dias atuais, ganhou esta
posicao porque permite dar aos conceitos e as proposicoes desta ciéncia a precisao e
a generalidade que constituem sua caracteristica basica. Os conjuntos substituem as
“propriedades” e as “condigoes”. Assim, em vez de dizermos que “o elemento x goza
da propriedade P” ou “o elemento y satisfaz a condicao C”, podemos escrever x € A
ey € B, onde A é o conjunto dos elementos que gozam da propriedade P e B é o
conjunto dos elementos que satisfazem a condi¢do C, por exemplo (ver |5]).
Ingressando na universidade, a maioria de nossos alunos se choca ao deparar-se
com o formalismo e a abstragao, requeridas por algumas das primeiras disciplinas de
Matematica. O choque decorre, principalmente, da caréncia na formacgao dos alunos,
dos professores e de um Ensino Médio que, na maioria das vezes, nao lhes fornece
um preparo adequado e nem lhes treina para usar o raciocinio logico-dedutivo, o qual
posteriormente serd cobrado. Cremos que quanto mais cedo um estudante tiver acesso
aos conceitos logicos, mais facilmente construird o raciocinio matemaético.
Resultados matematicos devem ser expressos com a exatidao necessaria que exi-
gem. Na linguagem matematica nao hé lugar para ambiguidades, para figuras de
linguagem ou para metaforas, tao comuns e, até mesmo, apreciadas na linguagem
coloquial ou literaria. No dia a dia, quando alguém diz a frase: “Chegarer em um
minuto!”, significa que chegard em pouco tempo. J& na Matemética, um minuto re-
presenta um minuto mesmo, isto é, sessenta segundos. Se perguntarmos aos alunos:
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“Vocés fizeram todo o exercicio?”, grande parte respondera “Sim, so falta uma ques-
tao”. Esse fato e muitos outros atrapalham, por exemplo, a formacao do conceito de
inclusdo (note que a palavra “todo” nao exclui nenhum elemento).

A partir dos simples exemplos citados, pode-se perceber que na Matemética as
mensagens devem ser expressas com linguagem e cuidados especificos, muitas vezes,
diferentes daqueles aos quais costumamos utilizar e interpretar na linguagem colo-
quial. Nao é a toa que a Matemaética é uma ciéncia exata e funciona de tal forma.

O principal objetivo neste trabalho é ampliar a literatura que versa sobre os fun-
damentos bésicos da logica e busca apresentar uma abordagem dos conceitos basicos
como eles sao realmente tratados por quem estuda Matemética. Para sua leitura,
basicamente nao é necessario pré-requisito matematico. Buscamos elaborar um texto
o mais autocontido possivel.

O presente trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo apre-
sentamos conceitos introdutérios que ajudam a entender como sao organizadas as
teorias matematicas. Juntamente com as nocoes de conjuntos, os principais conceitos
logicos vao sendo gradativamente apresentados e o leitor é levado a compreender a
logica ao mesmo tempo que é levado a conhecer os conceitos basicos de conjuntos,
evitando assim uma desconexao dos assuntos. Essencialmente, buscamos “conhecer
0s conceitos de conjuntos para estudar a logica e ao mesmo tempo, conhecer a logica
para estudar os conceitos de conjuntos”. O segundo capitulo trata dos métodos de
prova cléssicos que a logica naturalmente proporciona, a saber, estudamos os métodos
direto, da contrapositiva, da contradicao, etc. Esses métodos compoem um ferramen-
tal necessario a construcao e estudo das principais propriedades basicas dos ntimeros
naturais. O terceiro e tltimo capitulo do nosso trabalho é dedicado & construcao dos
Numeros Naturais e ao estudo de suas principais propriedades.

11



Capitulo 1

Nocoes de Logica e Conjuntos

Pode-se afirmar que praticamente toda a Matematica atual é formulada na lin-
guagem de conjuntos. Nao ha receio em dizer que a nocao de conjunto é uma das
mais fundamentais da matemaética. A partir dela, praticamente todos os conceitos
matematicos podem ser expressos. Heuristica e intuitivamente falando, ela é também
uma da mais simples idéias da matemaética.

1.1 Conceitos Introdutorios

Na apresentacao de uma teoria matemaética, toda definicdo faz uso de termos
especificos, os quais foram definidos usando outros termos, e assim sucessivamente.
Este processo iterativo termina numa palavra, ou conjunto de palavras, que nao sao
definidas, isto é, que sao tomadas como representativas de conceitos primitivos.

Para poder empregar os conceitos primitivos adequadamente é necessario dispor
de um conjunto de principios ou regras que disciplinem sua utilizagao e estabelecam
suas propriedades. Tais principios sao chamados aziomas ou postulados. Assim, como
os conceitos primitvos sao objetos que nao se definem, os axiomas sao afirmagoes que
nao se demonstram.

Antes de comecarmos nosso estudo, faz-se necessario o entendimento de alguns
conceitos importantes na matematica, tais como: conceito primitivo, axioma e defi-
nicao.

e Um Conceito Primitivo é um conceito adotado e nao-definido.

Ezxemplos: Pontos, Retas e Planos.

e Um Axioma é uma afirmacao simples sobre conceitos primitivos que é aceita
como verdadeira.
Ezxemplo: Dados dois pontos distintos, pode-se tracar uma tnica reta passando
por eles (Primeiro Axioma da Geometria Euclidiana).

e Uma Definicao Matematica é uma convengao que consiste em usar um “nome”
para designar um objeto mediante determinadas propriedades que o caracteri-
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zem e o identifiquem plenamente.
Ezxemplo: Um triangulo é Is6sceles quando possui dois lados de mesmo com-
primento (Defini¢cao de Tridngulo Isoceles).

Observacao 1.1.1. Precisa-se ressaltar que os Termos Primitivos e os Ariomas nao
se firmam por opinioes isoladas pessoais. Fles sao frutos da experiéncia, da observa-
cao e de um certo “consenso coletivo”.

1.1.1 Nogao de Conjunto

O conceito matematico de um conjunto pode ser usado como fundamento para
todo conhecimento matemaético. Assim como nao somos capazes de definir precisa-
mente na geometria Euclidiana os conceitos de ponto, reta e plano, por exemplo,
também nao somos capazes de definir precisamente o conceito de Conjunto. Mesmo
nao definido rigorosamente, podemos admitir a seguinte definicao intuitiva dada por
Georg Cantor (1845-1918):

Um Conjunto é qualquer colecao, dentro de um todo de objetos definidos e
distinguiveis, chamados Elementos, de nossa intuicao ou pensamento.

Exemplo 1.1.2. Ezemplos de conjuntos:
a) O conjunto das vogais: a, e, i, 0 € u;
b) O conjunto de todas as cadeiras de uma sala de aula;
c¢) O conjunto de todos os estudantes paulistas da UFS;
Comumente representamos os conjuntos através de letras maitsculas,
A B,C,...
e os elemtentos por letras mintsculas
a,b,c,....
Em casos especificos como no item a) do exemplo anterior, podemos escrever
V ={a,e,i,o0,u},
onde V representa o conjunto das vogais.

Exemplo 1.1.3. Naturalmente podemos ter conjuntos que possuem elementos que
também sao conjuntos. Por exemplo,

D ={a,i,0,{e,0,u},{o,{a,i}},e}.

Observe que, da mesma forma que i é elemento de D, temos {e,0,u} um elemento de

D. Note ainda que u nao é elemento de D, assim como {a,i} também ndo € elemento
de D.

13



Relagao de Pertinéncia

Um dos conceitos primitivos mais importantes no estudo dos conjuntos é o conceito
de Pertinéncia. Quando um “objeto” a é elemento do conjunto A, dizemos que a
pentence a A e denotamos tal conceito por

ac A.

Caso contrario, denota-se
ag A

e diz-se que a nao pertence ao conjunto A.

Exemplo 1.1.4. Ezxemplos de pertinéncias:

a) Como V denota o conjunto das vogais, V. = {a, e, i, o, u}, temos:

acV, ecV, eV, o€V, weV;

bgV e tgV.
b) O conjunto de todos os alunos da UFS pode ser representado por

A=A{ay,a9,...,a,}

onde n é o numero de alunos da UFS. Entao, temos:
a1 €A, a €A, ...,a,_1€Aca, €A.

Se b representa o ex-presidente Getulio Vargas, entdo b & A.

¢) Do exemplo 1.1.3 onde

D ={a,i,0,{e,0,u},{o,{a,i}}, e}

temos:

aeD, ieD, {eo,u}eD, {o{a,i}} €D, ec€D;

ugD e {a,i} ¢ D.
Notacao 1.1.5. Podemos denotar
a1 €A aa €A ..., a,_1€A¢€e a, €A,
simplesmente por:

ai,Qs,...,a, € A.

14



Igualdade de Conjuntos

Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais' quando possuem os mesmos ele-
mentos e denotamos

A= B. (1.1)
Exemplo 1.1.6. Sendo A = {a,b,c,d} e B=1{d,b,b,b,c,c,a}, temos:

A ={a,b,c,d} ={d,b,b,b,c,c,a} = B.

Observacao 1.1.7. Na matemdtica, uma coisa so € igual a si propria. Quando se
escreve a = b, isto significa que a e b sao simbolos diferentes, usados para designar o
mesmo objeto.

A ordem em que aparecem os elementos no conjunto nao tem importancia. Assim,
usando o Exemplo 1.1.6, temos que o conjunto A = {a,b,c,d} é o mesmo que B =
{d,c,c,b,b,b,a}. Além disso, como os elementos de um conjunto sao “distintos”,
o conjunto {d,b,b,b,c,c,a} ndo é uma notacdo apropriada, devendo a mesma ser
substituida por {a,b, ¢, d}.

Observacao 1.1.8. Neste ponto € til fazer as sequintes observacoes:

a) Quando escrevemos
{ah ag, - - 7an}7
estamos admitindo que os elementos aq,as, -+ ,a, sao todos distintos. Com

isso, evitamos escrever, por exemplo, {a,a,i,0}; e, portanto, nesse caso deve-
mos escrever {a,i,0}, como anteriormente observado.

b) Se a é elemento de um conjunto, note que a e {a} sao “objetos” distintos pois,
enquanto a € um elemento, {a} é um conjunto que possui a como elemento. Da
mesma forma, temos que a, {a} e {{a}} sdo todos “objetos” distintos, pois {a}
apesar de ser um conjunto, ele é um elemento de {{a}}.

Notacgao 1.1.9. Se os conjuntos A e B nao sao iguais, dizemos que eles sao diferentes
e denotamos por

A # B.
Exemplo 1.1.10. Considere as vogais a, e, i, o e u. Note que 0s conjuntos
A ={e, i} e B ={e, i, u}
nao sao iguais. Assim, A # B.

Observagao 1.1.11. Observe que o conjunto A ser diferente do conjunto B significa
que hd algum elemento em A que € diferente de todos os elementos de B, ou que
existe algum elemento em B que € diferente de todos os elementos de A. Note que
no caso do Exemplo 1.1.10, a vogal u do conjunto B € diferente de todas as vogais do
conjunto A.

!Na teoria axiomatica de conjuntos, esse conceito é conhecido como Axioma da Extensdo
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1.1.2 Produto Cartesiano de Conjuntos

Com um ou mais elementos no conjunto, existem vérias formas de criar novos
“objetos” (elementos) que dao origem a outros conjuntos. Uma dessas formas é usando
o conceito de Par Ordenado, que podemos introduzir do seguinte modo heuristico:

dados dois elementos quaisquer x e y em conjuntos, podemos formar um
novo elemento (“objeto”) chamado Par Ordenado “xy”, que denotamos por

(z,9).

A forma precisa de definir um par ordenado? foge do contexto de interesse neste
momento. E necessario ndo confundir o par ordenado (a, b) com o conjunto {a,b}. O
adjetivo “ordenado” enfatiza aqui que a ordem na qual os elementos a e b aparecem
entre os parénteses é essencial.

Observacao 1.1.12. Neste momento € suficiente saber apenas que dois pares orde-
nados (x,y) e (a,b) sdo iguais quando, e somente quando, temos x = a e y = b.

Exemplo 1.1.13. Considerando o conjunto das vogais, por exemplo, temos que (a,a)
e (i,a) sao pares ordenados distintos. Da mesma forma, os pares ordenados (a,0) e
(0,a) sao também pares ordenados distintos.

Definigao 1.1.14. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. O conjunto de todos 0s
pares ordenados (x1,xs), com 1 € A e x9 € B, € chamado o produto cartesiano de
A e B, e € denotado por A x B.

Exemplo 1.1.15. Dados os conjuntos A = {a,b,c} e B ={x,y}, os produtos carte-
stanos A x B e B x A sao:

Ax B = {(a,x), (aay)7 (b7 ‘7:)7 (ba y)? (07 ZE), (C7 y)}

B x A={(x,a),(x,b),(x,c),(y,a),(y,b), (y,c)}.

Observe que, devido a Observagao 1.1.12, os conjuntos Ax B e Bx A sao conjuntos
distintos.

Observacao 1.1.16. O conceito de par ordenado pode ser generalizado para tripla
ordenada (1, xs,x3), quddrupla ordenada (xy1, 9, x3,14), €, mais geralmente, enupla
ordenada

(x1, T2, ,Tp).

Com isso, temos produtos catesianos triplo Ay X Ay X Az, quddruplo A; X Ay x A3 X Ay
e enuplo

A X Ay X - X A,

2A forma precisa de definir um par ordenado é: (x,y) = {z,{x,y}} (ver, por exemplo, [3, Se¢io
6]). Com isso, é possivel garantir a propriedede fundamental de par ordenado, a saber, a Observagao
1.1.12.
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1.2 Proposicoes e Proposicoes Abertas

Defini¢ao 1.2.1 (Proposi¢ao). Chama-se Proposicao todo conjunto de palavras ou
simbolos que constitur uma afirmacao que deve ser verdadeira ou falsa, de maneira
exclusiva.

Exemplo 1.2.2. Ezemplos de proposicoes:

Py. O ex-presidente Getulio Vargas € aluno da UFS;
proposi¢ao falsa pois, como visto no Exemplo 1.1.4 item b), sendo A o conjunto
de todos 0s alunos da UFS e “b” o ex-presidente Getilio Vargas, b ¢ A.

Ps. A Oceania é o maior continente que existe;
proposicao falsa, pois o continente “Oceania” é menor territorialmente do que
o continente asidtico.

Ps. A letra “a” € uma vogal;
proposicao verdadeira, pois a pertence a V', que € o conjunto das vogais como
visto no Exemplo 1.1.4 item a).

Observacao 1.2.3. Note que para se ter uma sentenca ou proposicao, faz-se neces-
sdrio:
(1) Uma estrutura de orac¢ao, com sujeito, verbo e predicado;
(2) Ser declarativa, nio podendo ser exclamativa, imperativa e nem interrogativa;
(3) Satisfazer os seguintes principios:
(8.1) Principio do Terceiro Excluido. Toda proposicio ou é verdadeira ou
¢ falsa, isto €, verifica-se sempre um destes casos e nunca um terceiro;
(3.2) Principio da Nao-contradi¢cdo. Uma proposi¢ao nao pode ser verdadeira
e falsa ao mesmo tempo.

Exemplo 1.2.4. Ezemplos de nao proposicoes:

a) “Que horas sao?”
A frase nao € proposicao por ser interrogativa e nao declarativa.

b) “A bela moga.”
A frase nao € proposicao por ndao ser uma oracao, posuindo apenas sujeito,
faltando verbo e predicado.

c) “Esta afirmagdo € falsa.”
A frase nao € proposicao porque faz referéncia a si mesma, tornando impossivel
atribuir-lhe um valor l6gico: se assumirmos como verdadeira, entao a proposi¢ao
afirma que € falsa, e da mesma forma, ao assumirmos como falsa, concluimos
que ela € verdadeira, nao satisfazendo o Principio da Nao-contradicao.
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Definicao 1.2.5. Chamamos de Proposicao Aberta, a uma afirmacao que estd su-
bordinada a pelo menos uma varidvel que fica livre, a qual nada podemos afirmar,

impossibilitando a atribuicao de um valor légico (verdadeiro ou falso) para a afirma-
€ao.

Exemplo 1.2.6. Ezemplo de proposicao aberta:
“O poligono tem exatamente quatro lados, todos paralelos”
Observe que essa frase € uma proposicao aberta que tem como varidvel livre “poligono”,

pois hd poligonos, a exemplo do quadrado, do retingulo, do losango e do paralelogramo,
que a tornam uma proposicao verdadeira;

- Ry 4

losango parale log ramo

retdngilo

e outros que a tornam falsa, a exemplo do triangulo, do trapézio e do hexdgono.

- @

Triangulo Pentagono Hexagono Trapézio

Denotamos uma Proposicao Aberta numa varidvel livre x por
P(x).

Dessa forma nao ha como atribuir diretamente um valor légico para uma proposi¢ao
aberta.

Diz-se que P(z) é uma proposigao aberta num conjunto A quando P(z) torna-se
uma proposicao (verdadeira ou falsa) todas as vezes que se substitui a variavel livre
x por qualquer elemento a de A.

Exemplo 1.2.7. Considere A o conjunto de todos os poligonos. Nesse caso, por
exemplo, o quadrado, o retdngulo, o tridngulo pertencem a A. Considere agora a
proposicao aberta em A.

“P(x): o x tem exatamente quatro lados, todos paralelos.”
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Note que:
e P(quadrado) é uma proposicao verdadeira;
e P(tridngulo) é uma proposicao falsa;

O conjunto A recebe o nome de Dominio® da variavel livre = e qualquer elemento
a € A diz-se um valor da variavel x. Se a € A é tal que P(a) é uma proposi¢ao
verdadeira, diz-se que a satisfaz ou verifica P(x).

Analogamente, dizemos que P(xq,x2) é uma proposi¢ao aberta num conjunto
A x B quando P(z1,xs) torna-se uma proposicao (verdadeira ou falsa) todas as vezes
que se substitui as variaveis livres x; por qualquer elemento a de A e x5 por qualquer
elemento b de B (para mais detalhes ver, por exemplo,|[1]).

Exemplo 1.2.8. Considere A o conjunto de todos os paises da América do Sul e B o
conjunto de todos os paises da Asia. Nesse caso, por exemplo, o Brasil, a Argentina,
a Bolivia pertencem a A, enquanto que o Japao, a China, a Coreia do Sul pertencem
a B. Considere agora o sentencga aberta em A x B

“P(x1,29): 1 € mais populoso que xs”.
Note que:
e P(Brasil, Japao) é uma proposi¢ao verdadeira;
e P(Brasil, China) € uma proposi¢io falsa.

Analogo ao caso de proposicao aberta com uma varidvel, o conjunto A x B o
Dominio das varidveis x; e x4, e quaisquer elementos a € A e b € B sao ditos valores
das varidveis z; e xg, respectivamente. Se (a,b) € A x B é tal que P(a,b) é uma
proposicao verdadeira, diz-se que (a, b) satisfaz ou verifica P(xq,x3).

Observacao 1.2.9. Pode-se representar de modo andlogo proposi¢coes abertas com n
varidveis livres num produto cartesiano Ay X Ay X -+ X A,, por

P(Il,IQ, R ,In).

Observagao 1.2.10. Numa proposi¢ao aberta P(x) em uwm dado conjunto A, trés
casos podem ocorrer:

I) P(z) é verdadeira para todo © € A, ou seja, P(x) exprime uma condigdo uni-
versal ou propriedade universal no conjunto A.
Ezxzemplo: “P(x): x € mortal”, sendo A o conjunto dos seres humanos.

II) P(x) é verdadeira para alguns © € A, ou seja, P(x) exprime uwma condigao
possivel ou propriedade possivel no conjunto A.
Ezxzemplo: “P(z): x possui curso superior”; sendo A o conjunto de todas as
PESSOAS.

3Na literatura é comum o uso da expresdo Universo do Discurso.
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III) P(x) € verdadeira para nenhum x € A, ou seja, P(x) exprime uma condicao
impossivel ou propriedade impossivel no conjunto A.
Ezemplo: “P(x): x € imortal”; sendo A o conjunto dos seres humanos.

Usamos nesta observacao uma proposicao aberta com uma varidvel livre apenas por
simplicidade; o mesmo raciocinio pode ser empregado para proposicoes abertas com
mais de uma varidvel livre.

1.3 Especificagcoes de Conjuntos

Praticamente todos os principios basicos da matematica sao estabelecidos na lin-
guagem de conjuntos. Um dos principios basicos mais importantes nesse contexto
é a construcao de novos conjuntos a partir de outros. Antes da formulacao desse
principio, vejamos o seguinte exemplo heuristico:

Exemplo 1.3.1. Seja A o conjunto de todos os homens e considere a proposicao
aberta em A:

“P(x): z € casado’.

Observe que a proposicao aberta P(x) torna-se uma proposicao verdadeira para alguns
elementos x de A e uma proposicao falsa para outros. Dessa forma, usamos a nota¢ao

{r € A:x é casado}

para especificar o conjunto dos homens casados e essa notacao é comumente lida como
“o conjunto de todos os x em A tais que x € casado”.
Analogamente temos o conjunto de todos os homens solteiros:

{z € A:x nao € casado}.

Especificacao de Conjunto:* Para cada conjunto A e cada proposicao aberta
P(z) com dominio A, pode-se obter um conjunto B cujos elementos sao exatamente
aqueles elementos a de A tais que P(a) é verdadeira. O conjunto B nesse caso
representamos por

B={re€A:P(x)} ou B ={xz:P(z)}.

Exemplo 1.3.2. Andlogo ao Ezxemplo 1.2.6, considere A o conjunto de todos os
poligonos e a proposicao aberta

“P(x): O x tem exatamente quatro lados, todos paralelos”.

4Na teoria axiomatica de conjuntos, a Especificacdo de Conjunto ¢ um conceito conhecido como
Axioma da Especificacdo (Ver [3, p. 10]).
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O conjunto formado por “poligonos x” tais que P(x) € verdade, pode ser representado
por:
{reA: P(x)}. (1.2)

Note, por exemplo, que o Paralelogramo e o Losango sao elementos do conjunto re-
pesentado em (1.2).

Exemplo 1.3.3. Seja A o conjunto de todos os estudantes da UFS. A proposicao
aberta

“P(x): x € sergipano’,

¢ verdadeira para alguns elementos x de A e falsa para outros. Neste caso podemos
usar a notacao

{re A: P(x)}

para especificar o conjunto de todos os estudantes sergipanos da UFS.

Observacao 1.3.4. De forma andloga, para proposi¢oes abertas com n varidveis livres
P(xy,29,...,2,) e dominio Ay X Ay X --- X A,, pode-se obter também um conjunto
cujos elementos sao exatamente aqueles elementos (a1, as, ..., a,) de Ay x Ayx---x A,
tais que P(aqy,as,...,a,) € verdadeira. Nesse caso, representamos tal conjunto por

{(z1,22,...,2,) € Ay X Ay X -+ X A, : P(x1,29,...,2,)}.

1.4 Quantificadores

Uma forma de transformar uma proposi¢ao aberta em proposicao é substituir a
variavel livre por qualquer elemento do dominio da proposicao aberta, por exemplo,
como visto no Exemplo 1.2.7. Uma outra maneira de transformar uma proposicao
aberta em uma proposicao é através do uso dos chamados Quantificadores.

1.4.1 Quantificador Universal

Para introduzir o quantificador universal, consideremos inicialmente a proposi¢ao
aberta em A (conjunto de todas as pessoas):

“P(x) :  depende da agua para sobreviver”,
onde x representa cada pessoa do conjunto A. Agora observe a afirmacao
“Para todo = de A, x depende da agua para sobreviver”. (1.3)

Note que a afirmacdo é uma proposicao com valor loégico verdadeiro. Isto motiva a
introducao do quantificador universal.
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Definicao 1.4.1. Dada uma proposi¢ao aberta P(x), com varidvel x e dominio A, a
afirmacao

“Para todo x no conjunto A, P(z)”,
que denotamos simbolicamento por
Ve A P(x),

é verdadeira quando P(x) for sempre verdadeira ao substituirmos a varidvel x por
qualquer elemento de A; e falsa se existir ao menos um elemento em A que torna
P(z) falsa quando a varidvel é substituida por esse elemento.

Notacao 1.4.2. O simbolo ¥V significa “para todo” ou “qualquer que seja”; e € chamado
de Quantificador Universal.

Exemplo 1.4.3. Do exemplo 1.2.7, temos A o conjunto de todos os poligonos e
“P(x): o x tem exatamente quatro lados, todos paralelos”,
a proposicao aberta. Utilizando o quantificador universal, temos a proposicao:
“Para todo x no conjunto A, o x tem exatamente quatro lados, todos paralelos”.
Simbolicamente a proposicio €
Ve A; P(x).

Observe que essa € uma proposicao falsa, pois substituindo x pelo elemento “Tridn-
gulo”, temos P(Tridngulo) com valor ldgico falso.

Observagao 1.4.4. A afirmacao v x € A; P(x)” também é escrita como
“~reA Px)”

e ambas podem ser lidas como “para todo x em A, P(x)” ou “para todo x em A, temos
P(z)7 além de outras formas de leitura que aperecem na literatura.

Exemplo 1.4.5. Sendo A o conjunto de todos os estados do nordeste brasileiro e
“P(x): x é um estado do Brasil”
a proposicao aberta. Utilizando o quantificador universal, temos a proposicao:
“Para todo x no conjunto A, x € um estado do Brasil”.
Simbolicamente a proposicao €
Ve A; P(x).

Observe que essa € uma proposicao verdadeira, pois substituindo x por qualquer estado
do nordeste brasileiro, temos P(x) com valor ldgico verdadeiro.
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Exemplo 1.4.6. Considere os conjuntos cujos elementos sao algumas capitais de
estados brasileiros:

A = {Aracaju, Curitiba, Recife} e B ={Salvador, Porto Alegre }.
Seja a proposicao aberta em A X B
“P(x1,29): 1 e xo pertencem & mesma regiao do Brasil”.

A proposicao
Vo, €AeV € B, Play,z), (1.4)

afirma que para qualquer 1 de A e qualquer xo de B, tem-se x1 e w9 pertencentes
a mesma regiao do Brasil. Observe que, por exemplo, Recife estd na regiao nordeste
enquanto que Porto Alegre estd na regiao sul. Portanto, a proposi¢io (1.4) € falsa,
pois temos:

P(Aracaju, Porto Alegre)
uma proposicao falsa.
Observacao 1.4.7.

a) Quando temos conjuntos A e B iguais, também denotamos a proposi¢ao (1.4)
por
V xy,29 € A, P(21,22).

b) Embora tenhamos apresentado quantificador universal de uma proposi¢ao aberta
de duas varidveis livres na forma (1.4), hd outros modos “equivalentes” de re-
presentar (1.4), como por exemplo

V (21,22) € AX B, P(x1,22).

1.4.2 Quantificador Existencial

Para introduzir o quantificador existencial, consideremos inicialmente o conjunto
B formado de todas as frutas produzidas no Brasil e a proposicao aberta em B:

“Q(z): = é consumida em Sergipe”,
onde x representa cada fruta do conjunto B. Agora observe a afirmacao
“Existe x de B tal que x é consumida em Sergipe”. (1.5)

Note que a afirmagao é uma proposicao com valor logico verdadeiro, pois a Mangaba
é consumida em Sergipe. Isto motiva a introdugao do quantificador existencial.

Defini¢ao 1.4.8. Dada uma proposicao aberta Q(y), com varidvel y e dominio B, a
afirmacao
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“Fziste y no conjunto B, P(y)”,
que denotamos simbolicamente por

Jy e B;Qy),

€ verdadeira quando existir pelo menos um elemento de B que, ao substituir a varidvel
y, torna a afirmacao Q(y) verdadeira; e € falsa quando nao existir elemento de B que
torne Q(y) verdadeira.

Notagao 1.4.9. O simbolo 3 significa “existe”, e é chamado de Quantificador Ezxis-
tencial.

Exemplo 1.4.10. Do exemplo 1.2.7, temos A o conjunto de todos os poligonos e
“P(x): o x tem exatamente quatro lados, todos paralelos”,
a proposicao aberta. Utilizando o quantificador existencial, temos a proposicao:

“Existe um x no conjunto A tal que x tem exatamente quatro lados, todos
paralelos”.

Simbolicamente a proposicao €
Jdxz e A; P(x).
Observe que essa € uma proposicao verdadeira, pois substituindo x pelo elemento
“Quadrado”, temos P(Quadrado) com valor légico verdadeiro.
Observacao 1.4.11. A afirmacio “I x € A; Q(x)” também é escrita como
‘GreAQx)”
e ambas sao lidas como “existe x em A tal que Q(x)”.

Exemplo 1.4.12. Considere novamente os conjuntos cujos elementos sao algumas
capitais de estados brasileiros:

C = {Manaus, Cuiabd, Vitoria} e D = {Aracaju, Recife }.
Seja a proposicao aberta em C x D
“P(x1,x9): 1 € xo pertencem & mesma regido do Brasil”.
A proposicao
Jx €A, F o€ B, P(x1,29) (1.6)
¢ falsa pois

e P(Manaus, Aracaju) é uma proposicao falsa;

e P(Manaus, Recife) é uma proposi¢ao falsa;

P(Cuiabd, Aracaju) é uma proposi¢ao falsa;

P(Vitoria, Aracaju) é uma proposicao falsa;

(
(
P(Cuiabd, Recife) é uma proposicao falsa;
(
(

P(Vitoria, Recife) € uma proposicao falsa.
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1.4.3 Combinacao de Quantificadores

Em matematica lidamos com situacoes em que aparecem naturalmente os quan-
tificadores combinados. No presente, o que podemos mencionar de mais importante
na combinacao de quantificadores é que a ordem na qual os quantificadores de na-
turezas distintas - existencial e universal ou universal e existencial - aparecem numa
proposicao pode modificar inteiramente a proposicao.

Exemplo 1.4.13. Considere mais uma vez os conjuntos do Exemplo 1.4.6
A = {Aracaju, Curitiba, Recife} e B = {Salvador, Porto Alegre }

e a proposicao aberta em A x B

“P(x1,22) : 1 e xo pertencem & mesma regiGo do Brasil”. (1.7)
A proposicao

“Para todo x1 € A, existe xo € B tal que P(xq1,13)”,
que também pode ser representada por
V€A Jas € B, P(xy,x2), (1.8)

é verdadeira. De fato, pelas definicoes dos quantificadores, para a proposi¢ao (1.8) ser
verdadeira € necessdrio que para cada elemento de A devemos encontrar um elemento
de B que torne a proposicao aberta (1.7) uma proposi¢iao verdadeira. Assim, como
temos

e P(Aracaju, Salvador) é uma proposi¢ao verdadeira;
e P(Curitiba, PortoAlegre) é uma proposicao verdadeira;
o P(Recife, Salvador) é uma proposicao verdadeira,

garantimos a validade da proposi¢ao (1.8).
Por outro lado, a proposicao

“Fxiste x1 € A tal que, para todo x4 € B, P(x1,x2)%
que também pode ser representada por
Jdx, € A, V€ B,P(xy, 1), (1.9)

é falsa. De fato, pelas defini¢oes dos quantificadores, para a proposicao (1.9) ser falsa
€ necessdrio que para cada elemento de A seja possivel encontrar um elemento de B
que torne a proposi¢ao aberta (1.7) wma proposicdo falsa. Assim, como temos por
exemplo
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o P(Aracaju, PortoAlegre) é uma proposicao falsa;
e P(Curitiba, Salvador) é uma proposi¢cao falsa;
e P(Recife, PortoAlegre) é uma proposi¢ao falsa,

podemos concluir que a proposicao € falsa.
Além disso, observe que a proposicao

2

“Friste o € B tal que, para todo x1 € A, P(x1,15)7
que também pode ser representada por
Jday € B, V€A P(xy,29), (1.10)

¢ também falsa. De fato, de forma andloga ao caso anterior, pelas definicoes dos
quantificadores, para a proposicao (1.10) ser falsa € necessdrio que para cada elemento
de B seja possivel encontrar um elemento de A que torne a proposicao aberta (1.7)
uma proposicao falsa. Assim, como temos por exemplo

e P(Curitiba, Salvador) é uma proposicao falsa;
o P(Aracaju, Porto Alegre) é uma proposi¢ao falsa,
podemos concluir que a proposicao € falsa.

Observacao 1.4.14. A ordem na qual aparecem quantificadores de mesma natureza
pode ser trocada, sem que exista alteracao na proposicao.

1.5 Negacao, Conectivos Logicos e Conjuntos

Ha varios modos de se obter uma nova proposicao através de uma ou mais propo-
sicoes dadas. Neste texto estudaremos apenas os cinco modos mais comuns e usados
fequentemente na matematica. O modo mais simples de se obter uma proposicao
atraves de uma proposicao dada é considerar a negacao da mesma. Os outros modos
de se construir novas proposicoes através das combinagoes de outras proposicoes que
estudaremos sao devidos aos conectivos da nossa lingua:

e, ou, se..,entao e ... Se, e somente se,....

Um Conectivo Ldgico (também chamado de operador logico) é um simbolo ou pa-
lavra usado para conectar duas ou mais proposi¢oes de uma maneira gramaticalmente
valida, de modo que o sentido da proposicao composta produzida dependa apenas das
proposicoes originais.
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1.5.1 Negacao

Defini¢ao 1.5.1 (Negagao de Proposigao). Dada uma proposi¢ao P, a Negacao
de P ¢ a proposicao representada por ~ P cujo valor logico é verdadeiro, quando P
¢ falsa, e falso, quando P é verdadeira.’

Exemplo 1.5.2. Sendo
“P: Roma € a capital da Inglaterra”

Sua neqacao €

»

“~ P : Roma nao € a capital da Inglaterra
ou
“~ P : Nao € verdade que Roma € a capital da Inglaterra”.

Note que P e ~ P sao proposigoes com valores logicos contrarios, sendo assim
o valor légico de ~ P depende do valor logico de P. Podemos resumir o conceito
de negacao de uma proposicao na seguinte tabela, chamada de Tabela Verdade da
Negacao:

P[~P
VI F
F|V

Tabela 1.1: Tabela Verdade da Negacao

Negacao de Proposicoes Abertas

Considere P(x) uma proposi¢ao aberta em um conjunto A. Como anteriormente
discutido, para cada a € A, tem-se P(a) uma proposi¢do. Naturalmente, podemos
representar a negagao de P(a) por ~ P(a). Isso justifica que, dada uma proposicao
aberta P(z) em um conjunto A, a negacao de P(x), que representaremos por ~ P(z),
é a proposi¢ao aberta em A tal que ~ P(a) é a negacao de P(a), para cada a € A.

Exemplo 1.5.3. Consideremos o conjunto H de todos os seres humanos e a propo-
sicao aberta
“P(x) : x tem menos de 21 anos”.

Dessa forma, temos naturalmente que a negacao da proposi¢ao aberta P(x) é a pro-
posicao aberta em H

“~ P(z) : x nao tem menos de 21 anos”,

®Geralmente a notacdo ~ P é lida por “ndo P” ou “nédo é verdade que P”.
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ou escrita de outra forma,
“~ P(x): nao € verdade que x tem menos de 21 anos’.

Intuitivamente podemos introduzir o conceito de Conjunto Vazio como sendo o
conjunto que nao possui elemento. Porém, vamos estabelecer esse conjunto como no
exemplo a seguir.

Exemplo 1.5.4. (Conjunto Vazio). Considere A um conjunto qualquer. Note que
“P(.ZU, y) cr = y77
€ uma proposi¢cao aberta em A X A, cuja negacao é
“~P(xyy) x££y’
Em particular, observe que
“Q(I) cr ?é T
é uma proposicdo aberta em A, de modo que, para cada a € A, Q(a) é uma proposicdo
falsa. Dessa forma, pela especificagao de conjuntos temos o conjunto

{reA:Q)},
que € chamado de Conjunto Vazio. Denotamos o conjunto vazio por &. Assim,
g={reA:x#ua}

Exemplo 1.5.5 (Diferenca de Conjuntos). Considere A e B conjuntos quaisquer.

Note que podemos considerar
“P(x):x € B”

como uma proposicao aberta em A cuja negacio €
“~P(zx):x¢ B”

Dessa forma, pela especificacao de conjuntos temos o conjunto
{r € A:~ P(2)},

que é chamado de Conjunto Diferenga entre A e B (nessa ordem). Denotamos o
conjunto diferenca entre A e B por A\ B. Assim,

A\B={z€A:z¢B)}

Note que, em palavras, o conjunto diferenca entre os conjuntos A e B é o conjunto
formado pelos elementos de A que nao sao elementos de B.

Observacao 1.5.6. Dados dois conjuntos, € possivel que o conjunto diferenca entre
A e B seja um conjunto vazio. De fato, se por exemplo B € o conjunto das letras do
alfabeto e A o conjunto das vogais, temos que

A\ B

nao possui elementos, isto é, A\ B = &.
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1.5.2 Negacao de Quantificadores

Para facilitar a compreensao das negacoes dos quantificadores, consideremos a
seguinte proposicao:

“Todos os alunos de Cdlculo estao na sala de aula”. (1.11)

Assumindo que a afirmacao é verdadeira, sua negacao deve ser falsa. Entao, qual é
a negacao? Observe que para a afirmacao ser falsa, basta que um aluno de Célculo
ndo esteja na sala de aula. Portanto, a negagao da proposi¢io (1.11) é

“Existe pelo menos um aluno de Cdlculo que ndo estd na sala de aula”.  (1.12)

Conforme ja estudamos, considerando a variavel livre x para representar os alunos, o
conjunto D formado pelos alunos de Célculo e

“P(x) : z estd na sala de aula”

a proposicao aberta com dominio em D, podemos representar (1.11) por
VaeD,P(x)

e sua negacao (1.12) por
Jdz e D,~ P(x).

De modo geral, tem-se a negacao dos quantificadores:

Negacao do Quantificador Universal:

A negacao da proposigao [V x € D, P(z)] é a proposicao

3z €D, ~ P(z)].

Analogamente, obtém-se

Negacao do Quantificador Existencial:

A negagao da proposigao [3 x € D, P(z)] é a proposicao

V2 e D,~ P(x)].

A negacao de afirmacdes que possuem dois ou mais quantificadores requer um
pouco mais de cautela. Com o intuito de fixar melhor o entendimento de negacao de
uma proposicao com dois ou mais quantificadores, vejamos o seguinte caso pratico:
consideremos os conjuntos A, formado pelos paises da América do Sul, e B, formado
pelos paises da América do Norte, e a proposicao aberta em A x B
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“P(z,y): A populagdo de x juntamente com a de y é maior que a da China”.
Observe que a proposicao
Jz e A3ye B, P(x,y), (1.13)

significa em palavras:
“Existe pais na América do Sul e existe pais na América do Norte,
cujas populacoes juntas é maior do que a populacao da China”.
Dessa forma, quem é a negacao dessa proposi¢ao? Observe que negar a proposicao €
dizer basicamente que
“Nao existe pais na América do Sul e Nao existe pais na América do
Norte, cujas populacoes juntas é maior que a populacao da China”;
que é o mesmo que dizer basicamente

“Qualquer que seja o pais da América do Sul e qualquer que seja o
pais da América do Norte, suas populacoes juntas nao é maior que a
populacao da China”,

e essa proposi¢ao podemos escrever na forma
VeeAVyeB,~ Px,y). (1.14)

Portanto, observe nesse caso que a negacao de (1.13) ¢ precisamente (1.14).

Devemos ressaltar que nao existe uma féormula geral para se obter a negacao de
uma proposicao que possui mais de um quantificador. Porém, uma maneira “pratica”
de se obter a negacao de uma proposicao com dois ou mais quantificadores é ir negando
cada quantificador e cada propriedade na ordem em que aparecem na proposicao e,
com cada parte negada, formar uma frase que faca sentido e tenha significado logico.
Como mencionado, essa maneira nao é para todas as negacoes e, portanto, requer
bastante atencdo. Por exemplo, no caso da negacao de (1.13), é possivel proceder o
passo a passo basicamente assim:

~[FxeAIye B, Pz,y).

No passo seguinte, negamos o primeiro quantificador e escrevemos:
VeeAn~[Tye B,P(x,y).

No préximo passo, negamos o segundo quantificador e escrevemos:
VeeAVye B, ~[P(x,y)

Agora, organizamos a expressao de forma que tenha significado 16gico:
VeeAVyeB,~ P(z,y).

Por fim, verificamos com bastante atencao se a proposicao obtida é realmente a nega-
¢ao da proposicao inicial. No nosso presente caso, observe que realmente funcionou.

Procedendo de forma similar, obtemos em resumo: considerando P(z,y) uma
proposicao aberta com dominio A X B, temos
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Negacao de proposicoes com dois quantificadores iguais:

(A negagao da proposigao [V x € A,V y € B, P(x,y)] é a proposigao

[Fxe A Jye B,~ P(x,y)].

A negacao da proposicao [Fx € A,Jy € B, P(x,y)] é a proposigao

VzeAVye B,~ P(x,y)).

k

Negacao de proposicoes com dois quantificadores diferentes:

(A negagao da proposigao [V x € A,y € B, P(x,y)] é a proposi¢ao

[z e AVyeB,~ P(x,y).

A negacao da proposicao [ x € A,V y € B, P(x,y)] é a proposi¢ao

VzeA3dye B, ~ P(z,y)].

Vejamos como podemos utilizar isso de forma pratica:
Exemplo 1.5.7. Considere os conjuntos
H = {Miguel, Joio, Paulo} e M = {Nathdlia, Priscila}

e seja

“P(x,y):x € irmao de y”
proposicao aberta em H x M. A proposicao

Jye M,Yxe€ H, P(z,y) (1.15)
pode ser lida, por exemplo, como

“Pelo menos uma mulher de M € irma de todos os homens de H”.
Note que a negacao de (1.15) €
Vye M,3z¢€ H,~ P(x,y)

que pode ser lida, por exemplo, como

“Qualquer que seja a mulher de M, existe um homem de H que nao é seu irmao”.
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1.5.3 Conjuncao

Definicao 1.5.8. Chama-se Conjuncao de duas proposicoes P e @), a proposicao
representada por “P N\ Q7 e lida por “P e 7, cujo valor légico é verdadeiro, quando
as proposicoes P e ) sao ambas verdadeiras, e falso nos demais casos.

Exemplo 1.5.9. Fzemplos de conjuncoes:

a) Considere as proposicoes
“P: Joao gosta de feijao” e “Q: Joao gosta de arroz”.
A conjuncgao de P e QQ € a proposi¢ao
“PAQ: Joao gosta de feijao e arroz”.

A conjuncao serd verdadeira, se de fato, Joao gosta de feijao e também de arroz.

b) Considere as proposicoes
“R: Cantor nasceu na Russia” e “T': Fermat era médico”.
A conjuncao de R e T € a proposicao
“RAT: Cantor nasceu na Rissia e Fermat era médico”.

A conjuncao € falsa, pois R € verdadeira e T € falsa (Fermat foi matemdtico e
cientista francés).

c¢) Considere as proposi¢oes
“S: A neve é branca” e “K: O enzofre é amarelo”.
A conjuncao de S e K € a proposi¢ao
“SNK: A neve € branca e o enzofre ¢ amarelo”.

A conjuncao € verdadeira, pois S € verdadeira e K € verdadeira.

Podemos resumir o conceito de conjuncao de duas proposicoes na seguinte tabela
que chamamos Tabela Verdade da Conjuncao:
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o | < <
o < | <O
T

Tabela 1.2: Tabela Verdade da Conjuncao

Conjuncao de Proposicoes Abertas

Considere A e B conjuntos e sejam P(z) uma proposigao aberta em A e Q(y) uma
proposicao aberta em B. Chama-se conjunc¢ao de P(x) e Q(y) a proposi¢ao aberta
em A x B, representada por

P(x) A Q(y),

cujo valor logico é verdadeiro quando P(a) A Q(b) é verdadeira, para cada a € A e
b € B, e falsa caso contrario.

Exemplo 1.5.10. Considere A o conjunto de todos os esportes, e B o conjunto de
todas as cidades do Brasil. Considere ainda as proposicoes abertas

“P(x): x € um esporte coletivo” e “Qly): y é uma capital de estado”,

onde o dominio das varidveis livres x ey, sao os conjuntos A e B, respectivamente.
Com essas proposicoes abertas, observe que podemos compor uma nova Proposi¢ao
aberta em A X B, como seque:

“P(x) NQ(y): x é um esporte coletivo e y € uma capital de estado”.

Temos P(x) AQ(y) verdadeira para os esportes que satisfazem P(x) e para as cidades
que satisfazem Q(y). Por exemplo:

P(Futebol) A Q(Salvador),  P(Basquete) A Q(Sao Paulo), ...,

sao proposigoes verdadeiras, enquanto
P(Futebol) A Q(Campinas), P(Ténis) A Q(Sao Paulo),
P(Ténis) A Q(Campinas),...,
sao proposicoes falsas.
Exemplo 1.5.11. Considere A o conjunto de todos os paises, e as proposicoes abertas
“P(x): x € um pais desenvolvido” e “Qly): y é um pais europeu”,

onde o dominio das varidveis livres x e y, € o conjunto A de todos os paises. Com
essas proposicoes abertas, observe que podemos compor uma nova proposicao aberta
em A X A, como seque:
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“Plx) NQ(y): x € um pais desenvolvido e y € um pais europeu”.

Temos P(x) A Q(y) verdadeira para os paises que satisfazem P(x) e para os paises
que satisfazem Q(y). Por exemplo:

P(Fstados Unidos) A Q(Alemanha), — P(Fran¢a) A Q(Franca), ...,
sao proposigoes verdadeiras, enquanto

P(FEstados Unidos) A\ Q(Estados Unidos), P(Angola) A Q(Itdlia),
P(Angola) N Q(Estados Unidos),...,

sao proposicoes falsas.

1.5.4 Intersecao de Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, a Intersecao desses conjuntos, denotado por
ANB,

¢ o conjunto dos elementos que pertencem a A e pertencem a B. Comumente lemos
a notacao AN B por: “A intersecao B” ou “A inter B”.

Exemplo 1.5.12. Sendo A = {a,?,y,u} e B={a,z,!,y,i},
ANB={a,y}.
Exemplo 1.5.13. Considere as duas proposicoes abertas
“P(x): x € médico” e “Q(x): z € professor”,

cujo dominio da varidvel livre x em cada uma delas € o conjunto H dos seres humanos.
Assim, temos a proposi¢ao aberta (“conjun¢do”) em H:

“P(x) NQ(x): x é médico e professor”.
Pela conjuncao, a proposicao aberta P(x) A Q(x) € verdadeira para os individuos que

satisfazem ao mesmo tempo as duas proposi¢oes abertas P(z) e Q(z) dadas. Com
isso, pela especificacao de conjuntos (ver Secao 1.3), obtemos o0s conjuntos

A={reH:P(x)} e B={xe H:Q()}.
Além disso, temos
{reH:Plx)NQ(z)},

que € o conjunto formado por todos os x de H que pertencem a A e também a B, ou
seja,®
ANB={z:2€A e xe€B}={xe€ H:P(x)\NQz)}.

De forma heuristica, observe que podemos organizar a sequinte tabela

6Verificaremos as igualdades com maiores detalhes mais & frente.
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re€AexeB|xe( )
re€AexdgB|xé( )
rgAexeB|x¢g(ANB)
rgdAexdg B |z )

naturalmente semelhante ¢ Tabela 1.2.

1.5.5 Disjuncao

Definicao 1.5.14. Chama-se Disjuncao de duas proposicoes P e (), a proposicao
representada por “PN Q7 e lida por “P ou Q”, cujo valor logico é verdadeiro, quando
ao menos uma das proposi¢oes P e Q) € verdadeira, e falso quando as proposi¢oes P
e (Q sao ambas falsas.

Exemplo 1.5.15. Fzemplos de disjuncoes:

a) Considere as proposigoes
“P: Roma € a capital da Rissia” e “Q: Paris € a capital da Franca”.
A disjuncao de P e () € a proposicao
“PV Q: Roma € a capital da Rissia ou Paris € a capital da Franca”.

A disjuncao € verdadeira, pois embora P seja falsa (Roma € a capital da Itdlia),
tem-se () verdadeira.

b) Considere as proposicoes
“R: Campinas € um estado brasileiro” e “T': O sol € um planeta”.
A disjuncao de R e T € a proposi¢cao
“RVT: Campinas € um estado brasileiro ou o sol é um planeta”.

A disjuncao € falsa, pois R € falsa (Campinas é uma cidade brasileira) e T ¢é
falsa (O sol é uma estrela).

¢) Considere as proposicoes
“S: Cantor nasceu na Rissia” e “K: Fermat era médico”.
A disjuncao de S e K € a proposi¢ao
“SV K: Cantor nasceu na Rissia ou Fermat era médico”.
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A disjuncao € verdadeira, pois S € verdadeira e K € falsa. Observe que a mesma
proposi¢io no item b) do Exemplo 1.5.9, sendo uma conjunc¢ao, € falsa.

Podemos resumir o conceito de disjuncao de duas proposi¢oes na tabela 1.3 que cha-
mamos Tabela Verdade da Disjuncao.

o | < |
o < | <O
<

Tabela 1.3: Tabela Verdade da Disjuncao

Observacao 1.5.16. O uso do “ou” aqui tem o sentido de inclusao, inclusive, isto
€, no sentido: “a assinatura pode ser dada pelo marido, esposa ou pelos dois”. Em
linguagens, como o nosso portugués, o ou comumente tem o sentido exclusivo, so-
mente um ou outro, no sentido: “mais tarde serd dia ou noite”. No latim cldssico
havia duas palavras para distinguir o ou inclusivo do exclusivo, as palavras: vel e aut
respectivamente (ver [7]).

Disjuncao de Proposicoes Abertas

Considere A e B conjuntos e sejam P(z) uma proposi¢ao aberta em A e Q(y) uma
proposi¢ao aberta em B. Chama-se disjuncio de P(z) e Q(y) a proposi¢ao aberta
em A x B, representada por

P(x) VvV Q(y),

cujo valor logico é verdadeiro quando P(a) V Q(b) é verdadeira, para cada a € A e
b € B, e falsa caso contrario.

Exemplo 1.5.17. Considere A o conjunto de todos os esportes, e B o conjunto de
todas as cidades do Brasil. Considere ainda as proposicoes abertas

“P(x): x € um esporte coletivo” e “Qy): y € uma capital de estado”,

onde o dominio das varidveis livres x e y, sado os conjuntos A e B, respectivamente.
Com essas proposicoes abertas, observe que podemos compor uma nova proposi¢ao
aberta em A X B, como seque:

“P(x) VQ(y): x € um esporte coletivo ou y é uma capital de estado”.

Temos P(x)VQ(y) verdadeira para os esportes que satisfazem P(z) ou para as cidades
que satisfazem Q(y). Por exemplo:
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P(Futebol) V Q(Sao Cristévao), P(Ténis)V Q(Sao Paulo),
P(Voleibol) v Q(Aracaju),...,
sao proposigoes verdadeiras, enquanto
P(Ténis) V Q(Sao Cristévao), P(Judd) VvV Q(Campinas), ...,
sao proposicoes falsas.
Exemplo 1.5.18. Considere A o conjunto de todos os paises, e as proposi¢oes abertas
“P(x): x € um pais desenvolvido” e “Qly): y é um pais europeu”,

onde o dominio das varidveis livres x e y, € o conjunto A de todos os paises. Com
essas proposi¢oes abertas, observe que podemos compor uma nova proposicio aberta
em A X A, como seque:

“Plx) vV Q(y): x é um pais desenvolvido ou y € um pais europeu”.

Temos P(z) V Q(y) verdadeira para os paises que satisfazem P(x) ou para os paises
que satisfazem Q(y). Por exemplo:

P(Japao) vV Q(Japao), P(Angola) Vv Q(Itdlia),
P(Franga) V Q(Franca),...,
sao proposicoes verdadeiras, enquanto
P(Egito) V Q(Canadd), P(Angola)V Q(Brasil), ...,

sao proposicoes falsas.

1.5.6 Uniao de Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, a Unidao desses conjuntos, denotado por
AU B,

é o conjunto dos elementos que pertencem a A ou pertencem a B. Comumente lemos
a notacao AU B por: “A uniao B” ou “A unido a B”.

Exemplo 1.5.19. Sendo A ={a,?,y,u} e B=1{a,z,!,y,i},
AUB ={a,?,y,u,x,! i}
Exemplo 1.5.20. Considere as duas proposicoes abertas

“P(x): x € médico” e “Q(x): z € professor”,
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cujo dominio da varidvel livre x em cada uma delas € o conjunto H dos seres humanos.
Assim, temos a proposicao aberta (“disjuncao”) em H:

“P(x) vV Q(x): x € médico ou professor”.

Pela disjunc¢ao, a proposicao aberta P(x)V Q(x) é verdadeira para os individuos que
satisfazem ao menos uma das proposi¢oes abertas dadas: P(zx) e Q(x). Com isso,
pela especificacao de conjuntos (ver Se¢ao 1.3), obtemos os conjuntos

A={reH:P(x)} e B={xe H:Q(x)}.

Além disso, temos

{reH:Px)vQ(r)}

que € o conjunto formado por todos os x de H que pertencem a A ou pertencem a B,
T
ou seja,

AUB={z:2€ A ou x € Bf={x € H:P(z)VQ()}.

De forma heuristica, observe que podemos organizar a sequinte tabela

re€AerxeB|xe(AUB)
re€Aex¢g B |xre(AUB)
rgdAexeB|ze(AUB)
rgdAexdgB|xz¢g(AUB)

naturalmente semelhante ¢ Tabela 1.3.

Observacao 1.5.21. Relacionando a Observagao 1.5.16 para o caso da unido, temos
que cada elemento pode pertencer a somente A, somente B ou a ambos. A diferenca
entre o uso comum e o uso matemdtico do conectivo “ou” € ilustrada pela anedota do
obstetra que também era matemdtico (ver [5, p.18]):

“Ao sair da sala onde acabara de realizar um parto, foi abordado pelo pai
da crianca, que lhe perguntou: Foi menino ou menina, doutor? Resposta
do médico: Sim!”

Note que se A € o conjunto das meninas, B o conjunto dos meninos e r o recém-
nascido, certamente tem-se x € AU B.

1.5.7 Condicional e Implicacao

Antes de definir o conectivo condicional, diferentemente da conjuncao e disjun-
¢ao, como forma de fixar e contextualizar o entendimento, consideremos a seguinte
situacgao:

"As igualdades serdo verificadas mais a frente.
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Um aluno estd com notas ruins na disciplina Biologia e seu professor fez-
lhe a sequinte afirmacao:

“Se estudar bastante, entao serd aprovado na disciplina”.

Em que situacao o professor mentird? Observe que o professor mentird somente no
caso em que o aluno estude bastante e nao consiga a aprovagao. Note ainda que, se o
aluno nao estudar bastante e ainda assim for aprovado, o professor nao mentiu. Essa
situagao motiva o conceito de condicional.

Condicional

Definig¢ao 1.5.22. Chama-se Proposicao Condicional (ou simplesmente Condicional)
de duas proposicoes P e (Q, a proposicao representada por “P = Q7, cujo valor légico
¢ falso, apenas quando P € verdadeira e Q € falsa, e verdadeiro, nos demais casos. A
notacao P = () € lida por

“se P entao Q7.
Exemplo 1.5.23. Ezemplos de condicionais:

a) Considere as proposi¢oes
“P: Roma € a capital da Rissia” e “Q: Paris € a capital da Franca”.
A condicional de P e () € a proposi¢ao
“P= Q: Se Roma ¢ a capital da Russia, entdao Paris € a capital da Franca”.

A condicional € verdadeira, pois P € falsa (Roma é a capital da Itdlia) e Q) é
verdadeira.

b) Considere as proposi¢oes
“R: Campinas € um estado brasileiro” e “T': O sol € um planeta”.
A condicional de R e T € a proposi¢ao
“R=T: Se Campinas é um estado brasileiro, entao o sol é um planeta”.

A condicional é verdadeira, pois R € falsa (Campinas é uma cidade brasileira)
e T € falsa (O sol é uma estrela).

¢) Considere as proposi¢oes
“S: Cantor nasceu na Rissia” e “K: Fermat era médico”.
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A condicional de S e K € a proposi¢ao
“S' = K: Se Cantor nasceu na Rissia, entao Fermat era médico”.

A condicional € falsa, pois S é verdadeira e K € falsa.
Exemplo 1.5.24. Considere as duas proposicoes:

“P: Itamar Franco foi o primeiro presidente do Brasil”

“Q : O ex-presidente Collor sofreu um impeachment”.
Temos a condicional

“P = Q: Se Itamar Franco foi o primeiro presidente do Brasil, entao o
ex-presidente Collor sofreu um impeachment”.

Resumimos o conceito de condicional de duas proposicoes na Tabela 1.4, que
chamamos Tabela Verdade da Condicional.

P|lQ|P=Q
ViV 1%
VI|F F
FlV Vv
F|F \%

Tabela 1.4: Tabela Verdade da Condicional

Notacao 1.5.25. Na condicional P = @), geralmente o P ¢é dito antecedente e () o
consequente.

Conforme a Defini¢ao 1.5.22, o significado da proposicao condicional
((P j Q??
afasta-se radicalmente do nosso uso ordinario de interesse
“Se P entao Q).

A condicional “P = ()” nao afirma que o consequente () se deduz ou é consequén-
cia do antecedente P. Por exemplo, a condicional do Exemplo 1.5.24

“Se Itamar Franco foi o primeiro presidente do Brasil, entdo
o ex-presidente Collor sofreu um impeachment”,

é verdadeira (pois P é falsa e ) é verdadeira), porém ndo tem sentido e nem interesse.
A condicional nao afirma, de modo nenhum, que do fato de
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“O ex-presidente Collor ter sofrido um impeachment”,
se deduz do fato de
“Itamar Franco nao ter sido o primeiro presidente do Brasil”.

Portanto, na linguagem logica formal, as duas tltimas linhas da Tabela Verdade da
Condicional, tratam-se de uma convencao, pois foi preciso designar um valor l6gico
para cada uma das quatro possibilidades, mesmo que muito embora dois dos casos
parecam sem sentido (os casos em que P é falsa).

Diante do exposto, nos atentaremos ao caso das duas primeiras linhas da Tabela
Verdade da Condicional.

Implicacao

Definicao 1.5.26. Diz-se que uma proposicao P implica logicamente uma proposi-
cao Q (ou simplesmente P implica Q), representada por P = @Q, sempre que @) é
verdadeira todas as vezes que P ¢ verdadeira.

Observacao 1.5.27. Podemos resumir o conceito de implicagao logica de duas pro-
posicoes na sequinte tabela que chamamos Tabela Verdade da Implica¢ao Ligica:

PlQ|P=Q
VIV \%
VIF F

Tabela 1.5: Tabela Verdade da Implicacao Logica

Exemplo 1.5.28. EFzemplos de implicacoes:

a) Considere as proposicoes
“P: Pedro € sergipano” e “Q: Pedro € brasileiro”.
A proposicao P implica () € a proposicao
“P = (): Se Pedro é sergipano, entao Pedro é brasileiro”.

A implicacao € verdadeira, de acordo com a Definicao 1.5.26, pois Pedro serd
brasileiro, sempre que Pedro for sergipano.

b) Considere as proposi¢oes
“R: Joao trabalha bastante” e “T': Joao € rico”.
A proposicao R implica T € a proposicao
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“R=-T: Se Joao trabalha bastante, entao Joao € rico”.

A implicagao € falsa, pois Joao pode trabalhar bastante, e ainda assim nao ser
rico, visto que para ser rico depende de vdrios fatores, inclusive o tipo de trabalho
que Joao exerce.

c¢) Considere as proposi¢oes

H

“S: Amanha nao ird chover” e “K: Maria ird o prata”.
A proposicao S implica K € a proposicao
“S = K: Se amanha nao chover, entao Maria ird a praia”.

Observe que, no caso de S = K wverdadeira, concluimos que Maria ird o praia
se nao chover amanha.

Observacao 1.5.29. Um modo de entender o conceito de “implicacao”, € pensar nela
como uma obrigacao ou um contrato.

A implicacao de duas proposicoes “se P entdo ()7, denotada por
“P=Q
também pode ser lida:
“P é condicao suficiente para ()7
ou
“@ é condicao necessdria para P”.

Observacao 1.5.30. Ndio € raro que pessoas confundam “necessdrio” com “suficiente”.
Geralmente os alunos tém mais facilidade de usar corretamente a palavra “suficiente”
do que a “necessdrio”, pois “suficiente” € sinonimo de “bastante”. Talvez isso tenha
a ver com o fato de que uma condicao suficiente é geralmente mais forte do que a
conclusao que se quer chegar. Por exemplo, para que um poligono seja um retdngulo
€ suficiente que seja um quadrado. Por outro lado, uma condi¢cdo necessdria €, em
geral, mais fraca do que a conclusao desejada. Assim, por exemplo, para que um
poligono seja um quadrado, é necessario que seja um retingulo, mas esta propriedade
somente nao assegura que o poligono seja um quadrado (ver [5, p.11]).

Notagao 1.5.31. Em uma implica¢cio P = Q, a proposi¢cao P ¢é dita hipdtese (ou
premissa) e a proposi¢io Q) é chamada conclusio (ou tese).
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Contrapositiva

Dadas proposicoes P e (), chamamos de Contrapositiva da implicacao P = @), a
proposicao

(~ Q)= (~ P).

Exemplo 1.5.32. Considere as proposigoes

“P: eu sou sergipano” e  “Q: eu sou brasileiro”.
Temos a implicacao
“P = (@Q: Se eu sou sergipano, entao eu sou brasileiro”.
A Contrapositiva da tmplicagcdio “P = Q7, € a proposicao
“(~ Q)= (~ P): Se eu nao sou brasileiro, entio eu ndo sou sergipano”.

Inversa de uma Implicacao

Dadas proposigoes P e (), chamamos de Inversa da implicacao P = @), a propo-
sicao

(~ P) = (~ Q)

Exemplo 1.5.33. Considere as proposicoes

“P: eu sou sergipano” e  “Q: eu sou brasileiro”.

Temos a implicacao
“P = @Q: Se eu sou sergipano, entao eu sou brasileiro”.
A Inversa da implicacdo “P = Q”, € a proposi¢ao
“(~ P)= (~Q): Se eu nao sou sergipano, entdo eu ndao sou brasileiro”.

Observacao 1.5.34. Note que a contrapositiva e a inversa de proposicoes sao propo-
stgoes bem distintas. Observe que, enquanto no Exemplo 1.5.32 temos a contrapositiva
verdadeira, no Exemplo 1.5.33 a inversa é falsa.
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Reciproca de uma Implicacao
Dadas duas proposicoes P e @), considere a implicagao P = (). A proposicao
Q=P
é chamada Reciproca da implicacao P = Q).
Exemplo 1.5.35. Considere mais uma vez as proposicoes
“P: eu sou sergipano” e  “Q: eu sou brasileiro”.
Temos a implicacao

3

“P= (Q: Se eu sou sergipano, entao eu sou brasileiro’
2 J

cuja Reciproca é
“QQ = P: Se eu sou brasileiro, entdao eu sou sergipano”.

Observacio 1.5.36. E importante observar que o fato de uma implicacio P = Q
ser uma proposicao verdadeira, nao garante que sua reciproca também seja verdadeira,
conforme mostra o Fxemplo 1.5.35.

Implicacao de Proposigoes Abertas

Considere A um conjunto e sejam P(z) e Q(z) proposi¢oes abertas em A. Diz-se
que a proposicao aberta P(x) implica logicamente a proposi¢ao aberta Q(x), repre-
sentada por

P(r) = Q(z),

sempre que a implicagao P(a) = Q(a) é verdadeira, para cada a € A, e falsa caso
contrario.

Observacao 1.5.37. Como nos casos de conjungoes e disjuncgoes, poderiamos consi-
derar duas proposicoes abertas com varidveis livres e dominios distintos. Porém, esse
caso recairia na situacao de “condicional aberta” que nao € de interesse.

Exemplo 1.5.38. Seja C' o conjunto de todos os elementos da natureza e as propo-
si¢oes abertas

“P(x): Ox é um ser vivo” e “Q(x): O x é mortal”,

cujo dominio da varidvel livre x € o conjunto C'. Com essas proposicoes abertas,
observe que podemos compor uma nova proposi¢cao aberta em C', como seque:

“P(x) = Q(z) : Se o x € um ser vivo, entdo o x € mortal”.

Observe por exemplo que:
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P(humano) = Q(humano),  P(animal) = Q(animal),
P(vegetal) = Q(vegetal), ...,
sao implicacoes verdadeiras.
Exemplo 1.5.39. Seja C' o conjunto de todas as cidades e as proposi¢coes abertas
“P(x): x € uma cidade de Sergipe”; e “Q(z): x é uma cidade do Brasil”,

cujo dominio da varidvel livre x € C. Assim, temos a proposi¢ao aberta (“implicacdo”)
em C':

“P(x) = Q(x): Se x é uma cidade de Sergipe, entdo x é uma cidade do Brasil”.
Por exemplo, observe que:
e P(Lagarto) = Q(Lagarto) é uma implicagdo verdadeira;

e P(Japaratuba) = Q(Japaratuba) é uma implicacdo verdadeira.

1.5.8 Subconjuntos

Definicao 1.5.40. Dizemos que um conjunto A é Subconjunto de um conjunto B
e denotamos por A C B (ou B D A)®, quando todo elemento de A é também um
elemento de B.

Usando os conceitos de quantificador universal e implicagao logica, podemos re-
escrever a definicao de subconjunto simbolicamente como segue: A é subconjunto de
B quando

Va,(x€e A=z € B) (1.16)

é uma proposicao verdadeira.
Exemplo 1.5.41. Ezemplos de subconjuntos:

a) O conjunto das vogais V = {a,e,i,o0,u} é um subconjunto do conjunto das letras
do alfabeto A = {a,b,c,...,x,y, 2z}, pois todo elemento de V' é também elemento

de A. Logo, VC Aou ADYV.

b) Do exemplo 1.1.4 item c), onde

D ={a,i,0,{e,0,u},{o,{a,i}}, e},

podemos destacar alguns subconjuntos, tais como:

8Quando A C B dizemos também que “A esta contido em B”. A notagdao B D A geralmente é
lida como “B contém A”.
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{a} C D, {ai} CD, {{eou}} D, {{o{a,i}},oe} CD.

Aproveitando o Exemplo 1.5.39 e usando especificagao de conjuntos (ver Segao
1.3), obtemos os conjuntos

A={zreC:Px)} e B={zeC:Q(x)}.
Dessa forma, podemos observar que a seguinte implicagao
“SeV el Plx)= Q(x), entdo A C B,

¢ verdadeira®.

Subconjunto Préprio

Definicao 1.5.42. Diz-se que A é um subconjunto proprio de B quando se tem
ACBeA#B.

Exemplo 1.5.43. O conjunto das vogais V- = {a, e, i,0,u} é um subconjunto préprio
do conjunto das letras do alfabeto A ={a,b,c,...,x,y,2}, poisV CAeV # A.
1.5.9 Bicondicional e Bi-implicacao

Bicondicional

Definicao 1.5.44. Chama-se Proposigao Bicondicional (ou apenas Bicondicional) de
duas proposicoes P e QQ, a proposicao representada por “P < Q7, cujo valor légico é
verdadeiro, quando P e () sao ambas verdadeiras ou ambas falsas, e falso, nos demais
casos. A notacao € lida por

“P se, e somente se, ().
Exemplo 1.5.45. Ezemplos de bicondicionais:

a) Considere as proposi¢oes
“P: Roma € a capital da Itdlia” e “Q: Paris é a capital da Franca”.
A bicondicional de P e () é a proposicao

“P < (Q: Roma € a capital da Itdlia se, e somente se, Paris € a capital da
Franca’.

A bicondicional € verdadeira, pois P € verdadeira e () € verdadeira.

b) Considere as proposicoes

9A veracidde da implicacdo serd vista com mais detalhes na secio sobre métodos de prova.
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“R: Campinas € um estado brasileiro” e “T': O sol € um planeta”.
A bicondicional de R eT' € a proposicdo

“R< T: Campinas € um estado brasileiro se, e somente se, o sol € um
) 2
planeta”.

A bicondicional é verdadeira, pois R é falsa (Campinas é uma cidade brasileira)
e T € falsa (O sol é uma estrela).

c¢) Considere as proposi¢oes
“S: Cantor nasceu na Rissia” e “K: Fermat era médico”.
A bicondicional de S e K € a proposicao
“S < K: Cantor nasceu na Rissia se, e somente se, Fermat era médico”.

A bicondicional € falsa, pois S é verdadeira e K € falsa.

Resumimos o conceito de bicondicional de duas proposicoes na Tabela 1.6, que
chamamos Tabela Verdade da Bicondicional.

PlQ|PsQ
VIV 1%
VI F F
FlV F
F|F 1%

Tabela 1.6: Tabela Verdade da Bicondicional

Assim como no caso da condicional, a bicondicional foge em parte ao interesse, pois
o caso em que as duas proposicoes sao ambas falsas tem esséncia dedutiva sem efeito,
conforme pode ser obervado no item ¢) do Exemplo 1.5.45. Portanto, analogo ao
caso da condicional, na linguagem logica formal, a dltima linha da Tabela Verdade da
Bicondicional, trata-se de uma convencao, pois foi preciso designar um valor logico
para cada uma das quatro possibilidades, mesmo que muito embora um dos casos
pareca sem sentido (a saber, o caso em que P e () sao ambas falsas).

Bi-implicacao

Definicao 1.5.46. Diz-se que a proposicao P equivale a proposicao QQ, quando ambas
as implicacoes: P = @), e sua reciproca (Q = P; sao verdadeiras.
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Notacao 1.5.47. Usaremos também a notag¢ao P < () para representar que P equi-
vale a @), e o motivo de usar essa notacao ficard claro na Secao 1.6. Quando P

equivale a ), € comum dizer que P e Q) sao equivalentes. Qutra forma comum de
leitura para “P < Q7 é:

“P € condicao suficiente e necessdria para Q7

ou

“Q € condicao necessdaria e suficiente para P”.
Exemplo 1.5.48. Fzemplos de bi-implicacoes:

a) Considere as proposigoes
“P: O homem € um ser vivo” e “Q: O homem é mortal”.
A proposicao P equivale a (), € a proposi¢ao
“P< Q: O homem ¢ um ser vivo se, e somente se, o homem é mortal”.
A bi-implicacao € verdadeira, pois

“P= @Q: Se o homem ¢ um ser vivo, entao o homem € mortal”

“QQ = P: Se o homem € mortal, entao o homem é um ser vivo”;
sao duas implicacoes verdadeiras.
b) Considere as proposicoes
“R: O poligono é um quadrado” e “T': O poligono é um retingulo”.
A proposicao R equivale a T, € a proposi¢ao

“R < T: O poligono é um quadrado se, e somente se, o poligono é um
retangulo”.

A bi-implicacao € falsa, pois

“R=-T: Se o poligono é um quadrado, entao é um retangulo”
¢ uma implicacao verdadeira, porém a implicacao

“T"= R: Se o poligono é um retdngulo, entao € um quadrado”

¢ uma mplicacao falsa.

Observacao 1.5.49. Talvez seja necessdrio atencao para entender a diferenca entre
Bicondicional e Bi-implicacao, pots toda bi-implicacao é uma bicondictonal, como no
exemplo 1.5.48 item a), mas nem toda bicondicional é uma bi-implicagdo, como no
exemplo 1.5.45 item a).
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Bi-implicacao de Proposicoes Abertas

Considere A um conjunto e sejam P(x) e Q(x) proposi¢oes abertas em A. Diz-se
que a proposicao aberta P(x) equivale a proposi¢ao aberta (QQ(z), representada por

P(r) < Q(z),

sempre que ambas as implicagoes: P(a) = Q(a), e sua reciproca Q(a) = P(a); sdo
verdadeiras, para cada a € A.

Exemplo 1.5.50. Seja C' o conjunto de todos os elementos da natureza, e as propo-
sicoes abertas

“P(x): Ox éum ser vivo” e “Q(x): O x é mortal”,

cujo dominio da varidvel livre x € o conjunto C'. Com essas proposicoes abertas,
observe que podemos compor uma nova proposicao aberta em C', como seque:

“P(r) < Q(x) : O x é um ser vivo se, e somente se, € mortal”.
Observe por exemplo que:

P(humano) < Q(humano),  P(animal) < Q(animal),
P(vegetal) < Q(vegetal), ...,

sao bi-timplicacoes verdadeiras.

Aproveitando o Exemplo 1.5.50 e usando especificacdo de conjuntos (ver Segao
1.3), obtemos os conjuntos

A={zreC:Px)} e B={zeC:Q(x)}.
Dessa forma, podemos observar que a seguinte bi-implicagao
“IVx e C,P(x) © Q)] se, e somente se, AC Be BC A,

¢ verdadeira!® (sempre que “um elemento da natureza for um ser vivo, sera também
um mortal”’; e “sempre que um elemento da natureza for um mortal, serd também um
ser vivo”).
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P|~P
V| F
F| VvV

1.6 Equivaléncias Logicas

Definicao 1.6.1. Dizemos que duas proposicoes R e S sao Logicamente Equivalentes
quando possuem os mesmos valores logicos, e representamos por R = S.

Exemplo 1.6.2. Seja P uma proposicao, tem-se a equivaléncia [dgica

~(~P)=P.

Observacao 1.6.3. Note que é natural que a negacao da negacao de P ‘€’ a pro-

posi¢ao P, pois pela definicao, para ~ (~ P) ser verdadeiro, por exemplo, faz-se

necessdrio que (~ P) seja falso, e esse por sua vez, requer um P verdadeiro. Por-

tanto, ~ (~ P) = P.

Exemplo 1.6.4. (Leis de De Morgan) Dadas duas proposicies P e Q, temos que
~(PAQ)=(~P)V(~Q) e ~(PVQ)=(~P)A(~Q).

Vamos verificar a primeira equivaléncia logica; a sequnda seque de forma andloga.
Para comprovarmos que de fato as duas proposicoes

~(PAQ) e (~P)V(~Q),

sao logicamente equivalentes, precisamos comparar os valores logicos de cada uma e
verificar se sao iguais. Observemos as tabelas verdade das proposicoes com os valores
logicos de ~ (PAQ) e (~ P)V(~ Q), respectivamente. Conferindo as iltimas colunas

PlQIPAQ|(~P)V(~Q) ||~ (PAQ)
Vv Vv F F
VIF| F v v
FIV] F v v
F|F| F v v

Tabela 1.7: Tabela com os valores logicos de ~ (P A Q).

de cada uma das tabelas, linha a linha, temos comprovado que

~(PAQ)=(~P)V(~Q).

Para fixar o entendimento, vejamos como podemos utilizar as leis de De Morgan
de forma pratica:

10A veracidde da bi-implicacdo sera vista com mais detalhes na secio sobre métodos de prova.
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Tabela 1.8: Tabela com os valores logicos de (~ P) V (~ Q).

Exemplo 1.6.5. Sejam as proposicoes:
“P: Joao foi a feira” e “Q: Maria foi passear de avido”.
Podemos formar a conjuncao “P A Q7
“Joao foi a feira e Maria foi passear de avido”.
Fazendo a negacao de “P N\ Q7 utilizando as Leis de De Morgan, temos:
{~ P)V(~ Q)
ou seja,

2

“Joao nao foi a feira ou Maria nao foi passear de avido .
NS NS 7

-~

(~P) (~Q)

Observacao 1.6.6. As Leis de De Morgan, nos diz basicamente que:

(I) Negar que duas proposi¢oes sao verdadeiras ao mesmo tempo, equivale a afirmar

que uma pelo menos € falsa.

(II) Negar que pelo menos uma de duas proposicoes € verdadeira, equivale a afirmar

que ambas sao falsas.

De forma intuitiva, as Leis de De Morgan exprimem que a negagao transforma a

conjuncgao em disjuncao e a disjuncao em conjuncao.

Exemplo 1.6.7. Algumas Propriedades Bdsicas dos Comnectivos| Dadas pro-

posicoes P, () e R, sao verdadeiras as sequintes equivaléncia ldgicas:
a) PNQ=QANP (Comutatividade da Conjun¢ao);
b) PVQ=QVP (Comutatividade da Disjuncao);
¢c) (PNQ)AR=PA(QAR) (Associatividade da Conjuncao);
d) (PVQ)VR=PV(QVR) (Associatividade da Disjungdo);
e) PN(QVR)=(PANQ)V (PAR) (Distributividade);
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Tabela 1.9: Verificacao do item e).

/) PV(QAR)=(PVQ)A(PVR).

Faremos a tabela verdade para verificar apenas a equivaléncia ldgica do item e),
pois o0s demais sao verificados de forma similar.

Exemplo 1.6.8. (Negacao da Implicagao) Dadas proposi¢oes P e @Q, temos a
sequinte equivaléncia:

~(P=Q)=PA(~Q). (1.17)
PlQI~P|~Q|P=Q|~P=Q) | PA(~Q)
ViV ] F F Vv F F
VIF| F V F V V
FlVv|V F v F F
FIF |V V Vv F F
Tabela 1.10: Verificacao de (1.17)

Observacao 1.6.9. Note que para um conjunto A nao ser subconjunto de um con-
junto B, € necessdrio existir a € A tal que a € B. Isso também pode ser entendido
como a negagdo de (1.16),

da,(re ANz & B). (1.18)

Denotamos esse fato por A¢ B ou B p A
Seja P o conjunto de todos os paises. E sejam as proposicoes abertas

“S(x) : x € um pais da América Latina” e “T'(x): x é um pais da América do Sul”.

Note que
{reP:Sx)}g{reP :T(x)}

pois, por exemplo, a proposicao

"1 Quando A ¢ B, dizemos que “A nio esta contido em B”, e quando escrevemos a notacido B 2 A,
geralmente lemos “B nao contém A”.
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S(Mézxico)\ ~ T (México)

¢ verdadeira, isto €, o pais México pertence ao conjunto dos paises da América Latina,
porém ndo pertence ao conjunto dos paises da América do Sul.

Exemplo 1.6.10 (Implicagao e Contrapositiva). Uma equivaléncia ldgica muito

importante na matemdtica € a equivaléncia entre uma implicacio P = Q) e sua con-

trapositiva (~ Q) = (~ P). Simbolicamente, temos
(P=Q)=(~Q) = (~P) (1.19)

A comprovacao da equivaléncia [6gica pode ser observada na Tabela 1.11.

PlQI~P|~Q || P=>Q]| (~Q)=(~P)
VIV F | F v v
VIF| F |V F F
FIV[V | F V v
FIF| V|V v v

Tabela 1.11: Verificagao de (1.19).

Exemplo 1.6.11 (Implicacao e Inversa). Dadas proposicoes P e Q, temos que as
PTOPOSICOES

P=@Q e (~P)=(~Q),

nao sao equivalentes logicamente. De fato, a Tabela 1.12 mostra que as proposicoes
possuem valores logicos diferentes.

P|Q|~P|~Q|P=Q|(~P)=(~Q)
VIV F | F v %
VIF| F | V I i
FIVIV | F % F
FIF| V | V v %

Tabela 1.12: Valores logicos de P = Q e (~ P) = (~ Q).

Exemplo 1.6.12 (Bi-implicagao). Dadas proposicoes P e Q, outra equivaléncia
logica muito importante na matemdtica € a sequinte:
(PeQ)=(P=Q)N(Q=7P) (1.20)

A Tabela 1.13 mostra a validade de (1.20).
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PlQ|P=Q|Q=P|PesQ|(P=Q ANQ=P)
ViV |4 |4 Vv %
V| F F Vv F F
Fl|V V F F F
F|F \% |4 % \%

Tabela 1.13: Verificacao de (1.20).

Exemplo 1.6.13 (Negacao da Bi-implicacao). Vimos simbolicamente em (1.20),
a equivaléncia ldgica

(P& Q) =(P=QAQ=P). (1.21)
Vimos também no exemplo (1.6.8) a negagio de (P = @),
~(P= Q)= (PA~Q).
E pelas Leis de De Morgan, temos a negacao de 1.21
~(PeQ)=(~(P=Q)V~(Q=P)).
Portanto, a negacdao de (P < Q) pode ser dada simbolicamente por
~ (P& Q)= ((PA~Q) V(QA~ P)),

ou seja, basta pelo menos uma das proposi¢oes (implicagao P = @ ou reciproca

Q) = P) ser falsa.

1.7 Tautologia e Contradicao

Tautologia

Definicao 1.7.1. Uma Tautologia é uma proposicao composta que tem wvalor logico
sempre verdadeiro, quaisquer que sejam os valores [6gicos das proposicoes que a com-
poem.

Exemplo 1.7.2. Considere uma proposicao P. Temos que a proposi¢io PV (~ P)
¢ uma Tautologia.
Exemplo 1.7.3 (Silogismo Hipotético ou “Transitividade”). Dadas proposicoes
P,Q e R, temos que a proposicao

“S:se (P=Q)e(Q=R), entio (P = R)”

€ uma Tautologia, ou seja, tem valor logico sempre verdadeiro.
De fato, pois observando na tabela os possiveis valores logicos da proposicao, ob-
servamos apenas valor [6gico verdadeiro.
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Tabela 1.14: Tabela com valores logicos de PV (~ P)

PIQIR|IP=Q|Q=R|(P=QANQ@=R)|P=R| S
Viv |V |4 |4 Vv Vv \%
VIV |IF Vv F F F Vv
VIF|V F |4 F Vv \%
VIF|F F %4 F F \%
FlV|V %4 %4 %4 % \%
F|V|F Vv F F %4 %
F|F|V |4 |4 Vv Vv \%
F|F|F Vv |4 |4 Vv %
Tabela 1.15: Tabela com valores logicos de (P = Q) A (Q = R)) = (P = R)

Contradicao

Definicao 1.7.4. Uma Contradicdo é uma proposicao composta que tem valor logico
sempre falso, quaisquer que sejam os valores logicos das proposicoes que a compoem.

Exemplo 1.7.5. Considere uma proposicio P. Temos que a proposi¢cio P N (~ P)

¢ uma Contradicao.

o T < <

Z
<<ﬁjﬁ.,o

Tabela 1.16: Tabela com valores logicos de P A (~ P)

Observacao 1.7.6. O conceito de contradicao pode ser entendido como a negagao

da tautologia.
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Capitulo 2

Teoremas e Técnicas de Prova

A construcao e o desenvolvimento de uma teoria matemética comeca com a adogao
de conceitos Primitivos e Axiomas (ou Postulados). A partir dos termos primitivos
e axiomas, passamos a definir novos conceitos e construir afirmacoes que se tornam
Conjecturas e possivelmente Teoremas.

2.1 Conjecturas e Teoremas

Conjectura: Entende-se por Conjectura uma afirmacao que acreditamos ser verda-
deira, geralmente com base em evidéncia ou intuigao, cuja falsidade ou veraci-
dade ainda nao foi possivel comprovar.

Exemplo 2.1.1. Ezemplos de Conjecturas:
a) Existe vida fora do planeta terra;

b) Existe vida apds a morte.

2.1.1 Teoremas

Talvez uma das concepcoes mais gerais do que seja um teorema ¢é a seguinte:

Teorema: Entende-se por Teorema uma afirmacao verdadeira construida a partir
dos termos primitivos, axiomas e outras afirmacoes verdadeiras.

Exemplo 2.1.2. Ezemplos de Teoremas:

a) Teorema: Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Se A C B e B C C, entdo
AccC.

b) Teorema: Sejam A e B conjuntos e P(x) e Q(x) proposi¢oes abertas. Temos
que:
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i) {r€A: P(x)} C A
ii) Se “P(x):x =x", entao {x € A: P(x)} = A;
ii) Se A C B, entio {x € A: P(x)} C{zx € B:Q(x)};

c) Teorema de Pitagoras: Se AABC representa um tridngulo retangulo, com
catetos de comprimentos a e b e hipotenusa de comprimento c, entdo ¢* = a®+b>.

Os teoremas quase sempre sao implicagoes, conforme o item a) do exemplo an-
terior. Porém, podem ser apresentados sem estarem explicitamente na forma de
implicacao.

Exemplo 2.1.3. Ezemplo de teorema nao apresentado em forma de implicacao.
Teorema: O conjunto de todos os nimeros naturais € infinito.

Quando um teorema nao esta apresentado (enunciado) em forma implicagao, em
geral, é possivel reescrevé-lo de modo equivalente em forma de implicacao.

Exemplo 2.1.4. Podemos reescrever o teorema do Exemplo 2.1.3 de modo equivalente
na forma de implicagao:

Teorema: Se N ¢ o conjunto de todos os nimeros naturais, entdo N é infinito.!

Pode-se apresentar (enunciar) um teorema de varias formas conforme o proximo
exemplo.

Exemplo 2.1.5. Considere o sequinte teorema apresetado em uma primeira forma:

Teorema (1* Forma): A soma de dois nimeros pares m en € um nimero
par.

Esse teorema pode ser apresentado de diversas outras formas a exemplo de:

Teorema (2° Forma ): Se m e n sao dois nimeros naturais pares, entao
m+n € par.

Teorema (3 Forma): Sejam m e n numéros naturais. Se m e n $ao
pares, entao m + n € par.

Ressaltamos que sempre devemos procurar apresentar um teorema na forma que
melhor destaque (deixando claro) o que é Hipotese e o que é Tese. No caso do Exemplo
2.1.5 temos

Hipoétese: m e n sao pares e Tese: m +n € par.

1O conjunto de todos os ntimeros naturais sera construido no Capitulo 3 e denotado por N.
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Observe que a segunda forma de escrita no Exemplo 2.1.5 deixa claro que temos uma
proposicao da forma:

vV m,n € N;[(m é par) A (n é par)] = (m + n é par), (2.1)
onde o conjunto dos nimeros naturais N ¢ o dominio da proposicao aberta
R(m,n) : [(m é par) A (n é par)] = (m + n & par).

A forma (2.1) esclarece que a informagao de que m e n sdo nimeros naturais nao faz
parte da hipotese da implicacao, mas que sao as variaveis no dominio N das sentencas
abertas

P(m,n) : (m é par) A (n é par) e Q(m,n) : m+n é par.

Observacao 2.1.6. Note que a maneira de apresentar (enunciar ou redigir) um
teorema depende de uma opcao pessoal. Porém, um teorema deve ter um enunciado
claro e preciso, de preferéncia em forma de implicacdo, no qual a hipdtese e a tese
fiquem claramente apresentadas.

2.1.2 Teoremas da Forma “se, e somente se,”

Para facilitar o entendimento de teoremas da Forma “se, e somente se,”, conside-
remos os seguintes teoremas:?

Teorema: Se A= B, entao AC Be B C A.

Teorema: Se AC Be BC A, entao A= B.

Note que, embora nao estejam enunciados na forma de implicacao, o primeiro
teorema é uma afirmacao da forma P = () e o segundo uma afirmacao da forma @) =
P. Podemos enunciar os dois teoremas anteriores como duas sentencas equivalentes
formando um tnico teorema, da seguinte maneira:

Teorema: A = B se, e somente se, A C Be B C A.

Desse modo, esse teorema é uma afirmacao da forma P < @), sendo que P = @)
e () = P sao ambos teoremas validos.

Como frisado no inicio da Secao 2.1.1, chama-se de teorema uma afirmacao ver-
dadeira construida de outras afirmacoes verdadeiras. Desse modo, quando enuncia-se
um teorema da forma

P<sQ,

ou“P se, e somente se, ()7 e demais formas equivalentes de escrita, tem-se apresentado
dois teoremas: o teorema P = () e o teorema reciproco () = P.

2Provaremos o0s teoremas na secao que trata dos métodos de prova.
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Exemplo 2.1.7. Ezistem outras formas de apresentar teoremas da forma “se, e so-
mente se”. Por exemplo:

Teorema: Seja A um conjunto e P(x) e Q(x) proposi¢oes abertas. Temos
que:

a) ¥z € A, P(z) = Q(z) ¢ verdadeira se, e somente se,
{fred:Pla)} cl{red: Q)

b) ¥z €A Px) e Q) é verdadeira se, e somente se,
{t€A:Pa))={zeA: Q)

Mais geralmente, é muito comum em matematica teoremas com uma afirmacao
envolvendo a equivaléncia de trés ou mais proposicoes, ou seja, teoremas da forma,

por exemplo,
P1<:>P2<=>P3, (22)

mesmo as vezes nao estando apresentado dessa forma explicitamente. Nesse caso, o
que se tem de fato sao os trés teoremas

P1<:>P2, P s P e P < B (23)

Exemplo 2.1.8. Um exemplo de teorema com trés afirmacoes equivalentes € o se-
quinte:

Teorema: Para cada n inteiro, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) n é par;

b) n+1 ¢é impar;

c) n? € par.

Observacao 2.1.9. Por simplicidade, (2.2) e (2.3) foram consideradas com trés pro-
posicoes. De modo similar, poderiamos apresentd-las com quatro ou mais proposicoes.

2.1.3 Generalizagao de um Teorema

Suponhamos que temos dois teoremas denotados por Teorema 1 e Teorema 2.
Dizemos que o Teorema 2 Generaliza o Teorema 1 quando o Teorema 1 é um caso
particular do Teorema 2.

Exemplo 2.1.10. Consideremos os sequintes teoremas:

Teorema 1: A soma dos dngulos internos de um tridangulo retdngulo é
180°.

Teorema 2: A soma dos dngulos internos de um triangulo € 180°.
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Embora as teses dos dois teoremas sejam a mesma (a soma dos dngulos internos é
180°) observe que a hipdtese do Teorema 1 (o tridngulo € retdngulo) é um caso parti-
cular da hipdtese do Teorema 2 (um tridngulo - “que pode ser qualquer”). Portanto,
o Teorema 2 generaliza o Teorema 1.

2.1.4 Lemas e Corolarios

Muitas vezes, dependendo do contexto e para nao fazer uso excessivo da palavra
“teorema”, que aparece com muita frequéncia nos textos matemaéticos, alguns teoremas
sao chamados por outros nome, como por exemplo:

e Lema: um Lema é o termo usado para denotar um teorema que é visto como
um teorema auxiliar, ou preparatério, que serd utilizado na demonstracao de
outro teorema.

e Corolario: um Corolario ¢ o termo usado para denotar um teorema que é
obtido como consequéncia, relativamante direta, de um teorema recém demons-
trado.

Também é comum o uso do termo Proposicao para denotar um teorema que nao
tem muita importancia no contexto em que esta inserido.

2.2 Meétodos de Prova

Grosso modo, uma prova é uma explicagao (explanagao) do porque uma afirmagao
matematica é verdadeira. Em termos mais formais, uma prova de que uma proposicao
T é deduzida de uma outra proposicao H ¢ uma cadeia de agumentacoes logicas,
validas, para concluir os resultados apresentados em 7. Nesse processo, H é chamada
de Hipdtese e T chama-se Tese ou Conclusao.

Infelizmente nao existe procedimentos ou algoritmos de como se faz provas. Mas
existem métodos (ou técnicas) que auxiliam e podem ser empregados.

2.2.1 Meétodo Direto

O método direto de prova é um dos mais simples e mais usados nao somente na
matematica, mas também em ciéncias aplicadas a exemplo da computagao.

O Método Direto para provar que uma implicacao H = T é verdadeira, consiste
em supor que a hipotese H é verdadeira e, usando uma sequéncia de proposicoes que
sao consequéncias logicas das anteriores, concluir a tese 7. Geralmente, as sequéncias
logicas possuem a forma

H:>P1, P1:>P27 P2:>P3,"',Pk._1:>Pk e Pk:>T, (24)

onde cada P; é uma proposicao verdadeira e todas as implicagoes também sao verda-
deiras.
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Observacgao 2.2.1. Note que, obtida uma sequéncia da forma (2.4), temos garantida
pelo Silogismo Hipotético que H = T € verdadeira.

Exemplo 2.2.2. Usando o método direto de prova, vamos provar o sequite teorema:

Teorema:(Transitividade) Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Se A C
B eBCC, entao A C C.

Antes de buscar uma prova para uma afirmacdo, o primeiro passo deve ser o
entendimento sobre o que deve ser provado. Para isto, até rescrever a afirmacao pode
ajudar. Neste exemplo, podemos reescrever a afirmacao na forma:

SeVz, (reA=zxeB)eVy, (yeB=yec(C), entioVz, (recA=zxzel).

O passo sequinte, antes de iniciar a escrita da prova, € identificar o que € hipdtese e
0 que € tese (conclusdo).

Hipoteses: Tese:
H,: ACB. T: AcCC.

Agora, faremos as deducoes que Servirao para escrever a prova:

1. Pela hipotese Hy, A C B, significa dizer que V x € A, x € B.
2. Pela hipotese Hy, B C C, significa dizer que ¥V y € B, y € C.

3. Por 1 e 2, para os casos em quey =z, Vx € B, v € C.
Finalmente, podemos escrever a prova.

Prova:
Note que se A C B e B C C, temos pela definicao de subconjuntos,

Ve,xreA=zx€B e reB=xeC.

Assim,
reA=zxel’.

Entao, ¥ x,(x € A= x € C). Portanto, A C C.
Exemplo 2.2.3. Considere os conjuntos
A={zeC:P(x)} e B={rxecC:Q(x)},
vistos no Exemplo 1.5.39. Temos que:
“SeV xeC,P(xr)= Qx), entio A C B”.

Prova:

Suponha que a proposicio (¥ x € C,P(x) = Q(z)) € verdadeira. Entdo,
sempre que y € C e P(y) sdo verdadeiras, temos y € C e Q(y) também
verdadeiras. Assim,

Vy, ye{reC:Px)} = ye{reC: : Qx)}.
Portanto, {x € C': P(x)} C{z € C: Q(x)}, ou seja, A C B.
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2.2.2 Meétodo da Contrapositiva

O Método da Contrapositiva para provar que uma implicacao H = T é ver-
dadeira, consiste em provar que ~ T =~ H, pois ja vimos que sao duas proposicoes
equivalentes. Como o proprio nome faz referéncia, o presente método é baseado na
contrapositiva. Para provar que ~ T =~ H podemos, por exemplo, usar o método
direto.

Exemplo 2.2.4. Usando o método da contrapositiva, provaremos o sequinte teorema:
Teorema: Sejam A e B conjuntos quaisquer.
Se ACBeBCA, entao A= B.
Observe que a contrapositiva da implicacao é

~(A=B) = ~(ACB e BCA),

ou seja,
A#B = A¢B ou B¢ A. (2.5)
Hipotese: Tese:
H:A+#B. T:A¢ B ou B¢ A.

Sendo assim, suponha que A # B. Entdo, usando a Observacao 1.1.11,
existe algum elemento em A que € diferente de todos os elementos de B
ou existe algum elemento em B que € diferente de todos os elementos de
A. Assim, existe a € A tal que a ¢ B ou existe b € B tal que b ¢ A.
Logo,

A¢g B ou B¢ A.

Isso prova a implica¢io (2.5). Portanto, pela contrapositiva, temos
Se ACBeBCA, entio A= B.

Observacao 2.2.5. O uso da Contrapositiva com quantificadores requer atencao.
Observe que as Contrapositivas de

VoeD Plx)= Q) e Jdye D, Py) = Qy) (2.6)
sao, respectivamente,
VaeD ~Q)=~ Px) e JyeD,~Qy) =~ Py). (2.7)

Para facilitar o entendimento (e o convencimento) de que a contrapositiva (2.7) man-
tém o mesmo quantificador da implicagao, observe por exemplo que, se D possui
dois elementos, digamos D = {x1,x2}, entao a contrapositiva de P(x1) = Q(x;) €
~ Q(a1) =~ P(a1). Logo,

VzeD Plx)= Q)] = [(Plr1) = Q1)) A (P(r2) = Q(x2))]
[(~ Q1) =~ P(21)) A (~ Q(x2) =~ P(2))]
= VzeD,~Q(z) =~ Px)].
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2.2.3 Meétodo da Contradicao

O Método da Contradicao é também bastante conhecido por Método de Reducao
ao Absurdo ou Prova por Absurdo. Como a propria nomenclatura indica, o método
estd relacionado a contradi¢ao introduzida na Segao 1.7.

O Método da Contradigao para provar que uma implicacado H = T é verda-
deira, consiste em supor que H A (~ T') é verdadeira e, usando uma sequéncia de
proposigoes que sao consequéncias logicas das anteriores, obter uma proposicao R
falsa. Em termos simbolicos, devemos obter

H/\(NT):>P1, P1:>P2, P2:>P3,"',Pk_1:>Pk- e Pk:>R, (28)

onde H A (~ T) é assumida verdadeira, cada P; é uma proposi¢do verdadeira, R é
uma proposicao falsa e todas as implicacoes sao verdadeiras.

Observacao 2.2.6. O método da contradicao € baseado na sequinte andlise: se H €
verdadeira, R € falsa e a implicacio

HAN(~T)=R

¢ verdadeira, resta para ~ T apenas a alternativa de ser falsa e, portanto, T ¢ verda-
deira. Assim, temos uma prova para H = T.

O método da contradicao é muito usado quando se precisa provar que uma pro-
posicao simples possui valor 16gico verdadeiro. Nesse caso, nega-se a afirmacao e, por
deducao, busca-se uma afirmacao sabidamente falsa, ou seja, uma contradicao.

Exemplo 2.2.7. Usando o método da contradicao, vamos provar o sequinte teorema:

Teorema: O conjunto & € um subconjunto de qualquer conjunto.
Prova: Considere A um conjunto qualquer. Suponha que @ ¢ A. Entao,
Jda, ae@ e a¢ A

Vimos no Exemplo 1.5.4, que o conjunto vazio pode ser especificado como
sendo @ = {x € A:x # x}. Assim, como a € &, temos que a # a, o
que € uma proposicao falsa, ou seja, uma contradicao. Portanto, @ C A.

Observacao 2.2.8. Se P € uma proposicao falsa, entdo P = Q).

“Se um professor disser a sua classe que todos os alunos que tiverem & metros
de altura passarao com nota 10 sem precisar prestar exames, ele certamente estard
falando a verdade, mesmo que corrija suas provas com o mdzimo de rigor. Com
efeito, seja P a propriedade de um aluno ter 5 metros de altura e (Q a de obter nota
10 sem prestar exames. Entio P = @ pois o conjunto definido pela propriedade P
€ vazio e o conjunto vazio estd contido em qualquer outro. De um modo geral, a

implicacio P = @ € verdadeira (vacuamente) sempre que nao haja elementos com a
propriedade P” (ver [5, p.9]).
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2.2.4 Prova de Afirmacoes da Forma “se, e somente se”

Na Secao 2.1.2, apresentamos exemplos de teoremas com afirmagoes da forma
“se, e somente se”. Ressaltamos que teoremas da forma P < () sao teoremas onde
P = @ e suareciproca () = P sao ambos teoremas validos. Além disso, é conveniente
lembrar, como verificamos no Exemplo 1.6.12 das Equivaléncias Logicas, que

(PeQ)=(P=Q) ANQ=P)).
Entao, para fazer uma prova de P < (), podemos provar que P = QQ e Q = P.

Exemplo 2.2.9. Usando o método de prova de afirmacoes da forma “se, e somente

se”, vamos provar o sequinte teorema:

Teorema: Sejam A e B conjuntos quaisquer,
A =B se, e somente se, AC B eB CA.

Prova:

(Implicacao): Suponha que A = B. Entao, todo elemento de A € também
elemento de B. Logo, A C B. De modo andlogo, temos B C A. Isso
prova a implicacao.

(Reciproca): Provado no Exemplo 2.2.4.
Portanto,

A= DB se, esomente se, ACB e BCA.

Exemplo 2.2.10 (Propriedade Idempoténcia da Unido). Seja A um conjunto qual-
quer,
AUA=A.

Prova:

(Implicacao)

Se x € AU A € verdadeira, entao x € AV x € A € verdadeira.
Pela definicao de disjuncao

Sex € AVarx € A € verdadeira, entdo ao menos uma das proposicoes:
x €A ouxe A é verdadeira.

Logo, ©x € A, o que implica AUA C A.

(Reciproca)

Se v € A é verdadeira, entao v € AV x € A € verdadeira.
Pela definicao de unido,

Sex e AVx e A éwverdadeira, entao x € AU A.

Logo, A C AU A.

Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9, temos a iqualdade

AUA=A.
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Da mesma forma que foi provada a propriedade idempoténcia da Unido, prova-se
a Propriedade Idempoténcia da Intersecao

ANA=A

Exemplo 2.2.11 (Propriedade Comutativa da Interse¢ao). Sejam A e B conjuntos
quaisquer

ANB=BnNA.

Prova:

(Implicacao)

Sexe ANB, entao x € ANx € B.

Pela propriedade comutativa da conjuncao, vista no Fxemplo 1.6.7 da
secao Equivaléncias Logicas, temos

(re ANz e B)=(xe BNz € A).

E pela definicao de intersecao, tem-se

Se(r € BANx € A), entio x € (BN A).

Logo, ANB C BN A.

(Reciproca)

De forma andloga, prova-se BNAC AN B.

Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9, temos a igualdade

ANB=BnNA.

Da mesma forma que foi provada a propriedade comutativa da intersecao, prova-se
a Propriedade Comutativa da Uniao

AUB=BUA.

Exemplo 2.2.12 (Propriedade Associativa da Unido). Sejam A, B e C conjuntos
quaisquer

AU(BUC) = (AUB)UC,

Prova:

(Implicacao)

Sex e AU(BUC), entdo x € AVax e (BUC).

Sexe AVaee (BUC), entaox € AV (x € BVxel).
Pela propriedade associativa da disjuncao, vista no Fxemplo 1.6.7 da secao
FEquivaléncias Logicas, temos

[te AV(reBVzeC)=[(xe Avaee B)Vvzx el
E pela definicao de uniao,

Se[(re AVvzeB)Vz e, entioxr € (AUB)VzeC.
Sexe (AUB)VzeC, entaox € (AUB)UC.

Logo, AU(BUC) C (AUB)UC.

(Reciproca)
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De forma andloga, prova-se que (AUB)UC C AU(BUC).
Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9, temos a igualdade

AU(BUC)=(AuB)UC.

Da mesma forma que foi provada a propriedade associativa da uniao, prova-se a
Propriedade Associativa da Intersecao

AN(BNC)=(ANB)NC.

Exemplo 2.2.13 (Propriedade Distributiva da Interse¢ao em rela¢ao a Unido). Sejam
A, B e C conjuntos quaisquer

AN(BUC) =(ANB)U(ANC).

Prova:

(Implicacao)

Sexe AN(BUCQC), entdox € ANz € (BUC).

Sexe ANz e (BUC), entaox € AN(x € BVaxel).

Pela propriedade distributiva da conjun¢ao em relacao a disjuncgao, vista
no Exemplo 1.6.7 da secao Equivaléncias Logicas, tem-se

Sexe AN(zreBVvzel), entio(x € ANzeB)V(zre ANz ().
Se(re ANz eB)V(re ANz e (), entao (x € ANB)V(xr e ANnC).
Se(re ANB)V(xe ANC), entaoz € (ANB)U(ANC).

Logo, AN(BUC) C (ANB)U(ANC).

(Reciproca)

De forma andloga, prova-se que (ANB)U(ANC)C An(BUC).
Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9 , temos a igualdade

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Da mesma forma que foi provada a propriedade distributiva da intersecao em
relagao a uniao, prova-se a Propriedade distributiva da Uniao em relacao a Intersecao

AU(BNC) =(AUB)N(AUQ).

Exemplo 2.2.14. Considere A={x € C: P(x)} e B={x € C:Q(x)} (conjuntos
vistos no Exemplo 1.5.50). Temos que:

“xeC P(r)s Q(x) € verdadeira se, e somente se, AC B e B C A”.

Prova:
Para provar essa equivaléncia, lembremos que a afirmacaoV z € C, P(x) <
Q(z) verdadeira equivale as afirmagoes

VeeC Plx)=Q(x) e Vael Q)= Px) (2.9)
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verdadeiras. Com isso, podemos escrever a prova:

(Implica¢ao):
Suponha que ¥ x € C, P(x) < Q(x) € verdadeira. Entdo, temos a validade
de (2.9). Usando agora a implicagao provada no Exemplo 2.2.3, obtemos

{reC:Px)} c{zeC:Qx)} e {xeC:Qx)} C {xeC:Px)}
Dessa forma, pelo Teorema do Exemplo 2.2.9, concluimos que

{reC:Px)}={xeC:Q()}, ouseja, A= B.

(Reciproca):

Nossa hipdtese agora é A C B e B C A, ou seja, {xr € C: P(x)} ={z €
C : Q(x)}. Assumindo a hipdtese verdadeira, pelo Teorema do Exemplo
2.2.9, obtemos

{reC:Px)} c{zreC:Qx)} e {zeC:Qx)} C {xeC: P}

Assim,

Vy, ye{ezeC:Plx)} = ye{reC:Qx)}.

Entao, como as proposicoes y € C e P(y) sao verdadeiras, temos que
y € C e Q(y) sao verdadeiras. Dessa forma, a proposicao

VyeC Ply)=Qy)
¢ verdadeira. De forma andloga, tem-se
Vy el Qly) = Py)

Concluimos que
VeeC Plz)= Q) e Vzel Q)= Px)

sao verdadeiras. Portanto, V x € C, P(x) < Q(z) € verdadeira.

2.3 Prova para Alguns Tipos de Afirmacoes

2.3.1 Prova de Implicacoes com Hipd6teses Conjuntivas

Na matematica, sao muito comuns implicacoes do tipo

Para provar que uma implicacao desse tipo ¢ verdadeira, geralmente usamos os méto-
dos direto e da contradi¢ao; sendo em geral mais complicado o uso da contrapositiva.

67



Exemplo 2.3.1. (Considere os dados do Exemplo 1.5.13). Sejam A e B conjuntos
e P(x) e Q(x) proposicoes abertas em H. Sejam ainda A = {x € H : P(x)} e
B={ze€ H:Q(x)}.

SeVy, yeAeye B, entaioVy,ye{reH: Plx)ANQx)}.

Hipoteses: Tese:
H,:y e A T:ye{zxeH:Plx)NQ(z)}.
H2 Yy € B.

1. Pela hipdtese Hy, ¥ y € A, significa dizer quey € {z € H : P(x)}.
2. Pela hipétese Hy, ¥V y € B, significa dizer que y € {x € H : Q(x)}.

Prova:

Como y € A, tem-se quey € {x € H : P(z)}, ou seja, y € H, P(y).
E como y € B, tem-se que y € {x € H : Q(x)}, ou seja, y € H,Q(y).
Sendo assim, y € H, P(y) A Q(y). Portanto, ¥V y, y € A ey € B, tem-se
ye{x e H:Plx) NQ(x)}. Dessa forma, podemos escrever

ANBC{zxe H:P(z)NQ(z)}.
Note que a reciproca
SeVy ye{re H: Plx)y NQ(z)}, entaoVy, y€ A ey € B,

também € verddeira.

Prova:

Como y € {x € H: P(x) NQ(x)}, significa dizer que ¥ y, y € H, P(y) A
Q(y), ou seja, y € H,P(y) ey € H,Q(y). ComoV y, y € H, P(y), tem-se
ye{x e H: P(x)}, e de forma andloga, y € {x € H : Q(z)}. Portanto,
Yy, y€ Aey€ B. Dessa forma, podemos escrever

{re H:Px) NQ(z)} C AN B.

O que nos leva a escrever, de acordo com o teorema do Exemplo 2.2.9, a
wgualdade
ANB={zx € H: P(x) \NQ(x)},

wista no Exemplo 1.5.13.
Observacao 2.3.2. Por simplicidade, a implica¢io (2.10) foi apresentada com uma

hipotese composta pela conjuncgao de duas proposicoes. De modo similar, poderiamos
apresentar uma hipotese composta pela conjuncao de trés ou mais proposicoes.
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2.3.2 Prova de Implicagoes com Teses Disjuntivas

Comumente encontramos, mesmo nao estando as vezes apresentadas explicita-
mente, implicacoes da forma
H= (11 VT). (2.11)

Para essa implicacao, geralmente nao é simples escrever uma prova usando o método
direto. A sugestao inicial, para quando se deseja obter uma prova para uma implicagao
dessa forma, é usar o método da contrapositiva ou da contradicao.

Exemplo 2.3.3. Vide Ezemplo 2.2.4.

Observacao 2.3.4. Fazendo uso da contrapositiva, pode-se observar que (2.10) e
(2.11) possuem uma relagao de similaridade. De fato, note que

H= (V)| =[~ (V)= (~H)]=[((~T)A(~T)) = (~ H).

Observacao 2.3.5. Por simplicidade, a implica¢io (2.11) foi apresentada com uma
tese composta pela disjuncao de duas proposicoes. De modo similar, poderiamos apre-
sentar uma tese composta pela disjuncao de trés ou mais proposi¢oes.

2.3.3 Prova de Implicacoes com Hipdteses Disjuntivas

Mesmo também nao sendo apresentadas muitas vezes de maneira explicita, varias
afirmacoes matematicas possuem uma estrutura logica da forma

(HyV Hy) = T. (2.12)
Para provar uma implicacao desse tipo, podemos usar a equivaléncia logica
(HiVHy)=T|=[(H =T)AN(Hy=T)],
que nos permite provar H; = T e Hy = T separadamente.

Exemplo 2.3.6. (Considere os dados do Exemplo 1.5.20). Sejam A e B conjuntos
e P(x) e Q(x) proposicoes abertas em H. Sejam ainda A = {x € H : P(x)} e
B={ze€ H:Q()}.

SeVy, yeAouye B, entaoVy,yc{re H: Plx)VQ(x)}.

Hipoteses: Tese:
H:ycAouyeB. T:ye{reH:Plx)VvQ(z)}.

1. Pela hipdtese Hy, ¥ y € A, significa dizer que y € {x € H : P(z)}.
2. Pela hipdtese Hy, ¥V y € B, significa dizer que y € {x € H : Q(x)}.
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Prova:

Comoy € Aouy € B, tem-se quey € {x € H: P(x)} ouy € {z €
H : Q(x)}, respectivamente, o que implica y € H,P(y) ouy € H,Q(y),
ou seja, y € H, P(y) V Q(y). Sendo assim, y € {x € H : P(z) V Q(x)}.
Portanto, ¥ y, y € A ouy € B, tem-sey € {x € H : P(z) VQ(x)}.
Dessa forma, podemos escrever

AUBC{x € H: P(z)VQ(x)}.
Note que a reciproca
SeVy ye{re H: Plx)VQ(z)}, entaioVy, ye€ A ouye B,

também é verddeira.

Prova:

Comoy € {x € H: P(x)V Q(x)}, significa dizer que¥ y, y € H, P(y) V
Q(y), ou seja, y € H,P(y) ouy € H,Q(y). Como ¥V y, y € H, P(y),
tem-se y € {x € H : P(x)}, e de forma andloga, y € {x € H : Q(x)
Portanto, ¥V y,y € A ouy € B. Dessa forma, podemos escrever

{reH:Plx)VQ(zr)} C AUB.

O que nos leva a escrever também, de acordo com o teorema do Fxemplo
2.2.9, a igualdade

AUB={zx € H:P(x)VQ(x)},
wvista no Exemplo 1.5.20.

Observacao 2.3.7. Provas de afirmacées com hipdteses disjuntivas geralmente sao
mais conhecidas como Provas por Casos, devido a possibilidade de se fazer a prova
dividindo em partes.

Observacao 2.3.8. Por simplicidade, a implicacio (2.12) foi apresentada com uma
hipotese composta pela disjuncao de duas proposicoes. De modo similar, poderiamos
apresentar uma hipotese composta pela disjuncao de trés ou mais proposigoes.

2.3.4 Prova de Implicacoes com Teses Conjuntivas

Uma implicacao também muito comum em teoremas, mesmo muitas vezes nao
sendo apresentada explicitamente, tem a forma:

Para provar uma implicagao desse tipo, podemos usar a equivaléncia logica

que também nos permite provar H = 1} e H = T3 separadamente.
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Observacao 2.3.9. Por simplicidade, a implica¢io (2.13) foi apresentada com uma
tese composta pela conjuncao de duas proposicoes. De modo similar, poderiamos
apresentar uma ltese composta pela conjuncao de trés ou mais proposi¢oes.

Exemplo 2.3.10. Usando o método de prova de implicacoes com teses conjuntivas,
vamos provar o sequinte teorema:

Teorema: Nao existe um conjunto de todos os conjuntos.

Primeiro caso) Lema 1. Suponhamos que existe um conjunto U de todos os con-
juntos. Se R={S €U :S ¢S}, entio R & R.
Prova:
Suponhamos que R € R. FEntao, pela especificacio do conjunto R,
devemos ter R € R, o que contradiz a hipdtese de que R € R. A
contradicao prova que R & R.

Segundo caso) Lema 2. Suponhamos que existe um conjunto U de todos os con-
juntos. Se R={S €U :S ¢S}, entio R € R.
Prova:
Suponhamos que R ¢ R. Entdao, como R € U, temos R € R, pela
definicao de R. Isto € uma contradgdo. Assim, R € R.

Portanto, de acordo com os Lemas 1 e 2, o conjunto de todos os conjuntos
nao pode existir. Pois, se existisse, levaria a contradi¢ao

“R¢ReReER"

2.3.5 Prova de Afirmacoes de Existéncia

Nas diversas partes da matematica encontra-se teoremas que afirmam a existéncia
de um ou mais objetos que satisfazem determinadas propriedades.
Os teoremas desse tipo sao proposicoes da forma

dz e D, P(z).

A maneira mais 6bvia de provar um teorema desse tipo, é encontrar (ou “construir”)
um elemento especifico a que pertenca a D para o qual P(a) é verdadeira.

Exemplo 2.3.11. Se V' ¢é o conjunto das vogais, entao existe um conjunto B tal que

VuB=1V.

Note que para provar essa afirmacao, basta “encontrar” ou “construir” pelo
menos um conjunto B, tal que VU B =V,

Logo, algumas possibilidades para o conjunto B, sao

o, Ha,u}, {i,o,u}, {e}, V, ...

3Conforme a regra da especificacdo, R é um conjunto frequentemente chamado “o conjunto de
Russel”.
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2.3.6 Prova de Afirmacoes de Unicidade

Corriqueiramente em matemaética, encontra-se afirmacoes ou teoremas que afir-
mam que ezxiste um unico elemento com certas propriedades que satisfaz determina-
das condigoes. Por exemplo:

“Se A é um conjunto qualquer nao vazio, entao existe um tunico conjunto
B tal que ANB =92,

Observe que uma afirmacao desse tipo pode ser dividida em duas: a primeira “ezxiste”,
que é uma afirmacao de existéncia estudada na secao anterior, e a segunda “wunico”,
que chamamos de Afirmacao de Unicidade. Afirmacoes desse tipo sao comumente
chamadas de Afirmacoes de Existéncia e Unicidade.

Geralmente, para provar uma afirmacao de existéncia e unicidade, separamos a
prova em duas partes: a da existéncia estudada na secao anterior e a da unicidade que
estudaremos agora. Para provar a unicidade usualmente usamos os métodos direto e
da contradicao.

Uso do Método Direto: supoe-se a existéncia de elementos = e y, com as propri-
edades requeridas e que satisfazem as condi¢oes dadas, e pelo método direto
prova-se que T = y.

Exemplo 2.3.12. Exemplo de prova de afirmacoes de unicidade utilizando o método
direto.

Teorema: O conjunto vazio € unico.

Prova:
Pela especificacao de conjunto vazio, podemos determinar

Pa={re€cA:z#uz} e op={ye B:y#y}.
Suponha que @4 ¢ Dg. Entao,
Jda, a€Bs e ad¢ Tp.

Assim, como a € D, temos que a # a, o que € uma proposi¢ao falsa, ou
seja, uma contradi¢ao. Portanto,

s C IDp.

Com o mesmo argumento, provamos que D C D . Logo, temos @, C
Op e Dg C Dy. Portanto, pelo Teorema do Fremplo 2.2.9, obtemos
Ty =Ip.

Uso do Método da Contradicao: supoe-se a existéncia de elementos = e y, com
as propriedades requeridas e que satisfazem as condicoes dadas, e que = # y.
Com isso, deduz-se alguma contradi¢ao. Dessa forma, garante-se x = y.
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Exemplo 2.3.13. Exemplo de prova de afirmacoes de unicidade utilizando o método
da contradicao.

Teorema: O conjunto vazio é unico.

Prova:
Pela especificacao de conjunto vazio, podemos determinar

Ga={rxe€A:x#x} e op={yeB:y#y}

Suponha que @4 # Dg. Entdo, tem-se dois casos possiveis:
Primeiro caso: 3 a € T4 diferente de todos os b € Op,
ou
Segundo caso: 3 b € Ty diferente de todos 0os a € T 4.

Sem perda de generalidade, suponhamos que ocarra o primeiro caso. Sendo
assim, 3 a € @4 diferente de todos os b € Dg, o que € uma contradicao,
pois T4 nao possui elemento.

Portanto, T4 = Dp.

2.4 Prova de Falsidade de Afirmacao

Quando estamos diante de uma afirmacao, a iniciativa possivelmente natural é de
analisé-la, afim de determinar seu valor logico verdadeiro ou falso. Nessa anélise é
muito importante o entedimento dos quantificadores existéncial e universal.

2.4.1 Contra-exemplo

Para provar que uma afirmacao da forma
VaeD,P(x) (2.14)
é falsa, basta provar que a sua negacgao
Jdx e D,~ P(x)

é verdadeira, ou seja, provar que existe pelo menos um elemento a € D tal que ~ P(a)
é verdadeira, que equivale a P(a) falsa. Portanto, para provar que (2.14) é falsa, basta
provar que existe a € D tal que P(a) é falsa.
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Definicao 2.4.1. Um elemento a € D é chamado um Contra-exemplo para a afir-
macao
VaeD, Px)

quando P(a) € falsa.

Exemplo 2.4.2. Do Ezemplo 2.4.10, considere U o conjunto de todas as capitais do
mundo e a proposicao aberta

“P(x): x ndo € a capital da Inglaterra”.

A afirmacao
Vel P(x)

¢ falsa, pois
Londres € U, ~ P(Londres),

ou seja, ~ P(Londres) é verdadeiro, o que implica P(Londres) falso.
Portanto, “Londres” € um contra-exemplo.

Observacao 2.4.3. Em geral, exemplos nao provam uma afirmacdao com quantifica-
dor universal. Mas basta um contra-exemplo para desprovd-la.

Para provar a falsidade de uma afirmacao implicativa
VzeD[Px)= Q)

deve-se encontrar um contra-exemplo, isto é, determinar um a € D tal que P(a) é
verdadeira e Q(a) é falsa.

Exemplo 2.4.4. Seja C' o conjunto de todos os paises e as proposicoes abertas
“P(x): Oz € um pais latino” e  “Q(z): O x é um pais sulamericano”.

A afirmacao

Vxe O [P) = Q)

é falsa, pois “Mézico” € C' é um contra-exemplo, isto €, P(Mérico) é verdadeiro e
Q(Mézxico) € falso.

2.4.2 Falsidade de Afirmacao Existencial

Para provar que uma afirmacgao da forma
dz e D, P(x) (2.15)
é falsa, basta provar que a sua negacao
VzeD ~ P(x)

é verdadeira.
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Observacao 2.4.5. Geralmente, para provar a falsidade de uma afirmacgao existen-
cial, € til o uso do método da contradicao; supondo-se a afirmacao verdadeira e
obtendo-se uma contradicao.

Exemplo 2.4.6. Eziste um conjunto de todos os conjuntos.
(Foi provado que tal conjunto nao existe, vide Exemplo (2.3.10)).

O Paradoxo de Russel

Neste momento muitos de n6s achamos que entendemos o significado de conjunto,
pelo menos intuitivamente. A maioria de nés, fazendo um curso de teoria dos conjun-
tos pela primeira vez, nao perceberia o que ha de errado em considerar “o conjunto
de todos os conjuntos” ou o assim chamado “conjunto universal” no sentido absoluto.
Na verdade, por um periodo de tempo (pelo menos de 1895, quando Georg Cantor
pioneiramente criou uma teoria dos conjuntos, até 1902, quando o Paradoxo de Russel
apareceu), a existéncia de um tal conjunto universal era considerada como certa. Foi
o famoso filosofo inglés Bertrand Russel (1872-1970) que chocou a comunidade ma-
tematica em 1902, declarando que a admissao de um conjunto de todos os conjuntos
levaria a uma contradi¢ao. Esse ¢ o famoso Paradoxo de Russel.

Embora o conjunto universo no sentido absoluto (conjunto de todos os conjuntos)
nao exista, em nosso contexto de interesse, nao ha problema em assumirmos tempora-
riamente que todos os conjuntos mencionados no restante deste e do préoximo capitulo
sdo subconjuntos de um conjunto fixo U (considerado temporariamente um conjunto
universo no sentido restrito).

Conjunto Universo

Chamaremos de conjunto universo ou universo do discurso, representado por U, o
conjunto que representa o assunto da discussao ou o tema em pauta, ou seja, estaremos
falando somente dos elementos de U.

Uma vez fixado U, todos os elementos a serem considerados pertencerao a U e
todos os conjuntos serao subconjuntos de U, ou derivados destes. Por exemplo, na
Geometria Plana, U ¢ o plano (ver [5]).

Diagramas de Venn

Como auxilio na vizualizacao de operacoes de conjuntos, introduziremos diagra-
mas, chamados Diagramas de Venn, que representam conjuntos geometricamente.
Representaremos o conjunto universal U por um retangulo, e os conjuntos de U por
circulos desenhados dentro do retangulo. Por exemplo, na Figura abaixo, represen-
tamos dois conjuntos A e B como dois circulos sombreados; a parte duplamente
hachurada é a intersecao A N B, e a area sombreada total é a uniao AU B.

75



Apesar dos elementos caracterizarem um conjunto, na representacao pelo Diagrama
de Venn, é interessante por ser mais didatico, representar conjuntos diferentes por
figuras diferentes.

Dados trés conjuntos A, B e C, diferentes entre si, podemos representé-los por:

/ A\
r |
~— |

A seguir, uma ilustragdo para ajudar no entendimento do conceito de “inclusao de
conjuntos”, ou seja, dados dois conjuntos A e B: A estd contido em B, ou A nao estd
contido em B.

Considere a € Ae b € B.

DISIOR

BcA (Todo “b” & “a”) BgA (existe 'b” que ndo é “a” B¢A (nenhum “b” & “a”)

Observacao 2.4.7. Note que a relagao de inclusao entre conjuntos estd estreitamente
relacionado com a implicacao logica. Vejamos: sejam P e () propriedades referentes
a um elemento genérico de um conjunto U. Essas propriedades definem os conjuntos
A, formados pelos elementos de U que gozam de P, e B, conjunto formado pelos
elementos de U que tém a propriedade ). Diz-se entao que a propiedade P implica
(ou acarreta) a propriedade @), e escreve-se P = Q, para significar que A C B. Por
exemplo, seja U o conjunto dos quadrildteros convezos do plano. Designemos com P
a propriedade de um quadrildtero ter seus quatro dngulos retos e por () a propriedade
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de um quadrildtero ter seus lados opostos paralelos. FEntao podemos escrever P =
Q. Com efeito, neste caso, A é o conjunto dos retingulos e B € o conjunto dos
paralelogramos, logo A C B (ver [5, p.6]).

2.4.3 O Complementar de um Conjunto

Dado um conjunto A qualquer e o conjunto universo ou universo do discurso U
(onde todos os elementos considerados pertencem a U inclusive todos os elementos
de A), Chamamos de complementar de A ao conjunto A° formado pelos elementos de
U que nao pertencem a A. Representacao:

A={z:x ¢ A} (2.16)

Exemplo 2.4.8. Considere U o conjunto de todas as letras do alfabeto e a proposicao
aberta “P(z): x € consoante”. Se A é o conjunto das consoantes, vimos que podemos
fazer a representagao

A={xeU: P(x)},
e como o complementar de A visto em (2.16) é dado por
{z:x¢g A}
podemos representar o conjunto complementar de A da sequinte maneira:
A¢={x €U :~ P(x)} ou seja, A° ={a,e,i,o0,u}

que € o conjunto das vogais.

Para cada elemento x em U, vale apenas uma das alternativas:

reAoux¢gA.

O fato de que para todo x € U nao existir uma outra opcao além de x € A ou
x ¢ A é conhecido, como vimos nas proposicoes, como o principio do terceiro excluido,
e o fato de que as alternativas z € A e x € A nao poderem ser verdadeiras ao mesmo
tempo, pois uma é a negacao da outra, chama-se o principio da nao-contradi¢ao.
Sendo assim, podemos escrever:

x pertence a A°, se x nao pertence a A,

x nao pertence a A€, se x pertence a A.

Podemos resumir o conceito de complementar de um conjunto A para todo x em
U, na seguinte tabela:
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TR M

Tabela 2.1: Complementar do Conjunto A,V x € U.

Observacao 2.4.9. Note a mesma relagao entre: “uma proposicao ~ P ser verda-
deira quando P ¢ falsa, e ~ P ser falsa quando P ¢ verdadeira”, visto na definicao
1.5.1 e a “pertinéncia de um elemento x de U ao conjunto A°, se x nao pertence a A
e a nao pertinéncia de x ao conjunto A°, se x pertence a A”, visto acima.

Do ponto de vista logico, utilizando uma propriedade P(x) para definir um con-
junto A, esse é formado pelos elementos de U que gozam da propriedade P(z). A
propriedade que define o conjunto A€, é a negacdo de P(x), ~ P(x). Assim, dizer
que um elemento x goza da propriedade ~ P(x) significa (por defini¢ao) afirmar que
x ndo goza da propriedade P(x).

Dessa forma, para cada proposicao P wverdadeira, podemos determinar um con-
junto A de propriedade P(z), onde 3 a € U, tal que P(a) é equivalente a P. E
para cada proposicao P falsa, tem-se o complementar do conjunto A, ou seja, A¢ de
propriedade ~ P(z), tal que ~ P(a) é equivalente a P, para algum a de U.

Exemplo 2.4.10. Considere U o conjunto de todas as capitais do mundo. Para a
Proposicao

“P: Londres € a capital da Inglaterra”,

que sabemos ser uma proposi¢cao verdadeira, podemos determinar um conjunto A de
propriedade

“P(x): x € a capital da Inglaterra”,
tal que
Londres € U, P(Londres).
Nesse caso, dizemos que A € um conjunto unitario, por possuir apenas um elemento,
A = {Londres}.

Note que a proposicao P nao pode ser falsa, pois como visto acima, existiria um
conjunto complementar A° de propriedade

“~ P(x): x nao é a capital da Inglaterra”,
tal que
Londres € U, ~ P(Londres).
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O que seria uma contradi¢do, “Londres” pertencer a A e também pertencer a A°, haja

vista o que foi definido em (2.16), A*={x e U :x ¢ A}.

Exemplo 2.4.11. Considere agora U o conjunto de todos os meses do ano e a pro-
posicao aberta em U,

“P(z): x é um més do primeiro semestre do ano”.
Para todas as proposi¢oes P(a) verdadeiras, ¥ a € U, tem-se o conjunto
A={x e U, P(x)} = {janeiro, fevereiro, marco, abril, maio, junho}.
Jd para todas as proposicoes P(a) falsas, tem-se o conjunto A de propriedade
“~ P(x): x nao é um més do primeiro semestre do ano”,

tal que
A ={xz € U ,~ P(x)} = {julho, agosto, setembro, outubro, novembro, dezembro},

que sao os meses do sequndo semestre do ano.

S0 para reforcar, sabemos que o ano possui dois semestres, e que 0 mesmo més nao
pode pertencer a ambos os semestres. Portanto, x pertence somente a A ou somente
a A°.

Exemplo 2.4.12 (Propriedade). Todo conjunto é complementar do seu complemen-
tar,

(A°)¢ = A.

Prova:

(Implica¢ao)

Pela definicao de conjunto complementar,

Se x € (A°)°, entao v & (A°). Se x & (A°), entdo x € A.
Logo, (A°)° C A.

(Reciproca)

Se x € A, entio x & (A°). Se x & (A°), entao x € (A°)".
Logo, A C (A°).

Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9, temos

(A% = A.

Exemplo 2.4.13. Usando o método de prova de afirmacoes da forma “se, e somente

se”, vamos provar o sequinte teorema:

Teorema: Sejam A e B conjuntos quaisquer,

A C B se, e somente se, B¢ C A°.
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Prova:

(Implicagao)

Se A C B, entio (v € A) = (v € B);

Pela equivaléncia logica com a contrapositiva, visto no Fxemplo 1.6.10 da
secao Equivaléncias Logicas, tem-se
(xreA)=(xeB)=(x¢B)= (& A);

Pela definicao de complementar, tem-se,

Se(x ¢ B)= (x € A), entio (z € B°) = (z € A°);
E pela definicio de subconjuntos, tem-se

Se (x € B%) = (x € A°), entao B¢ C A°.

Logo, A C B = B¢ C A°.

(Reciproca)

Se B¢ C A, entio (x € B°) = (x € A%);

Pela equivaléncia logica com a contrapositiva, visto no Fxemplo 1.6.10 da
secao Equivaléncias Logicas, tem-se

(x € BY) = (x € A°) = (x & A°) = (z & B°);

Pela definicao de complementar, tem-se,

Se (x ¢ A°) = (z € B°), entao (x € A) = (v € B);
E pela definicio de subconjuntos, tem-se

Se (r € A) = (z € B), entao A C B.

Logo, B¢ C A= A C B.

Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9, temos

A C B se, e somente se, B¢ C A°.

Exemplo 2.4.14. Usando o método de prova de afirmacoes da forma “se, e somente

se”, vamos provar o sequinte teorema:

Teorema: (Teorema de De Morgan) Sejam A e B conjuntos quaisquer,

(AUB)° = (A°N B°)

Prova:

(Implicacao)

Pela definicao de conjunto complementar, tem-se,

Se x € (AU B)°, entdo ~ [(x € (AU B)];

Pela definicao de unido

Se ~ [(x € (AU B)], entiao ~ [(x € A) V (x € B)];

Pelas leis de De Morgan nas proposigoes, vistas no Exemplo 1.6.4 da se¢ao
Equivaléncias Logicas, tem-se ~ [(x € A)V(x € B)| = (x € A)A(x &€ B);
Pela definicao de conjunto complementar, tem-se,

Se (x & A) N (x & B), entio (x € A°) A (x € B°);

E pela definicao de intersecao,
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Se (x € A°) A\ (x € B°), entao x € (A°N B°).
Logo, (AU B)° C (A°N B°).

(Reciproca)

Pela definicao de Intersecao

Se x € A°N B, entao (v € A°) A\ (x € BY);

Pela definicao de complementar

Se (x € A°) A\ (x € BY), entao (v € A) N\ (v &€ B);
Se (x ¢ A)N(x & B), entio x ¢ AU B;

E novamente pela definicao de conjunto complementar
Se x ¢ AU B, entio v € (AU B)°.

Logo, (A°N B°) C (AU B)“.

Assim, pelo teorema do Exemplo 2.2.9, temos

(AU B)® = (A°N BO).

De forma anéaloga, prova-se

(ANB)° = (A°U B°).
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Capitulo 3

Numeros Naturais

Nos padroes atuais de rigor matemaético, a construcao e apresentacao de uma
Teoria Matemaética consiste basicamente em:

1. Formular uma lista dos Conceitos Primitivos;
2. Formular os Aziomas;

3. Formular Defini¢oes de demais Conceitos fazendo uso de termos es-
pecificos a exemplo dos Termos Primitivos, dos Axiomas, de outras
Definicoes, etc;

4. Deduzir (Provar ou Demonstrar) Afirmacoes e Resultados Subse-
quentes (Teoremas).

3.1 Os Numeros Naturais

Pode-se dizer que Numeros sao entes abstratos, desenvolvidos pelo homem como
modelos, que permitem contar e medir. Baseados em longas reflexdes que se deram
através de muitos séculos, podemos estudar hoje tudo que se conhece sobre os Nume-
ros Naturais através dos chamados Aziomas de Peano, introduzido pelo matematico
italiano Giuseppe Peano em 1891.

3.1.1 Os Axiomas de Peano

A pretexto de contextualizar a construcao e exposicao dos Niumeros Naturais feita
por Peano com o que apresetamos até o presente neste texto, vamos assumir como
conceitos primitivos os seguintes conceitos:
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Conceitos Primitivos de Peano:

e Zero (que é denotado por 0);

e Niumero Natural,

e Sucessor.

A medida que Peano considerou os termos primitivos ele formulou os seguintes axi-
omas:

/~ Axiomas de Peano: \

Py) 0 é nimero natural;

P,) Cada ndmero natural tem um tnico sucessor que também é nimero
natural;

P5) 0 nao é sucessor de nenhum nimero natural;

Py) Dois numeros naturais que possuem sucessores iguais devem ser (eles
proprios) iguais;

P5) Se S é um conjunto de nimeros naturais que contém 0 e contém o su-
cessor de cada um de seus elementos, entao S é o conjunto de todos os
\__ nidmeros naturais. )

Notacao 3.1.1. Adotaremos as sequintes notagoes:

e Usamos a expressio s(n) para representar o sucessor do niumero natural n;

o Usamos a letra N para denotar o conjunto de todos os niimeros naturais;

e O Azioma Ps) é conhecido como Azioma (Principio) da Indugao Completa.

As vezes reescrevendo os Axiomas de Peano usando a simbologia matematica
pode-se facilitar a compreensao e o uso do conceitos.
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/ Axiomas de Peano (simbolicamente): \

P) 0eN;

Py) n e N = existe tnico s(n) € N;

.

T

)

)

) Vn,neN = s(n)#0;
) s(m) = s(n) = m=mn;
)

Ps) Se S C N é um conjunto que
i) 0 €S,

it) ne S = s(n)eS;

\ entao S = N. J

Observacao 3.1.2. Temos as sequintes observagoes imediatas decorrentes dos Axio-
mas de Peano:

i) N#£ 0 (0 representa o conjunto vazio), pois 0 € um nimero natural;

ii) Temos quem #n = s(m) # s(n). Note que essa afirmagdo é a contrapositiva
do Azioma Fy).

Fazendo uso dos Axiomas de Peano, a primeira afirmacdo que conseguimos veri-
ficar é que cada nimero natural é diferente do seu sucessor.

Teorema 3.1.3. Se n € N, entao s(n) # n.

Demonstracao. Seja S = {a € N : s(a) # a}. Basta mostrar que S = N. Os axiomas
Py) e P3) garantem 0 € S, pois 0 € N e V n € N, tem-se s(n) # 0, logo s(0) # 0.
Se a € S, entao s(a) # a pela especificagdo do conjunto S. Pelo axioma Py), tem-se
s(s(a)) # s(a). Logo, pela especificagao do conjunto S, s(a) € S. Portanto, pelo
axioma Ps), como 0 € SeVae S=s(a)eS, S=N. O

Com o Teorema 3.1.3 podemos deduzir que N possui muitos elementos. Vejamos
a deducao:

e 0 € N e o chamamos de ‘Ntumero Zero’ ou simplismente ‘Zero’;

e 1 =5(0) € Ne o chamamos de ‘Nimero Um’ ou simplismente ‘Um’.

Observe que 1 # 0. Garantimos isso usando o Teorema 3.1.3.
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e 2 =35(1) =5(s(0)) € Neochamamos de ‘Niimero Dois’ ou simplismente ‘Dois’.

Observe que 2 # 0 e 2 # 1. De fato:

Justificativa de 2 # 0: Pelo Axioma P), temos 2 = s(1) # 0.
Justificativa de 2 # 1: Pelo Teorema 3.1.3, temos 2 = s(1) # 1.

e 3 =5(2) = s(s(s(0))) € N e o chamamos de ‘Numero Trés’ ou simplismente
‘trés’.
Observe que 3 # 0, 3 # 1 e 3 # 2. De fato:

Justificativa de 3 # 0: Pelo Axioma P), temos 3 = s(2) # 0.

Justificativa de 3 # 1: Temos garantido que 2 # 0. Entdo, pelo item i) da
Observagao 3.1.2, tem-se s(2) # s(0). Logo,

3=5(2)#s(0)=1 = 3#1.
Justificativa de 3 # 2: Pelo Teorema 3.1.3, temos 3 = s(2) # 2.
o 4 =5(3) = s(s(s(s(1)))) € N e o chamamos de ‘Niamero Quatro’ ou simplis-
mente ‘Quatro’.
Observe que 4 # 0, 4 # 1, 4 # 2 e 4 # 3. De fato:

Justificativa de 4 # 0: Pelo Axioma P), temos 4 = s(3) # 0.

Justificativa de 4 # 1: Temos garantido que 3 # 0. Entao, pelo item i) da
Observagao 3.1.2, tem-se s(3) # s(0). Logo,

4=5(3)#s0)=1 = 4#1.

Justificativa de 4 # 2: Temos garantido que 3 # 1. Entdo, pelo item i) da
Observagao 3.1.2, tem-se s(3) # s(1). Logo,

4=53)#s(l)=2 = 4#2.
Justificativa de 4 # 3: Pelo Teorema 3.1.3, temos 4 = s(3) # 3.
Seguindo esse raciocinio construimos os niimeros naturais
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, - -- , 997,998,999, 1000, 1001, - - - , 100000000000000,

por exemplo, sendo eles todos distintos. Observe que o nimero natural 100000000000000
nao possui “nome”, assim como “seus sucessores”. Mas isso nao tem a menor importan-
cia! O que realmente deve ser levado em consideracao, e o que acabamos de apresentar
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ilustra bem, nao sao os “nomes” que conhecemos de alguns niimeros naturais, mas
sim as suas propriedades.

Apo6s a recorréncia na construcao de alguns nimeros, surge uma pergunta natu-
ral. Serd que seguindo esse raciocinio indefinidamente consegue-se construir todos os
nimeros naturais? A resposta é sim! Vamos colocar isso como um teorema, pois a
justificativa deve-se ao Axioma P;).

Teorema 3.1.4. Se N € o conjunto dos nimeros naturais, entao

N=1{0,1,2,3,4,---}.

Demonstracao. Para garantir a validade do teorema, consideramos o conjunto
S={0,1,2,3,4,---}.
Como cada elemento de S é um ntimero natural, entao S C N. Agora, observe que:
i) 0e€S,;
it) ne S = s(n)es.
Entao, o Axioma Ps) garante que S = N, ou seja,
N={0,1,2,3,4,---}.
O

O Axioma Ps) da origem a um método de demonstracao de afirmagoes que depen-
dem dos numeros naturais, conhecido como Principio de Inducdo. Para apresentar
esse método, vamos representar por P(n) uma afirmacao que dependa de cada nimero
natural n.

3.2 Meétodo de Inducao Finita

Muitas afirmacoes em matematica envolve uma proposicao com quantificador uni-
versal da forma

vV neN; P(n),

onde P(n) é uma sentenga aberta com variavel n e dominio N.

Teorema 3.2.1 (Principio de Indugao Finita - P.I.F.). Seja P(n) uma sentenca
aberta com dominio N. Se valem as duas condi¢oes:

(1) P(1) € uma afirmagao verdadeira;

(ii) P(k) verdadeira implica P(k + 1) verdadeira;
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entdo P(n) é verdadeira para todo n € N
Para provar uma afirmacao da forma
vV n e N; P(n)
usando o Teorema 3.2.1, devemos verificar que:
e P(1) é valida.
e Supondo que P(k) é valida, obtemos P(k + 1) valida.

Observagao 3.2.2. Usualmente chamamos a suposicao de que P(k) € vdlida de Hi-
potese de Inducao.

Teorema 3.2.3 (P.I.LF.—2% Forma). Seja P(n) uma sentenca aberta com dominio
N. Se valem as duas condi¢oes:

(i) P(1) € uma afirmagao verdadeira;

(ii) Para cada m > 2, P(k) verdadeira, para k = 2,--- 'k = m, implica P(m + 1)
verdadeira;

entao P(n) € verdadeira para todo n € N.

Teorema 3.2.4 (Principio de Inducao - PI). Se P(n) é uma afirmagio que de-
pende de cada niumero natural n e que:

i) P(1) € vdlida;

i) para cada n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(s(n))
(s(n) € o sucessor de n);

entdo P(n) € vdlida para todos os nimeros n € N.

Demonstragao. Seja S = {n € N: P(n)}. Vamos mostrar que S = N. Da hipotese
(1) temos que 1 € S. Supondo que n € S, temos que P(n) é verdadeira. Por (i),
P(s(n)) é verdadeira. Logo, s(n) € S. Assim, n € S implica s(n) € S. Pelo axioma
P5), S =N. Logo, P(n) é verdadeira, para todo n € N.

U

Para apresentar as varias aplicagoes simples e interessantes que mostram a im-
portancia do Principio de Inducao, precisamos estudar as operacoes de Soma e Mul-
tiplicacao, a Relacao de Ordem dos ntimeros naturais e as propriedades que delas
decorrem.

LA prova desse teorema serd feita pelo método da contradicdo com o uso do Principio da Boa
Ordenacao que veremos mais adiante.
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3.2.1 Soma de Ntimeros Naturais

Possivelmente estejamos praticos com a soma de nimeros naturais, pelo menos
em relacao a soma de uma parcela deles, que sao aqueles suficientes ao nosso uso no
cotidiano. Porém, quando estudamos os nlimeros naturais é necessario ir um pouco
além. Para definir o conceito de soma, vamos primeiro observar que:

Soma com 0:

1+0=1, 240=2 34+0=3,  4+0=4,

Soma com 1:

1+1=1+5(0)=s(14+0)=s(1) =2,

2+1=2+45(0)=5s(2+0) =s(2) =3,

3+1=3+s(0)=s(3+0)=s(3)=4,
Soma com 2:

1+2=1+s(1)=s(14+1) =s(2) =3,

s s
2+2=2+5(1)=s(24+1)=5s(3) =4,
3+42=3+s(1)=s s

Soma com 3:

1+3=1+5(2)=s(1+2)=s(3) =4,
24+ 3=2+5(2) =s(2+2) = s(4) = 5,
3+3=3+4+5(2)=5s(3+2)=s(5) =6.

Os casos particulares anteriores nos motivam a escrever, para qualquer nimero
natural m:
m+0=m.

Eles também nos dao a soma de m com s(0) = 1:
m + s(0) = s(m +0);
que por sua vez, também nos dao a soma de m com s(s(0)) = 2:
m + s(s(0)) = s(m + s(0)); (3.1)
e assim por diante. Isso motiva a definicao de soma a seguir.
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e . .
Soma de Niumeros Naturais:

A Soma de dois nimeros naturais m e n, representada por m + n, é definida
recursivamente por
m+0 = m
m+s(n) = s(m+n).

J

Observacao 3.2.5. Como motivado, pela definicao de soma, para cada m € N,
temos

m+ s(0) = s(m+0) = s(m).

Como s(0) = 1, concluimos que o sucessor de qualquer m € N é:
s(m) =m+ 1. (3.2)
Além disso, s(s(m)) =s(m+1) = ((m+1) + 1), ou seja,
s(s(m)) = ((m+1)+1).

De um modo geral, podemos entender a soma m + n, para n # 0, como

m+n=((--(m+1)+1)+---+1),

onde estamos obtendo o sucessor apds n vezes.

A primeira coisa que podemos garantir com a definicao de soma de nimeros natu-
rais ¢ que a soma de dois deles ¢ também um ntimero natural, conforme a seguinte
propriedade.

Propriedade 3.2.6 (Fechamento da Soma). A soma de dois nimeros naturais é
um nidmero natural. Simbolicamente:

m,neN = m+nel.

Demonstracao. Sen=0em € N, temos m+n=m+0=m € N. Agora, se n # 0,
podemos seguir (3.1) e obter

mn = 85 (sm+ 5(0))) )

onde os trés pontos “---” indica que estamos obtendo o sucessor apos n vezes. Como
o Axioma P,) garante que o sucessor é natural, concluimos que m +n € N. O
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Exemplo 3.2.7. Determine a soma 12+ 2, 4+ 5 e 973 + 3. Pela Observacao 3.2.5
temos:

1242 = ((124+1)+1)=13+1= 14,

4+5

((A+DH)+DH)+D)+D)+D)=(((GB+H)+1)+1)+1)
(6+H)+H)+1)=(7T+1)+1)=8+1
= 9

97343 = ((973+1)+1)+1)=((974+ 1)+ 1) =975+ 1 = 976.
Exemplo 3.2.8. Para todo n € N, tem-se

1
1+2+3+---+(n—1)+n—@. (3.3)

Prova: Na prova usamos o Principio de Inducao Finita. Considere

1
P(n):1+2+3+--.+(n_1)+n:n(n2‘|‘ )
Observe que
py:1=0+D
2
Logo, P(1) ¢ vdlida.
Agora, suponha que
k(k+1
Pk): 14243+ +(k—1)+k= ( ; )

€ valida. Precisamos provar que

(k+1)((k+1)+1)

Plk+1): 14243+ +k+(k+1)= 5

¢ vdlida. Para tanto, sendo P(k) vdlida, temos

k(k+1)

L4243+ + (k1) +h=——

Somando (k + 1) em ambos os lados da igualdade, obtemos

k(k+1)

142434+ (k-1 +k+(k+1) = +(k+1). (3.5)
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Como

k(k+ 1)
2

(k1) = k(k+1>;2<k+1) _ <k+1>2(k+2) _ (k+1)((/-;+1)+1)7

substituindo isso em (3.5), tem-se

14243+ + (k-1 +k+(k+1)= (k+1)((2+1)+1).

Entao, P(k + 1) € vdlida. Portanto, pelo Teorema 3.2.1, a formaila (3.3)
¢ vdlida para todo n € N.

Propriedade 3.2.9. Qualquer que seja m € N, temos

0+m=m e 0+m=m+0. (3.6)

Demonstracao. A justificativa é pelo Principio de Indugdo. Considere P(m) repre-
sentando a afirmacao 0 +m = m, ou seja,

P(m):0+m=m.
Temos que:
i) P(0) é valida, pois 0 4+ 0 = 0;

ii) Vamos agora assumir a validez de P(m), ou seja, vamos assumir que 0+m = m
é verdade e devemos concluir que P(s(m)) também é verdade. Para concluir o
que devemos, observemos nesse caso que temos

0+ s(m) = s(0+m) (Definigao de Soma)
= s(m) (Hipotese que 0+ m = m);

e assim obtemos P(s(m)) : 04+ s(m) = s(m) verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Indugao, temos a validade da primeira igualdade de (3.6).
Com a primeira igualdade de (3.6) garantida, podemos justificar a segunda observando
que

O+m=m=m-+0,

onde a segunda igualdade é a definicao de soma. O

Propriedade 3.2.10. Qualquer que seja m € N, temos

I1+m=m+ 1. (3.7)
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Demonstracao. A justificativa é pelo Principio de Indugdo. Considere P(m) repre-
sentando a afirmacao 1 +m = m + 1, ou seja,

Pm):1+m=m+ 1.
Temos que:
i) P(0) é valida, pois pela segunda igualdade de (3.6) obtemos 1 +0=0+1 ;

ii) Vamos agora assumir a validez de P(m), ou seja, vamos assumir que 1+ m =
m + 1 é verdade e devemos concluir que P(s(m)) também é verdade. Para
concluir o que devemos, observemos nesse caso que temos

1+s(m) = s(I1+m (Defini¢ao de Soma)
= s(m+1) (Hipotese que 1 +m =m + 1)
= s(s(m)) (Garantida por (3.2))
= s(m)+1 (Garantida por (3.2))

e assim obtemos P(s(m)) : 1 4+ s(m) = s(m) + 1 verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao, temos a validade da igualdade de (3.7). O

Principais Propriedades da Soma de Nimeros Naturais

Com a defini¢ao de soma de niimeros naturais juntamente com o Principio de Indu-
¢ao conseguimos justificar muitas propriedade dos niimeros naturais. Apresentamos
a seguir algumas das principais propriedades:

S1 - Associativa: para quaisquer niameros [,m,n € N

[+ (m+n)=(+m)+n.

Justificativa: Vamos justificar usando o Principio de Inducao, considerando
P(n) representando a afirmacao [+ (m+n) = ({+m)+n, com [,m € N dados,
ou seja,

Pn):l+(m+n)=(l+m)+n.

Temos que:
i) P(0) é valida, pois

[+ (m+0)=1l4+m=(l+m)+0;
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ii) Vamos agora assumir a validez de P(n), ou seja, vamos assumir que
[+ (m+n)=(I+m)+n (3.8)

é verdade e devemos concluir que P(s(n)) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

(l+m)+s(n) = s((l+m)+n) (Definigdo de Soma)
= s(l+(m+n)) (Hipotese (3.8))
= l+s(m+n) (Definigao de Soma)
= [+ (m+s(n)) (Definigdo de Soma)

e assim obtemos P(s(n)) : (l+m)+ s(n) =1+ (m + s(n)) verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao, temos a validade da Propriedade Associa-
tiva.

S, - Comutativa: para quaisquer numeros m,n € N

‘ m-+n=mn-+m.

Justificativa: Vamos justificar usando o Principio de Inducao, considerando
P(n) representando a afirmagdo m 4+ n = n + m, com m € N dado, ou seja,

P(n):m+n=n+m.
Temos que:

i) P(0) é valida, pois m + 0 = 0 + m, garantida por (3.6);

ii) Vamos agora assumir a validez de P(n), ou seja, vamos assumir que
m+n=n-+m

¢ verdade e devemos concluir que P(s(n)) : m + s(n) = s(n) + m também
é verdade. Para concluir o que devemos, observemos nesse caso que temos

m+s(n) = s(m+n) (Definigdo de Soma)
= s(n+m) (Hipoetese que m +mn =n+m)
= (n+m)+1 (Garantida por (3.2))
= n+(m+1) (Associatividade)
= n+(1+m) (Garantida por (3.7))
= (n+1)+m (Associatividade)
s(n) +m; (Garantida por (3.2))

e assim obtemos P(s(n)) : m + s(n) = s(n) + m verdadeira.
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Portanto, pelo Principio de Inducao, temos a validade da Propriedade Comu-
tativa.

S3 - Lei do Cancelamento: para quaisquer numeros [,m,n € N

‘ m+l=n+l = m=n.

Justificativa: Vamos justificar usando o Principio de Inducao Finita, consi-
derando P(l) representando a afirmagao m + [ = n + [, implica m = n, com
m,n € N dados, ou seja,

P(l):m+l=n+l=m=n.
Temos que:

i) P(1) é valida, pois m +1 =n+1 = s(m) = s(n) = m = n, garantida
pelo axioma Py) de Peano;

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
Pk):m+k=n+k=m=n

é verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

m+(k+1) = n+(k+1) (Hipotese)
(m+k)+1 = (n+k)+1 (Propriedade Associativa da Soma)
s(m+k) = s(n+k) (Defini¢ao de Sucessor)
(m+k) = (n+k) (Garantida pelo Axioma P, de Peano)
m = n (Garantida pela Hipotese de Indugao)

e assim obtemos P(k) : m 4+ k = n + k = m = n verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, temos a validade da Propriedade
Lei do Cancelamento.

Sy - Temos:

‘ m+n=0 = m=0 e n=0. ’

Justificativa: Vamos justificar usando o Método da Contradicao. Se m+n =0
e n # 0, entdo existe um natural ¢ tal que n = s(c) e m+s(c) = 0. Da definigao
de soma, m+s(c) = 0= s(m+c) =0, o que contradiz o axioma P3) de Peano,
Vn,n €N = s(n)#0. Analogamente, para m # 0, obtemos uma contradigao.
Portanto, m =0 e n = 0.

94



3.2.2 Multiplicacao de Ntumeros Naturais

Assim como no caso da soma, possivelmente estejamos praticos com a multipli-
cacao de nimeros naturais, pelo menos em relacao a multiplicacao de uma parcela
deles. Para definir o conceito de multiplicacao, devemos observar que:

Multiplicagao por 0:

1-0=0, 2-0=0, 3-0=0, 4-0=0,

Multiplicagao por 1:

1-1=1-0+1=1,
2.1=2-0+2=2,
3.1=3-0+3=23,

1-2=1-1+1=2,
2.2=2-1+2=4,
3.2=3-14+3=6,

1-3=1-2+1=3,
2.3=2-2+4+2=6,
3.3=3.243=09,

Os casos particulares anteriores motivam a definicao de multiplicacao a seguir.

4 Multiplicagao de Ntimeros Naturais: )

A Multiplicacdo de dois nimeros naturais m e n, representada por m - n ou
simplesmente mn, é definida recursivamente por

m-0 = 0
m-s(n) = m-n+m.

o J

Observacao 3.2.11. Como por (3.2) s(n) = n+ 1, a definicio de multiplicacio
pode ser apresentada como

m-(n+1)=m-n+m. (3.9)
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Assim como o caso da soma, a primeira coisa que podemos garantir com a definicao
de multiplicagao de ntineros naturais é que a soma de dois deles ¢ também um ntimero
natural.

Propriedade 3.2.12 (Fechamento da Multiplicagao). A Multiplicacio de dois
numeros naturais é um nidmero natural. Simbolicamente:

m,neN = mnecN.

Demonstracao. A justificativa é pelo Principio de Inducao. Considere, para cada
nimero natural dado m, P(n) representando a afirmagao mn € N, ou seja,

P(n):mn € N.
Temos que:
i) P(0) é valida, pois pela defini¢do de multiplicagao tem-se m -0 =0 € N;

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que m - k € N
¢ verdade e devemos concluir que P(s(k)) também ¢é verdade. Para concluir o
que devemos, observemos nesse caso que temos

m-s(k) = m-k+m. (Definigao de Multiplicacao)

Como por hipotese mk € N, obtemos que m - kK +m € N pois a soma de dois
naturais é natural. Assim, temos P(s(k)) : m - s(k) € N verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao, temos que a multiplicacao de dois nimeros
naturais é um ntmero natural. O

Exemplo 3.2.13. Determine as multiplicacoes 12 - 3 e 973 - 2. Pela definicao de
multiplicacao, usada algumas vezes, temos:

12:3=12-2412=(12-1+12)+12 = ((12: 0+ 12) + 12) + 12 = (12+ 12) + 12 = 36

e
973-2=973-14+973 = (973 - 0+ 973) + 973 = 973 + 973 = 1946.

E preciso notar que, embora a definicao diga que m -0 = 0 qualquer que seja
m € N, nao é ébviamente garantido que 0-m = 0.

Propriedade 3.2.14. Qualquer que seja m € N, temos

0-m=0 e 0-m=m-0. (3.10)
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Demonstracao. A justificativa é pelo Principio de Indugdo. Considere P(m) repre-
sentando a afirmacgao 0 - m = 0, ou seja,

P(m):0-m=0.
Temos que:
i) P(0) é valida, pois pela defini¢do de multiplicagao 0 -0 = 0;

ii) Vamos agora assumir a validez de P(m), ou seja, vamos assumir que 0-m =0
é verdade e devemos concluir que P(s(m)) também é verdade. Para concluir o
que devemos, observemos nesse caso que temos

0-s(m) = 0-m+0 (Definicao de Multiplicacao)
= 040 (Hipotese que 0 -m = 0)

e assim obtemos P(s(m)) : 0-s(m) = 0 verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Indugao, temos a validade da primeira igualdade de (3.10).
Com a primeira igualdade de (3.10) garantida, podemos justificar a segunda obser-
vando que

0-m=0=m-0,

onde a segunda igualdade ¢ a definicao de multiplicacao. O

Propriedade 3.2.15. Qualquer que seja m € N, temos

m-1=m e 1-m=m. (3.11)

Demonstragao. A justificativa da primeira igualdade de (3.11) é simples:

m-1 = m-s(0) (Definicao de 1)
= m-0+m (Definigao de multiplicacio)
= 0+m (Garantida por (3.10))
= m. (Garantida por (3.6))

A justificativa da segunda igualdade de (3.11) é pelo Principio de Inducao. Con-
sidere P(m) representando a afirmagdo 1-m = m, ou seja,

P(m):1-m=m.
Temos que:

i) P(0) é valida, pois pela defini¢do de multiplica¢do tem-se 1-0 = 0;
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ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que 1 -k = k
é verdade e devemos concluir que P(s(k)) também é verdade. Para concluir o
que devemos, observemos nesse caso que temos

1-s(k) = 1-k+1 (Definigdo de Multiplica¢ao)
= k+1 (Hipotese que 1 -k = k)
= s(k), (Garantida por (3.2))

e assim obtemos P(s(k)) : 1-s(k) = s(k) verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Indugao, temos a validade da segunda igualdade de (3.10).
U

Principais Propriedades da Multiplicagao de Nimeros Naturais

Anéalogo ao caso da definicao de soma de niimeros naturais, com a definicao de
multiplicagao juntamente com as propriedades anteriores e o Principio de Inducao,
conseguimos justificar muitas propriedades dos numeros naturais. Apresentamos a
seguir algumas das principais propriedades, cujas justificativas sao simples adaptacoes
dos casos da soma:

M; - Distributiva: para quaisquer ntimeros [,m,n € N

Ilm+n)=Im+In e (m+n)l =ml+ nl.

Justificativa: Vamos justificar a primeira das igualdades usando o Principio
de Inducdo, considerando P(n) representando a afirmacao I(m + n) = Im + In,
com [, m € N dados, ou seja,
P(n) :l(m+n) =1Im+In.
Temos que:
i) P(0) é valida, pois

I[(m+0)=1(m)=1Im=Im+I0,

onde usamos a defini¢do de multiplicagdo e (3.6).

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
I(m + k) = lm + Uk (3.12)
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¢ verdade e devemos concluir que P(s(k)) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

Im+s(k)) = 1-s(m+k) (Definigao de Soma)
= I(m+k)+1 (Definicao de Multiplicacao)
= (Im+1k)+1 (Hipotese (3.13))
= Im+ (lk+1) (Associativa da Soma)
= Im+1-s(k). (Defini¢ao de Multiplicacao)

e assim obtemos P(s(n)) : l(m + s(n)) = lm + ls(n) verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Indugao, temos a validade da primeira igualdade da
Propriedade Distributiva.

Justificativa: Vamos justificar a segunda das igualdades usando o Principio de
Inducao Finita, considerando P(l) representando a afirmagao (m+n)l = ml+nl,
com m,n € N dados, ou seja,

P(l): (m+n)l =ml+nl.
Temos que:
i) P(1) é valida, pois pela propriedade (3.11)
(m+4+n)l =m+n=ml+nl.
ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
(m+n)k =mk + nk (3.13)

é verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

(m+n)(k+1) = (m+n)s(k) (Hipotese)
= (m+nk+m+n (Propriedade da Multiplicagao)
= mk+nK+m+n (Hipdtese de Inducao)
= mk+m+nk+n (Comutativa da soma)
= ms(k) + ns(k) (Defini¢ao de Multiplicacao)
= m(k+1)+nk+1) (Definigao de Sucessor)

e assim obtemos P(k+1) : (m+n)(k+1) = m(k+1)4+n(k+1) verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, temos a validade da segunda igual-
dade da Propriedade Distributiva.

M, - Associativa: para quaisquer nameros [,m,n € N

99



(mn)l = m(nl).

Justificativa: Vamos justificar usando o Principio de Inducao Finita, conside-
rando

P(l) : (mn)l = m(nl)
com m,n € N dados.

Temos que:

i) P(1) é valida, pois pela propriedade (3.11), (mn)l = mn e n = (nl), e
portanto, (mn)l = mn = m(nl).

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
P(k) : (mn)k = m(nk)

¢ verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

(mn)(k+1) = (mn)k+mn (Propriedade Distributiva)
= m(nk) +mn (Pela Hipotese de Indugao)

m(nk +n) (Distributiva)

m[n(k + 1)] (Distributiva)

ou seja, valido para P(k +1).
Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, temos a validade da Proprie-
dade Associativa.

M; - Comutativa: para quaisquer niameros m,n € N

‘ mn = nm.

Justificativa: Vamos justificar usando o Principio de Inducao Finita, conside-
rando
P(n) : mn =nm

com m € N dado.

Temos que:

i) P(1) é valida, pois pela propriedade (3.11), m1 = 1m.

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
P(k) : mk = km
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M, -

¢ verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

m(k+1) = ms(k) (Definigao de Sucessor)
= mk+m (Propriedade da Multiplicagao)
= km+m (Pela Hipotese de Inducao)
(k+1)m (Propriedade Distributiva)

ou seja, valido para P(k + 1).
Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, temos a validade da Proprie-
dade Comutativa.

Temos:

‘ mn=0 = m=0 ou n=0.

Justificativa: Se mn = 0 e n # 0, entdo n = s(p) para algum natural p e
mn = ms(p) = mp + m = 0. Pela propriedade Sy da soma, se mp + m = 0,
entdo mp = 0 e m = 0. Analogamente, se m # 0, deduzimos que n = 0.

Justificativa: Se m = 0 oun = 0, entao mn = 0 pela propriedade acima. Logo,
existem naturais a e b tais que m = s(a) e n = s(b). Assim s(a)s(b) = 1, porém
1 =s(a)s(b) =(a+1)(b+1) =ab+a+0b+1. Usando a lei de cancelamento da
soma, ab+a+b =0 e portanto, ab=a+b=0. Dea+b= 0, temos a = b= 0.
Portanto, m =n = 1.

Lei do Cancelamento: quaisquer que sejam os nimeros [,m,n € N, com
[ # 0, temos

‘ ml=nl = m=n.

Justificativa: Vamos justificar usando o Principio de Inducao Finita, conside-
rando P(l) representando a afirmagdo ml = nl, implica m = n, com m,n € N
dados, ou seja,

P(l):ml=nl=m=n.

Temos que:
i) P(1) é valida, pois m1 = nl = m = n, garantida pela propriedade (3.11);
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ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
P(k) :mk=nk=m=n

é verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
o que devemos, observemos nesse caso que temos

m(k+1) = n(k+1) (Hipotese)
mk+m = nk+n (Propriedade Distributiva)
m = n (Lei de Cancelamento da Soma)

j& que mk = nk pela hipotese de inducao. Assim, obtemos

P(l) : ml = nl = m = n verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, temos a validade da Propriedade
Lei do Cancelamento.

3.2.3 Relagcao de Ordem de Nuameros Naturais

4 Relagao de Ordem: N

Dados ntmeros m,n € N, dizemos que m é menor do que ou igual a n, e
representamos por m < n, quando existe k € N tal que

n=m+k. (3.14)

Se m < nem # n, dizemos que m € menor do que n, e representamos por
m < n.

N J

Observacao 3.2.16. i) Observe que m < n € equivalente a n =m + k, com k # 0.
ii) Dados m,n € N, também representamos m < n por
n>m

e dizemos que n € mator do que ou igual a m. Do mesmo modo, também
representamos m < n por
n>m

e dizemos que n € mator do que m.

iii) O numero k em (3.14) € chamado de Diferenga de m por n e denotado por
k=m —n.
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Exemplo 3.2.17. Para fizar o entendimento da definicao de ordem, vejamos alguns
exemplos:

o 8 <8, pois existe o niumero 0 € N tal que 8 = 8 +0;
e 1 <7, pois existe o nimero 6 € N tal que 7 =1+ 6;
e 12 > 5, pois existe o numero 7 € N tal que 12 =547;
e 9> 3, pois existe o numero 6 € N tal que 9 =3 + 6.

Exemplo 3.2.18. As primeiras conclusoes naturais que temos sobre a relacio de
ordem sao:

e 0<1:poisl=0+1;
o 1 <2:pois2=1+1;
o 2<3:pois3=2+1;
De modo geral, dado m € N, temos
m < s(m),
pois, por (3.2) s(m) =m + 1. Assim, podemos escrever (abusando da notac¢ao) que
1<2<3<4<b5<6<---<m<s(m)<s(s(m)) <---,

ou mais usualmente

1<2<3<4<h<b<c--<m<m+l<m+2<---.

A seguir apresentamos e justificamos algumas das propriedades mais importantes
da relacao de ordem dos nimeros naturais. Em seguida apresentamos uma lista com
algumas das demais propriedades da relacao de ordem dos nimeros naturais.

Propriedade 3.2.19 (Relagao de Ordem Total). Quaisquer que sejam os nimeros
m,n € N, temos que

m<n ou m > n.

Demonstracao. Para justificar a propriedade, vamos usar o Axioma de Peano Ps).
Para isso, considere m € N e o subconjunto de N:

Sp={neN:m<n ou m>n}.

Agora, observemos:
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i) 0 € S, poism >0 devidoameNem=0+m;

ii) Vamos agora supor que t € S, e queremos concluir que s(t) € S,,. Assumido
que t € S,,, para concluir o que queremos, observemos assim que temos:

e se t = m entdo por (3.2)
s(t)=s(m)=m+1

e assim m < s(t). Logo, temos a garantia que s(t) € S,,.

e se m < t, entao existe u € N talque
t=m+ u,
com u # 0. Logo, pela definicdo de soma, obtemos
s(t) = s(m+u) = m+ s(u),

e assim m < s(t). Portanto, temos a garantia que s(t) € S,,.

e se m > t, entao existe v € N talque
m =14,

com v # 0. Logo, pelo Teorema ?7? e por (3.2), existe (o antecessor de v)
w € N tal que
v=s(w)=w+ 1.

Entao, usando as Propriedade Comutativa e Associativa da Soma Sy e S7,
respectivamente, obtemos

m=t+w+1)=t+(14+w)=Ct+1)+w=s(t)+w,
e assim s(¢) < m. Portanto, também temos a garantia que s(t) € S,,.
Entao, em todo caso,

te s, = s(t) € Sp.

Assim, pelo Axioma de Peano Ps) temos S, = N. Portanto, qualquer que sejan € N,
temos
m<n ou m > n.

O

A propriedade anterior serve como ponto de partida para o estudo da chamada
Lei da Tricotomia dos ntimeros naturais.
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Propriedade 3.2.20 (Lei da Tricotomia). Quaisquer que sejam os nimeros m,n €
N, apenas uma das sequintes relacoes ocorre:

m <n, m=n ou m > n.

Demonstracao. Pela Propriedade 3.2.19 ja sabemos que
m<n ou m>n.
Entao, existem ntmeros u,v € N tais que
n=m+u e m=n-+uv.

Observe que se m = n entdo nao temos mais o que justificar. Agora, se m # n,
precisamos justificar que m < n ou m > n. Para isso, note que se m # n entao
devemos ter u # 0 e v # 0. Logo,

m<n ou m>n.

Para completar a justificativa, vamos verificar que nao podemos ter m <nem > n
simultaneamente. De fato, se m < n e m > n simultaneamente, entao

n=m-+u € m=n-+uv,
com u # 0 e v # 0. Logo,
n=m+u=Mn+v)+u=n+v+u) = 0=v+u

Se v+ u = 0, entao pela Propriedade da Soma S; temos u = 0 e v = 0. Mas assim
estamos obtendo u #0eu=0e v # 0 e v =0, o que é uma contradigdo. Portanto,
nao podemos ter m < n e m > n simultaneamente e concluimos que podemos ter
somente uma das seguintes relacoes:

m=mn, m<n ou m > n.

Principais Propriedades da Relagao de Ordem de Nimeros Naturais

Apresentamos a seguir algumas das principais propriedades da relacdo de ordem
de niimeros naturais.

O, - Reflexiva: para qualquer nimero m € N:

m < m.
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Justificativa: Observe que temos 0 € N de forma que m = m + 0.

O, - Antisimétrica: para quaisquer numeros m,n € N:

m<n e n<m = m=n.

Justificativa: Se
m<n e n<m

entao existem numeros u, v € N de forma que
n=m-+u € m=mn-+uv.

Assim, substituindo a primeira igualdade na segunda e aplicando a Lei do Can-
celamento da Soma, obtemos

m=m+u)+v=m+(ut+v) = 0=u+o.
Se v+u = 0, entao pela Propriedade da Soma S; temos u = 0 e v = 0. Portanto,

m=n+v=n+0 = m=n.

O3 - Transitiva: para quaisquer numeros [,m,n € N:

I<m e m<n = [ <n. ’

Justificativa: Se [ < m, entdao 3 a € N tal que m = [ + a. Assim como se
m < n, entao 3 b € N tal que n = m + b. Portanto, [ +a +m + b =m + n que
pela lei do corte da soma temos [ + a + b = n, ou seja, [ + (a + b) = n que pela
definicao de < implica [ < n.

O, - Compatibilidade com a Soma: para quaisquer nimeros [,m,n € N:

‘ [ <m & l+n<m-+n. ’

Justificativa: Para justificar esta propriedade precisamos verificar a implicacao
“=7" e a reciproca “<".
(=): Se I < m entao existe nimeros u € N de forma que

m =1+ u.
Assim, somando n na igualdade e aplicando as propriedades da soma, obtemos
m+n=(Il4+u)+n=I0+w+n)=l+n+u)=(I+n)+u.
Portanto, por defini¢ao, temos
[4+n<m+n.
(<) Basta seguir os mesmos passos da justificativa da implicacido anterior em

ordem contréaria.
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Os5 - Compatibilidade com a Multiplicagao: para quaisquer nimeros I,m,n €
N:

‘ [ <m = In <mn. ’

Justificativa: Se [ < m, entdao 4 a € N tal que m = [ + a. Multiplicando n
na igualdade e aplicando a propriedade distributiva, obtemos mn = (I + a)n =
(In) + an. Portanto, por defini¢do, temos

In < mn.

Og: para quaisquer nimeros m,n € N:

‘ m<n & m—+1<n.

Justificativa: Para justificar esta propriedade precisamos verificar a implicacao
“=" e a reciproca “<".
(=): Se m < n, entdo existe um namero u € N diferente de zero de forma que

n=m-+u.
Assim, temos dois casos possiveis:

i) Se w =1, entdo n =m + 1.
ii) Se u > 1, entdo existe um a € N diferente de zero tal que u = 1+ a e
teremos n = m+14a, ou seja, n = (m+1)+a que por definigao n > m+1.

Portanto, m <n =m+ 1 < n.

(<) Se m + 1 < n, entdo existe um nimero a € N tal que n = (m+ 1) +a =
m + (1 + a), que por definigao implica m < n.

3.2.4 Subtracao em N

4 Subtracao de Nimeros Naturais: N

Definimos b — a = ¢, sempre que a < b em que ¢ é o natural tal que a + ¢ = b.
Portanto, para quaisquer a, b, c com a < b

b—a=c&sb=a+c. (3.15)

KComo a < a, esta definido a — a que, por (3.15), vale a —a = 0. )
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3.2.5 Principio da Boa Ordenacao

Para motivar o Pricipio da Boa Ordenacao, por exemplo, observe que os seguintes
subconjuntos do conjunto do niimeros naturais

A={4,58,9}, B={7,911,13,15---} e C=1{2,4,6,8,10,---},

cada um possui um menor elemento entre todos os seus elementes. No caso de A o
menor elemento é 4. O subconjunto B tem 7 como menor elemento e 2 é o menor
elemento de C.

De modo geral, temos:

" Elemento Minimo: N

Se S é um subconjunto nao vazio de N, dizemos que m € N é um menor
elemento (ou elemento minimo) de S quando

m<zx

qualquer que seja x € S.

- J

Teorema 3.2.21 (Principio da Boa Ordenacgao-PBO). Qualquer subconjunto
S C N, nao vazio, possui um menor elemento. Além disso, S tem apenas um elemento
minimo; que representamos por

min S.

Demonstracao. Primeiro vamos verificar que um subconjunto nao vazio tem um
menor elemento e depois justificamos que o menor elemento é tinico.

Existéncia: Considere S um subconjunto nao vazio de N e o conjunto
M ={n € N:n <z, qualquer que seja z € S};

ou seja, em palavras, o conjunto M é formado pelos niimeros naturais que sao
menores do que ou igual a qualquer elemento de S. Como 0 < n, qualquer que
seja n € N, em particular,

0 <s,

qualquer que seja s € S. Dessa forma, 0 € M e M # (). Agora, como S # 0,
podemos considerar um elemento s € S. Observe que

s+ 1> s,

de modo que s +1 ¢ M. Assim, desde que s+1 € Ne s+ 1 ¢ M, temos
M # N. Concluimos entao que

0eM e M#N.
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Aplicando o Axioma de Peano Ps), devemos ter um ntimero m € N de forma
que
meM e m+1¢M, (3.16)

pois se nao fosse assim o axioma garantia que M = N, o que nao é verdade.
Vamos agora verificar que o m de (3.16) ¢ o menor elemento de S. Para isso
devemos primeiro observar que, como m € M, temos

m < z, qualquer que seja x € S.
Agora, se supomos que m ¢ S, temos
m < x, qualquer que seja x € S.
Logo, usando a Propriedade Og de ordem, obtemos
m + 1 < x, qualquer que seja x € S.

Assim, m + 1 € M; e isso nao pode acontecer devido a (3.16). Dessa forma,
devemos ter m € S e

m < z, qualquer que seja x € S.
Portanto, m é um menor elemento de S.

Unicidade: Para verificar que S possui apenas um elemento minimo, vamos supor
que existam m e m’ elementos minimos em S. Entdo, em particular, temos

m<m e m < m.

Assim, pela Propriedade Oy (Antisimétrica) de Ordem, m = m’. Portanto,
temos apenas um elemento minimo em S.

O

O Principio de Boa Ordenagao com certeza esté entre as principais ferramentas
para estudar niimeros naturais. Aplicando o PBO é possivel justificar um Segundo
Principio de Indugdo (mais geral do que o Teorema 3.2.4); esse também, sem duvida,
é outra das principais ferramentas no estudo dos ntmeros naturais.

Teorema 3.2.22 (Segundo Principio de Inducao - SPI). Considere dados | € N
e P(n) uma afirmagao que depende de cada nimero natural n > 1. Se for possivel
verificar que:

i) P(l) € vdlida,
i) para cada n > 1, a validez de P(n) implica a validez de P(n+ 1);

entao P(n) € vdlida qualquer que seja o nimero natural n > 1.
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A justificativa do Segundo Principio de Indugéo ¢é feita pelo método da contradigao
com o uso do Principio da Boa Ordenacao.

Demonstracao. Para fazer uma justificativa usando o PBO precisamos considerar o
subconjunto de N:
S={keN: k>l e P(k)éfalsa}.

Observe que se S for vazio, entdo sempre que k > [, P(k) é verdadeira; e assim o
teorema estd justificado. Para justificar que S deve ser vazio, vamos supor que nao
¢ e chegaremos a uma contradi¢cdo. Suponha que S # (). Entao, o Principio da Boa
Ordenacao garante que existe um menor elemento, digamos m, em S. Logo,

m > e P(m) é falsa.

Sendo P(m) falsa e P(l) verdadeira (pela condigdo (i)), devemos ter que m # I.
Assim, m > [ e, pela Propriedade Og de ordem, segue que

m>101>0 = m#0 e [+1<m.
Logo, existe um u € N de forma que
m=s(u) =u+1 e u < m.

Dessa forma,
[+1<m=u+1 = l <.

Entao, concluimos que
u<m e u > 1.

Agora, desde que m é o menor elemento de .S, entdo u ndo pertence a S. Logo, P(u)
é verdadeira. Assim, pela condicdo (ii),

P(u+1) = P(m)

é verdadeira. Isso contradiz o fato que P(m) é falsa. Portanto, S é vazio e temos
uma prova para o teorema. O

Observacao 3.2.23. Note que no caso particular em que l = 0, temos que o Teorema
3.2.22 € exatamente o Teorema 3.2.4.

Exemplo 3.2.24. Qualquer que seja o numero natural n > 2, justifique que
2n < nn. (3.17)

Observe inicialmente que se n = 1 a desigualdade (3.17) néao é verdadeira! Vamos
justificar a desigualdade (3.17) aplicando o SPI com | = 2 (Teorema 3.2.22). Para
isso, considerando P(n) representando a afirmac¢ao

2n < nn,

temos que:
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i) P(2) é wvdlida, pois
2.2<2.9:

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), com k > 2, ou seja, vamos assumir
que
2k < kk (3.18)

¢ verdade e devemos concluir que P(k + 1) também ¢é verdade. Para concluir o
que precisamos, somando 2 em cada lado da desigualdade (3.18), e lembrando
que 2 < 2k + 1, observamos que

kk +2
kk + (2k + 1)
(k+1)(k+1),

2k 42

IA A

ou seja,
2k+1) < (k+1)(k+1);

e assim obtemos que P(k + 1) verdadeira.

Portanto, pelo Sequndo Principio de Inducao, temos a formula (3.17) vdlida qualquer
que sejan > 2.

Teorema 3.2.25 (Principio de Indugao Finita - P.L.F.). Seja P(n) uma sentenca
aberta com dominio N. Se valem as duas condicoes:

(i) P(1) é uma afirmagio verdadeira;
(ii) P(k) verdadeira implica P(k + 1) verdadeira;
entao P(n) € verdadeira para todo n € N.

Demonstracao. Considere o subconjunto de N:
S ={keN: P(k) é falsa}.

Observe que se S for vazio, entdao P(k) é verdadeira para todo k € N; e o teorema
estd provado. Para provar que S é vazio, vamos supor que S é nao vazio e chegar a
uma contradicao. Suponha que S é nao vazio. Entao, o Principio da Boa Ordenacgao
garante que existe um menor elemento, digamos m, em S. Logo, P(m) é falsa. Sendo
P(m) falsa e P(1) verdadeira (pela condigao (i)), tem-se que m # 1. Assim, m > 2 e
segue que m — 1 > 1. Desde que m é o menor elemento de m de S, entao m — 1 nao
pertence a S. Logo, P(m — 1) é verdadeira. Assim, pela condigao (ii),

P((m—1)+1) = P(m)

¢ verdadeira. Isso contradiz o fato que P(m) é falsa. Portanto, S é vazio e temos
uma prova para o teorema. O
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3.2.6 Somatorios e Produtorios de Niimeros Naturais

Como ja adiantado na Propriedade Associativa da Soma e da Multiplicagao de
nimeros naturais S; e M, respectivamente, muitas vezes temos a necessidade de
somar ou multiplicar trés ou mais nimeros naturais. As definicdes de soma e multi-
plicacao de trés ou mais ntimeros naturais sao formuladas de forma recursiva a partir
das definigoes de soma e multiplicagao (de dois nimeros naturais):

Somatoérios

Soma com 3 ntimeros: para nimeros naturais mi, ms, ms, temos

my + meo + msg = (m1 +m2) + ms.
Soma com 4 nimeros: para nimeros naturais mgy, ms, ms, My, temos
my + mo + mg + my = (my + mo + mg3) + my.
Seguindo a recorréncia, temos de forma indutiva que a soma de k nimeros naturais:
Soma com k nimeros: para nimeros naturais mq, mo, -+, Mg_1, Mg, temos
my+my+ - my +my = (my Fmy ) + My

Para a soma de k£ niimeros ¢ usual a seguinte notacao para representa-la:

k

Zmzzm1+m2++mk
i=1

Exemplo 3.2.26.

5
e ) 20=2+4+6+8+10  (=30);
i=1
10
o > i=0+1+2+43+---49+10 (=55).
i=0
Exemplo 3.2.27. Qualquer que seja o nimero natural n > 1, justifique que

n

D Ri-1)=1+3+5+T7+ -+ (2n—1)=nn. (3.19)

i=1

Vamos justificar aplicando o SPI com | = 1 (Teorema 3.2.22). Para isso, conside-
rando P(n) representando a afirmagao

1+3+54+7+---4+(2n—1) =nn,

temos que:
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i) P(1) € wvdlida, pois
1=1-1;

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
14+34+5+7+ -+ (2k —1) = kk, (3.20)

¢ verdade e devemos concluir que P(k + 1) também € verdade. Para concluir o
que precisamos, somando 2(k + 1) — 1 na igualdade (3.20), observamos que

14+345+74+ - +Qk—1)+Q2FKk+1)—1) = kk+2(k+1)—1)
kk+ (2k+2— 1)
kk + (2k + 1)
= (k+1)(k+1),

ou seja,
1+3+54+7+--4+R2k-1)+2Kk+1)—-1)=(k+1)(k+1);
e assim obtemos que P(k + 1) verdadeira.

Portanto, pelo Sequndo Principio de Indugao, temos a formula (3.19) vdlida qualquer
que seja n > 1.

Produtérios
Multiplicagao com 3 ntimeros: para nimeros naturais mq, msy, ms, temos

mimems = <m1m2>m3.

Multiplicagao com 4 ntimeros: para nimeros naturais my, msg, ms, My, temos

m1meoimngmmyg = (mlmgmg)m4.

Seguindo a recorréncia, temos de forma indutiva que a multiplicacdo de k ntimeros
naturais:

Multiplicagao com k ntimeros: para niimeros naturais mq, mo, -+, Mp_1, My, te-
mos
mamg -« - MM = (m1m2 o 'mk—l)mk-

Para a multiplicacao de k nimeros é usual a seguinte notagao para representa-la:

k
| |ml = T1Mya - - - M.
=1
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Exemplo 3.2.28.
4
e J[Bi+1)=1-4-7-10-13 (= 3640);
i=0
10
o Hi:1'2'3""'9'10'
i=1
No proximo exemplo temos a definicao de Fatorial de um ndmero natural.
Exemplo 3.2.29 (Definicao de Fatorial). Dadon € N,n # 0, definimos o Fatorial
de n como o produto 1-2-3---(n—1)-n e denotamos por n!, isto é€,
nl=][i=1-2-3--(n—1)-n.
i=1
O caso do fatorial de 0 (zero), convencionamos que 0! = 1.

Exemplo 3.2.30. Verifique que
nn < n!

qualquer que seja n > 4.
Para verificar a desigualdade, usamos o Sequndo Principio de Indugcao com | = 4
(Teorema 3.2.22). Para isso, represetamos por P(n) a afirmacgao

n-n <nl,
pois assim podemos usar o SPI sobre n. Dessa forma, temos que:
i) P(4) € vdlida, pois
4-4=16<24=4-3-2-1=4;
ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
k-k <k, (3.21)

¢ verdade e devemos concluir que P(k + 1) também é verdade. Para concluir o
que precisamos, observando que k+1 < k - k, temos

(k+1)(k+1) < (k-k)-(kE+1)
< kNk+1) (Hipotese (3.21))
< 1-2-3---k-(k+1) (Definicao k!)
< (k+ 1) (Defini¢ao (k + 1)!)

ou seja,
(k+1)(k+1)=(k+ 1),
e assim obtemos que P(k + 1) verdadeira.

Portanto, pelo Sequndo Principio de Inducao, temos a desigualdade vilida qualquer
que seja n > 4.
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Poténcias

Como caso particular do produtorio, introduzido por recorréncia, temos o conceito
de Poténcia de ntimero natural.

(" Potencias de Niimeros Naturais: N

Dados ntimeros a,n € N, com a # 0, definimos a n—ésima Poténcia de a por

a =1, a'=a e a"=a-a---a, n>2.
—_———

n vezes

- )

Observacao 3.2.31. A poténcia para a = 0, € definido para n # 0 por
0" =0.
O caso 0° ¢ nao definido.

Poténcias de niimeros naturais tém duas principais propriedades que nao podemos
deixar de apresentar. A justificativa da validade delas pode ser feita por inducao.

4 Propriedades de Poténcias de Nimeros Naturais: h
Dados nimeros a, m,n € N, com a # 0, temos

am-a" =am"t" e (@™ =a™™. (3.22)

k J

Justificativa de a™ - " = a™*": Vamos justificar usando o Pricipio de Indugao (Te-
orema 3.2.4). Para isso, considerando m € N dado e P(n) representando a
afirmacao

podemos fazer indugao sobre n. Dessa forma, temos que:

i) P(0) é valida, pois

a™ - a = g™+ (3.23)
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¢ verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
0 que precisamos,

a™-aftt = a™-(a-a---a-a) (Definigao de Poténcia)
e
= a" ((a-a---a)-a) (Associatividade)
k vezes
= " (d"a) (Definigao de Poténcia)
= (@™ -d")-a (Associatividade)
= o .q (Hipotese (3.23))
= "R (Defini¢ao de Poténcia)
ou seja,
A gft = gD

Y

e assim obtemos que P(k + 1) verdadeira.

Portanto, pelo Segundo Principio de Inducao, temos a primeira formula de
(3.22) valida qualquer que seja n € N.

Justificativa de (a™)" = a™": Vamos justificar usando o Pricipio de Inducdo. Para
isso, considerando m € N dado e

Dessa forma, temos que:

i) P(0) é valida, pois
(am)o — 1= 1m-0'

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que

(a™)* = a™F (3.24)

é verdade e devemos concluir que P(k+1) também é verdade. Para concluir
0 que precisamos, observe que

(a™F = (a™)*(a™)! (Defini¢ao de Poténcia)
= a™Fg™ (Pela Hipotese de Inducio)
= omktm (Definicao de Poténcia)
= gm0+ (Propriedade Distributiva)

ou seja,
(am>k+1 — am(k+1)

Y

obtendo assim P(k + 1) verdadeira.
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Exemplo 3.2.32. Verifique que
2n+1<2"

qualquer que seja n > 3.
Para verificar a desigualdade, usamos o Sequndo Principio de Indugao com | =3
(Teorema 3.2.22). Para isso, represetamos por P(n) a afirmagao

2n + 1 <27,
pois assim podemos usar o SPI sobre n. Dessa forma, temos que:

i) P(3) € vdlida, pois
7=2-3+1<2°=8,

ii) Vamos agora assumir a validez de P(k), ou seja, vamos assumir que
2k +1 < 2%, (3.25)

¢ verdade e devemos concluir que P(k + 1) também ¢é verdade. Para concluir o
que precisamos, observando que 2 < 2% temos

2k+1)+1 = (2k+2)+1
(2k+1)+2
< 2842 (Hipdtese (3.25))
< 2k 4ok (lembrando 2 < 2F)
= 2.2k

ou seja,
2(k +1) + 1 < 28

e assim obtemos que P(k + 1) verdadeira.

Portanto, pelo Sequndo Principio de Inducao, temos a desigualdade vilida qualquer
que seja n > 3.

3.3 Divisores e miultiplos

Comecamos a presente secao apresentando o conceito de divisibilidade.

(" Divisibilidade de Ntimeros Naturais: h

Dados ntimeros a,b € N, dizemos que a Divide de b quando existir ¢ € N de

forma que
b= ac. (3.26)

9 Representamos a divide b por alb. )
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Quando um numero a divide o ntmero b, dizemos também que a é divisor de b
ou que b é maltiplo de a. Caso a nao divide b representamos por a1 b

Exemplo 3.3.1. Temos:

e 2|4, pois eziste o nimero 2 € N de forma que 4 =2 - 2.

3|15, pois existe o nimero 5 € N de forma que 15 = 3 - 5.

l|a, qualquer que seja a € N, pois existe o nimero a € N de forma que a = a- 1.

0|0, pois qualquer que seja o nimero a € N, temos 0 =0 - a.

01 a, qualquer que seja o nimero a € N, a # 0, pois
a#0=0-c,
qualquer que seja ¢ € N,

Observacao 3.3.2. Apesar de ser bom evitar o uso quando estamos estudando o0s
numeros naturais (e também os inteiros), podemos representar o nimero ¢ de (3.26),

quando a # 0, por ¢ = g ou ¢ =b/a. Em caso de uso, deve-se ter cuidado! Veja que,

por exemplo, 00 € uma relagao verdadeira, porém % € uma expressao indeterminada.

Exemplo 3.3.3 (Ntmeros Pares e Impares). Apresentado o conceito de divisi-
bilidade, podemos definir nimeros pares e impares. Dizemos que um numero m € N
€ par quando m € maultiplo de 2; ou seja, quando existir um k € N de forma que
m = 2k. Nesse caso, temos o conjunto de nimeros pares:

{2:0,2:1,2-2,2-3,2-4,...,2-k, ..} ={0,2,4,6,...,2k,...}.

Dizemos que n € N é um numero tmpar quando n nao é par. Nesse caso, temos o
conjunto dos niimeros impares.

{1,3,5,7,...}.
Teorema 3.3.4. Se a e b sao numeros naturais com b # 0, entdo para algum q € N
bg < a <b(g+1). (3.27)

Demonstra¢ao. Se a < b, entdo ¢ = 0 é o tnico natural que satisfaz (3.27). Se a > b,
entao considere o conjunto A = {n € N : bn > a} que é ndo vazio, pois a + 1 € A.
Portanto, A possui um menor elemento m > 0, pois 0 ¢ A. Como m é sucessor de
algum natural ¢, m = ¢+ 1 e b(¢ + 1) > a que, pela minimalidade de g + 1, temos
que bg < a. O
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3.3.1 Algoritmo da Divisao de Euclides

A “operacao de divisao” de ntimeros naturais é ensinada desde os primeiros anos
escolares. Naturalmente, aprendemos um algoritmo e o aplicamos passo a passo até
obter o resultado. Por exemplo, dividimos 225 por 7 com o algoritmo:

225 7
21 32

onde chamamos 225 de dividendo, 7 de divisor, 32 de quociente e 1 de resto. Apenas
saber usar esse algoritmo é suficiente para os propoésitos de muitas profissdes. Porém,
é interessante que um estudante de mateméatica saiba usa-lo e também entender o
porqué do mesmo funcionar. Para ilustrar o porqué funciona nesse exemplo observe
que primeiro temos

221 7
21 3 N 22 =3-7+1.
1

Assim,

22=3-T+1 & 220=30-7T+10 <« 2204+5=30-7+10+5,

ou seja,
225 =30-7+ 15. (3.28)
Agora, como 15 > 7, temos
15 L7
14 2 & 15=2-74+1.
1

Logo, retornando a (3.28), obtemos
220 =30-7T+2-7+1 & 226=32-T+1.

O algoritmo que acabamos de apresentar tem a validade garantida pelo seguinte
teorema.

Teorema 3.3.5 (Algoritmo da Divisdo de Euclides-ADE). Dados a,d € N,
eristem unicos q,r € N, tais que

a=qd+r e 0<r<d.
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Demonstracao. Inicialmente mostraremos a existéncia de g e r. Em seguida mostra-
remos suas unicidades. Temos que a é um multiplo de d ou a esta situado entre os
multiplos gd e (¢ + 1)d de d, para algum ¢ € N. Se a é miultiplo de d, digamos,
a = dp, trivialmente temos ¢ = p e r = 0. Caso a nao seja multiplo de d, teremos
qd < a < (¢ + 1)d. Nesta desigualdade podemos subtrair gd de todos os membros,
tendo assim, 0 < a — qd < d. Tomemos a — qd = r implicando em a = qd + r, dai
0 <r < d. Segue que, quando r = 0, a ¢ miltiplo de d.

Para provar a unicidade de ¢ e r, suponhamos que existam outros naturais r’ e ¢’
tais que a = dg’ + 1", com 0 < 1’ < d. Desta forma temos que a = dq +r = dq’ + 1/,
ou seja, (r —r') = (¢ — q)d. Como 0 < r,r" < d, temos que 0 < r — 1’ < d, ou seja,
0 <d(d —¢q) < decomod >0, podemos escrever 0 < ¢ — g < 1. Sendo assim,
¢ —q=0o0queimplicag=¢ er =1

|

Para finalizar, mostraremos a seguir, brevemente, uma representacao do nosso
sistema de numeracao usado para expressar por exemplo: quantidades, medidas e
codigos.

3.3.2 Sistema de Numeracao

No ensino béasico aprendemos que cada nimero natural pode ser escrito através
de suas unidades, unidades de dezenas, unidades de centenas, etc. Por exemplo, o
ntmero 365 pode ser escrito na forma

365 =300+60+5=5+6-10+3-10%

O 10 envolvido na escrita é o que motiva chamarmos o nosso sistema de numeragao
usual de Decimal. No sistema de numeracao decimal, cada niimero n € N pode ser
escrito na forma

n=ap+a;-10+as- 10>+ ...+ ay - 10,

onde ap,k € Ne 0 <a, <9.
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Consideracoes Finais

Este trabalho é voltado para os alunos ingressantes no Ensino Médio e tem como
objetivo contribuir para a literatura que versa sobre os fundamentos basicos da Lo-
gica, os quais sao fundamentais para o formalismo e a abstracao, tao requeridos pela
Matematica, porém tais fundamentos nao estao presentes nos programas curriculares
do Ensino Médio.

A construcao do raciocinio matematico necessita das técnicas de um raciocinio
logico-dedutivo, que por sua vez necessita dos fundamentos da Loégica. Portanto, o
presente trabalho abordou os fundamentos da Logica em paralelo ao conceito de Con-
juntos, pois decidimos abordar as duas literaturas, na medida do possivel, conectadas,
por ser oportuno para o aluno, visto que os simbolos e os conceitos da Loégica, como
por exemplo: conectivos e equivaléncias, ja estao presentes nos primeiros contetidos
das séries iniciais do Ensino Médio, tal qual Conjuntos, sem uma explicacao prévia.

Os conceitos de Logica e de Conjuntos foram apresentados da forma mais natural
e elementar possivel, utilizando um para explicar o outro, evitando assim o uso de
expressoes e equacoes numéricas, ja que culminamos o nosso trabalho com a cons-
trucao dos Numeros Naturais. Embora nao seja imprescindivel saber Logica para
responder uma questao de Conjuntos ou vice versa, ambos podem complementar-se.
E foi justamente esse 0 nosso objetivo: usar os conhecimentos de Logica para entender
Conjuntos, bem como usar os conhecimentos de Conjuntos para entender Logica.

Por fim, através das técnicas de um raciocinio logico-dedutivo e dos conceitos de
Conjuntos, oportunizamos ao aluno compreender, de forma mais rigorosa, a cons-
trucao dos Ntumeros Naturais e algumas de suas propriedades abordadas no dltimo
capitulo.
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