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Resumo

Nesta dissertacao faremos um estudo das quadricas, as quais podem ser defi-
nidas como solugoes de equacgoes do segundo grau com trés variaveis, tendo como
objetivo principal o reconhecimento das mesmas por meio de uma simplificacao da
forma quadratica associada, cujo procedimento envolve a diagonalizacao de matrizes
simétricas. Ao longo deste trabalho, serao abordados os pré-requisitos necessarios
para que o leitor, com pouca familiaridade no assunto, possa compreender cada etapa

de seu desenvolvimento, como espagos euclidianos e diagonalizacao de matrizes.

Palavras - chave: Quddricas, Reconhecimento das Quadricas, Diagonalizacao de

Matrizes Simétricas.



Abstract

This thesis we will make a study of the quadrics, which can be defined as quadratic
equations solutions with three variables, with the main objective recognition of same
through a simplification of the quadratic form associated, whose procedure involves
the diagonalization of symmetric matrices. Throughout we this work, will address
the requirements for the reader with little familiarity on the subject, can understand

each stage of its development, as Euclidean spaces and matrix diagonalization.

Keywords: Quadrics, Recognition of Quadrics, Matrix Diagonalization Symmetric.
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Introducao

A origem das superficies quadricas estd intimamente ligada a origem das secoes
coOnicas, pois informalmente falando, superficies quadricas sao as regioes formadas
quando as cOnicas se movimentam no espaco.

Foi no século IV a.C. que o astronomo e gedmetra Menécmo descobriu que havia
duas curvas, chamadas mais tarde de pardabola e hipérbole, que apresentavam pro-
priedades que possibilitavam encontrar a solucao para o problema da duplicagao do
cubo (problema de Delos). Como decorréncia dessa descoberta apareceu outra curva
chamada mais tarde de elipse. Assim Menécmo tornou-se entao, como afirma uma
carta de Eratdstenes ao rei Ptolomeu Euergeta, o descobridor das segoes conicas.

As contribuicoes de Euclides sobre as conicas, infelizmente perderam-se, talvez
porque rapidamente foram ultrapassadas pelo trabalho mais extenso escrito por Apolonio.
Apesar de ter pouco avancado nos teoremas especificos das se¢oes conicas, Euclides
instituiu as bases dos maiores desenvolvimentos posteriores sobre o tema, finalizados
por Apolonio e Pappus de Alexandria. Alias, Apolonio foi contemporaneo e rival de
Arquimedes que viveu, aproximadamente, entre 287 a.C. e 212 a.C. e, juntamente
com Euclides, formaram a triade considerada como sendo a dos maiores matematicos
gregos da antiguidade.

Muitos séculos se passaram sem importantes avancos cientificos na Matematica.
No século XVII, ocorreu o primeiro grande avanco na geometria apos os gregos. Em
1629, o matemaético francés Pierre De Fermat (1601-1665), na restauragdo de obras
perdidas da Antiguidade e na sua tentativa de reconstituir certas demontragoes per-
didas de Apolonio sobre os lugares geométricos, comecou a fazer descobertas muito
importantes em Matematica.

Em 1637, o notavel filésofo e matemdtico francés René Descartes (1596-1650)
publicou, na Holanda, em francés, seu grandioso Discurso sobre o método para bem
conduzir a prépria razao e procurar a verdade nas ciéncias, que dentre outros feitos

mostrou como, utilizando a algebra, a geometria poderia ser estudada.
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Figura 1: René Descarte Figura 2: Pierre de Fermat

Pierre De Fermat e principalmente René Descartes, com suas obras, sistemati-
zaram o emprego da Algebra nos problemas de Geometria. Assim as ciéncias ma-
tematicas obtiveram um progresso vertiginoso, o que rendeu a René Descartes o re-
conhecimento por muitos pesquisadores como sendo o iniciador da Matemética Mo-

derna.

Portanto, induzido pela importancia da aplicagao dos conhecimentos das Quadricas
nas diversas areas das Ciéncias e na vida dos alunos, pretendo com o presente traba-
lho contribuir no sentido de expor uma ferramenta a mais para o estudo da geometria
analitica, no tocante ao reconhecimento dos tipos de quadricas. E para tal, utilizarei
conceitos fundamentais da algebra linear, bem como a diagonalizagao de matrizes

simétricas.

Esta dissertacao sera dividida em trés capitulos. No primeiro, trataremos dos
conceitos preliminares que servirao de base para que o leitor compreenda os processos
seguintes. Aos leitores que ja possuam tais conhecimentos bésicos, a leitura deste

capitulo é facultativa.

No segundo capitulo, veremos os procedimentos necessarios para o processo de di-

agonalizacao de matrizes simétricas, bem como as vantagens de utilizar esse processo.

13



Por fim, no terceiro capitulo, faremos o reconhecimento das quadricas por meio

da diagonalizacao de matrizes, que é o objetivo principal deste trabalho.
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Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo é destinado as nocoes preliminares, essenciais a boa compreensao
desta dissertacao. Nele serd abordada a estrutura euclidiana do R3, assim como as

ferramentas necessarias para a mudanca de um sistema de coordenadas.

1.1 A estrutura euclidiana do R?

1.1.1 Espaco vetorial

O R3 representa o conjunto dos ternos de nimeros (z,y, z), com z,y,z € R, ou
seja, é o conjunto de triplas de numeros reais, comumente visualizado como o espaco.
Uma tripla (x,y, z) pode ser visualizada, geometricamente, tanto como representando
as coordenadas de um ponto, como as coordenadas de um vetor com ponto inicial
na origem. A nogao comum de vetores, juntamente com as operacoes de adicao e
multiplicagao por nurheros reais forma a ideia bésica de espago vetorial, o objeto

principal da Algebra Linear.

Definicao 1.1.1. Um conjunto V sera dito um espaco vetorial sobre um corpo K, se
possut uma operacao de adicao com as mesmas propriedades da adi¢cao de um corpo;

ou seja,
A1l A adigao € associativa: (u+v) +w =u+ (v+ w), para todos u,v,w € V;
A2 A adigao € comutativa: u+ v = v + u, para todos u,v € V;

A3 A adigao possui elemento neutro: existe 0 € V, tal que v + 0 = v, para todo
veV;

15



A4 A adigdo possui simétricos: para todov € V| eziste —v € V' tal que v+ (—v) = 0.

E além disso, existe uma operacao chamada de multiplicacao por escalar, que asso-
cia a um elemento a € K e a um elemento v € V, um elemento av € V, satisfazendo

as sequintes propriedades:

ME1 a(u+ v) = au + av, para todos a € Ke u,v € V;
ME2 (a; + az)v = aqv + agu, para todos a,a3 € K ev € V;
ME3 (ajaz)v = ai(agv), para todos aj,as € K ev € V;
ME4 1v = v, para todo v € V.

Definidas em R? as operagoes de adigao e multiplicagao por escalar por (xq,y1, 21 )+
(2, Yo, 22) = (X1 + X2, Y1 + Yo, 21 + 22), a(x,y, 2) = (ax,ay,az), para a € R, segue que
R3 é um espaco vetorial sobre o corpo R, onde o elemento neutro da adicao ¢ o vetor
(0,0,0) e o simétrico de (x1, x9, x3) é 0 vetor —(z1, 9, x3) = (—x1, —T9, —x3). Assim,
o R? munido dessas duas operacoes possui uma estrutura de espaco vetorial sobre o

corpo dos nimeros reais.

1.1.2 Produto interno

Mostraresmos nesta secao que o R?, além da estrutura de espaco vetorial sobre R,

possui uma estrutura adicional, a qual explicitaremos na continuacao.

Definicao 1.1.2. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um produto interno em V é
uma func¢ao que a cada par de vetores u e w em V associa um numero real, denotado
por (u,v), que satisfaz as sequintes condig¢oes para quaisquer vetores u,v e w de V e

qualquer numero real k:

PI1 (v,v) >0;

PI 2 (v,v) =0 se, e somente se, v =0;
PI 3 (u,v) = (v,u);

PI 4 (u+v,w) = (u,w)+ (v,w);

PI 5 (ku,v) = k(u,v).

16



O produto escalar de R? definido por (z1,y1,21) * (22, y2, 22) = T1T2 + V1Yo + 2122
satisfaz os aximomas PI 1, PI 2, PI 3, PI 4 e PI 5, de modo que ele define um produto
interno em R3. De fato, a nocao de produto interno generaliza a nocao de produto
escalar em R? e enriquece a estrutura de um espaco vetorial, permitindo definir vérios
conceitos geométricos como por exemplo a norma, a distancia e o angulo.

Um espaco vetorial sobre R munido de um produto interno é chamado de espaco

vetorial euclidiano. Deste modo, o R? é um espaco euclidiano.

1.1.3 Caracteristicas de um espaco euclidiano

Seja V' um espaco euclidiano. A norma ou comprimento de um vetor v € V é

definida como o niimero real nao negativo dado por
1
o]l = (v, v)>.

Se [|v|| = 1, dizemos que v é um vetor unitério. Neste caso, diz-se que o vetor v
esta normalizado.
Chamamos de distancia entre dois vetore u,v em V', o nimero real representado

por d(u,v) definido por: d(u,v) = ||lu — v]].

Exemplo 1.1.3. Sejam u = (4,2,1) e v = (=3, 1,3) vetores do R3. Vamos determi-

nar a distancia entre u e v. Usando a definicao de distancia, temos que
d(u,v) = lu—vl| =4 +3,2-1,1=3)|.

Donde,

d(u,v) = /(A +3)2+ (2 - 1)2+ (1 - 3)2 = V54

Sejam u e v vetores nao nulos do espaco euclidiano V. O angulo entre esses vetores
¢ dado por:
(u

cos@zm,comogﬁgw.
ulll|v

v)
|
Quando (u,v) = 0, dizemos que os vetores u e v sdo ortogonais. Isso acontece quando
um vetor ¢ nulo ou 0§ = /2.

Vale destacar que, em geral, nao é de muito interesse determinar o angulo entre
dois vetores. Porém, saber se esse angulo é reto ou nao, ou seja, se tais vetores sao
ortogonais ou nao, ¢ de enorme importancia para determinar bases de V' com certas

propriedades, boas para uso na Algebra Linear.
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1.2 Bases ortonormais

Antes de explanarmos o que venha ser uma base ortonormal, serao apresentadas

algumas defini¢oes necessarias para a compreensao desta secao.

Definigao 1.2.1. Seja V' um espago vetorial sobre R e S = {uy,us,us, ..., up,} um
congunto de vetores em V. Dizemos que um vetor qualquer w € V' é combinacao linear

dos vetores de S, se existem escalares ki, ko, ks, ..., k, € R tais que
u = k1u1 + ]{IQUQ + ]{?3’&3 + ...+ k‘nun

O conjunto gerado por todas as combinacoes lineares de uq, us, us, ..., u, em V, é

chamado de espago gerado por S e denotado por W = G(uy, us, us, ..., uy).

Definicao 1.2.2. Seja V' um espaco vetorial sobre R e vy, vy, ...,v, € V. Considere-

mos a equagao vetorial:
a1v1 + asvy + ... + ay,v, =0, com aq, as, ...a,, nUMeros reais.
> Se a equacao possuir uma unica solugcao dada por:
a=ay=..=a, =0,

dizemos que vq, Vg, ..., U, Sao linearmente independentes.
> Se a equacdo possuir uma solucao diferente da solugcao nula, dizemos que os

vetores vy, Vg, ..., U, Sao linearmente dependentes.

O termo “linearmente dependente”insinua que os vetores de alguma forma depen-
dem um do outro, como podemos perceber pelo teorema seguinte cuja demostracao

pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.2.3. Um conjunto finito o com dois ou mais vetores de um espago
vetorial V € linearmente dependente se, somente se, pelo menos um dos vetores de «

pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros vetores.

Definicao 1.2.4. Seja o = {uy, ug, us, ..., u,} um conjunto ordenado de vetores de
um espago vetorial nao nulo V.

Dizemos que o € uma base de V se as sequintes condi¢oes sao verificadas:
e « ¢ linearmente independente;

o V=0_G(a).

18



Os vetores e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) formam uma base de R?,
denominada de base canonica.

A prova do teorema a seguir pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.2.5.

Seja V' um espago vetorial gerado por um conjunto finito de vetores nao nulos
V1, Vg, .y U Entao, qualquer conjunto com mais de n vetores de V € linearmente
dependente. (Consequentemente, qualquer conjunto de vetores de V' linearmente in-

dependente tem, no mdzimo, n vetores).

Em consequéncia, temos que todas as bases de um espaco vetorial de dimensao

finita tém o mesmo nimero de elementos.

Definicao 1.2.6. O numero de elementos de uma base de um espaco vetorial nao

nulo V' de dimensao finita é chamado de dimensao de V' e denotado por dim V.

Se V for um espaco vetorial euclidiano, entao um conjunto de vetores em V é
chamado conjunto ortogonal, se quaisquer dois vetores distintos do conjunto sao or-
togonais, ou seja, possuem produto interno igual a zero. Além disso, se nesse conjunto
ortogonal todos os seus vetores forem unitarios, serd chamado conjunto ortonormal.
Assim podemos concluir que, uma base consistindo de vetores ortogonais é chamada
de base ortogonal e uma base consistindo de vetores ortonormais é chamada de base
ortonormal.

Um exemplo de base ortonormal é a base candnica do R?, denominada referencial
padrao do plano, pois as coordenadas de um vetor qualquer u = (x,y, z) € R nesta

base, sao dadas pelas coordenadas do préprio vetor
u=(z,y,2z) =x(1,0,0) + y(0,1,0) = (0,0, 1).

Trabalhar com esse tipo de base facilita muito o trabalho de decompor um vetor
do espago em termos dos vetores da base. Vale ressaltar que o processo de multiplicar
um vetor nao nulo pelo inverso de sua norma para obter um vetor de norma 1 é
chamado de normalizacao. Porém, antes de normalizar um vetor, o mesmo deve ser
ortogonal. Mas, quando nao for? Nesse caso, faz-se necessério ortogonalizé-lo, sendo
que um dos meios para isso é o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt cujos
passos estao na prova do proximo teorema, o qual é fundamentado pela proposicao

abaixo.
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Proposicao 1.2.7. Suponhamos que {w,ws, ..., w,} seja um conjunto ortogonal de

vetores nao nulos de R™. Se v € R™, entao

k:M 1<i<r
[| ]|

$a0 08 Unicos numeros reais tais que o vetor
/

v =v— kiw; — kowy — -+ - — kyw,

¢ ortogonal aos vetores wy, ws, ..., W,.

Teorema 1.2.8. Todo espaco euclidiano possui uma base ortogonal.

Demonstragao: Seja {vy, v, ...,v,} uma base de R". Tomemos

w1 = V1,
V2, W
W9 = Vg — <||i:1||;> 1,
Wa = v U3, W1 i <'U3,U)2 w
S 2T Ch T
_ <U"7 wl) <Un7 wn71>
B " Eh [T

Pela Proposi¢ao 1.2.7, o conjunto {w;,ws,...,w,} é um conjunto ortogonal. Além
disso, como o conjunto {vy,vs,...,v,} é linearmente independente, cada vetor w; é
nao nulo. Assim, o conjunto {wy, wsy, ..., w,} é um conjunto ortogonal de vetores nao
nulos de R™. Como, por definigdo, R™ possui dimensao n, segue que {wy, wy, ..., w, }

¢ uma base ortogonal de R".

Exemplo 1.2.9. Aplicaremos o processo de Gram-schmidt ao conjunto {(1,0,0),(1,1,1),(0,0,1)}

para obtermos uma base ortogonal {wy, wy, w3} de R3.

Fazendo

20



wy = (17070)7

((1,1,1),(1,0,0))

ws = (1,1,1) — Lo (1,0,0) = (0,1,1),
o ~{(0,0,1),(1,0,0)) ~{(0,0,1),(0,1, 1)) (11
=000 - B ptaon - St ipRonn - (0-55)

Assim, {(1,0,0),(0,1,1),(0,—1, 1)} ¢ uma base ortogonal de R®.

1
2

Em diversas situagoes se faz necessario representar as coordenadas de um vetor
em relacao a uma base na forma de matriz. Assim, apresentaremos a definicao de

matriz coordenada.

Defini¢ao 1.2.10. Sejam 5 = {vy,vs,...,v,} uma base de R" e v € R, onde v =
a1v1 + agvy + - - - + a,v,. Chamamos os numeros reais ay,as, ..., a, de coordenadas de

v em relagcao a base B e denotamos por

1.3 Mudanca de coordenadas

1.3.1 Matriz mudanca de base

Para resolver alguns problemas geométricos é necessario usar um segundo sistema
de coordenadas, ou seja, um novo referencial que represente de forma mais simples a
mesma situacao. Por esse motivo, sera apresentada a mudanca de base. Como a nocao
de base é a generalizacao para espacos vetoriais arbitrarios da nocao de sistemas de
coordenadas em R? e R3, mudar de base é andlogo a mudar de eixos coordenados em
R? e R3.

Sejam 8 = {uq, ug, ..., u, } € @ = {wy, we, ..., w, } duas bases ordenadas de V, onde
V é um espago euclidiano. Dado um vetor v € V', podemos escrevé-lo da seguinte

maneira;:
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V= T1U; + ToUg + -+ + TplUy € UV = YW1 + YoWs + * -+ + YpW,.

Como ja foi mostrado, podemos relacionar as coordenadas de v em relacao as duas
bases.

n
X2 Y2

[v]g = e [v]o =
Tn, Yn

Por se tratarem de bases do R"™ podemos escrever os vetores de uma em relagao aos
vetores da outra, assim:

Wy = Q11U + A1Ug + -+ - + AUy

a12U1 + Ao2Ug + -+ - + Gpaly

Wy, = A1pU1 + AoplUs + - - - + Applin

Dai, um modo de explanar o vetor v é o seguinte:

v =yi(anur + anug + o A Apitln) F o A Yn(@ipuy + Gopis + o F Apptis)

= (a11y1 + -+ + aYn)ur + -+ (@Y1 + an2ye + - - + Gunln)u
TiUul + -+ Tply.

Como as coordenadas em relagao a uma base sao tnicas, temos:

T1 = a1y + a12Y2 + - + G1aYn
To = a21Y1 + A22Y2 + - -+ + A2pYn

Tpn = Ap1Y1 + ApolYo + -+ - + Appln

Estabelecida a relacao entre as coordenadas de 3 e «, sera escrita sua versao matricial:

T @11 Q12 -+ Alp Y1
T2 Q21 Q22 -+ Q2 Y2
Tn ap1 Ap2 - Ann Yn
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Denotando:

ailr G2 - dip
a a IR a
e 21 Q22 2n
B — )
Ap1 Gp2 - Adpp

Podemos escrever

[wlg = ]G - [v]a,

onde [I]§ é a chamada matriz mudanga de base o para a base 3. Para escrever [v],
em fungao de [v]g, basta tomar a inversa de [I]%, ou seja, [I] 5.

Portanto, para transformar as coordenadas de um vetor para uma outra base,
devemos multiplicar pela tnversa da matriz mudanca de base. E importante ressaltar
que, caso as bases [ e a sejam ortonormais para V', situacao muito natural em diversas
aplicacoes, as matrizes [I]4 e [I]5 serdo chamadas de matrizes ortogonais, matrizes

cuja transposta € igual a sua inversa. Além disso, sao matrizes que possuem colunas

e linha formadas por vetores ortonormais.

Exemplo 1.3.1. Considerando a base canonica o de R® e uma outra base 3 =
{(1,1,3),(1,2,0), (=1,2,4)} também de R3, temos que

ai; aiz2 a3
o
[I]B— Q21 Q2 G23 |,

a31 Q32 a3z

onde os elementos que compoem a matriz sGo numeros reais que satisfazem o sistema

de equacoes:

(1, 0, O) = an(l, 1, 3) + Clgl(l7 2, O) + CL31(—]_, 2,4)
(0, 1, 0) = a12(1, ]., 3) + CL22(1, 2, 0) + CL32(—1, 2,4)
(O, O, 1) = Glg(l, 1, 3) + a23(1, 2, O) + a33(—1, 2,4)

Resolvendo as equagdes acima, obtemos a;; = 4/8,a21 = 1/8,a31 = —3/8,a12 =
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—1/4,a90 = 7/16,a3s = 3/16,a13 = 1/4, a3 = —3/16 e azz = 1/16. Portanto,

4/8 —1/4 1/4
Ne=1 1/8 7/16 —3/16
~3/8 3/16 1/16
1.3.2 Translacao de eixos em R?

A translacao no espaco pode ser vista como simplesmente uma extensao a partir
da translagao no plano, ou seja, ocorre a partir da soma da matriz de translacao com

todos os pontos do objeto
T, T, TZ}"F[% Yy z]Z[:c’ Y z’}.

Dessa forma, sua representacao fica a seguinte

¥ =x+T,
Yy =y+T,
2 =z+T,,

onde T}, T,, T, representam as componentes do vetor de translacao; z,y, z as coorde-

nadas iniciais e 2/,1/, 2’ as coordenadas finais.

1.3.3 Rotacgao de eixos no R?

Na Matematica, particularmente, na Algebra Linear e na Geometria, rotagao de
eixos coordenados é uma transformacao linear de um sistema de coordenadas, que
consiste em fazer girar os eixos coordenados no sentido anti-horario em torno de sua
origem e por um mesmo angulo ¢, no caso do plano, ou por angulos distintos, como
veremos no espaco tridimensional.

No R? um sistema de coordenadas (z,y,z) pode ser girado por um angulo 6
em torno de um dos eixos coordenados passando assim, para um sistema (2',y/', 2’),
bastando para isso efetuar uma mudanca de base entre duas bases ortonormais, 3
e «, pois trata-se de eixos ortogonais onde seus vetores sao todos unitarios. Deste

modo, considerando que o eixo escolhido seja o eixo x a matriz mudanca de base

1 0 0
]3= 10 cos(d) —sin(0)
0 sin(d) cos(6)
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Nesse contexto, [v], serd representada por

T
/
/!
e [v],, serd representada por
T
Yyl
z
logo
x 1 0 0 x
y | =0 cos(d) —sin@) || vy
z' 0 sin(f) cos(f) z

Por outro lado, hé situacoes em que se faz necessario mais de uma rotacao. Nestes
casos é possivel rotacionar o sistema de coordenadas por todos os eixos (z,y, z) e por
até trés angulos distintos. Assim, a matriz que representa a sequéncia de rotacgoes,
a qual podemos chamar de movimento rigido, iguala-se ao produto das matrizes que
representam as sucessivas etapas na ordem adequada, e é tambem uma matriz de

rotagao.

Seja R, Ry, R., respectivamente as matrizes de rota¢ao em torno dos eixos x, y, 2,

e 0,3, a os angulos também respectivos, temos:

1 0 0 cos(B) 0 sin(pB) cos(a) —sin(a) 0
R,= |0 cos(#) —sin(d) | Ry = 0 1 0 R, = | sin(a) cos(a) 0 |,
0 sin(f) cos(0) —sin(8) 0 cos(B) 0 0 1

assim a matriz resultante, responsavel pela mudanca de coordenada é denotada por

cos 8 - cos —cosf-sina sin 3
Ry, = sinf -sin 3 - cosa+cosf -sinaw  —sinf-sinf-sina + cosf - cosa —siné - cos 8

—cosf-sinf-cosa+sinf -sina  cosf -sin [ -sina + sinf - cos « cosf - cos 3

Portanto, neste caso teriamos:

Ryy. = [1]5.
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1.4 Formas quadraticas

Nesta secao apresentaremos a definicao de formas quadraticas, um conteido de
destaque em muitos ramos da Matematica e essencial para a compreensao deste tra-
balho.

Definicao 1.4.1. Uma forma quadrdtica ou quddrica em R? é uma funcao Q : R® —
R do tipo
Q(z,y,2) = ar® + by® + cz* + doy + exz + fyz,

onde a,b,c,d,e e f sao constantes reais nao nulas. Note que todos os termos de

Q(z,y, 2z) sao de grau 2, e os termos dxy, exz e fyz sao denominados termos cruzado.

Exemplo 1.4.2. A funcio Q : R> — R dada por Q(z,y, 2) = 2?+2y*+ 22 —day—2yz

define uma forma quadrdtica em R3.

Exemplo 1.4.3. A funcio F : R> — R dada por F(x,y,z) = 32* + y* + 2° — 3x
nao define uma forma quadrdtica, pois um dos termos de sua expressao, —3x, nao €

de grau 2.

Uma forma quadratica em R? pode ser associada a uma matriz, da seguinte ma-
neira: seja X = (z,y,2) um vetor do R* de modo que a matriz coordenada de X em

relacao a base a, onde a é a base canonica de R3, pode ser representada por:

T
X=luy

z

Definimos a matriz associada a forma quadratica () como sendo a matriz A dada por

apl G2 G413
A= | axn axn axs |,

as1 azz Gasg
onde os elementos aq1, ase € asz, ou seja, os elementos da diagonal principal, corres-
pondem aos coeficientes dos termos quadrados, e os elementos a2, @13, a1, A23, a31 €
aszs derivam dos coeficientes dos termos cruzados, sendo que ais + a1 corresponde ao
coeficiente do termo zy, a3 + az; corresponde ao coeficiente do termo zz e ass + ass
corresponde ao coeficiente do termo yz, logo existe uma infinidade de possibilidades
para representar ajo, @13, o1, 23, G431 € aze. Porém, o que quase sempre ocorre é igua-

lar os elementos que compoe cada termo cruzado afim de utilizar matrizes simétricas,
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pelo fato de tais matrizes propiciar algumas facilidades, que serao vistas mais adiante.
Entende-se por matriz simétrica toda matriz coincidente a sua transposta. No qual,
dada uma matriz A = [a;j|men, chamamos de transposta de A, e denotamos por A’
a matriz [b;j]nam, onde

bij = aji,

para todo 1 <7 <n e paratodo1l <j<m.

A versao matricial da forma quadratica () é dada por
Q(X) = XTAX.

Exemplo 1.4.4. Considere a forma quddrica Q(z,y,2) = 2%+ 2y + 2% — 4wy — 2y=.
Vamos obter a forma matricial equivalente. A matriz associada terd ordem 3, ou
seja, serd da forma:
aip @iz Q13
A= an axn az
azy azz ass
Como ja foi visto, os elementos da diagonal principal sao os elementos dos termos
ao quadrado, que nesse caso valem ayy = 1,a00 = 2 € azz = 1. Além disso, como

Q12 + as1 = —4,a13 + az1 = 0 € asz + azp = —2 podemos escolher, convenientemente,

A simétrica, assim teremos:
A= -2 2 -1

Temos entdo que a forma matricial de ¢ € dada por

1 -2 0 x
Q(X):XtAX:[g; Y z] 2 2 1|y
0 -1 1
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Capitulo 2
Diagonalizacao de Matrizes 3 x 3

Neste capitulo o enfoque serd dado a diagonalizacao de matrizes simétricas de

terceira ordem.

2.1 Autovalores e autovetores de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada n xn. Dizemos que um ntmero real A é um autovalor
de A se existir um vetor nao nulo v de R"™ tal que Av = Av. O vetor v é chamado de

autovetor de A, correspondente ao autovalor \.

Ao determinante da matriz A — A\l dar-se o nome de polinomio caracteristico da
matriz A e, pode ser denotado por P4(A). Notemos A € R é um autovalor de A se,

somente se, A é uma raiz do polindémio caracteristico da matriz A, ou seja,P4(A) = 0.

Vejamos a seguir alguns exemplos:

Exemplo 2.1.1. Se A ¢ uma matriz identidade de ordem n, ou seja, A = 1I,,, entdo o
unico autovalor é X = 1; qualquer vetor nao nulo de R™ é um autovetor de A associado

com o autovalor A = 1.

Exemplo 2.1.2. Seja

Desejamos obter os autovalores de A e seus autovetores associados. Queremos assim
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achar todos 0os niumeros reais A e todos os vetores nao nulos

x
v= |y
z
que satisfaca Av = \v, ou seja,
-1 2 2 x T
2 2 —1||yl=X|y
2 -1 2 z z

A equacao acima se torna o sistema linear

—r+2y+22= XMz
20 +2y —z=M\y
20 —y + 2z = Az

Esse sistema possui uma solugcao nao trivial se, e somente se, o determinante

de sua matriz de coeficientes for nulo. De forma equivalente, temos que Pa(\) =
det(A—XI)=0. Mas,

—1-A 2 2
Pa(N\) = 2 2—X —1 |=X=-3N2-9+2T=A-3)(A+3)(A—23)).
2 -1 2-A
Portanto, os zeros de Pa(\) sdo Ay = 3 € Ay = —3, 0s quais sao os autovalores de A.

Uma vez encontrados os autovalores da matriz, para encontrar os autovetores basta

resolver o sistema linear homogéneo (A — A\I)X =0, ou seja,

—1-X 2 2 x 0
2 2—)\ -1 y| =120
2 -1 2-A z 0
Para X\ = 3, tem-se:
-4 2 2 x 0
2 -1 -1 =101{,
2 -1 -1 z 0
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donde
—4dx+2y+22=0

2¢—y—2=0
20 —y—2=10
Analogamente, para A = —3, tem-se:

20 +2y+22=0
20 +5y —2=0
20 —y+952=0

Resolvendo os sistemas lineares acima, temos que os autovetores associados a A

ytz
2

e Ay sdo, respectivamente ( y,z) e (—2z,2,2) para todoy e z € R | y,z # 0.

2.2 Diagonalizacao de matrizes

A diagonalizacao de matrizes corresponde ao processo de obtencao de uma matriz
diagonal que seja semelhante a matriz original. O principal motivo para a obtengao
dessa matriz é, matematicamente, o custo operacional reduzido que ela propicia. An-
tes porém, faz-se necessario o conhecimento de algumas defini¢oes que darao suporte

a tal procedimento.

Definicao 2.2.1. Sejam V e W espacgos vetoriais. Uma transformacado linear de V

em W é uma funcao T : V — W que possui as sequintes propriedades:
1. T(v1 +v9) =T(v1) + T(v2), para quaisquer vy e vy em V;
2. T(av) = aT'(v), para quaisquer v em V e a em R

Sao portanto fungoes cujos dominios e contradominios sao espacos vetoriais e que,
além disso, preservam as operacoes de adi¢cao e de multiplicacao de um vetor por um
escalar.

Quando uma transformacao linear for de um espaco vetorial V' nele mesmo, ela
serd chamada de operador linear em V| caso particular de enorme utilidade para
o desenvolvimento do presente trabalho, pois mostraremos como associar matrizes
quadradas a esses operadores.

Seja T' : V. — V um operador linear, em que dimV = n, 8 = {vy,vq,...,0,}

e a = {wy,ws,...,w,} bases de V. Assim T'(vy),...,T(v,) podem ser escritos como
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combinagao linear de o e pode-se determinar de modo unico nimeros reais a;;, com

1 <2< n,1 <75 <n, tais que
T(U1> = ajwy + ... + Qi W; + ...+ an;wn.

Seja A a matriz quadratica de ordem n cujos elementos das colunas sao as coordenadas

dos T'(v;) para i = 1,...,n, ou seja:

aix Qi -+ Aip

21 Q22 -+ QAap 38
A= | | = [17,

ap1 Ap2 - Ann

O que significa que foi aplicado T" aos elementos de [ e estes vetores foram escritos
como combinagao linear dos elementos de «.

A prova do teorema a seguir pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.2.2. Um operador linear T : V — V admite uma base 5 em relagao a

qual a matriz [T}g ¢ diagonal se, e somente se, essa base 3 for formada por autovetores

de T.

Assim fica claro que, supondo A = [T

o

com « sendo a base canonica, uma
matriz quadrada de ordem n definida pelo operador T, e D = [T]g, com [ sendo
a base formada pelos autovetores de A, a matriz diagonal, as afirmacoes seguintes

corroboram e complementam o que foi apresentado na secao anterior:

1. As entradas da diagonal principal da matriz diagonal D sao dadas pelos auto-

valores de A.

2. Caso A tenha n autovalores distintos, entao A é diagonalizavel. Além disso, A

¢ semelhante a matriz diagonal D.

3. A é diagonalizavel, se, e somente se, A tem n autovetores linearmente indepen-

dentes.

Portanto, podemos escrever a seguinte versao matricial do Teorema 2.2.2, cuja

demostragao pode ser encontrada em [5]

Teorema 2.2.3. Uma matriz A de ordem n € diagonalizdvel se, somente se, existe

uma matriz P invertivel de ordem n tal que D = P7YAP, é uma matriz diagonal.
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No Teorema 2.2.3, a matriz P é a matriz mudanca de base, chamada também
por matriz que diagonaliza A. E pode ser representada pelos autovetores linearmente

independentes da matriz A.

Exemplo 2.2.4. Verificaremos que a matriz

1 0 2
A=101 3
00 -1

¢ diagonalizdvel e encontraremos uma matriz inversivel P que diagonaliza A, ou seja,
tal que D = P7YAP seja uma matriz diagonal.

Inicialmente, note que o polinomio caracteristico de A € dado por

1—X 0 2
Pa(X) = det 0 1—A 3 = (1=X)>?(=1-)),

0 0 —1-=A

de modo que Pa(A\) =0 para A =1 e para A\ = —1. Logo estes sao os autovalores de

A.

Resolvendo as equacoes matriciais

00 2 x
00 3 y | =
0 0 -2 z

e
2 0 2 x 0
00 3 y | =101,
0 00 z 0

obtemos os conjuntos formadores de autovetores {(x,y,0); z,y € R} e {(—z,—3/2z2,2); 2z € R}
assoctados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Dai, podemos escolher, v; =
(1,1,0),v9 = (1,0,0) autovetores associados a A\ =1 e vz = (1,3/2, —1) um autovetor
associado a X = —1. Assim, tomemos 5 = {(1,1,0),(1,0,0),(1,3/2,—1)} uma base

de R?® formada de autovetores de A. Dessa forma

D = P7lAP,
com
10 0 11 1
D=|01 0 |eP=|10 3/2
00 —1 00 —1
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2.3 Diagonalizacao de matrizes simétricas

Quando o assunto ¢é diagonalizacao de matrizes, um tipo em particular de matrizes
deve ser levado em consideracao devido a sua importancia, que é a matriz simétrica.
Como ja foi visto, trabalhar com tal matriz representa uma enorme vantagem, visto
que a matriz simétrica propicia uma enorme reducao nos calculos, simplificando sua
aplicacao em diversas situagoes como no reconhecimento das conicas, quadricas e no
calculo de composicoes de fungoes, por exemplo.

A diagonalizacao de matrizes simétricas é também chamada de diagonalizacao
ortogonal, pois a matriz P que diagonaliza uma matriz A, simétrica, é uma matriz
ortogonal (P! = P~1), isto ¢, os vetores que representam as linhas e as colunas de
P sao ortonormais. A explicacao para tal afirmacao é dada por um dos principais

teoremas da Algebra Linear, o Teorema Espectral.

2.3.1 O Teorema espectral para matrizes simétricas

Teorema 2.3.1. Se A ¢ uma matriz simétrica de ordem n, entao existe uma matriz
ortogonal P de ordem n, tal que P~*AP = P'AP ¢ diagonal.

Em outras palavras, o que o teorema 2.3.1 afirma, é que toda matriz simétrica é di-
agonalizavel e, além disso, existe uma base ortonormal de R™ formada por autovetores
de A tal que as colunas da matriz ortogonal P é formada por esses autovetores.

A demonstracao do teorema 2.3.1 pode ser encontrada em [5].

Desta forma, para diagonalizar uma matriz simétrica basta seguir os passos abaixo
relacionados:

Passo 1: Encontrar uma base formada por autovetores de A.

Passo 2: Obter uma base ortonormal a partir dos autovetores de A.

Passo 3: Formar a matriz P cujas colunas sao os vetores da base construida no

Passo 2; esta matriz diagonaliza A ortogonalmente.

Exemplo 2.3.2. Diagonalizaremos a matriz

7T =2 3
A=1| -2 17 =2
3 =2 7

Seque do Teorema 2.3.1 que € possivel diagonalizar essa matriz, uma vez que ela €

simétrica.
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O polinomio caracteristico de A é dado por
Pa(N) = A% — 3102 + 270\ — 648 = (A — 4)(\ — 9)(\ — 18),

do qual vemos que A tem autovalores Ay = 4,y =9 e \3 = 18.

Encontrando-se os autovetores correspondentes, obtemos, respectivamente:

-1 1 1
v = 0 , 2= | 1/2 | evz= | —4
1 1

Observe que v1,vy € vy SGo ortogonais dois a dois. Assim, € possivel normalizd-los

a fim de obter autovetores unitdrios.

(% — —
w = ||v1|| oy = CL sy — (730%)

1

Vg
Uo = ||U2|| — Ug = (1’;?3_71) = Ug = (%7%7%7)

U1 _ _
us_mzmﬁ):a’—\%l)zwlz(\/%w_%w%’)

Logo, tomando

-1 2 _1

V2 3 /18

_ _ 1 —4
P= [Ul U2 Ug] — 0 3 _18
1 2 1

V2 3 /18

tem-se que P~YAP = D.
Note agora que P € uma matriz ortogonal, pois {uy,us,us} € um conjunto orto-

normal de vetores. Entdo, P~' = P!, e tem-se P'AP = D. Portanto

I
o o
o © o
—_
5 © ©
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Capitulo 3
Reconhecimento das Quadricas

Neste ultimo capitulo, abordaremos as quadricas, cuja representacao algébrica é
dada como uma solugao de uma equacao do segundo grau em trés variaveis, culmi-
nando com a aplicagao da diagonalizagao de matrizes (formas quadréticas) simétricas

para reconhecimento das quadricas.

3.1 O estudo das quadricas

Definigao 3.1.1. Uma quddrica em R® é um conjunto de pontos P = (x,vy, z) cujas
coordenadas em relag¢ao ao referencial padrao {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}

satisfazem a equacgao quadrdtica
axZ—f—byz—1—022+alﬁcy—i—eacz+fyz—i—gac—i—hy—i-z’zq—j:()7

onde a,b,c,d,e, f,q,h,t,7 sdo numeros reais, sendo nao nulo pelo menos um dos seis

primeiros coeficientes a,b,c,d, e, f.

As superficies quadricas quando cortadas pelos planos coordenados ou por planos
paralelos a eles produzem conicas. Particularmente, se a intersecao da superficie
acontecer com um plano sera chamada traco da superficie no plano.

As quadricas mais comuns sao: Superficies Cilindrica, Superficies Centradas (elipséide,
hiperboléide de uma folha, hiperboléide de duas folhas), Superficies Nao Centra-
das (paraboléide eliptico, paraboldide hiperbédlico) e Cones. Em casos particulares
a equacao acima pode representar uma reta, um plano, um par de planos paralelos,

um par de planos transversais, um ponto ou o conjunto vazio como podemos obser-
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var, respectivamente, nos exemplos que seguem : 22 +y? =0, 22 =0, 22 —4 = 0,
2?/4—y?/9=0, 22+ y*+ 22 =0e 2+ y*+ 22 + 1 = 0, estes casos particulares sdao
chamados de quéadricas degeneradas. A seguir abordaremos, apenas as quadricas nao

degeneradas.

3.1.1 Superficies Cilindricas

E a superficie gerada por uma reta que se move ao longo de uma curva plana,
denominada diretriz, paralelamente a uma reta fixa, denominada geratriz.

Em nosso estudo, convenientemente, vamos nos ater as superficies cilindricas cuja
a curva diretriz é representada por uma conica (cilindro quadrico) que se encontra em
um dos planos coordenados. Neste caso, a equacao da superficie cilindrica é a mesma

de sua diretriz.

Cilindro eliptico

Os cilindros elipticos sao os cilindros quadricos em que a diretriz é uma elipse.

Dessa forma possui equacao canonica do tipo

(f - 900)2 (y - y0)2
b2 + a?

=1,

porém agora, considerada no espaco, ou seja, a variavel z é livre e portanto pode ser
variada em infinitos valores possiveis, funcionando como se varréssemos o eixo z de

uma elipse.

e

Figura 3.1: Cilindro eliptico com diretriz centrada na origem
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Cilindro hiperbdlico

E uma superficie quadrica derivada de uma hipérbole, varrida no espago por um

eixo coordenado. Possui equacao candnica do tipo

(z — 20)? . (y — w0)? -1
a? b2 B

Figura 3.2: Cilindro hiperboldico com diretriz centrada na origem

Cilindro Paraboldico

Esta superficie pode ser escrita como uma pardabola, mas ao olharmos do ponto
de vista do espaco teremos

y: =dex, 2z =k,

com k € R, ou seja, z é uma variavel livre, como podemos observar (Figura 3.3).

E importante deixar claro que, em geral, o grafico de uma equagao que nao contém
uma determinada variavel corresponde a uma superficie cilindrica cujas geratrizes sao
paralelas ao eixo da variavel ausente e cuja diretriz é o grafico da equacao dada no
plano correspondente. Vale ressaltar, ainda, que ha outras formas canonicas, variando

apenas o eixo coordenado nao contido no plano, e por economia de notacao, sempre
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I

Figura 3.3: Cilindro paraboléico com diretriz centrada na origem

representaremos as formas gerais de superficies no espaco em termos de uma deter-
minada orientacao em relacao aos eixos coordenados, ficando as demais orientacoes

subentendidas.

3.1.2 Elipsoides

O elipséide é a superficie representada pela equagao

(z — 900)2 i (y — y0)2 i (2 — 20)2

=1
a? b2 c2 ’

em que todos os coeficientes a, b e ¢ sao niimeros reais positivos reperesentando assim,
as medidas dos semi-eixos do elipséide e (xg, 3o, 20) representa o centro da superficie.
Uma observacao importante é que todos os tragos ou cortes por planos paralelos aos
planos coordenados sao elipses, além disso, se pelo menos dois dos valores a,b e ¢
forem iguais, o elipsdide é de revolucao, ou seja, o elipsoide é gerado pela rotagao de
uma elipse em torno de um dos seus eixos. Outro ponto que merece destaque é o fato
de que se a = b = ¢ = R, entao a superficie é uma esfera de raio R. Consideremos

um plano paralelo ao plano xOy, ou seja, um plano da forma z = k.

22 2 L2
) + ) =1- 5
a b c

Geometricamente, isso significa que a intersecao do elipséide com o plano horizon-

tal z = k é uma elipse, um ponto ou vazia nos casos em que |k| < ¢, |k| =ce |k| > ¢,
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Figura 3.4: Elipsoéide

respectivamente.
E importante lembrarmos que o elipséide é simétrico em relacao a todos os planos

coordenados, aos eixos coordenados e a origem.

3.1.3 Hiperbolédides

Os hiperboléides sao superficies quadricas que se caracterizam por apresentarem
trés tipos de secoes planas: hipérboles, elipses e retas. Sendo que as hipérboles
aparecem quando realizamos dois dos trés modos de obtermos secoes paralelas aos
planos coordenados o que sugere o nome hiperboléide. Ha dois tipos de hiperboldides:

de uma folha e de duas folhas.

Hiperboléide de uma folha

Pode ser obtido pela equacao canonica

(x—20)®  (Y—w)® (2—2)
2 T T a T L

com (zg, Yo, 20) representando o centro da superficie e a, b e ¢ os coeficientes reais, em

que a e b sao positivos e representam os semi-eixos reais e o coeficiente ¢ é negativo
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representando o semi-eixo imaginario. Caso tenhamos a = b, o hiperboldide é de
revolugao.
Por conveniéncia, consideremos um hiperboldide de uma folha com centro na

origem, dado pela equacao
2 2 2

x Y 2z
a2 2 2
assim as intersecoes da superficie com os eixos coordenados Ox e Oy sao os pontos
(£a,0,0) e (0,%b,0), respectivamente. Ja com o eixo Oz nao ha interse¢oes no
conjunto dos nimeros reais. Observemos ainda que os planos paralelos aos planos
x0z e yOz, que passam por (£a,0,0) e (0, 1b, 0) determinam duas retas concorrentes.
Quando nao passam por estes pontos intersectam a superficie na forma de hipérbole.
A intersecao de planos paralelos ao plano Oy com a superficie do hiperboldide sao

elipses.

Figura 3.5: Hiperboléide de uma folha

Vale ressaltar que o hiperboldide é simétrico em relacao a todos os planos coorde-

nados, aos eixos coordenados e a origem.

Hiperboléide de duas folhas

Pode ser obtido pela equacao canonica

(55 - 930)2 (y— ?/0)2
B a? B b2 + c?
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com (g, Yo, 20) representando o centro da superficie e a,b e ¢ os coeficientes reais,
em que a e b sao negativos e ¢ é positivo. Caso tenhamos a = b, o hiperboldide é de
revolucgao.

Por conveniéncia, consideremos um hiperboléide de duas folhas com centro na

origem, dado pela equacao

Assim como o hiperboloide de uma folha, ele é simétrico em relacao a todos os planos
coordenados, aos eixos coordenados e a origem. Os tracos e planos paralelos aos
planos xOz e yOz sao hiperboles, ja em relacao a xOy nao intercepta a superficie,
nem qualquer plano z =k, com k € R e |k| < ¢. Porém se |k| > ¢, o trago no plano

z = k é uma elipse.

Figura 3.6: Hiperboldide de duas folhas

3.1.4 Paraboldides

Pode ser obtido pela equacao canonica

(IE—ZL'O)2 i (y_y0)2 :(C—Co)Z.

+ a? b2
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As possiveis combinagoes de sinais nesta equagao permitem concluir a existéncia de
apenas dois tipos de superficies, conforme os coeficientes dos termos de segundo grau
tenham o mesmo sinal ou sinais contrarios. Se tiverem sinais iguais, a equagao repre-

senta um paraboloide eliptico, caso contrario chamaremos de paraboléide hiperbolico.

Paraboléide eliptico

O paraboléide eliptico é a superficie que pode ser representada pela equacao

canonica

(37 - $0)2 (?/ - y0)2
a2 + b2

Esta superficie pode ser construida com uma sucessao de elipses centradas em (g, o).

= (c—cp)z.

Como principais caracteristicas podemos citar:
1. E simétrica relativamente aos planos Oz e yOz.

2. A sua intersecao com um plano paralelo a Oy é uma elipse, o conjunto vazio
ou um ponto. Sendo que este tltimo ocorre quando nos referimos ao trago no

plano, ou seja, sua intersecao é a origem (0, 0,0).
3. A sua intersecao com um plano paralelo a xOz ou yOz é uma parabola.

4. Se a = b o paraboldide é de revolucao em torno do eixo z.

Figura 3.7: Paraboloide eliptico
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Paraboléide hiperboldico

O paraboldide hiperboldico é a superficie que pode ser representada pela equacgao

canonica ) )
(z—m0)® (y—w0)®
e (c—co)z.

Esta superficie pode ser construida com uma sucessao de hipérboles centradas em

(20, Yo). Como principais caracteristicas podemos citar:

1. E simétrica relativamente aos planos 2Oz e yOz.
2. A sua intersecao com um plano estritamente paralelo a xOy é uma hipérbole.

3. A sua intersecao com um plano paralelo a xOy é constituida por duas retas que

passam na origem.

4. A sua intersecao com um plano paralelo a zOz ou yOz é uma parabola.

Figura 3.8: Paraboléide hiperbdlico

3.1.5 Cones

Cone ou superficie conica é uma superficie gerada por uma reta geratriz que se

move apoiada numa curva diretriz plana qualquer e passando sempre por um ponto
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dado, ao qual denominamos de vértice da superficie conica, nao situado no plano da
curva diretriz.

Consideremos o caso particular da superficie conica cuja diretriz é uma elipse com
vértice na origem e com seu eixo sendo um dos eixos coordenados. Nestas condicoes,

a superficie tem equacao

.’132 y2 22

a2 b2

Como principais caracteristicas podemos citar:

1. E simétrica relativamente a cada um dos planos coordenados e relativamente a

origem.
2. A sua intersecao com um plano estritamente paralelo a zOy é uma elipse.
3. A sua interse¢ao com o plano xOy é um ponto.

4. A sua intersecao com um plano estritamente paralelo ao plano Oz ou yOz é

uma hipérbole.

5. A sua intersecao com o plano xOz ou com o plano yOz é constituida por duas

retas que passam pela origem.

6. Se a = b o cone e de revolugao em torno de Oz.

Figura 3.9: Cone eliptico
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3.2 Reconhecimento das quadricas via diagonalizacao

de matrizes

Considere a equacao geral do segundo grau nas trés variaveis =,y e z:
ax?® + by? + ¢z +daxy + exz + fyz + g + hy + iz +j =0,

onde a,b,c,d, e, f,g,h,i,j s@ao nimeros reais, sendo nao nulo pelo menos um dos
seis primeiros coeficientes a, b, c,d, e, f. Como ja foi dito anteriormente, as solucoes
desta equagao sao, por defini¢ao, uma quédrica, podendo ser nao degenerada (cilindro
quédrico, elipséide, hiperboléide, parabol6ide ou cone) ou degenerada (uma reta , um
par de retas paralelas, duas retas, um ponto ou representar o vazio). Assim, para
identificar o lugar geométrico de uma determinada equacao do segundo grau em trés
variaveis, em especial reconhecer uma quadrica, é preciso reduzir a equacao dada
a uma das equagoes mais simples, ou seja, devemos escolher uma base ortonormal
conveniente do R?* de modo que no novo sistema de coordenadas, a equacao resultante
seja de facil identificagao.

Para facilitar a compreensao é possivel dividir em dois casos:

Caso 1: Quando os coeficientes d = e = f = 0, ou seja, nenhum dos termos cru-
zados existe. Neste caso, basta usar o processo de completar quadrados, que
¢ equivalente a escolher um sistema de coordenadas dado pela translacao do
sistema original. Em situacoes assim, a quadrica em questao estd alinhada aos
eixos coordenados, seja com centro ou vértice na origem ou quando ha uma

translacao dos eixos coordenados.
Exemplo 3.2.1. Determinaremos o lugar geométrico da sequinte equagao:
—922 + 36y? + 422 — 216y — 162 + 304 = 0.
Note que essa equacao é equivalente a equagao
—92% + 36(y? — 6y) + 4(2* — 4z) = —304.
Completando os quadrados obtemos
—92% + 36(y? — 6y + 9) +4(22 — 4z +4) = =304 + 16 + 324,

ou seja,
—92% 4+ 36(y — 3)> + 4(z — 2)* = 36.

Dividindo todos os termos por 36, obtemos
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2 _22
_%+(y_3)2+u:17

que € a equagdo reduzida de um hiperboldide de uma folha de centro (0,3, 2).

Figura 3.10: Hiperboléide de uma folha

Exemplo 3.2.2. Verificaremos o tipo de quddrica representada pela equagao
2%+ 4y + 22 — 20+ 16y + 13 = 0.
Completando o quadrado temos
(z— 1) +4(y +2)* + 2% = 4.

Dividindo ambos os membros por 4 teremos:

(z—1) ), 2
S 22+ =1
1 +(y+2) T )

que € a equagdo reduzida de um elipsdide de centro (1,—2,0).

i

Figura 3.11: Elipséide
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Caso 2: H4 casos em que o termo cruzado aparece, uma ou mais vezes, ou seja, pelo
menos um dos coeficientes d, e, f é diferente de zero, o que dificulta o reconheci-
mento da quéadrica, pois estes termos estao associados a rotagoes do sistema de
coordenadas. Assim é preferivel elimina-los, o que é possivel, a partir de uma
mudanga de coordenadas (x,y,z) para (z/,y,z'), ou equivalentemente, uma
mudanca de base entre duas bases ortonormais, 8 e a. Numa linguagem mais
simples, significa sair da base ortonormal canonica para uma base ortonormal
formada por autovetores, conforme mostraremos atraves da generalizagao e de

exemplos.
Considere a equacao
az? + by* + c2* +dvy + exz + fyz +gr+ hy +iz +j =0,

sendo a, b, c,d, e, f,g,h,i,j nimeros reais, com pelo menos, um dos coeficientes, d, e

ou f # 0. Esta equagao possui uma versao matricial dada por

a dj2 e/2 x x
[x y z} /2 b f)2 y +[9 h Z} y | + 1] =1[0]
e/2 f/2 ¢ 2 z
Seja
a dj2 e/2
A=1d/2 b [/2
e/2 f/2 ¢

Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal
B de R? formada de autovetores de A. Assim, se A, \y e A3 sao autovalores de A
(ndo necessariamente distintos), existem autovetores vy, vs e v3 associados a Aj, Ag €
A3, Tespectivamente, tais que 3 = {vy, vs, v3} é uma base ortonormal de R®. A matriz

ortogonal P =[] ]i, onde a é a base canonica de R?, diagonaliza A ortogonalmente,

ja que
D =P 'AP
¢ a matriz diagonal
A0 0
0 X O
0 0 s

com P~! = P!. Portanto,
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A= PDP".
Substituindo a igualdade acima na equacao matricial, obtemos

([x y z}P)D Pty +[g h z] y | + ] =[0].

x
O produto matricial P* | y | é a matriz das coordenadas de um vetor v = (x,y, 2) €

z
3 P :
R° em relagao a base [3, pois

x
P =[5 [v],
2
CC,/
Chamando [v], de | ¢ |, obtemos
Z/
x’ x
[:L‘/ y' z’}D Yy —1—[9 h z’]P y | +j]=1[0].
z' Z

Se v1 = (x1, Y1, 21), V2 = (X2, Y2, 22) € v3 = (X3, Y3, 23), temos entdo

A 0 O T T1 Ty T3 7’
[3‘3' Y Z/] 0 X 0 Y +[9 h Z] moye ys ||y | +=10]
0 0 X 2 21 22 23 2

equivalente a equagao
Mz 4+ XMoy? + X322+ (g +hyy +i21) 2"+ (gro+hya +i20)y + (g3 +hys+iz3) 2’ +j = 0.

Obeservamos que o termos cruzados z'y’, 2’2’ e ¢z’ nao estao presentes, dessa forma,
reduzimos este caso ao primeiro, ou seja, é suficiente completar quadrados para de-

terminar o lugar geométrico em R3.
Exemplo 3.2.3. Identificaremos a quddrica no espaco dada pela equagao quadrdtica
Ta? + 17y? + 722 — 4oy + 622 — dyz — 62 — 12y — 62 + 1 = 0.
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Esta equacao possui uma versao matricial dada por

7T -2 3 T x
vy 2|2 17 2| |y |+ -6 12 6] |y |+1=00]
3 =2 7 z z
Como a matriz
7 -2 3
A= -2 17 =2
3 =2 7

€ simétrica, pelo Teorema Espectral, A € ortogonalmente diagonalizavel. De fato, os

autovalores de A sao A\ =4,y =9 e A3 = 18, e o0s vetores unitdrios

V2 0 V2 (2 1 2) ( 1 4 1 )
V1 = a8 Y T T4 ; Vg = PRI € V3 = y 9 )
! 2 2 >~ \33"3 PTAVIST VIR VI8

sao, respectivamente, autovetores correspondentes. Assim, 5 = {v1,vq,v3} € uma

base ortonormal de R® formada por autovetores de A. Seja P = [I]g

canonica de R®. Chame D = P~YAP. Dessa forma

, onde o € a base

P:[vl Vg Ug]:

| Sl
S o §-
W Wl wiNo
=] = =]
§| ;L“oo

Como A = PDP!, ji que P~ = P!, seque que

4 0 0 x
[xyz]P 09 0 |P +| -6 —12 —6] y | +[1]=10]
0 0 18 z z
$/
Chamando [v]5 de | y' |, obtemos
Z/
10 0]« s o ||
[a;’ Y z’] 09 0 y |+ -6 =12 —6 0 5 \;—% y |+ =
/ -1 2 1 /
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ou seja,

2 3 V18 3

2, 2 1 1 4 2, 2
42" +9y"+182"—6 (\/—_:1:’ + =y + —z’) —12 <—y' — —z’) —6 (—\/T—x’ + gy’ +

que € equivalente a equacao

2 2
42" + 9 (y/— 2) +18 (2/4—#) =4,
3 3v2

Transladando os eizos pelas equacoes de translacao

2
:L‘”:l‘/, y//:y/__ e =44 —

3 3v/2

obtemos a equacao

4.ZU//2 + gy//2 + 182//2 — 47

que € a equacao de um elipsoide.

Figura 3.12: Elipséide desalinhado ao Figura 3.13: Elipséide alinhado ao sis-
sistema de eixos tema de eixos

Vale lembrar que esta ultima equacdo esta dada em relagao ao sistema de coorde-

2 1
nadas O"X"Y"Z", no qual O" tem coordenadas (0, - ——) em relacao ao sistema

37 3v2
o'xXyY'7z.
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Exemplo 3.2.4. Faremos o reconhecimento da quddrica no espaco dada pela equacao
y? —4drz —4r + 22— 3 =0.

Esta equacao possui uma versao matricial dada por

0 —2 x T
[xyz} 0 1 0 y +[—402] y | +[-3]=][0].
-2 0 0 z z
Como a matriz
0 0 -2
A= 0 1 0
-2 0 0
¢ simétrica, pelo Teorema FEspectral, A é ortogonalmente diagonalizavel. De fato, os
autovalores de A sao A\ = 1, Ao =2 e A3 = =2, e 0s vetores unitdrios
2 2 2 2
1)1:(0’]-70); Vg = <§707_§> € U3 = <§7O7§>

sao, respectivamente, autovetores correspondentes. Assim, 5 = {v1,vs,v3} € uma

base ortonormal de R? formada por autovetores de A. Seja P = [I]g

canonica de R®. Chame D = P *AP. Dessa forma

, onde o € a base

0 X2 2

2 2

P:|:U1 V2 Ug]: 1 0 0
0 —v2 V2

2 2

Como A= PDP!, ji que P~ = P!, seque que

—
S
8

[wyz}P 02 0 |P|y —l—[—402] y | +[=3]=[0].

0 -2 z z
.7;/

Chamando [v]5 de | y' |, obtemos
Z/
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Y +[—4 0 2]

1

&\

Qd\

N\

| I

o O =
o NN O
S = O
ofs © ol

vl

ou seja,

x/2+2yl2_2Z/2_3\/§y1_\/§zl_3207

que € equivalente a equag¢ao

Transladando os eixos pelas equacoes de translagao

" / / 3 \/§ " / Q
2

' =a, y':y’—T e 2'=2-

obtemos a equacao

17

"2 2 "2 -9 "2 __
T+ 2y z 1

que € a equacao de um hiperboloide de uma folha.

]

Figura 3.14: Hiperboldide desali- Figura 3.15: Hiperboldide ali-

nhado ao sistema de eixos
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Vale lembrar que esta ultima equagao esta dada em relagao ao sistema de co-
3V2 V2

ordenadas O"X"Y"Z", no qual O" tem coordenadas (O, )

) em relacao ao
sistema O'X'Y'Z'.
Exemplo 3.2.5. Identificaremos o lugar geométrico da quddrica dada pela equagdo

20y + 2= 0.

Esta equacao possui uma versao matricial dada por

010 T T
[xyz}lOO y+[001]y:[0].
0 00 z z
Como a matriz
010
A=|1 00
0 00
€ simétrica, pelo Teorema FEspectral, A é ortogonalmente diagonalizavel. De fato, os
autovalores de A sao A\ =0, s =1 e A3 = —1, e 0s vetores unitdrios
v =(0,0,1), vo = (?,g,O) e vy = <§,—\/7§,0>

sao, respectivamente, autovetores correspondentes. Assim, 5 = {v1,vs,v3} € uma
B

o, onde a € a base

base ortonormal de R® formada por autovetores de A. Seja P = [I]
canénica de R®. Chame D = P~YAP. Dessa forma

0 2 2
2 2
P:|:U1 V2 Ug]: 0\/75—\/75
1 0 0
Como A = PDP?, jd que P~' = P!, seque que
00 O T T
[xyz]P 01 0 Pty+[oo1} — [0]
0 0 —1 z z
.7;/
Chamando [v]; de | 3y |, obtemos
Z/
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00 0 a' 02 ¥ a’
2y 2101 0 y | +]00 1[0 2 -2 r =10,
0 0 -1 2! 0 0 Z
ou seja,
y’2—z’2——x’

Figura 3.16: Paraboléide desalinhado Figura 3.17: Paraboléide alinhado ao
ao sistema de eixos sistema de eixos
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