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Resumo

Este trabalho é tratado em duas partes. A primeira consiste em encontrar
condi¢oes suficientes sobre uma dada funcio para que sua expansdo em Série de
Fourier convirja pontualmente e uniformemente, como também uma abordagem
ao Teorema de Fejér, resultado interessante e 1til no estudo de Séries de Fourier.
A segunda parte uma aplicagdo provenientes das Séries de Fourier, o Teorema de
equidistribuicdo de Weyl. Um problema que se encontra na fronteira dos Sistemas
Dindmicos com a Teoria dos Numeros. O mesmo refere-se a distribui¢do de ntimeros
irracionais no intervalo [0, 1).

Palavras-chaves: Fungoes periodicas, Séries de Fourier, Convergéncia pontual e
uniforme, Sequéncias equidistribuidas.






Abstract

This work is treated in two parts. The first is to find sufficient conditions
for a function so that its Fourier series distributions become common and uniform,
as well as an approach to Fejér’s Theorem, an interesting and useful result of no
Fourier Series study. A second part of the application of the Fourier Series, Weyl
equidistribution theorem. A problem that lies at the frontier of Dynamic Systems
with a Theory of Numbers. The same refers to the distribution of irrational numbers
in the range [0, 1).

Key-words: Periodic functions, Fourier series, Punctual and uniform convergence,
Sequences equidistributed.
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Introducao

Jean Baptiste Joseph Fourier foi um matemaético e fisico, nasceu na Franca, na
cidade de Auxerre em 21 de marcgo de 1768 e faleceu em 16 de maio de 1830 em Paris. Foi o
precursor no estudo sobre a representagao de func¢oes periédicas em séries trigonométricas

convergentes, chamadas em sua homenagem de Séries de Fourier.

A histéria das Séries de Fourier ilustra como a solu¢ao de um problema fisico acaba
gerando novas fronteiras na matematica. Fourier foi levado a desenvolver suas séries ao
estudar a propagacao de calor em corpos solidos. Admitindo que essa propagacao deveria
se dar por ondas de calor e levando em conta que a forma mais simples de uma onda é
uma funcao senoidal, Fourier mostrou que qualquer fungao, por mais complicada que seja,

pode ser decomposta como uma soma de senos e cossenos.

No presente trabalho usamos [1] como literatura base para os capitulos 1 e 2, e
para o capitulo 3 as literaturas [4] e [5]. Estudaremos tépicos de andlise harménica, mais
especificamente as Séries de Fourier e alguns fatos provenientes dessa teoria. E nosso prin-
cipal objetivo é demonstrar o Teorema de equidistribuicdo de Weyl, onde o mesmo afirma
que, a sequéncia (a), (2a), (3a), ..., (na), ... das partes fraciondrias é equidistribuida em
[0,1), com a um ndimero irracional. A seguir descreveremos sucintamente cada capitulo

dessa dissertacao.

No capitulo 1 definimos as Séries de Fourier, e destacamos as condi¢oes para que
a Série de Fourier esteja bem definida, nesse capitulo temos como resultado principal,
o Teorema de Fourier, onde a demonstracao é deixada para o capitulo 2, seguido dos
coeficientes de Fourier e a forma complexa da Série de Fourier. Assumiremos que tais séries

convergem uniformemente, visto que o detalhamento desse conceito ¢é feito no capitulo 2.

O capitulo 2 é o mais longo e delicado do presente trabalho. Nele tratamos da
convergéncia da Série de Fourier, inicialmente a convergéncia pontual, onde temos como
destaque o Ntcleo de Dirichlet e o Teste Dini, esse ultimo, resultado crucial para a prova do

Teorema de Fourier. Destacamos também a Desigualdade de Bessel, resultado importante
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para demonstra¢ao do primeiro Teorema sobre convergéncia uniforme da Série de Fourier,
e ainda temos o segundo Teorema sobre convergéncia uniforme da Série de Fourier. Para
finalizar o capitulo, temos os interessantes conceitos de série Cesaro-soméavel e Ntcleo de
Fejér, e o conveniente Teorema de Fejér, onde a convergéncia da Série de Fourier se dar
em hipoteses menos restritas, tornando-o mais forte que os Teoremas de Fourier. Além
disso, o Teorema de Fejér, tem papel fundamental para demonstracao da Identidade de

Parseval e a unicidade da Série de Fourier.

Por fim, no capitulo 3 aplicamos as ideias provenientes das Séries de Fourier a uma
problema que se encontra na fronteira de Sistemas Dinamicos com a Teoria dos Numeros.
O mesmo refere-se a distribui¢do de nimeros irracionais no intervalo [0, 1). O objetivo final
desse trabalho, o Teorema de equidistribuicao de Weyl, foi demonstrado pelo matemético
alemao Hermann Klaus Hugo Weyl que nasceu na cidade de Elmshorn em 9 de novembro
de 1885 e faleceu em Zurique no dia 8 de dezembro de 1955. Ele provou que sendo a um
numero irracional, entdo a sequéncia (a), (2a), (3a), ..., (na), ... das partes fracionarias

é equidistribuida em [0, 1).
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1 Séries de Fourier

Neste primeiro capitulo apresentaremos alguns conceitos preliminares que terao um

papel fundamental para o entendimento de todo o texto.

1.1 Preliminares

1.1.1 Funcdes Periédicas

E comum encontrarmos fung¢oes definidas em toda reta real, mas cujos valores se
repetem com uma certa periodicidade. Por este motivo estas fungoes sdo chamadas de

fungoes periddicas.

Definicao 1.1. Uma funcdo f : R — R é dita periddica de periodo T' > 0, se para todo
reR, flx+T)= f(x).

Exemplo 1.1. A func¢do f(x) = = — |z|, chamada parte fracionaria de z, onde |z|

representa o maior inteiro menor do que ou igual a x, é periddica de periodo 1. De fato,
fe+rl)=z+1-|z+1]=z+1—-(lz]+[1))=2+1-|z] -1=0— 2] = f(o),

para todo z € R.

Exemplo 1.2. As fungoes senx e cosz possuem periodos iguais a 2m. De fato,
sen(x + 2m) = senx cos 2w + sen 27 cos T = sen .

De modo analogo determina que o periodo de cosx também vale 27.

Em geral, para qualquer valor a € R, o # 0, sen ax e cos ax tém periodo funda-

mental igual a %” Em particular, as fungoes sen “7* e cos *7*, com n € N e L um niimero

2L

n "

real nao nulo, tém periodos iguais a

Dada uma func¢ao definida em um intervalo limitado, podemos construir uma func¢ao

periédica definida em toda reta. De fato, se por exemplo f : [a,b) — R é uma fungao
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Figura 1 — Gréfico da funcdo f(z) =z — |x].

peridédica de perfodo T' = b — a, inicialmente definimos o intervalo I = [a,b). Se x € R e
x ¢ I, seja n um numero inteiro tal que z € I,, = [a+nT,b+nT), dessa forma R = {J, I,.
Note que, dado x € R temos que existe um tinico nimero inteiro n tal que = € I,, neste
caso definimos F' : R — R pondo F(x) = f(x — nT). Por construgao temos que F é

periodica de periodo T

Agora, se f é uma fungao definida num intervalo compacto, digamos f : [a,b] — R,

podemos construir uma func¢ao periédica definida em toda a reta, desde que f(a) = f(b).

1.2  Coeficientes da Série de Fourier

Apresentamos as seguintes relagoes entre as fungoes sen 7% e cos "I, as quais

levam o nome de relagoes de ortogonalidade.

Proposigao 1.1 (Relagoes de Ortogonalidade). Valem as sequintes identidades:

L

/LCOS sz sen mzxdx = 0, se n,m2>1,; (1.1)
L L, se n=m > 1,

/ cos o cos L0l gy = (1.2)
-k L L 0, se n#m, n,m>1;
L L, se n=m >1,

/ sen L sen T gy = (1.3)
—L L L 0, se n#m, n,m>1.

Demonstragdo. Iremos mostrar (1.3), suponha n # m, escrevemos
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/L nrr o omuT 1 /L (n —m)mx (n+m)mx g
n—— sen = = —_ = —_
| sen——sen——dz 5 ), |cos 7 cos 7 x
11 1 (n —m)rx 1 (n+m)rax| |
= —— sen — sen
2T |n—m L n—+m L -L
= 0.
Agora, suponha n = m, escrevemos
L L 1 (L
/_L senn—zx sen m;mdx = /_L sen? szdx =3/, {1 — cos? nfzx dx
1 L 2n7rx] L
= — |z sen
2 2nmw L L
= L.
O
Suponha que possamos expandir uma fun¢ao f : R — R da forma
1 o
f(z) ~ 500 +3 (an cos ? + b, sen nz:ﬁ) : (1.4)

n=1

onde a expressao do lado direito de (1.4) é a Série de Fourier de f. A igualdade sé é

possivel, se a série (1.4) convergir pontualmente para f em cada ponto = da reta real. Em

particular, f ¢ periodica de periodo 2L. De fato, as fungoes sen “7* e cos "7* tem periodo

igual a 2L, segue que,

1

fl@+2L) = -ag+ ), lGnCOSM+bnSenM]

2 L L

n=1

1 oo
= iao—i-ngl (ancosnzm —i—bnsennzx> = f(z).

Além disso, suponha que a fun¢do f seja integravel em [—L, L] e que a série do
lado direito de (1.4) convirja uniformemente para f em toda reta, logo podemos integrar

termo a termo. Obtemos,

L 1 L o0 L L
/Lf(a:)da::zag/Ld:E—l—nZ:l<an/Lcosde+bn/Lsen7m[fcdx> =ag- L,

donde

ag = ll;/_LL f(z)dz. (1.5)
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A fim de obter cada coeficiente a,,, iremos a partir de (1.4), multiplicar cada mem-

bro por cos ™%, com m > 1 fixado, integrando e usando as relagdes de ortogonalidade,

Proposigao (1.1), obtemos,

L 1 L
/_Lf(x) cos mzxdx = 5%/_1:608 T g + Zan/ cos@cos mzxdx
0 L
+ an/ sen?cos m;mdx
1
= an O—I—Zam/ cos? dx+b -0

= a,,- L.

De modo analogo, obtém-se,

L
/ f(z)sen mzxdx =by, - L.

—L

Finalmente, escrevemos os coeficientes da Série de Fourier (1.4) ,

wm=7 [ f(z) cos de, n > 0; (1.6)
1 L nmx
= — — > 1. 1.
by, 7. (x) sen 7 de, n> (1.7)

1.3 Teorema de Fourier

Vamos determinar condigdes suficientes para que uma fungdo f possua uma Série

de Fourier e que esta convirja para f pelo menos na maioria dos pontos de seu dominio.

1.3.1 Existéncia da Série de Fourier

Inicialmente, vamos ver quais condic¢oes suficientes a funcao f deve satisfazer para
que a sua Série de Fourier esteja definida, mesmo que ela possa ndo convergir para f em
nenhum ponto. Para que a Série de Fourier de f exista, os coeficientes de Fourier de f

precisam estar definidos.

Consideremos fungoes f : [a, b] — R. Observaremos apenas os seguintes casos sobre

a integrabilidade:
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1. A funcao f é limitada. Neste caso ela é integravel se o supremo das somas inferiores
¢ igual ao infimo das somas superiores. Isto ¢, existe M > 0 tal que |f(x)| < M,
para = € [a,b]. A fun¢do f é integravel, se dado € > 0, existe uma parti¢ao P do

intervalo |a, b]

Pia=xg<x1<10<..<x,=0,

tal que

Slf,P] —s|f,P] <e, onde

slf,P] = ij(a:j —xj_1),my =inf{f(z) 1 x;1 <z <uz;} e

n
S, Pl =Y Mj(x; — 1), M; = sup{f(z) : 7,04 <z < a5},
sao as somas inferior e superior, respectivamente, associadas a particao P.

2. A fungdo f nao é limitada. Neste caso, a fungdo f é integravel (a integral é chamada
integral impropria) se o intervalo [a, b] puder ser decomposto em um ntmero finito
de intevalos Iy, - - -, I,,, com I}, = [ay, bg, tais que a fungao f é limitada e integréavel

em (ag, by) e os limites abaixo existem

by, by, b t
/ f(x)dx = lim f(x)dx e / f(x)dx = lim f(x)dx.

k t—a Jt % t' b, Jay

Neste caso, a integral impropria de f é

/abf(a:)dx = zn: " f(z)dz.

k=1

A fungdo f serd absolutamente integravel se o valor absoluto |f| for integravel no

sentido 1 ou 2 acima.
A fim de melhorar a notagao, denominaremos funcoes integraveis e absolutamente
integraveis no intervalo [a, b] por £, isto ¢, f é uma fungao em L' definida em |[a, V] se, e

somente se, f e |f| sdo integraveis em |[a, b].

Proposigao 1.2. Seja f : R — R uma fungdio periédica de periodo 2L e L' em [—L, L],

entdo os coeficientes de Fourier de f
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1 /L
an:Z/_Lf(x)cos$dx, n>0, (1.8)
1 /L
bn:Z/ f(x)senmdx, n>1, (1.9)
-L

estao bem definidos.

Demonstragao. De fato,

nwT
‘ / ) cos —dx

N
’ / ) sen —dw

< [C15@)

< [ 1@

dx</ 2| dz < oo,

cos 0L
L

x</ x)| dr < oc.

sen I

1.3.2 Funcdes Seccionalmente Continuas

Definicao 1.2. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente continua se ela tiver um

nimero finito de descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo li-

mitado.
Em outras palavras, dados a < b, existem a < a; < as < --- < a, = b, tais que f é
continua em cada intervalo aberto (a;,aj11), j = 1,---,n — 1 e existem os limites laterais

flai) = lim f(z) e f(a;):= lim f(x).

ac—)a $—>(1

Exemplo 1.3. A fungdo sinal de x, definida abaixo

+1, se x>0,
sign(x) = 0, se x=0,
—1, se =<0,
¢ seccionalmente continua. De fato, fica claro que a descontinuidade é no ponto 0, além

disso

lim sign(z) = lim +1 = +1 = sign(0") e lim sign(z) = lim —1 = —1 = sign(07).

r—0t z—0t z—0— z—0—
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H

Figura 2 — Grafico da func¢ao sign x.

Exemplo 1.4. A funcao parte fraciondaria de x, f(x) = x— | x| é seccionalmente continua,

em [—3, 1]. De fato, considere f : [—3, 3] — R. Note que,

-1, se — 1l <2 <o,

2] = ’
0, se 0<z<j3.

Portanto,

r+1, se — L<gr < < 0,

fz) = ’
z, se 0<z< %

Notemos que f ¢ continua nos intervalos (—3,0) e (0,3). Agora calculando os limites
laterais do ponto 0,

lim f(z)= lim x =0= f(0") e lim f(z) = lim 2 +1=1= f(07).

z—0t z—0t z—0~ z—0~

Exemplo 1.5. A funcao
—%, se x <0,
g(z) = 0, se =0,
1, se x>0,

nao é seccionalmente continua em [—1,1]. De fato, seja g : [—1,1] — R, definida por

—1 s —1<z<0,
g(z) = 0, se =0,

1, se O0<z< 1.
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Note que, g ndo esta bem definida em x = 0, ou seja, o limite lateral a esquerda do ponto

0 nao existe, vejamos

1
g(07) = lim g(z) = lim —— = +oo0.

x—0~ z—0~ x

Temos que a descontinuidade no ponto (x = 0) é de segunda espécie.

10H

@
+

Figura 3 — Gréfico da fungéo g em [—1,1].

Exemplo 1.6. A func¢do h : R — R definida por

1, se z2>1,
hMz)=q9 L se L <er<in=123.,
0, se x<0,

nao é seccionalmente continua, apesar de todas as descontinuidades serem de primeira

espécie, acontece que no intervalo (0, 1), hd uma infinidade de descontinuidades. De fato,
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suponha que h possua um ntimero finito de descontinuidades no intervalo (0,1). Seja

(ﬁ, ﬁ) o ultimo intervalo de descontinuidade, ou seja, para n = M. E para n =

M+ 1, M + 2, ..., sera que ha descontinuidades? Considerem os intervalos (ﬁ, ﬁ) e
1 1
(m, m) Note que, ,
lim A(x) =—.
o () M

Por outro lado,
1

fim Ar) =
x*)(MJrl)

ou seja, h é descontinua em n = M + 1, contradigao.

Motivado pelo estudo de fungoes seccionalmente continuas, agora definiremos fun-

¢oOes seccionalmente diferenciaveis.

Definigdo 1.3. uma funcdao f : R — R é seccionalmente diferenciavel se f e f’ sdao

seccionalmente continuas.

Exemplo 1.7. A fun¢do f: R — R

r?sent, se x #0,
flx) = ’

0, se =0,
é continua, mas nao é seccionalmente diferenciavel. De fato, note que f’ é definida por

1 1
) = 2zsen . —cos, se x # 0,

0, se x=0,

¢ derivavel no ponto (z = 0), mas nenhum dos limites laterais da derivada em x = 0

existe.

=

Figura 4 — Grafico da funcao f.
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1.3.3 O Teorema de Fourier

Agora enunciaremos o Teorema de Fourier, que fornece condigoes suficientes para

a convergéncia da Série de Fourier.

Teorema 1.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R wma fungio seccionalmente
diferencidvel e de periodo 2L. Entdo a Série de Fourier da fungdo f, converge para
S1f(x™) + f(z7)] em cada ponto x, isto é,

nmx

[f(x+)+f(x*)] ;ao—l— Z (an cos —— L "+ by sen L) (1.10)

DN | —

onde,

nmwTx

[ - Y

e f(zt) = hli}r(r)a flz+h), f(z7) = hliﬁroni f(z+h) sao os limites laterais, direito e esquerdo,

de f em x, respectivamente.

Observe que, se f é continua em x, entao a média dos limites laterais de f em x
¢ exatamente igual a f(z). A demonstracao desse Teorema serd feita no capitulo 2, no

momento, iremos aplica-lo.
Exemplo 1.8. (Onda quadrada) Seja f : R — R definida por

0, se —L<x<0,

1, se O0<x<L,

periodica de periodo 2L. Temos,

ag = / dx—/Lf(x)dx:L,

L nwx L nrx b

- 7d_/ P8 g = — sen 2| = 0,0 > 0

a / ) cos v= | f(x)cos 7 de=—sen— . n
L L L L

b, = L/ sen@dx—/o f(x )sen?dm-—mcoswo:m(l—cosmr)

0, sen é par,
%, se n é impar.

Portanto,

2L & (2n — V)mz

f(xwf 72271—1 L
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onde a expressao do lado direito é a Série de Fourier de f. Note que, ndo usamos a

igualdade, por nao saber se a Série de Fourier de f acima converge uniformemente.

Para valores de descontinuidades (x = kL, k € Z), os senos se anulam e a Série de
Fourier de f tem valor igual a é, o que ¢é exatamente a média dos limites laterais nestes

pontos. Nos demais pontos, a Série de Fourier converge para f.

b

0EF

B G N G I

Figura 5 — Gréfico da Série de Fourier de f truncada em n = 100.

1.3.4 Estimativas dos Coeficientes de Fourier

Se f possuir maior regularidade, é possivel provar diretamente que a sua Série de
Fourier converge sem recorrer ao Teorema de Fourier. A ideia é obter estimativas para os
coeficientes de Fourier e entao usar o teste da comparagao para concluir que a Série de
Fourier converge. Esse resultado tera papel importante na demonstragao da convérgencia

uniforme do Teorema de Fourier.

Suponha que f é uma fungao periédica de periodo 2L, L' em [—L, L]. Logo, pela
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Proposigao (1.2), temos

la,| < My e |b,| < My, paratodo n, (1.11)
onde My = %f_LL |f(x)|dx.

Agora, suponha f periddica de periodo 2L, derivavel em [—L, L], e tal que a deri-

vada f’ pertenca a L' em [—L, L]. Entdo, integrando por partes (1.8), temos para n > 0

L I L L L
La, = [L f(x) cos n—zxdx = Ef(a:) sen n—? ity O f'(x)sen ?dm,
ou seja,
1 L, nmx 1
n=—""_ ——dx = ——1, 1.12
a — _Lf(x)sen 7 4o —bn (1.12)
onde b, = [, f'(z) sen "= dz. Tomando os valores absolutos,
1 L,
jan| < — [ [f'(2)[dz.
nm J-L
De modo analogo com (1.9), obtém-se
1 L nwT 1
b= — [ f M2 e = —d,, 1.13
- fo (x) cos 7 de=—an (1.13)
onde al, = [*, f'(z) cos “Fdx. Tomando valores absolutos
il <= [ 1@l
| < — z)|dz.
nmJ-L
Seja
1 L,
M= — [ 1f @),
T J-L
dai
M M
la,) < = ¢ |by| < —%, para n>0. (1.14)
n n

No caso, a;, e b, designam os coeficientes da Série de Fourier de f’.

De outro lado, quando consideramos f periddica de periodo 2L e f” uma funcao

L' em [—L, L], podemos integrar (1.8) por partes duas vezes para obter

L L b nrx
2
+ — f 0s —d.
ey (x) cos 7l

logo,



1.3. Teorema de Fourier 27
L
anl < =5 [ 1f"(@)ldz.
De modo analogo com (1.9), obtém-se
1 L
bul < =5 [ 17" (@)lda.
Fazendo
1 e,
My = ﬁ/_}ﬂf (z)|dz,
temos
la,| < ]7\1422 e |b,] < ]\522, para n > 0. (1.15)

Nestas condi¢oes, sem usar o Teorema de Fourier, concluimos pelo teste da com-

paragao que a Série de Fourier converge, pois a série > > ; # é convergente.

Os calculos acima mostram ainda que é possivel calcular os coeficientes de Fourier

das derivadas de uma funcao a partir dos coeficientes de Fourier da prépria fungao, em

certas condi¢oes, sem que haja a necessidade de calcular novas integrais.

1.3.5 Forma Complexa da Série de Fourier

Seja f : R — R uma fungao periédica de perfodo 2L, L' em [—L, L], entdao a Série

de Fourier de f pode ser escrita na forma

00 .
mmnx
> Cuel,

n=—0oo

—inmTx

onde C,, = 5~ It f(x)e™ T dx, com n € Z. De fato, pela férmula de Euler,

e = cosf + isenb,
que decorre imediatamente,
% —1 % —1
0 4 it 0 _ ,—if
cos = —— e senf = _
2 24
Note que,
mrx+b nmT e +e vl b et —e VL
a, coOs — + b, sen — = a, n :
L L 2 21
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Logo, os coeficientes C), da Série de Fourier sao dados por

an by 1 N S e nrr . nwT
Cn_?+27_§(an—zbn) = 2L/7Lf($> (cos 7 — 7sen 7 )dw,
e definimos
1 L ag
Co=351 /_Lf(x) 1T

Por fim, concluimos que,

f(x) = Z Cnem%,

n=—oo

com C, = 5 1} f(x)e T dx, para n € Z.
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2 Convergéncia da Série de Fourier

Neste segundo capitulo daremos condigoes suficientes para a convergéncia pontual

e uniforme da Série de Fourier.

2.1 Convergéncia Pontual

Agora enunciaremos uma expressao que sera bem conveniente para o nosso estudo:

n

1 ik
D, (z) = Y3 Y oer, (2.1)
k=—n

conhecida como Nicleo de Dirichlet.

Podemos enxergar 2.1 como uma funcao definida D : [-L, L] — R, onde decorre

algumas propriedades, que serao utéis:

1. D,(z) é uma fungao par;
2. D,(x) é uma funcdo continua;

3. D, (z) é uma funcao periddica de periodo 2L;

Para verficar a propriedade (1), basta ver que D, (—z) = D, (x), ou seja, satisfaz a

ikmx

defini¢do de fungao par, e como f(x) = e = é uma fung¢do continua, segue que, a soma de

funcoes continuas é uma fungao continua, ou seja, D, (x) é continua, logo a propriedade
(2) é verificada. Com procedimentos e manipulagoes simples de célculos, verifica-se as

demais propriedades.
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Proposicao 2.1. Dado n € N, temos que

1 sen[(n + 3)=%]

o7 [
2L sen 57

Dy (x)

: (2.2)

para x # 2kL, com k € Z.

AT

Demonstracao. Pondo w = e =, entao

1 n ikrz 1 -1 n n B n
Dn(x):ﬁ "l :M(Zwk+2wk):2L<Zwk+Zwk>.
k=—n k=0

k=—n

Efetuando as somas geométricas, teremos

D()_i w—n_1+wn+1_1 _i w—n_wn—H
Y G w—1 ) 20\ 1-w )

_1
Agora, multiplicando numerador e denominador por %, concluimos que

]

A demonstracao do Teorema 1.1 para um ponto fixado z, convergéncia pontual,
serd feita ao longo dessa sec¢ao. Inicialmente faremos uso dos lemas Riemann-Lebesque e

doTeste de Dini .
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Apenas enuciaremos o Teorema a seguir cuja demonstracao pode ser encontrada

em [1] .

Teorema 2.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo em L'. Entio, dado € > 0, existe uma

fungao continua v : [a,b] — R, tal que

[ 1) — i <<,

Lema 2.1 (Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] — R uma fungdo em L' no intervalo [a, b].

Entao
tlggo b f(z)sen(tx)dr =0 (2.3)
e
b
tlg]élo/ f(z) cos(tx)dx = 0. (2.4)

Demonstragio. (i) Incialmente suponha que f seja limitada, ou seja, existe M > 0 tal que

|f(z)| < M, para x € [a,b]. Considere a partigdo P :a =1z9 < o1 < x93 < ... < x, = b do

intervalo [a, b] determinada pelos pontos z; = a + £(b —a), para j = 0,1,2,...,n. Entao

n n

/abf(g;) cos(tx)dx = f(x;) /:jl cos(tx)dr + ) /:jl[f(.ilﬁ) — f(z;)] cos(tz)dz. (2.5)

]:1 i j:l J

Agora, observe que

T t Tj
/ cos(tx)dx| = sen(tz)
Tj—1 t Tj—1
_|sen(tx;) — sen(tx;_;)
B t
oL, 12 26)
Sttt '
e que
|f(x) = flz;)| < Mj —my, (2.7)

onde m; = inf{f(x):z;-1 <z <x;} e M; = sup{f(x):z;1 <z <z}
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Usando as estimativas (2.6) e (2.7) em (2.5), obtemos

< 20 0y )y — ). (23)

j=1

x) cos(tx)dx

E note que, o somatoério em (2.8) é exatamete a diferenga S|[f, P]—s[f, P]. Portanto,

dado € > 0, tome n tal que essa diferenca seja menor que 3, isto ¢,

€
SIf,P] = slf,P] < 5.
Para o n fixado, tome t, tal que M < 5. Portanto, dado € > 0 e para todo t > to,
temos que
b
/ f(z) cos(tx)dx| < e.

Para a demonstracao de (2.3) o processo é de modo andlogo.
(ii) Suponhamos agora que f seja uma funcao em £!. Dado € > 0, tome uma fungao

continua v : [a,b] — R tal que

‘/U ydx<5 (2.9)

usando para tal o Teorema 2.1. Note que toda funcao continua num intervalo compacto é
limitada e integravel, ou seja, ¥ (x) cos(tx) é continua e portanto limitada e integravel no
intervalo compacto [a, b]. Logo, podemos aplicar a parte (i) da demonstragao e concluir

que existe tg, tal que t > t, se tem

x) cos(tx)dx

g
—. 2.10
<3 (2.10)

Agora, como

/ab f(z) cos(tx)dx = /ab@/)(x) cos(tx)dx + /ab[f(x) — (x)] cos(tx)dx,
tem-se das estimativas (2.9) e (2.10) que

) cos(tx)dx

/abf( ) cos(tx)d

/|f 2)|dx < e.
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Incialmente nos ateremos na convergéncia pontual da funcdo f no Teorema 1.1.
Seja x € R, fixado, e considere a diferenca

f@T) + f(z7)
5 ,

en(x) = sp(x) — (2.11)

onde a soma parcial s,(z) ¢ dada por

n
ikmx
sp(z) = Z Cre T,

k=—n

—ikmx

com Cy = 5[5, f(z)e 1 dz.

De inicio, vamos escrever a soma parcial s,(x) de modo mais conveniente com o

propésito de obter majoragoes para e, ().

n ikmx 1 L —ikmy
sla) = 3 E o [ fweH dy

s 2L

L 1 n ikm(z—y)
= /Lf(?/)sz;ne Idy

L
Z(KEﬂwDAx—yM%

onde D, (x —y) é o Nicleo de Dirichlet. Fazendo a mudanga de variavel y = x — ¢,

obtemos

L+x

sule) = [ f@)Dua )y = [ Dot @~ tydt.

—L —L+z

Como D,, e f sao funcoes periddicas de periodo 2L, a soma parcial s,(x) pode ser

escrita como

L

sn(t) = / Do(t)f(z — t)dt.

—L

Usando o fato de D,,(t) ser uma fungao par,temos

sn(z) = /OL D) f(x — t)dt + /OL Do) f(x — t)dt,

finalmente podemos escrever

sn(t) = /OL Da(t) [f(x +t) + flz — 0] dt. (2.12)
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Substituindo (2.12) em (2.11), obtemos

ea) = [ DO 1)+ flx )t - LTI

_ /OL D) {[(x +1) = f@")| + [fx — ) = f(a7)]} dt.

Definindo a fung¢ao

gla,t) = [flx+6) = f@D)] + [fle =) = f(a7)],
temos que

en() = /0 " Do(t)g(a, . (2.13)

Agora, enunciamos o resultado que garantird a convergéncia pontual da Série de

Fourier para um ponto fixado x.

Lema 2.2 (Teste de Dini). Seja f: R — R wma fungio periddica de periodo 2L, com f

em L' no intervalo [—L, L]. Fizado x em [—L, L], suponha que f(x") e f(z™) existam e

[

que exista n tal que

g(?t)‘ dt < . (2.14)

Entao,

lim e, (z) =0.

Demonstrag¢io. Usando (2.2) na decomposigao da expressao (2.13) em duas partes, temos

L 1 sen[(n+ 3)%]

L L
Tt
s 2L sen o

en(t) = /0 ' tDn(t)g(tt’x)dt + g(z, t)dt,

com § € [0, L].

Inicialmente tomaremos a primeira integral e tornando ¢ suficientemente pequeno.

Temos que,
t

(D, ()| < 57—
2L sen It

e como a funcgao
t

) = —
(*) 2Lsen%
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¢ continua e crescente em [0, L], obtemos a estimativa

[£Dn(t)] <

I

N —

para t € [0, L].

Logo, dado € > 0, tome § < min{L,n}, tal que

6 t 1 r9g(t
/ tDn(t)g( ’x)dt < 7/ 9, 2) dt < < (2.15)
0 t 2Jo t 2
o que é garantido pela hipétese do lema.
Agora, com o ¢ fixado, considere a funcao
t
w(t) = M’
2L sen 77

com t €[4, L].

Note que, a expressao 2L sen %, é nao nula em [6, L], logo w é continua no intervalo

[0, L], portanto w é integravel em todo intervalo [§, L]. Portanto, para um n suficientemente

grande e usando o Lema (2.1)

L 1 sen[(n + )% 5
— t)dt] < —. 2.16
s 2L senly gl t)dt) < 2 (2.16)
A partir de (2.15) e (2.16), concluimos que
len(x)] < e.

Donde segue,

lim en(z) =0.

Iremos fazer uma verificacao rapida de que a condigdo da hipétese do Lema (2.2)

é sastifeita em um ntimero grande de fungoes, vejamos:

Exemplo 2.1. Seja f uma funcao Holder continua, ou seja, quando existem constantes

reais 0 < a < 1,0 >0e K > 0 tais que

[f(£) = f(s)] < Kt — | (2.17)
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para t,s € [x —§,x +d]. a = 1, entdo a funcdo f satisfaz a condigao de Lipschitz, critério
usado sobre a continuidade de uma fungao na reta. Dai, (2.17) garante que f ¢é continua

em x, portanto f(z7) = f(z7) = f(x), logo

lg(z, )] < [f(z+1) = f(2)| + |f(z — 1) = f(2)],

usando (2.17), obtemos
lg(x,t)] < 2Kt

Entao,

t o
g(xt’>|dt < 2K/ 11t < oo,
0

r

o que verifica a hipdtese do Lema (2.2).

Exemplo 2.2. Seja f:Z — R uma fungao derivavel no intervalo compacto Z. Se existe
K € R tal que |f ()| < K para todo = € Z, entdo a desigualdade (2.17) se verifica para
a = 1. De fato, sejam x, y € Z, f é continua no intervalo fechado cujas extremidades sao

x e y e é derivavel no intervalo aberto correspondente. Logo, existe ¢ € (z,y) tal que

como |f ()| < K, temos que

(@) = FW)l = If (©)ll(e = )| < K@@ —y)|,

o que segue imediatamnete do Exemplo (2.1).

Nessas condigoes é facil ver que a condi¢ao da hipdétese do Lema Teste de Dini se
verifica. Portanto, a demonstracao do Teorema de Fourier, 1.1, é dada imediatamente a

partir do Lema (2.2).

2.2 Convergéncia Uniforme

Uma fungao f : [a,b] — R é chamada de quadrado integréavel, se f e |f|* forem
integraveis. Usaremos a nomeclatura £2 para designar tal conjunto de funcao de quadrado

intergravel.

A partir do que foi enunciado, podemos observar:
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1. Se f for limitada e Riemann integravel, entdo f esta em £2. De fato, sendo f limitada,
e integravel, tem-se que | f| é integravél, por outro lado, |f|-|f| também é integravél,

ou seja, |f|? é integravel. E como f ¢ limitada, temos
|| < M, entdo |f[* < M?,

onde M = sup{|f(x)| : « € [a,b]}, por fim, temos

[ \@)Pdr < M0~ a).

2. No caso de f nao ser limitada, pode acontecer que f esteja em L', mas f nao

pertence a £2. De fato, tome o exemplo: f(z) = :z:_%, para 0 < x < 1. Note que,

1 1 1 1
/ |z 2|de = / x 2dx =2,
0 0

temos que, f pertence a £!. Por outro lado,

T 1
/ lz72 Pdr = / r dr = oco.
0 0

Portanto, f ndo pertence a £2.

Agora enuciaremos as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Minkowski as quais

serao uteis nas demonstracoes dos resultados que estdo ao longo dessa segao.

Proposicao 2.2. Sejam a = (aq,...,a,) e b= (by,...,b,) dois vetores de R". As desigual-

dades para vetores do R,

(2.18)

3 n 3 n 3
. ( ) " (z b;.) 219
j=1 j=1

sao respectivamente, as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Minkowski.

AN
<
g
<
LN
N————
[
<
NG
<
N————
[

limj )

J=1

Notemos que, toda funcio f : [a,b] — R, com f em L2, é uma fungdo em L. De

fato, sejam f e g fungoes em L2 no intervalo [a, b], usando a desigualdade (2.18) temos

/ab |f(z)g(z)|dx < /ab |f(x)|2dx1é : [/ab |g(x)|2dxr : (2.20)
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Dai, f - g é absolutamente integravel, j4 que f e g sdo funcdes em L£2. Fazendo g(x) = 1

m (2.20), obtemos

t\.’)\»—A

/|f Jdx < (b—a)

Uﬁf |M],

ou seja, f ¢ uma funcao em L!.

Na se¢do anterior vimos que o Teorema 2.1, consegue-se aproximar, uma funcao f
em L', por uma funcio ¢ continua. E se f for uma funcio £2, serd que existe uma funcio

1 continua, dentro das hipéteses do Teorema 2.17 A resposta é afirmativa.

Teorema 2.2. Seja f : [a,b] — R uma fun¢io em L*. Entdo eviste uma sucessdo de

fungoes continuas ¥y, : [a,b] — R, com ¢, (a) = 1,(b) =0, tal que

i, [ 17(0) = (@) =0

n—00

A demonstragao pode ser encontrada em [1].

2.2.1 Desigualdade de Bessel

Queremos agora estudar como as somas parciais da Série de Fourier aproximam a
funcao. Como consequéncia, obteremos uma desigualdade que serda importante no estudo

da convergéncia uniforme da série de Fourier.

Definigao 2.1. Seja f : [~L, L] — R uma funcio periddica de perfodo 2L, com f em £?
no intervalo [—L, L]. O erro quadratico médio na aproximagao de f pelas somas parciais

da Série de Fourier ¢ definido por

Bn= 5= / — su(2)|%dx, (2.21)
onde s, (z) = G + >, (ak cos #TE + by sen kf”)

Teorema 2.3. Seja [ : [—L, L] — R uma fungio periédica de periodo 2L, com f em L*
no intervalo [—L, L. Entao

2 n

1 L a 1
En:—/ 2z — 20 25762 4 b2). 2.92
5L _L|f($>| T 2};(ak+ i) ( )
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Demonstragio. A partir de (2.21), temos
B, = o [ V@) =1 [ f@si@de+ o [ jsaPde. (229
n = — x)|fdr — — x)Sp(x)dr + — Sp(x)|“dx. .
2L J-1L LJ-L 2L J-1L
Para obter o resultado, observe que em (2.23), a segunda integral é
1 /L 1 /L " k k
7 /_L f(x)sp(x)de = 7/, f(z) [C;O +kz::1 (ak cos% + by, sen%
1 /L “ L k
= %z . f(z)dx + kz::lak i f(x) cos %xdx
"1 L k
+ ;bkf [L f(x) sen%xdx
ag o g2
= §+Z(ak+bk)
k=1
Enquanto que em (2.23), usando as relagoes de ortogonalidade, a terceira integral é,
1 L 1 L k krz\]?
o L m@Pde = o2 [ lz > ( cos 7+ bisen 7)] o
1 (L oad LA L knx
= 57 — — —d
2L/—L4 +kz::1ak —LCOS L .
" 1 kmx
i / 2 VT
+ kz::l kor | sen i x
2 1.
= Ty @)
4 2=
m

Colorario 2.1 (Desigualdade de Bessel). Seja f : [—L, L] — R uma fun¢io periddica de

periodo 2L, com f em L? no intervalo [—L, L]. Entdo,

S @) <+ [
5 nZIan n <7 [ (@) de

(2.24)

Demonstragio. Por (2.21), E, > 0, agora tomando o limite quando n — oo em (2.22),

temos o resultado.

]

As somas parciais s,(z) da Série de Fourier de uma fungao f sdo os polindmios

trigonométricos que melhor aproximam f.
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Proposicao 2.3. Considere o polinomio trigonométrico de ordem n

n k k
Sn(x) = 02—0 + Z (ck COS% + dj, sen 7) ,
k=1

onde ¢ , dr, € R sao coeficientes quaisquer, e se definirmos o erro quadrdtico médio com

relacao a este polinomio trigonométrico por

. 2
En 2L/ Sn(@)|de,

entao

E, <E,.

Demonstragao. De fato, aplicando os procedimentos usados na demonstragao do Teorema

2.3, obtemos

~ 1 L 2 CoQo 2
En:i/_L]f(x)]dg;— ; ———ch+dk 2cyay, — 2dby.

Agora, completando quadrados, temos

1 1 n 1 n CL2 1 n
2 2 0 2 2
n d.17—|— —a - — d —b —_—— — = —|—b .
21,/ ) T3 Z o) 2,;( SO 2,;1&’“ g

Note que o menor valor de F,, sera obtido quando ¢y = ag, cx = ax, dx = by, para
k =1,...,n. Neste caso, F, coincide com F,. Portanto, em geral, temos que

E, < E,.
]

Teorema 2.4 (Teste M de Weierstrass). Seja Y00 | f, uma série de fungoes reais definidas
em conjunto X. Suponha que para cada n € N existe M, > 0 tal que |f,(z)| < M,, para

todo x € X e a sua y.,> M, converge. Entao, > 7>, f, converge uniformemente.

Demonstragio. Para cada x € X, a série Yo% | f.(x) converge absolutamente pelo teste

da comparacao. Logo, podemos definir uma funcao f : X — R por
n=1

Vamos provar que > o2, fn(x) converge uniformemente para f em X. Para todo

xr € X, escreva

k 0o oo [e%)
‘f(x)—zlfn(z) SIRZCIED WIACTED ST
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Como a série > > ; M,, é convergente, dado € > 0 existe ky € N tal que, se k > ky entao,
(o]
> M, <e.
n=ko+1

O

Teorema 2.5 ( Primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fourier).
Seja f uma funcdo periddica de periodo 2L, continua e com primeira derivada em L2.

Entao, a Série de Fourier de f converge uniformemente para f.

Demonstragcao. Suponha f continua e periddica de periodo 2L. Considere também sua
primeira derivada uma fungdo em L2 . Das relagoes (1.12) e (1.13) de estimativas dos

coeficientes da Série de Fourier, obtemos

L
/
ap, = ——b
m™m "
e
L
b, = ——al
" an "V
;1 L g nrx L g nrx / / :
onde V), = ¢ [, f'(z)sen F2dx e al, = T [Z; [ () cos “=dx. Nesse caso, al, e b, designam

os coeficientes da Série de Fourier de f’. Note que,

nmx
ay, COS L‘ < |ay|

nmtx

< [bal,

logo
>

Portanto a reduzida de ordem n da série (2.25) é

ancos——i—b sen‘ < an] + [bal- (2.25)
n=1

Z|ag|+|b|—f2 |a}|+|b3»|. (2.26)

j 1

Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz em (2.26), obtemos

N

1
L1 L ({21 n :
Wzlj\aélﬂb;!éﬁ(Z]) (Z (laj] + [¥5]) ) : (2.27)
J: :

Jj=1
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Novamente, da desigualdade de Cauchy-Schwarz no segundo fator de (2.27) temos

(iuau + |b;|>2> <V2 (z ) + |b;|2> . (229)

j=1

De (2.27) e (2.28), e substituindo em (2.26) obtemos

-

2

N

(2.29)

n L[ 1
> laj| + [b;] S\@; (Z ]2)
=1

j=1

~ [Zl Ja* + 165
]:

Portanto, a série (2.25) é majorada por

-

2

)
n=1

L o) % o]
vz (S5 -[z\a;mrb;w
j=1

1

onde ( e n—lz) ® converge, pois trata-se de uma p-série, com p = 2. E por outro lado,

{ 220 a4 |b;\2} ? converge em virtude da desigualdade de Bessel. Logo

Z |an| + |bn|
n=1

é convergente e, pelo Teorema (2.4),

o0
ao nmwx nmwx
— + Zancos— + b,, sen ——,
2 — L L
n=1
converge uniformemente para f.

[]

Antes de enunciar o Teorema que garante a convergéncia uniforme da Série de
Fourier em hipéteses mais abrangentes, enuciaremos e demonstraremos um lema, que

serd conveniente para a demonstragao de tal teorema.
Lema 2.3. Seja ¥ a funcgdo periodica de periodo 2L assim definida:

—3(1+%), se —L<z<0,
U(x) = 0, se x=0, (2.30)

(1-%), se 0<z<L.

ks

N | =

Entao, a Série de Fourier de i) converge uniformemente para 1) em qualquer intervalo que

nao contenha pontos da forma 2Ln, para n inteiro.
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Figura 6 — Gréfico da fun¢do % no intervalo [—L, L].

Demonstragao. Inicialmente vamos determinar a Série de Fourier da funcao 1 definida
em (2.30). Notamos que ¢ é uma fungao impar, logo os coeficientes da Série de Fourier

podem ser determinados da seguinte maneira:

2 (L1 x nmwx
an:O e bn:Z/O 2(1—L>SenLdZ‘7

da ultima expressao, fazendo os calculos necessarios, obtemos que,

2 rL1 T nmwT 1
bn:—/ (1—) L g = .
Lo 2 L) T T

Logo, a Série de Fourier da funcao ¥ é

1 X1 nmwx
- — —_— 2.31
- ; - sen 7 ( )
cuja representacao complexa é
s " onde 9= T2 (2.32)
- onde = —. .
2r = n L

Para demonstragao do lema, a Série (2.32) tem que convergir uniformemente. Para
tal, usaremos o critério de Cauchy, dai, basta mostrar que, para 6 € [e, 7], e dado € > 0,
existir um N tal que
n_ iko

2

k=m

< e, paratodo n>m > N.
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Considere
n 10 ei@ (n+1)0
Po(0) =) e = : 2.
(0)=2. o (2:33)
Note que,
n 6ik0 n 1
> T ) %[PK(Q)_Pk—I(Q)]a (2.34)
k=m k=m
por outro lado,
n 1 n—1 1
—P1(0) = —P;(#
YRl = X RO

Agora usaremos um artificio conhecido como a "Férmula de Abel de adi¢ao por
artes'. Que consiste em, se (a,) e (b,) sao duas sucessoes e (B,, = >.7_, bi), entdao para
) k=1 )

1 <m < n temos

Zbkak = Z(Bk_Bk 1ak ZBkak_ZBk 10k
k=m k=m
Z Bray — Z Braj1
k=m—1
n—1
= DBpa, + Z Bray — Br—10m — Z Bk:ak;-‘rl)
= k=m

de modo que a "Férmula de Abel de adi¢ao por partes'é dada por

Z bkak = Z (ak — ak+1)Bk —|— Bnan — Bm_lam. (235)
k=m k=m

Aplicando (2.35) em (2.34) obtemos,

n_ ko n 1 1 1
) ( - M) Pu(6) + ~Pa(0) = —Po s (0) (2:36)

Para majorar a soma parcial P,(6) usaremos um argumento similar aquele usado
na demonstragao da Proposigao (2.1), para 0 < 6 < 27, temos
0 _ pi(n+1)0

1 — et

e 2 2 1
— .

1 - ei9| |e_? — e%| N sen 5

[P (0)] =

Portanto, a partir (2.36), temos

Z":ei 1 i(l 1>+1+1_ 2 1
Pt “senf | S\ k+1 nom _mseng n(n+1)sen?

logo, para 0 < ¢ < # < 7, temos que

eik@

o que implica, pelo critério de Cauchy, a convergéncia uniforme de (2.32). ]

2 1
<
“msens n(n+1)sens’
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Finalmente enunciaremos o Teorema que garante a convergéncia uniforme da Série

de Fourier em condicoes mais gerais.

Teorema 2.6 (Segundo Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fourier).
Seja f uma funcao periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a derivada
primeira é uma funcdo em L2. Entdo, a Série de Fourier de f converge uniformemente

para f em todo intervalo fechado que ndao contenha pontos de descontinuidade de f.

Demonstrag¢io. Sejam xy, s, ..., Ty, 0s pontos do intervalo [—L, L), onde f é descontinua.
Considerem wy, wy, ..., wy os saltos da f nesses pontos de descontinuidade, isto ¢, w; =
f(x])— f(x;). Logo, a funcdo w;ih(x — ;) é descontinua nos mesmos pontos da funcao 1,
ou seja, pontos da forma 2Ln, com n inteiro, e o salto nesses pontos é w;. Entao, a fungao
f(z) —wyp(xz — z;) é continua nesses pontos e nos demais onde f ja é continua. Desse
modo, temos uma fun¢ao com menos descontinuidades que a fungao original f. Seguindo o

mesmo procedimento, eliminamos todas as descontinuidades da func¢ao f. Obtemos assim

uma func¢ao g continua para todo x, dada por
k
9(x) = f(2) = d_wiib(z — ;).
j=1

Pelo Teorema (2.5) a Série de Fourier de g converge uniformemente para g, em toda
a reta. E pelo Lema (2.3), a Série de Fourier da fungdo ¢(x — z;) converge uniformemente
em qualquer intervalo que nao contenha pontos da forma 2Ln. Como a Série de Fourier
de f é a soma das Séries de Fourier das funcoes g e w;i(x — x;), para j = 1,2, ... k, segue
que a Série de Fourier de f converge uniformemente em qualquer intervalo fechado que
nao contenha pontos da forma 2Ln, para n inteiro, que sao os pontos de descontinuidade

da f. m

2.2.2 O Teorema de Fejér

Ao invés de considerarmos as somas parciais da Série de Fourier, vamos aproximar
a funcao através das médias aritméticas das somas parciais. A utilidade do conceito estd
na existéncia de séries divergentes tais que as médias aritméticas de suas somas parciais
formam uma sequéncia convergente. Quando uma série converge no sentido de que as

médias aritméticas das reduzidas converge, dizemos que ela é Cesaro-somaduvel.
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Exemplo 2.3. A série 30°  (—1)"*! é divergente, mas a sequéncia das médias aritméticas

de suas somas parciais é a sequéncia (o)
] 122 3 3
) 2 Y 3 ) 4 ? 5 9 6 AR
onde (0,) é definida por
n n
Ooyp1==—" €  Oyp=—),
T o -1 T om

que converge para % Portanto, a série >.°° ,(—1)"*! é Cesaro-soméavel.

A partir do exemplo acima perguntamos se toda série numérica convergente é

Cesaro-somavel? O proximo resultado garante que a resposta é afirmativa.

Proposicao 2.4. Se a série numérica ), | a, converge para s, entao y.,° , a, € Cesaro-

somavel para s.

. . . . B e
Demonstragao. Dizemos que > 7, a, converge, se nh_)rglo S, = s, onde s, = > 1, ai. Con-

siderem as médias aritméticas das reduzidas, isto é, %22:1 Sk, queremos mostrar que
1 n
lim — ) s, = s. De fato,

1 & 1 |&
72819_8 = *Z<Sk‘_s)§
=1

1
n | n

n

Z lsp — s
k=1

n

1< 1
= =Y lse—s[+= D [sx—sl|
n4 N

Dado & > 0, escolha [ de modo que para todo k > [, [sp — s| < 5, pois s, — s.

Agora com [ fixo, escolha N suficientemente grande para que n > N,

L~ g s < &
— S — S —.
n - k 2

Logo,
1 & 1< 1 &
— N sp—s| < =D fsk—sl+— > [sk— s
nG= no.4 noy
_ e
PRI Gl S
2 n

Portanto, % o | Sp converge, e para s. Assim, Y o2 | a, € Cesaro-soméavel para s.
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Isso mostra que o conceito de somabilidade a Cesaro é interessante, pois ele torna

somaveis séries que divergem, sem pertubar aquelas que ja convergem.

Sabemos que uma funcdo continua f : R — R, periédica de periodo 2L, tem
sua Série de Fourier, onde a mesma nem sempre converge. Perguntamos se ela nao seria
Cesaro-somavel? Fejér respondeu positivamente essa questao, em 1904. O resultado de
Fejér sera uma ferramenta importante na demonstracao da identidade de Parseval, além
de servir para provar outros resultados sobre Série de Fourier. As médias aritméticas das

somas parciais da Série de Fourier recebem o nome de Somas de Fejér.

Definicao 2.2. Denote por

i k k
= C;()+;; (akcos Zx +bksen7£x>

as somas parciais da Série de Fourier de uma func¢ao f : R — R seccionalmente continua

e periédica de periodo 2L. Definimos as Somas de Fejér por

oult) = —— 3" su(a).

k=0

Lembrando que as somas parciais da Série de Fourier podem ser escritas na forma

/ f(&)Dy(z — t)dt,

onde D,, é o Nicleo de Dirichlet (definimos Dy = 1 para abranger também o caso n = 0),

obtemos a seguinte expressao para as Somas de Fejér

n—l—lz/ 1) Dyl — t)dt = /LLf(t) [nilépk(gﬁ—t} dt.  (2.37)

on()

Isso sugere definir o Ntcleo de Fejér

F.(z) = Dy ( 2.38
n+lz k ( )

Lema 2.4. O Nicleo de Fejér é uma fungdao par, continua, periodica de periodo 2L que

pode ser erpressa como

(n+1)mz 2

1 sen

F,(z) = 2L 2.39
(z) 2L(n+1) | sen T ] (2:39)
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Para x # 2kL, com k € Z e tal que

/_LL Fut)dt=1 e (2.40)
F,(0) = ”Z L (2.41)

Demonstracao. Demonstraremos apenas a primeira identidade, ja que as outras identi-
dades e demais propriedades do Ntcleo de Fejér seguem diretamente da definicao e das

propriedades correspondentes do Nicleo de Dirichlet.

Pela Proposicao 2.1, temos

Fo(x) = A7 Rl
(z) 2L(n + 1)sen 5¥ g sen L

Para calcular

> sen (LZ)M =) sen (k: + ;) 0, (2.42)
k=0 k=0

para 0 # 2km, k € Z. Agora, observe que (2.42) é representada pela parte imaginaria

de
n o s _ i(n+1)6
Im Z e’<k+%)9 =1Im (e?ﬁ Z e’k9> =1Im [629 161.9] .
k=0 =0 1—e
Logo,
w0l — i(n+1)6 (1 — i(n+1)0
Im legeﬂ = Im %
1 — e le 2 —e2
/ [1—cos(n+1)§ —isen(n+1)0
= Im
i —21 seng
7 [i —icos(n+1)0 + sen(n + 1)0
= Im
i QSeng
1 —cos(n+1)0
B 2 seng
_ sen? Lzl)e
seng
Tomando 6 = 7, segue que
2
Fo(2) 1 sen? ("glL)m 1 sen 7("212”
n xT) = =
2L(n+1)sen 7  senZf 2L(n+1) | senZ*
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Teorema 2.7 (Teorema de Fejér). Seja f: R — R uma fungao periédica de periodo 2L,

limitada e seccionalmente continua em [—L, L]. Entado,

1. para cada x,

@)+ @),

N —

Jin 0,(x) =

2. a sucessao (o,) converge uniformemente para f em todo intervalo fechado T que

nao contenha pontos de descontinuidade de f.

Demonstragio. Usando a expressao (2.12),

(@)= [ D) [ +0) 4 Flo — b))

e a definicdo do niicleo de Fejér, obtemos

rula) = [ Fal®) [fe 1) + flo— )] dt

Dai, como o Nicleo de Fejér é uma funcao par
L L
1 :/ F,(x)dx = 2/ F,(x)dx.
-L 0

Temos

L

f@) + /() Ful) [f(z+ ) + f(z — )] dt

Jn<x) - =

2 )
— [+ fa)] B
J

~

Lg(a:, t)F,(t)dt,

onde,

glat) = [fle+1) = f@D)] + [flz —t) = f7)] .

Como [ é seccionalmente coninua, portanto, f(z") e f(z7) existem, logo, dado

e >0, existe § = §(z) > 0 tal que 0 < ¢t < 0 temos

et = fa) <5 e [fe-0)-fla) <3,

ou seja,

lg(z,t)| < e.
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Além disso, como f é limitada, temos que
lg(z, 1) <M

se § <t < L, para alguma constante M > 0. Portanto,

f@") + f(ﬂf‘)’

on(z) —

< [Pyt ol E 0

A

é L
5/ Fn(t)dtJrM/ Fo(t)dt
0 d
L
< 5+M/5 F,(t)dt.

Para terminar, basta provar que

L
lim F,(t)dt = 0.

n—oo J§

Para isso, observe que pelo lema 2.4,

Og’/aLFn(t)dt|< ! )/(f Lo L=o 1 (2.43)

< .
~ 2L(n+1 sen? 7% 2Lsen? 22 n +1

Aplicando o limite quando n — oo em (2.43), obtemos o resultado.

Finalmente, se f é continua, entdo f é uniformemente continua em [—L, L] e por-

tanto o mesmo 9 pode ser tomado para todo x € R, logo a convergéncia é uniforme. [J

Nesse momento observamos que o Teorema de Fejér é mais forte do que os Teoremas
de Fourier sobre convergéncia pontual e uniforme, ndo apenas analisando as hipdteses de
cada Teorema, mas também como se dar a convergéncia das Séries de Fourier, isto é, toda

série convergente é Cesaro-somavel, porém a reciproca nao ¢ verdadeira.

Colorario 2.2 (Aproximagao de Weiesrstrass). Seja f : [a,b] — R uma fungio real
continua, definida no intervalo [a,b]. Entdo, existe uma sucessao de polindmios P, que

converge uniformemente para f em [a,b].

Demonstragio. O resultado segue diretamente do item ii) do Teorema 2.7, uma vez que

oulz) = —— 3" s ()

k=0

¢ um polindmio trigonométrico. O

Agora mostraremos que o erro quadratico médio com relacao a somas parciais da

Série de Fourier tende a zero quando tomamos somas parciais cada vez maiores.
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Teorema 2.8. Seja f : R — R uma funcdo periédica de periodo 2L, com f em L% no
intervalo [—L, L]. Entao, a Série de Fourier da fungao f converge em média quadrdtica
para f, ou seja,

a5, Bn =0,

onde By = 5 [7 |f(2) — $a(2)[?da

Demonstragdo. Iremos separar em dois casos:

(i) Suponha f uma fungdo continua. Pelo Teorema de Fejér, o, — f uniforme-
mente, logo

_jax lon(x) — f(z)| — 0, quando n — oc.

Note que, 2
/_LL lon(z) — f(2)|?dz < 2L ( max _|o,(z) — f(x)|> ,

—L<z<L
segue que

L
/ lon(z) — f(7)|*de — 0, quando n — oo. (2.44)
-L

Por outro lado, como o, (x) é um polindémio trigonométrico de ordem n, temos pela

Proposicao 2.3

1 (L 1 L
En = / n - 2 < / n - 2
o [ lsale) = s < o [ oute) - f(a) P,
e a partir de (2.44), temos F,, — 0, quando n — oo.

(ii) Agora suponha f uma fungdo em L2 Logo pela Proposicio 2.2 f pode ser
aproximada por fungoes continuas . E como f é periddica de periodo 2L, segue que 9
também serd. Sendo assim, existe uma func¢ao 1) : R — R continua e peridédica de periodo

2L tal que
2

L €
[ @) = vl < - (2.45)
Por outro lado, aplicando a primeira parte da demonstragao para funcoes continuas, segue-
se a existéncia de ng, tal que n > ng, temos
2

/_LL (@) = su(@)de < 5 (2.46)

onde §, representa a reduzida de ordem n da Série de Fourier de 1. Agora, pela Desigual-

dade de Minkowski (2.19), tem-se

(/_LL |f(x) - §n($)|2dﬂﬁ>; < (/_Z |f(x) — ¢($)|2dx>; + (/_LL [ (x) — én(x)|2dx>é ‘
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Portanto, de (2.45) e (2.46) temos

L
/ |f(z) — 3. (2)|Pdr < e*<e, se e<l1.

—L

Pela Proposigao 2.3,

L
/\()—sn |d:v</ ) — &, (2)|?dx < e,
-L

para n > ng. Assim E, — 0, quando n — oo.

Agora, obtemos um resultado mais forte que a Desigualdade de Bessel.

Colorario 2.3 (Identidade de Parseval). Seja f : R — R uma fungdo periddica de periodo
2L, com f em L* no intervalo [—L, L]. Entao,

2

2
L/ \dx_2+2a+b)

Demonstragio. Segue imediatamente dos Teoremas 2.3 e 2.8. O

2.2.3 Sistemas Ortogonais

Definigao 2.3. Um conjunto de fungoes {1} C £?([a,b]) é chamado um sistema orto-

gonal, se ele satisfaz as duas condig¢oes seguintes:

L[ n(@)m(x)de =0, se n#m,

N

2. [f; wg(x)dx} =c, #0.

Se ¢, = 1 para todo n, entdo dizemos que {¢,,} é um sistema ortonormal.

nTxr nTr

Exemplo 2.4. O conjunto { \/;T L Cos T, T sen “T* ¢ um sistema orto-

}n 0,1,2,3,4,..
normal. De fato, segue das relagdes de ortogonalidades.

Definigao 2.4. Um sistema ortonormal {¢,,} C £*([a,b]) é completo, se para uma fungao

f em L? no intervalo [—L, L]
L
/ fip,dr =0, paratodo n, (2.47)
~L

entao f = 0.
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e

Proposicao 2.5. O sistema trigonométrico {L L cog T isen—} é
POsI¢ g V2L’ VL L VL L Jn=01.234,..

completo.

Demonstragio. A partir da Identidade de Parseval, obtemos

L 2
|, 1f@)Pdz =o,

pois, neste caso (2.47) garante que todos os coeficientes da Série de Fourier de f se anulam.

Temos que f = 0. De fato, se zp for um ponto de continuidade de f e f(xg) # 0,

entdo existird § > 0 tal que para x € (zg — d,z9 + d) temos f(x) # 0. Logo,

zo+9 L
o< [P < [ 1P =0,

0—

contradicao. O

Teorema 2.9 (Unicidade da Série de Fourier). Sejam f e g fungdes periddicas de periodo
2L, f e g em L? no intervalo [—L,L]. Suponha que suas Séries de Fourier sejam as

mesmas, entao f = g.

Demonstragao. Considere h = f — g. Como os coeficientes de f e g sdo os mesmos, entao

[ ey =o,

para todas as 1, do sistema trigonométrico. Logo, pela Proposicao 2.5, h = 0. O
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3 O Teorema de Equidistribuicao de Weyl

Seja f uma funcao periédica no intervalo [—L, L) de periédo 2L. Por meio da
mudanga de coordenadas w = 2Lz, temos uma funcao F(x) = f(w) a qual é periddica
de periodo 1. Assim sem perda de generalidade podemos considerar f no intervalo [0, 1)

periodica de periodo 1.

Agora, aplicamos as ideias provenientes das Séries de Fourier a um problema que
se encontra na fronteira dos Sistemas Dindmicos com a Teoria dos Ntuimeros. O mesmo
refere-se a distribui¢do de ntmeros irracionais no intervalo [0,1). Antes de enunciar o

resultado principal comecamos com uma breve discussao de congruéncias.

Dado um ntimero real x denotamos por (x) = x— || a parte fracionaria de z, onde
| x| representa o maior inteiro menor do que ou igual a z. Note que, (x) € [0, 1) para todo

x € R. Por exemplo, [2,6] =2 ¢ (2,6) = 0,6, bem como |—3,7] = —4 e (=3,7) =0, 3.

Considere a seguinte relacao de equivaléncia em R. Dados x e y ntimeros reias,

dizemos que sao congruentes modulo 1, se x — y € 7Z, ou seja,

xr =y mod 1.

Observe que qualquer nimero real x é congruente a um tnico nimero em [0, 1)
que é precisamente a sua parte fracionaria de z, (x). Com efeito, sejam n,m € Z e
O, Oy € 10, 1) tais que

T=N+ Qp =M+ Qy,

logo |[n —m| = |a,, — ay,| < 1. Entao, n = m e a,, = . Portanto a congruéncia médulo

1 significa olhar somente para sua parte fracionaria e desconsiderando sua parte inteira.

Seja o # 0 um niamero real e considere a sequéncia de seus multiplos
a, 2a, 3a;, ..., na; ...
Agora, olhamos para a sequéncia de suas partes fracionarias

(), (2a), (3ar), ..., (na), .... (3.1)
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Vejamos algumas obervacoes acerca da sequéncia (3.1):

1. Sea = § racional, onde p € Z e ¢ € N sao ntimeros primos entre si, entao a sequéncia

(3.1) possui um ntmero finito de termos distintos, isto é, os primeiros ¢ termos sao

Py oPy 5P P, Py
G @l 60 - 0D by =0

Note que a sequéncia comeca a se repetir

Py _ py_ P
<(C]+1)§> = <p+q> (=),

p
<(Q+2)§>

p p
(29)=) = (2qp+2¢=)=0,...
4 q
e assim por diante.

2. Se « é irracional, entdo todos os termos da sequéncia (3.1) sao distintos. Com efeito,
se (na) = (ma), para n # m, logo na — ma € Z, desde que « seja racional, uma

contradicao.

Abordaremos em seguida resultados mais profundos acerca da sequéncia (3.1). Mos-
traremos que a sequéncia (3.1) é densa em [0, 1) e o resultado principal da se¢ao, o Teo-
rema de equidistribuicao de Weyl, o qual garante que a sequéncia (3.1) é uniformemente

equidistribuida em [0, 1) quando « é irracional.

Agora definimos o que representa uma sequéncia uniformemente equidistribuida.
Defini¢ao 3.1. Dizemos que uma sequéncia {«, },eny de niimeros reais é uniformemente
equidistribuida no intervalo [0, 1), se para todo intervalo (a,b) C [0,1) tem-se

A
lim 7| N| =

N—oo N b_a7

onde Ay = {1 <n < N;a, € (a,b)} e |Ay| é o nimero de elementos de Ay.

Exemplo 3.1. Se a = % racional, onde p € Z e ¢ € N sdo niimeros primos entre si, entao

a sequéncia (3.1) é equidistribuida em [0, 1), com pontos da forma



o7

Na verdade, basta provar que para qualquer 0 < a < g temos
{l<n<N;(na)=2} 1

lim i —_,

N—oo N q

Note que, pelo principio arquimediano, existe um inteiro n com kg < n < (k + 1)q, para
cada inteiro k > 0. Agora, pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem [ e r inteiros

tal que N =1lg+r,com (> 0e 0 <r < q. Donde seguem,
[<{1<n<N:(na)=2 <141,
q

se, e somente se,
L _=n=Nifna) =03 _1+1

< ,
N — N - N
se, e somente se,
E_L_|{1<’I’L§N,<n0&>:%}|gl+q—r
q Ng N q Ng

Por fim, fazendo N — oo, temos o resultado.

Exemplo 3.2. Sendo {r,},eny uma enumeracao de Q N[0, 1), definimos {, },en por

rn se n =2k
a, = ?
0, se n=2k-—1,

nao é equidistribuida em [0, 1), pois dado o intervalo (a,b) = (0, 1), segue que, para todo
N € N metade da sequéncia {ay, }nen ndo pertence a (0,1). Logo

. JAN] 1
lim — = — # 1.
im N 5 #+

N—oo

As sequéncias dos exemplos acima sdo densas em [0, 1), pois contém racionais deste
intervalo. Contudo, o conceito de equidistribuicao ¢ mais delicado que o de densidade.

Vejamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Seja a sequéncia {a, fnen de nimeros reais uniformemente equidistri-

buida em [0,1). Entao, {a,}nen € densa em [0,1).

Demonstragio. Seja xo € [0,1) e § > 0 tal que (zg — d, 29+ ) C [0,1). Assim

. |Ax]
lim N 9550
T N !

N—oo

o que implica que existe algum termo da sequéncia no interior do intervalo (xy— 6, xo+0).

Como ¢ foi tomado arbitrario, temos o resultado. O
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O resultado seguinte é conveniente para a demonstracao do Teorema de equidistri-

buicao de Weyl.

Lema 3.1. Seja f: R — R uma fungao continua, periodica de periodo 1 e o um numero

irracional. Entado,

Demonstracao. Iremos separar em dois casos:

(i) Inicialmente suponhamos f = 1, temos que a igualdade é verificada. Se f(z) =

e?™k com k # 0, temos

1 N ] 627rika 1 — eZwik:Noz
lim — Z eZmikne — lim . — =0,
N—oo N 1 Nooco N 1 — e27rzka

note que, 1 — > -£ (0, pois « é irracional. Por outro lado,

2mikx |1 eka 60

2mikx €
d = = — =
/0 ¢ o 2mik o 2mik  2mik

0,

2mik

pois e2™* = 1. Se f, g fun¢oes da forma e?™*% com k € Z, temos que, h(z) = f(z) + g(z)

é tal que

N—o0

1 & 1
lim an::lh(na) :/0 h(z)dzdzx.

Dessa forma, vale para todo polinénimo trigonométrico.

(ii) Sendo f continua e periédica, logo pelo Colordrio 2.2, existe um polinémio

trigonométrico p tal que

max |f(z) - pla)] < .

para todo € > 0. Pelo caso i) da demonstragao, existe Ny > 1 tal que N > N, tem-se

3 3ot [ st

<&
3
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Portanto,
’}V S~ ) = [ floyda| < 5 3 1Fna) = plo)]
- |]1[;1p(m)—/olp($)d$

A\

_|_
+ _._.

=

=

I

s

—~

=

=

8

Wl ™
+

w| ™

para todo N > Nj.

Teorema 3.1 (Teorema de Weyl). Seja o« um nimero irracional. Entao, a sequéncia

(), (2a), (3ar), ..., (na), ...

¢ uniformemente equidistribuida em [0,1).

Demonstragio. Fixado (a,b) C [0, 1), vamos denotar por X, (x) a fungao Caracteristica
do intervalo (a,b), isto é, a funcdo vale 1 em (a,b) e 0 em [0,1) — (a,b). Consideremos
uma extensao periddica de periodo 1 em toda a reta da fungao Caracteristica X,z (x).

Assim,

I,se z € (a+n,b+n),
Xap)(r) =
0,se xz€n,l+n)—(a+n,b+n),

com n € Z. Notemos que,

N
|AN| = |{1 <n< N; o, € (a,b)}| = Z X(%b)(na),

n=1

Portanto, para a demonstracao do Teorema é equivalente a mostrar

N !
Am ; Xap)(na) = /0 Xap) ()dz.

Agora, pelo Teorema(2.1), podemos considerar as fungoes f e f continuas, perié-
dicas de perfodo 1 que aproximam de X, (x) em [0, 1). As fungées f= ef sao limitadas
por 1 e que coincidem com X/, ;) () exceto em intervalos de comprimento 2e, veja a figura

7.
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Figura 7 — Aproximagao da X, ) (z) em [0, 1).

Em particular,

e satisfazendo

Assim,

N N N
Z (na SNZX(M) no) Z

n:l
pelo Lema 3.1, obtemos
1 N
Ca—92< 1 il
b—a 25_1\;1_{1100m1 N; e
N
. <p_
A}l_l)rclxj max ; b—a+ 2e.
Como ¢ foi tomado arbitrario, temos
N 1
lim — > Xgpna)=b—a= | Xap(x)ds
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