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Resumo

A presente dissertagao tem como objetivo apresentar aspectos das equagoes pa-
ramétricas e das transformacgoes afins planares que podem ser explorados no ensino
bésico. No que diz respeito as parametrizagoes apresentamos uma sucessao de exem-
plos elementares e fazemos a comparacao entre as equagoes paramétricas e as carte-
sianas - destacando as vantagens de usar uma em detrimento da outra. Além disso,
discutimos sobre o processo de obter as equagoes cartesianas a partir das paramétricas
e a importancia dessa modalidade de equagoes para a fisica. No que se refere as trans-
formacoes afins nosso interesse é olhar para elas segundo a perspectiva do programa
de Felix Klein, onde uma geometria é classificada como um conjunto de objetos so-
bre a acao de um grupo fixado. Enfatizamos algumas transformacoes especiais e a
importancia das mesmas na geracao do grupo de afinidades e na implementacao do
processo de mudanca de coordenadas. Ressaltamos que nao temos como objetivo que
essa material seja totalmente aplicado como material didatico para o ensino bésico,

o que desejamos é que ele seja um provocador ao instinto pesquisador do professor.

Palavras Chaves: Geometria, parametrizacoes, afinidades, mudanca de coordena-

das, aplicagoes.



Abstract

This thesis aims to present aspects of parametric equations and planar affine transfor-
mations that can be exploited in basic education. With respect to parameterizations
we present a succession of elementary examples and make the comparison between the
parametric and Cartesian equations - highlighting the advantages of using one over
the other. Furthermore, we discussed the process of obtaining the Cartesian equations
from parametric and importance of this type of equations for physics. With respect
to affine transformations our interest is to look at them from the perspective of Felix
Klein program, in which a geometry is classified as a set of objects on the action of a
group set. We emphasize some special transformations and their importance in the
generation of the affinity group and the implementation of coordinated of change pro-
cess. We emphasize that we have not aimed this work to be fully applied as teaching
materials for elementary education, what we want is it to be a provocateur to the

teacher researcher instinct .

Keywords: Geometry, parameterizations, affinity, coordinated of changes, applica-

tions.
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Introducao

A matematica vem sendo desenvolvida durante toda a historia da humanidade,
problemas que hoje sao apresentados nos livros do ensino basico, antes s6 eram re-
solvidos por estudiosos, pois s eles eram detentores das técnicas para a resolucao
de problemas que atualmente sao de facil compreensao. Com isso pode-se concluir
que ao passar dos anos o desenvolvimento da matemaética proporcionou o acesso ao
conhecimento, saindo do dominio de um pequeno grupo e se expandindo para uma
parcela importante da populagao.

Com acesso ao conhecimento facilitado, o nimero de estudiosos em determinada
area tende a aumentar e com mais pessoas estudando uma ciéncia, aumenta-se a pos-
sibilidade de desenvolvimento da mesma. Com a matematica nao foi diferente, essa
ciéncia foi protagonista na evolucao da tecnologia, bem como os avancos tecnolégicos
foram primordiais para o desenvolvimento da matematica, um exemplo desse mutu-
alismo é o computador.

Um fato curioso que podemos citar é que os avangos tecnoldgicos guiaram a soci-
edade para uma situagao que se depende menos do conhecimento matematico, pelo
menos no que se refere ao calculo, pois uma simples calculadora é o suficiente para
suprir nossas necessidades matematicas diarias.

Chegamos a um ponto em que devemos pensar no que devemos ensinar aos nossos
alunos. Seria a hora de repensar a matriz curricular? O atual contexto da educagao
no pais sugere que deve-se dar significado aos contetidos ensinados na escola, pois para
muitos nao faz sentido continuar reproduzindo uma educacao ultrapassada, onde sao
abordados temas que so fariam sentido para os alunos que seguissem uma carreira
especifica.

A matematica utilizada por um cidadao comum é aprendida nos primeiros anos do
ensino fundamental, o que faz a sociedade se perguntar o porque ensina-la até o en-
sino médio, respostas vagas de que servira como embasamento tedrico para contetudos

futuros, nao atendem a curiosidade de jovens que atualmente sao muito questiona-
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dores. Porém, esse é um questionamento que também deve ser feito nas outras areas
do conhecimento, e ele s6 surge com mais énfase nas ciéncias exatas porque falta
despertar no aluno a curiosidade de aprender.

Qual a utilidade de se aprender uma musica? O cidadao tem a necessidade de
aprender a utilizar um aplicativo que edite fotos? Qual a importancia de conhecer
tudo sobre determinado local que nunca ira visitar? O que queremos dizer é que
quando surge a pergunta: para que devo aprender isso? Podemos concluir que ha
algo errado. Porque a mesma pergunta nao surge nas situacoes citadas acima, sim-
ples, nao aparece pois essas atividades estao ligadas ao prazer, a curiosidade. Sao
esses os sentimentos que a matematica deve despertar, o nosso desejo é apresentar a
matematica de uma forma que essa pergunta nao seja tao frequente.

Pautado por esses anseios da sociedade e pela necessidade de atualizacao que
permeia toda ciéncia, a matriz curricular da matematica no ensino basico precisa ser
adaptada a temas mais atuais, com a insercao de alguns conteidos e a readaptagao
de outros.

Nao é possivel afirmar que tal transformacao sera facil, pois da mesma forma que
existe o desejo da atualizacao, ha também aqueles que tem aversao ao novo. Por isso
mudancas devem ser feitas de forma responsavel, onde devem ser ouvidas todas as
opinides. O que deve-se levar em consideragao é que o ensino da matemaética deve ser
utilizado como meio de atragao a escola e nao como um dos motivos pelo quais os
discentes se afastem dela.

Como essa mudanca de uma forma global é complicada, devemos ressaltar a im-
portancia do professor no papel de pesquisador, é ele quem estd em contato direto
com aluno, ele é quem sabe quais sao suas dificuldades e seus anseios. O profes-
sor deve assumir a responsabilidade de ser o agente de transformagao na sua classe,
investigando de que forma ele podera chamar a atencao dos jovens para o estudo.

Conectar os conteidos ensinados com situagoes conhecidas pelos alunos pode aju-
dar o processo. E de conhecimento da classe docente que procurar elos entre o
conteido ministrado e as atividades diarias dos alunos demanda um certo tempo,
preparo e muitas vezes criatividade. Mostrar onde determinado contetido ¢é ttil pode
satisfazer a curiosidade dos jovens. De certo que nem todo contetido é facil de en-
contrar aplicagoes e outros nao ha possibilidade, no contexto atual, de fazer uma
correspondéncia com tarefas que estao presentes no cotidiano das pessoas.

Devemos lembrar que todo esse esforco para o despertar nao depende s6 do pro-

fessor, pois um fato que deve ser lembrado é que a educacao é uma via de mao
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dupla, onde o interlocutor deve estar disposto a ensinar e no receptor deve haver,
antes mesmo da habilidade, a disposicao em aprender. Para ajudar nesse despertar,
as aplicacoes sao uma das ferramentas que podem ser inseridas no ensino, pois as
mesmas dao o sentido esperado pelo aluno, quando mostramos o que essa disciplina
é capaz de fazer, o que desejamos é fomentar o anseio pela aprendizagem.

No entanto, existe a caréncia de materiais didaticos que tratam a disciplina de
uma forma experimental, logo, se alguém desejar fazer esse tipo de abordagem, pos-
sivelmente serd necessario que ele os confeccione, dai recai no problema ja citado do
tempo. O que percebemos é que existem poucos trabalhos divulgados que tenham
como intuito facilitar o processo de ensino-aprendizagem no ensino médio, trabalhos
que facilitem a compreensao do professor que esta hé algum tempo afastado da aca-
demia.

O nosso trabalho tentar minimizar essa lacuna, pois tentamos tornar o texto com-
preensivel para nossos colegas, nele abordamos contetidos ministrados no ensino médio
e apresentamos algumas de suas aplicagoes. Nele abordaremos as parametrizacoes de
curvas como alternativa as equagoes cartesianas, também iremos apresentar as trans-
formagoes afins planares através de uma representagao matricial. O nosso trabalho
estd dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 definiremos a parametrizagao de uma curva e apresentaremos as
equacoes paramétricas de algumas. Levantaremos o questionamento de quando deve-
mos utilizar as equacoes paramétricas ou as cartesianas. Vamos definir o que é uma
curva racional e ainda discutiremos a utilidade das equagoes paramétricas na fisica.

No capitulo 2 vamos estudar as transformacoes do R? no R?, iremos dar uma
atencao especial as transformagoes afins planares, para representar essas transformacoes
usaremos matrizes, esse tipo de representacao das transformacoes foi expressa pela
primeira vez por Arthur Cayley (1821-1895), quando expressamos as transformacoes
dessa forma o que queremos é facilitar a escrita e simplificar as demonstragoes (ver [1,
pégina 552]). Iremos apresentar uma forma de definir a geometria distinta da usual
no ensino médio. Citaremos também um grupo de transformacoes isomoérficas e como
essas transformacoes agem na mudanga de referenciais.

No capitulo 3, iremos mostrar algumas aplica¢oes das afinidades na computagao
grafica e na robdtica, inclusive expandido a ideia de transformacoes no plano para

transformacoes no espaco.
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Capitulo 1
Equacoes paramétricas

Nesse capitulo faremos uma apresentacao sobre as equacgoes paramétricas desta-

cando algumas de suas qualidades.

Ao nos depararmos com figuras geométricas, a primeira informagao que temos é
sua forma livre num plano, porém se quisermos obter sua equacao, sera necessario
localizar os pontos que definem o objeto geométrico, para tanto teremos que definir
um referencial. Portanto, se desejamos obter uma equacao de uma figura teremos que

definir uma geometria através do método de coordenadas.

Num curso de geometria analitica aprendemos que certas curvas C' num plano,
com coordenadas cartesianas Oxy, podem ser descritas algebricamente por equagcoes

da forma
F(X,Y)=0 (1.1)

onde um ponto (g, yo) pertence a C' se, e somente se, F'(xq,yo) = 0. Equagoes como
em (1.1) sdo chamadas equacgdes cartesianas. Por exemplo, uma equagdo cartesiana

da circunferéncia de raio unitario centrada na origem é
X*4+Y?*-1=0 (1.2)

Uma outra maneira de descrever uma curva ¢é através das chamadas equacoes pa-
ramétricas, essa forma de representar curvas é pouco utilizado no ensino basico, onde
na maioria dos livros didaticos a tinica curva que é representada por essas equagoes ¢
a reta. Os motivos que fazem dessa modalidade de equagoes importantes sao diversos.
Um destes é a compensacao de deficiéncias apresentadas pelas equagoes cartesianas.

Outro motivo é o fato delas prestarem-se uteis a interpretacao de movimentos fisicos.

12



Podemos destacar ainda outras situacoes em que a inclusao das equacoes pa-
ramétricas seriam de grande utilidade para o ensino da geometria, por exemplo, as
equacoes paramétricas podem ser uma ferramenta importante na construgao do trago
de curvas, além disso elas sao mais facilmente estendidas para dimensoes maiores e
as variaveis nesse tipo de equacao tornam-se independentes. Ja em nivel de ensino
superior as equagoes paramétricas sao objetos de estudo da geometria algébrica e
geometria diferencial. Entao por que essa forma de representar uma curva, quando ¢é

abordada no ensino basico é de forma superficial?

1.1 Definicoes e exemplos

Definicao 1.1.1. Uma parametrizagao de uma curva C' no plano é um par de equacoes

z = f(t)
y = g()
onde x e y representam coordenadas de pontos da curva C' em funcao do parametro

t (com t variando em um intervalo de R) e f ou g é ndo constante.

As equagoes que definem uma parametrizacao para uma curva C' sdo chamadas

equagoes paramétricas da curva C'.

Observagao 1.1.2. Notemos na definicao de parametrizacao que nao é imposto que

todo ponto da curva tenha representacao na forma

{:v = f(t) (1.3)

y = g()

ou seja, a correspondéncia t — (f(t), g(t)) € C nao é, necessariamente, sobrejetiva.

1.1.1 Parametrizacao da reta

Considere uma reta r no plano que passa por um ponto P = (xg, o) e é paralela a
um vetor nao nulo v = (vy,v2). Dado um ponto genérico Q) = (x,y) na reta r temos

que os vetores v e 1@ = (z — xo,y — yo) sdo paralelos. Logo, existe um ¢ € R tal que
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(x — 2o,y — Yo) = t(v1,v2). Portanto, uma parametrizacao para a reta r é

(1.4)

r = x9+tv
y = Yo+1lvy

Notemos que o parametro ¢ é traduzido geometricamente como o fator de di-

latacao-contracao do vetor v.

Figura 1.1:

1.1.2 Parametrizacoes da circunferéncia

Considere uma circunferéncia C' de centro
na origem e raio R (ver Figura 1.2). Dado um
ponto genérico P = (z,y) de C, considere t € R
como sendo o angulo formado pelo segmento

: OP e o eixo das abcissas (¢ sendo medido no

o 4 @ sentido anti-horario.) Aplicando as relagoes tri-
gonométricas ao triangulo retangulo OPA te-

mos que uma parametrizacao para a curva C

é:

- ) z = Rcost (15)
igura 1.2: y — Rsent .

14



Uma outra parametrizacao para esta cir-
cunferéncia C' é dada da seguinte maneira: para
cada t € R, considere a reta r; que passa pelos
pontos (0, R) e (¢,0) (ver Figura 1.3). Pelo que

vimos antes, a reta r; tem as seguintes equagoes

paramétricas:

T = At
y = R—AR

onde A é o parametro da reta. Notemos que

a reta r; intersectard a circunferéncia em dois )
Figura 1.3:

pontos, sendo que um deles ja conhecemos, de

fato um deles é (0, R). Encontraremos agora o

segundo ponto (z,y) em fungao do parametro ¢. Para isso, devemos encontrar o

parametro A tal que (At, R — AR) € C. Mas isso equivale a dizer que

(AM)*+ (R—AR)? = R? (1.6)

N2+ R -2 R+ VR - R* = 0 (1.7)

N+ R*) —2R*X = 0 (1.8)

MM+ R?) —2R*) = 0 (1.9)
Logo,

2R?
A=0 ou A= m
2
Notemos que A = 0 corresponde ao ponto (0, R) enquanto A = corres-

t?2 + R?
ponde ao ponto que queriamos encontrar. As coordenadas da tal ponto em fungao de

t sao

2R*t
r = -
2+ R?
- (1.10)
y = R—5—
t* + R?

15



Observacao 1.1.3. Como podemos perceber facilmente, a correspondéncia que asso-
cia cada t € R ao ponto com coordenadas definidas pela equagao (1.10) é uma bijecao
entre os pontos da reta e a circunferéncia menos um ponto. A inversa desta aplicacao
é chamada projecdo estereogrdfica e é bastante 1util do ponto de vista topoldgico e

geométrico.

1.1.3 Parametrizagao da Cicléide

Uma cicléide é uma curva descrita por um ponto P = (z,y) de uma circunferéncia
quando rola, sem deslizar, sobre uma reta denominada base. Para determinar as
equagoes paramétricas dessa curva vamos considerar uma circunferéncia de raio R e
centro (0, R). Também iremos supor que a reta base é o eixo das abscissas e que uma
das posicoes de P é a origem. Utilizaremos como parametro o angulo ¢ de rotacao da

circunferéncia (¢t = 0 quando P esta na origem).

Figura 1.4: movimento da cicléide

Notemos na Figura 1.4 que:

t = BAP
AP =R

v — OB — PQ
y — BA + AQ

Assim, usando estas igualdades e as relagoes trigonométricas no triangulo retangulo

APQ tem-se que as equacoes paramétricas da cicléide sao:
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r = R(t— sent)

y = R(1— cost) (L11)

A primeira pessoa a estudar a cicldide foi Charles Bouvelles. Posteriormente,
os matematicos mais renomados da época interessaram-se por ela. Galileu foi o
responsavel por nomeé-la e passou a estudar suas propriedades por volta de 1600 (ver
[1, pagina 366]). Apesar de aparentemente ser apenas uma abstragdo matematica, a
cicléide possui interessantes aplicagoes entre as quais podemos citar a construcao de
esteiras industriais, sistemas de engrenagens e rampas de skate profissionais.

A partir do exemplo de uma rampa de skate profissional, construida no formato de
uma cicléide invertida, podemos propor duas questoes (a maquete exposta na Figura

1.5 ilustra as questoes):

Questao 1.1.4. Dadas duas esferas idénticas e supondo que exista uma superficie
retilinea que ligue o topo da rampa ao ponto mais baizo da mesma, ao soltarmos tais
esferas, sem impulso, do ponto mais alto dessa rampa de tal forma que uma siga o
trajeto reto e a outra siga a rampa. Qual das esferas levard o menor tempo para

chegar ao ponto mais baixo?

Questao 1.1.5. Na mesma rampa e utilizando as mesmas esferas, se abandonar-
mos as duas de alturas distintas, qual delas chegard ao ponto mais baizo da rampa

primeiro?

A resposta para as duas questoes anteriores
pode surpreender muitos, pois alguns concei-
tos que aprendemos, podem nos levar a uma
analise equivocada da situacao.

Na primeira, o fato de que a menor
distancia entre dois pontos é uma reta, nos leva
a crer que esfera que percorre o trajeto retilineo

é a que leva o menor tempo até o ponto mais

baixo, porém surpreendentemente a esfera que

seguiu a rampa € a que chega primeiro a tal

Figura 1.5: Maquete de uma rampa

ponto.
) , no formato de uma cicldide
Notemos que a rampa foi construida no for-

mato de uma cicléide invertida. Tal curva é
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denominada de braquistécrona (brachistos: minimo e chronos: tempo). Esta curva
tem a propriedade da descida mais rapida quando considera-se apenas a acao da gra-
vidade. O primeiro a provar esta propriedade foi Bernoulli, que se baseou no principio
de Fermat sobre a propagacao da luz. Posteriormente, Euler aperfeicoou o método
utilizado por Bernoulli e Fermat, pois o mesmo era pouco eficiente para problemas
com maior complexidade. Finalmente, Lagrange desenvolveu um método analitico
para obter a curva, segundo o qual originou-se o cdlculo variacional (ver [13]).

A prova de que a braquistocrona é a curva que leva a uma descida mais rapida,
sera omitida por fugir do alvo do estudo, ela pode ser analisada em [10].

No segundo questionamento, nés podemos pensar que a esfera que foi lancada do
ponto mais baixo sera a primeira a chegar, ou ainda podemos imaginar que a que foi
liberada do ponto mais alto desenvolvera uma velocidade maior e chegara primeiro ao
ponto mais baixo. Mas na verdade as duas chegam nesse ponto no mesmo instante.

Nesse sentido, chamamos a cicléide invertida de tautdcrona (tautos: mesmo e
chronos: tempos), pois ela goza da propriedade de que nao importa em que ponto
determinado objeto seja liberado, o intervalo de tempo até que ele atinja a parte
inferior sera o mesmo. Essa propriedade foi provada geometricamente por Cristian
Huygens em 1659 (ver [12]), quando tentava construir um relégio de péndulo. A

demonstragao dessa propriedade também serd omitida e pode ser consultada em [11].

1.2 Equacoes paramétricas versus equacoes carte-

sianas

Como dito anteriormente, as equagoes paramétricas consistem em uma outra ma-
neira de se descrever uma curva por equacgoes. Contudo, este fato por si sé nao tem
interesse algum. De fato, ensinar este assunto sem uma justificativa plausivel de sua
utilidade pode causar no aluno a impressao de que estamos apenas introduzindo com-
plicacoes intteis. E importante enfatizar ao aluno as vantagens de se aprender sobre
essa nova descrigcao algébrica. Por exemplo, devemos evidenciar que as equagoes car-
tesianas e paramétricas possuem qualidades de tal forma que uma complementa certas
diculdades da outra. Para isso, podemos iniciar propondo a resolugao dos seguintes

problemas de facil entendimento.

2 4
Problema 1.2.1. Dado o ponto <§, §> , verifique se ele pertence a curva:
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3t

1+
3t?

1413

,te (00, —1)U(~1,4+00) (1.12)
y _—

Problema 1.2.2. Determine 5 pontos que estejam na curva abaizo:

2?4+ y* = 3oy (1.13)

As equagbes (1.12) e (1.13) representam a
mesma curva denominada Félium de Descartes
(ver Figura 1.6). Depois de algumas tentativas

podemos perceber que se a ordem das equagoes

a— forem invertidas nos problemas a tarefa sera faci-
litada.

Através desses problemas podemos nos ques-

tionar de uma forma mais geral,

Figura 1.6: Folium de Descartes Questao 1.2.3. Dado um ponto (xg,yy) € R?

como decidir se ele pertence a uma certa curva
C?

Questao 1.2.4. Como fabricar pontos que estejam na curva?

Para verificar se um ponto pertence a uma curva certamente as equagoes cartesi-
anas sao mais uteis, ja que basta substituir o ponto na equagao. Ja para determinar
pontos que pertencam a uma curva as equacoes paramétricas sao mais eficientes,
pois nesse caso necessitamos apenas atribuir valores ao parametro. Esse aspecto
das equacoes paramétricas é bastante util para implementacoes de desenhos de uma
curva no computador, pois para uma quantidade razoavel de valores atribuidos ao
parametro pode-se obter uma boa representacao da imagem.

Vejamos abaixo um outro problema que ilustra bem estas consideragoes

Problema 1.2.5. Mostrar que existem infinitos pontos (zo,v0) € Q X Q que perten-

cem a circunferéncia unitdria centrada na origem.

Percebam que produzir infinitos pontos da circunferéncia unitaria centrada na

origem com as restricoes dadas utilizando a equacgao cartesiana
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X +y?=1 (1.14)

¢ um tanto complicado (recomendamos ao leitor fazer uma tentativa). Contudo, se
consideramos as equagOes paramétricas (1.10) o problema se torna bem mais facil.

Neste caso as equagoes (1.10) tém o seguinte formato:

2t
r = —

2

Ll (1.15)
YT e

Portanto, para cada parametro t racional teremos x e y racionais como desejado.

Observacao 1.2.6. O problema 1.2.5 é uma 6tima oportunidade para mencionar
um belissimo teorema da teoria dos ntimeros, o das ternas pitagoricas. Uma terna de

inteiros nao nulos (a, b, ¢) é chamada pitagdrica se satisfaz a equagao de Pitagoras
a0 =2

ou seja, se a,b e ¢ sao as medidas dos lados de um triangulo retangulo em que ¢ é
a hipotenusa. Por exemplo, (3,4,5) é uma terna pitagérica. Notemos também que
a partir dessa solugao podemos obter infinitas ternas, pois para cada A € Z, temos
que a terna (3\,4X,5)\) é pitagérica. O problema interessante é mostrar a existéncia
de infinitas ternas pitagéricas (a, b, c) tais que mdc(a,b,c) = 1. Este problema é o
que chamamos de Problema das Ternas Pitagoricas. Notemos que para respondé-lo
na auséncia das equagoes paramétricas (1.15) exigiria um pouco mais de trabalho.
Contudo, substituindo (1.15) em (1.14), temos

2t 2+ i A
2+1 t24+1) 7

(2t)2 + (1 —1)* = (£* + 1)?

logo

ou seja, para cada t € Z a terna (2t%,t> — 1,t* + 1) ¢ pitagdrica. Em particular,
para cada t par temos que essa terna possui mde(2t2,#2 — 1,42 + 1) = 1 (note que
estas ternas estao em correspondéncia injetora com os inteiros pares, o que garante a

infinitude das ternas pitagéricas com mdc igual a 1).
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1.2.1 Equacoes cartesianas a partir das equacoes paramétricas

Na secao 1.1 apresentamos as parametrizagoes de algumas curvas, observando
essas equagoes podemos nos questionar se as duas formas de representar a curva se
relacionam ou se uma independe da outra. Nessa secao apresentaremos formas de

obter as cartesianas das curvas citadas anteriormente através das paramétricas.

Exemplo 1.2.7. Dada a parametrizacao da reta

r = xy + tvg
Yy = Yo + tvg
Obtenha a equacgao cartesiana.

Solucao: Obter essa equacao é muito simples, basta isolar o parametro ¢ em cada
uma das equagoes e igualar as sentegas obtidas. Este processo para obter a equacao
cartesiana é de facil visualizacao, e um aluno do ensino bésico pode conclui-lo sem

muita dificuldade.

Exemplo 1.2.8. Encontre a equacao cartesiana da circunferéncia a partir da para-

metrizacao

2R*t
ro= 2 p2
ErE e (1.16)
— R _en
Y t? + R?
Solugao: Elevando-se x e y ao quadrado, teremos:
4 RM*
2 _
e
9 9 4R? 4R®

A T (ER 2 (1.18)

Somando (1.17) com (1.18), obtemos a equagao:
B 4RY? + R?(1* + R?)? — 4R*(t* + R?) + 4R®
v (12 + R?)?

Eliminando os termos opostos e simplificando, a senteca obtida é

2?42 = R?
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Observe que essa € a equacao cartesiana da circunferéncia de centro na origem e

raio R.

Observacao 1.2.9. Sugerimos ao leitor obter a equagao cartesiana da circunferéncia

a partir de

{x = Rcos(f)
y = Rsen(0)

Outra curva apresentada na Secao 1.1 foi a cicldide, agora veremos como chegar

até a sua equacao cartesiana a partir de sua parametrizacao.

Exemplo 1.2.10. Encontre a equacao cartesiana da cicléide a partir de sua parame-

trizacao.

Solugao: De (1.11) temos que:

Rt —x
sen t = 1.19
we= 2 (119
¢ R
-y
t=——= 1.20
oS 7 (1.20)
de (1.20) temos que t = arccos _
Da identidade trigonométrica sen?0 + cos?6 = 1 temos:

2 2
Rt —x n R—y _ 1
R R
R—y «x 2 R—y 2 B
(arccos 7 _E> + (T) =1

Essa é a equacao cartesiana da cicléide.

Exemplo 1.2.11. Encontre a equacao cartesiana a partir da paramétrica da curva

denominada folium de Descartes.

Solugao: Dada a equagao paramétrica a seguir, onde a ¢ uma constante maior que

Zero:
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3at

1+t
3at?

1413

Se elevarmos x e y ao cubo as equagoes encontradas sao:

, t € (=00, —1)U(—1,+00)
y =

27a3t3
3 _
(§]
27a3t"
3 _
V= ey (1.22)

Somando as equagoes (1.21) e (1.22), obtemos

5 5 200’ + 27471

r°+ Yy = A+ (1.23)
27a3t3(1 + ¢3)
3 3 _
Note que
9a’t?
TY = s
YT U+ ey

Substituindo xy em (1.24), encontraremos a equagao cartesiana dessa curva.

2® +y° = 3ary

Como nés podemos observar, para fazer a transformacao das equagoes paramétricas
para cartesianas foram necessarias ideias simples, porém nem sempre iremos gozar
dessa facilidade. Para muitas curvas teremos que recorrer a técnicas mais sofisticadas,
onde necessitaremos ter um embasamento tedrico mais refinado.

Sugerimos o proximo problema como desafio, pois o mesmo requer uma técnica

mais requintada para se chegar a equagao cartesiana.

Problema 1.2.12. Determine a equacdo cartesiana da curva cuja a equacao pa-

ramétrica €

t

r = —
L+t

t3

A
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1.3 Curvas racionais

Se estabelecermos uma hierarquia entre as classes de funcoes mais faceis de lidar
certamente termos em primeiro lugar a classe das func¢oes polinomiais. A classe
seguinte nessa hierarquia é naturalmente a das funcoes que sao quocientes de funcoes
polinomiais, ou seja, as fungoes racionais. Os motivos que fazem as fungoes racionais
ocuparem essa posicao privilegiada sao diversos, por exemplo, o estudo de questoes de
continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade destas fungdes sao bem entendidos.
Outro motivo, de cardter mais pratico, ¢ o fato de serem funcgoes implementaveis no
universo dos computadores. Dentro dessa perspectiva, é razoavel desejarmos saber
quais sao as curvas que admitem equagoes paramétricas que sejam fungoes racionais.

Sendo assim, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.3.1. Seja C' uma curva cuja equacao cartesiana, em um sistema de
coordenadas cartesianas fixado, é da forma F(X,Y) = 0, com F(X,Y) sendo um

polinomio. Dizemos que C' é uma curva racional se admitir uma parametrizacao
z = f(t)
y = g(t)

em que f(t) e g(t) sdo fungoes racionais ambas nao constante.

Observagao 1.3.2. Esta definicao admite versdes bem mais gerais e é tema de estudo

da geometria algébrica (ver exemplo [2, Capitulo 5] ou [4, Capitulo 8§]).

Observagao 1.3.3. Suponhamos C' uma curva racional e f(t), g(t) fungoes racionais

como na defini¢do acima. Entao existem funcoes polinomiais p(t), ¢(t), r(t) e s(t) tais
que f(t) = p(t)/r(t) e g(t) = q(t)/5(t). Digamos que

h(t) = mde (p(t)s(t), r(t)s(1), ¢(t)r(¢))

Em particular,




onde

o) = p(t)S(t)’ w(t) = Q(z)é)(t) o ry(t) = r(t)s(t)

Portanto, podemos sempre supor, sem perda de generalidade, representacoes f(t) =
p(t)/r(t) e g(t) = q(t)/s(t) tais que r(t) = s(t) e mde(p(t), r(t), q(t)) = 1.

Exemplo 1.3.4. Segue direto da definicao e dos exemplos 1.1.1 e 1.1.2 que retas e

circunferéncias sao exemplos de curvas racionais.
A pergunta 6bvia mediante a definicao de curvas racionais é:

Questao 1.3.5. Toda curva C que tem equagao cartesiana F(X,Y) =0, com F(X,Y)

polinomio, € racional?

O exemplo abaixo mostra que a resposta

A esta pergunta é nao.

Exemplo 1.3.6. Considere a curva C' definida

pela equagao

( \ Xtryt—1=0 (1.25)

(vide Figura 1.7). Mostraremos que esta curva
nao é racional. Para isso, argumentaremos por

reducao ao absurdo. Assim, suponhamos que

existam fungoes polinomiais p(t),q(t) e r(t),

' com r(t) # 0 e mde(p(t), q(t),r(t)) =1
Figura 1.7:

{ v = pt)/r(t) L26)

y = q@)/r(t)
Substituindo (1.26) em (1.25) temos

4yt =1 (1.27)
Derivando esta igualdade com respeito a t, obtemos
22+ Py =0 (1.28)
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Escrevendo v = 2% e v = 3% segue dessas igualdades acima a seguinte identidade

£ 0) ()=

I € y _ / / Y .

Notemos que w = det , | =Ty -y # 0 (caso contrario, x/y seria cons-
r oy

tante e isso implicaria, usando (1.25), que y é constante). Desse modo, temos:

wy 1,y —y\ (1),
()= 2)6)

matricial:

logo,
Y !
u=>= e v=
w w
Como u = 2% e v = y® vem
7 = _wyB e y/ — wa

Substituindo p, ¢ e r nestas relagoes obtemos

iy —pr') = —(pd — )¢ (1.31)

rP(rg —qr') = (pd —qp')p’, (1.32)

Dessas duas igualdades e do fato que mdc(p, q,7) = 1 segue que r* divide pq’ — qp'.

Assim podemos supor que existe um [ tal que

pgd —qp' =1-1° (1.33)
Notemos que
gr(p’) = gr(p) — Legr(d) =gr(q) — 1

onde gr(—) significa o grau do polinémio. Assim,
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gr(qp’) = gr(p) +gr(q) — 1 e gr(pq’) = gr(p) +er(q) — 1

Usando estas duas tultimas igualdades e o fato de que o grau da soma é menor ou

igual ao maximo dos graus das parcelas da soma temos:

gr(pd —qp’) < gr(p) + gr(q) — 1

Desse modo,
gr(pd —qp') = gr(l-1°) = gr(l) + gr(r®) < gr(p) + gr(q) — 1

Em particular,

3gr(r) < gr(p) +gr(q) — 1 (1.34)

Substituindo (1.33) em (1.31) e (1.32), obtemos:

(rp' =pr') = —1-¢° (1.35)

(rg —qr') = 1-p° (1.36)

Dessa duas igualdade e raciocinando de forma andlogo a que fizemos para r temos:

3g,(p) < g(r) + g(qg) — 1
3gr(Q) < gr(r) + gr(p) - 1
3g.(r) < g:(p) + g(qg) — 1

Somando estas inequagoes membro a membro concluimos

9-(p) + g-(r) + g-(q) < =3

Mas esta desigualdade é uma contradigao pois g.(p) + g-(r) + g-(¢) > 0. Portanto, a

curva determinada pela equacao cartesiana
X'+vt-1=0
nao admite parametrizagao racional.
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Observacao 1.3.7. O leitor mais critico poderia questionar sobre a viabilidade de
se ensinar o Exemplo 1.3.6 no ensino bésico, em virtude de sua solugao passar pelo
uso de derivadas. Porém, como dito anteriormente, o presente texto nao destina-se
exclusivamente ao uso direto em sala de aula, mas também a formagao do profes-
sor. Todavia, um ponto ainda do exemplo pode ser explorado em sala de aula. Por

exemplo, se relembrarmos a parametrizacao da circunferéncia

2t
TS Bl

Ll (1.37)
V= ET

notamos que os coeficientes dos polinomios que definem as fungoes racionais sao
nimeros inteiros. Este fato foi o que permitiu concluirmos solugoes inteiras (2t, % —

1,t> + 1) para a equagao de Pitagoras
X 4+Y? =22

Se, analogamente, a curva determinada pela equacao X* + Y4 — 1 = 0 admitisse
parametrizacao racional, de tal modo que os polindmios que definem as funcoes ra-
cionais tivessem coeficientes inteiros, entao conseguiriamos determinar uma solucao

inteira nao trivial para a equacao de Fermat
Xt +vt=27%

Por outro lado, como sabemos, isso é um absurdo pelo Ultimo Teorema de Fermat.
Dessa maneira, terfamos uma o6tima oportunidade de mencionar o célebre Ultimo

Teorema de Fermat e falar um pouco sobre sua histéria.

1.4 Interpretacao fisica das equacoes paramétricas

Na Secao 1.2 mencionamos a importancia das equagoes paramétricas do ponto de
vista da prépria matematica. Na secao presente nosso objetivo é mostrar a relevancia
das equacgoes paramétricas no contexto da fisica. Para isso, podemos imaginar uma
particula P que se move no plano. Para cada instante ¢, a posicao r(t) = (z(t), y(t))

da particula P pode ser pensada como uma funcao de t. Sendo assim, temos as
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seguintes equacoes paramétricas que descrevem o movimento da particula P :

(i

Exemplo 1.4.1. Considere uma particula lancada horizontalmente de um ponto
(x0,y0) com velocidade inicial v = (v1,vy). Entao, mediante os principios da fisica
¢ possivel deduzir que a trajetoria dessa particula serd descrita pelas equagoes pa-

ramétricas

r = x9 + vt
1
y = Yo + wt+§m2

onde g corresponde a constante de aceleracao da gravidade.

Poderiamos nos perguntar sobre a utilidade das equacoes cartesianas para descre-
ver a trajetoria de particulas do plano. Contudo, o fato desta modalidade de equagao
manter “invisivel”o parametro de tempo ¢ impossibilita certas conclusoes como as que

ilustramos no problema a seguir.

Problema 1.4.2. A torre de controle do Aeroporto Santa Maria, em Aracaju, €
responsdvel por organizar o trdafego aéreo em um raio de 25 mil km. Num determinado
istante, que tomaremos como inicial, trés avioes entram no espago aéreo controlado
por essa torre. As posicoes de cada aviao no instante inicial e na primeira unidade

de tempo do monitoramento estao dispostos na tabela a sequir:

t=0 t=1
TAM (—20,15) | (—18,14)
GOL (15,20) (16,22)

AVIANCA | (—=20,-15) | (=16, —12)

Com base nos dados expostos na tabela, sabendo que os avioes mantem uma veloci-
dade constante e trajetoria retilinea, e que os trés estao na mesma altitude, pergunta-

se: serd necessdario que algum dos avidoes mude o seu trajeto?

Solugao: Dos dados obtidos podemos concluir que as equacgoes cartesianas que re-

presentam o trajeto dos avides sao:
TAM : z+4+2y—10=0
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GOL: 2x—y—10=0
AVIANCA: -3z +4y =0

Notemos que todos os trajetos se interceptam em algum ponto da drea monito-

rada, mas dai podemos afirmar que havera colisao?

TAM N GOL | TAM N AVIANCA | GOL N AVIANCA
Coordenadas da interseccao (6,2) (4,3) (8,6)

Apesar das trajetérias se cruzarem, é possivel que os avioes passem por esse ponto
de encontro em instantes diferentes, porém esse dado nao pode ser obtido somente
utilizando as equacoes cartesianas.

Para verificar se as rotas se cruzam num mesmo instante devemos consultar as
equacoes paramétricas, onde o parametro utilizado determina o instante em que os

avioes passam por essas coordenadas de interseccao. Entao dadas as equacoes pa-

ramétricas:

r = =20 + 2t r = 15 — s r = —20 + 4w
t: , g: e a:

y = 15 — t = 20 — 2s y = —15 + 3w
temos:

e {Ng=(6,2), observe que os avides passam nesse ponto em instantes distintos
o da TAM 13 unidades de tempo apds o inicio do monitoramento e o da GOL

9 unidades de tempo, logo nao héa necessidade de mudanga de rota.

e tNa = (4,3), os instantes em que os trajetos se encontram também sao distintos
o da TAM 12 u.t. e da AVIANCA 6 u.t.

e gNa=(8,6), porém observe que esse dois avides passam no ponto de encontro
no mesmo instante, logo estariam em rota de colisao, assim deverao ser tomadas
medidas para evitar o acidente. Que podera ser uma mudanca de rota ou mudar

a altitude.

Usando a mesma ideia, as equacoes paramétricas também podem ajudar a industria
bélica, por exemplo nas baterias anti-aéreas, no entanto o objetivo agora é que haja

colisdao entre misseis.
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Capitulo 2
Transformacoes do plano no plano

Neste capitulo estamos interessados em estudar aplicacoes T : R? — R? cujas
funcoes coordenadas sao fungoes polinomiais de grau 1 nas variaveis x e y. Mais

precisamente, tais transformagoes tém o seguinte formato:
T(z,y) = (a112 + a2y + b1, anx + any + bs).

Estas transformagoes sao de extrema importancia no estudo da geometria euclidiana
pois elas preservam objetos basicos como retas e conicas. Outro fato que revela sua
utilidade é que estas transformagoes sao a maneira de descrever matematicamente
movimentos como: translagao, rotacao, reflexao, etc.

Acreditamos que os beneficios de ensinar este conteiddo no ensino médio compen-
sam os custos. A matematica em torno do tema é relativamente simples mas muito
elegante. E também um bom momento para poder justificar a utilidade do estudo de

matrizes e aproximar o conteido do ensino médio com o da universidade.

2.1 Meétodo do grupo de transformacoes

O método do grupo de transformacoes baseia-se na teoria de grupos. Ele foi
desenvolvido por Felix Klein (1849-1925) e Sophus Lie (1842-1899) e apresentado por
Klein em uma palestra na Universidade de Erlanger. Esse trabalho ficou conhecido

como Program Erlanger.

Definicao 2.1.1. Uma geometria é o estudo das propriedades de um conjunto S que

permanecem invariantes quando se submetem os elementos de S as transformacoes
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de algum grupo de transformacoes I'.

Segundo Klein, um objeto geométrico é um subconjunto de S que ao sofrer uma
acao de T' € T" permanece em S e uma propriedade gozada por esse objeto permanece
invariante ao sofrer a mesma acao.

A aplicagao da teoria de grupos depende da transformacao bijetiva T': S — S,
onde T" € T" e sendo I' um grupo podemos afirmar que ele satisfaz as seguintes

propriedades:
(i) Associatividade: Dados T,G,N € T', (TG)N = T(GN);
(ii) Elemento Neutro: Existe I € I' tal que [T =T1 =T para todo T € T’

(iii) Elemento Inverso: Para todo T € ', existe Tt € I, talque TT ' =TT = I.
Podemos citar algumas geometrias sob a ética de Klein:

e Geometria Métrica Euclidiana Plana: E a geometria em que S é o conjunto
dos pontos de um plano euclidiano e I' é o grupo de todas as transformacoes

isométricas de S.

e Geometria de Semelhanga Plana: Ea geometria em que S é o conjunto dos
pontos de um plano euclidiano e o grupo I' consiste de todas as transformacoes

isométricas e homotéticas.

e Geometria Projetiva: E a geometria em que S é o conjunto dos pontos de

um espaco projetivo e o grupo I' é o de todas as transformacgoes projetivas.

Note que na primeira geometria definida, as transformagoes preservam as pro-
priedades de comprimento, area, congruéncia, posicoes relativas entre elementos e
semelhanca. Na segunda geometria as propriedades como area, comprimento e con-
gruéncia nao mais sao preservadas, os objetos de estudo dessa geometria sao o pa-
ralelismo, perpendicularidade, semelhanca, colinearidade e concorréncia. Na tltima
apenas as propriedades de colinearidade e concorréncia entre retas permanecem inva-
riantes.

Nesse método uma geometria pode ser construida escolhendo um elemento fun-
damental da geometria, o espaco ao qual esse elemento pertence e um grupo I' de

transformacoes que devem agir nos elementos do espaco escolhido. Observe que esse
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método de definicao permite que uma geometria contenha outra, pois se todas as
propriedades de uma geometria G satisfazem outra G', isso implica que G C G'.

As geometrias citadas acima sao denominadas pontuais, pois nelas o elemento
bésico é o ponto, no entanto, Pliiquer afirma que nao é necessario que tal elemento
seja ele, podemos definir retas, circunferéncias, dentre outros entes geométricos, como
protagonistas de uma geometria (ver [1, pagina 595]). Desses derivam a geometria de
retas e a geometria de circunferéncia, respectivamente. Assim, seguindo esse método
os geometras tem determinada facilidade para criar uma nova geometria.

Portanto, seguindo a definicao de Klein, o nosso objeto de estudo serd o ponto
(r,y) € R? e o grupo de transformacoes afins planares que agem sobre esse ponto.
Como veremos, este serda um momento especialmente propicio para apreciarmos a
interagao entre conceitos ensinados nos anos do ensino médio como: fungoes (com-
posigao de fungoes, fungdes bijetoras), matrizes (matrizes inversas, determinantes),

sistemas lineares, etc.

2.2 Transformacoes afins planares

Definicao 2.2.1. Uma transformacao afim do plano R? é uma aplicacao 7" : R? — R?
tal que para cada (z,y) € R?

T(z,y) = (a112 + a12y + b1, anx + agy + ba), (2.1)

com aiy, a2, @91, A2, b1, by € R fixados.

Um grande desafio em matematica é determinar notagoes inteligentes que contri-
buam para uma melhor clareza do raciocinio. Um exemplo em que podemos constatar
a eficiéencia da escolha de “boas” notacoes é através da representacao matricial dos

elementos de R%. De fato, podemos pensar, de maneira bastante natural, cada ponto
x .
(z,y) € R? como uma matriz coluna € M1 (R). A luz dessa representacao

podemos escrever uma transformacao afim como em (2.1) do seguinte modo:

T(X)=A-X+b (2.2)

onde
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X — x A= ail a1z e b= by ‘
Y o1 Q22 by
Observagao 2.2.2. Obviamente, fixadas matrizes A € My 2(R) e b € My, 1(R) tem-

se que uma expressao como no segundo membro de (2.2) define uma transformacao

linear afim.

Doravante, adotaremos essa maneira de pensar R? como o espaco de matrizes

Ms,1(R) e de escrever transformagoes afins no formato matricial como em (2.2).
Definicao 2.2.3. Uma transformacao afim bijetora é chamada de afinidade.

Exemplo 2.2.4. A aplicagao identidade T : R?* — R?, definida por T(X) = X para

cada X € R?, é o exemplo mais simples de afinidade.

A proposigao a seguir nos fornece uma forma de identificar se uma determinada

transformacao afim representa uma afinidade.

Proposicao 2.2.5. Uma transformacgao afim
T(X)=A-X+b
¢ uma afinidade se, e somente se, A € matriz invertivel.

a Q
Prova. (=) Como T é bijetora, existem X; = < 1) , Xo = ( 3) € R tais que
[6%) Qg

1 0
0 1

Dessas duas tltimas igualdades concluimos que

A. a1 Q3 _ 1 0
Qg Oy 01
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O que prova que A é uma matriz invertivel.
(<) Como A é invertivel, entao existe uma matriz A~'. Considere a transformagao
afim S(Y) = A7'Y — A~'b. Temos:

ToS(Y)=T(A 'Y — A1) = A(A1Y — A b) +b=Y

para cada Y € R. Logo, S é uma inversa a direita de 7.

Por outro lado

SoT(X)=S(AX +b) = A HAX +b) — A b =X

para cada X € R. Logo, S é também uma inversa a esquerda de T'. Portanto, T" é

bijetora. 0

Corolario 2.2.6. Se T : R? — R? ¢ uma afinidade entdao sua inversa € também uma
afinidade.

Prova. Como T(X) = AX + b ¢é afinidade entdao A ¢é invertivel. Assim, podemos
considerar a afinidade S(Y) = A™'Y — A~'h. Da demonstragao da proposi¢ao anterior
temos que S assim definida é uma inversa a direita e esquerda de T. Logo, S é a
inversa de T e é obviamente uma afinidade também pela proposicao anterior. O
Proposicao 2.2.7. Sejam T : R? — R? e S : R? — R? afinidades. Entdo a aplicacao
composta T o S : R? — R? ¢ uma afinidade.

Prova. Digamos que
T(X)=A-X+b e S(X)=B-X+c

Em particular, por 2.2.5, A e B sao matrizes invertiveis. Temos as seguintes igualda-
des

ToS(X)=T(S(X))=T(B-X+c)=A-(B-X+c)+b=A-B-X+A-c+b=C-X+d

onde C':= AB ed := A - c+ b. Dessas igualdades segue que T o S é transformacao
afim.
Por outro lado, a matriz C' é invertivel pois seus fatores sao invertiveis. Logo, pela

Proposigao 2.2.5, T o S é uma afinidade. |
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Observagao 2.2.8. Em linguagem mais sofisticada, tem-se que as informagoes con-
tidas no Exemplo 2.2.4, Corolario 2.2.6, Proposicao 2.2.7 — juntamente com o fato
geral de que composicao de fungoes é associativo — acarretam que o conjunto de todas

as afinidades equipado com a operacao de composicao é um grupo.
Definigao 2.2.9. Seja T'(X) = AX + b uma transformagcao afim.

(i) Se b =0, dizemos que T' é uma transformagao linear.

10
(i) Se A= ( 01 > entdo T é chamada de translagao.

2.3 Exemplos especiais de transformacoes afins

2.3.1 Rotacgoes

Exemplo 2.3.1. Seja # € R um angulo fixado. Considere
Ry — cosf) —sind
sinf  cos6
A transformacao linear T : R? — R? definida por

T(X)=Ry- X

O efeito geométrico causado por esta transformacao sobre um segmento O P é uma

rotacao de um angulo 6 como ilustra a figura abaixo:

P'=Ry- X

o T

Figura 2.1:
A transformacao Ty é chamada de rotacdo de um angulo 6.

36



2.3.2 Dilatacoes-contragoes verticais e horizontais

Exemplo 2.3.2. Dado A € R*, considere as matrizes

A0 1 0
H, = eV, =
o1 o

As transformagoes lineares
T(X)=Hy, - XeSX)=V,-X

Sao chamadas, respectivamente, de dilatag¢do (ou contragdo) horizontal e vertical.

Observamos que:

Se A > 1 entao T e S correspondem a dilatagoes que preservam sentido.

Se A < —1 entao T e S correspondem a dilatagoes que invertem sentido.

Se 0 < A< 1entao T e S correspondem a contragdes que preservam o sentido.

Se —1 < A <0 entao T e S correspondem a contracoes que invertem sentido.

A= —1entao T e S correspondem a reflexodes com respeito aos eixos coordena-

dos y e x, respectivamente.

T(X) = Dilatacao Horizontal

T(X) = Dilatag

T(X) = Dilatacio
S(X) 7(X) - S(X)

T(X) = Dilatacao Horizontal

‘ T(X) = Dilatacao

T(X) = Dilatagao Vertical

7(X) 7S(x) S(X)

Figura 2.2: Dilatacao que preserva || Figura 2.3: Dilatacao que inverte
o sentido o sentido
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T(X) = Contragio Horizontal

T(X) = Conlracio Horizontal
T(X) = Contragao Vertical

X
T(X) = Contragio

) = Conlragao Vertical

T(X) = Contragio

e
\s(x)

TX)-S5(X)

Figura 2.5: contragao que inverte

o sentido

Figura 2.4: contracao que pre-
serva o sentido

‘ T(X) = Contracio Horizontal

T(X) = Contragao Vertical

‘ T(X) = Contracio

7(X) ¥

T(X) S(X)

Figura 2.6: contragao que inverte

o sentido

2.3.3 Cisalhamentos verticais e horizontais

Exemplo 2.3.3. Dado A\ € R, considere as matrizes

1 A 1 0
o = e Ch
A 0 1 A Al

As transformacoes lineares
TX)=Cl- XeS(X)=C}-X

Sao chamadas, respectivamente, de cisalhamento horizontal e vertical.
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Figura 2.7: Cisalhamentos Hori-
zontal e Vertical

2.4 A geracao do grupo de Afinidades

Dada uma estrutura matematica C, uma questao de interesse é saber sobre a
existéncia de um subconjunto dessa estrutura que seja responsavel pela fabricacao

dos elementos de C. Por exemplo:

e O conjunto dos nimeros inteiros Z contém um subconjunto, chamado conjunto
dos nimeros primos, tal que qualquer inteiro nao nulo e diferente de 1 ou —1
pode ser escrito (de forma tinica) como produto de ntimeros primos (Teorema

Fundamental da Aritmética).

e Todo espaco vetorial contém subconjuntos, chamados de base, tal que todo ele-
mento do espaco vetorial pode ser escrito como combinacao linear dos elementos

da base.

A filosofia que justifica a busca de tais subconjuntos é que muitos argumentos
sobre a estrutura C pode ser reduzido ao entendimento destes subconjuntos (por
exemplo, se desejamos provar que a equacao X" 4+ Y™ = Z™ nao possui solugao
(r,y,2) € Z — {0} x Z — {0} x Z — {0} para qualquer inteiro n > 3, é suficiente
demonstrarmos o resultado para valores primos de n).

Explorando essa filosofia no ambito das afinidades temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.1. Cada afinidade pode ser fatorada como composi¢ao de dilatacoes-

contragoes (verticais ou horizontais), cisalhamentos e translagoes.

Prova. Como A é invertivel, entao existe uma sequéncia de transformacoes elemen-

tares tais que:
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I = 63(' .. (62(61(14))) .. '), S € N

Ou seja, existem matrizes elementares &, &, -+, &, (com s € N) tais que,

& & -A=1

Dai podemos concluir que a matriz A pode ser reescrita como:

ettt I=A

s

Observe que para uma matriz elementar £ € Mayo(R), 0s casos possiveis sao:

A0 10 10 1 A 01
H)\: ,V)\: ,CK: ,C;\L: e =
0 1 0 A Al 0 1 10

Essas matrizes quando aplicadas em uma afinidade tem um determinado efeito
geométrico, e(H,) representa uma dilatagdo (ou contragao horizontal), e(V,) uma
dilatagdo (ou contragao vertical), e(C}) um cisalhamento horizontal e e(C?) um cisa-

lhamento vertical.

Assim toda afinidade pode ser fatorada como

T(X)=AX +b=(es(---(eales(I)))--- )X +b

ou seja, uma composigao de dilatagdes-contragdes (verticais ou horizontais), cisalha-

mentos e translagoes. O

8

) () () (1) -0

Assim podemos concluir que o ponto sofre uma contragao horizontal, depois um

2 3 2
Exemplo 2.4.2. A afinidade T'(X) = (6 ) - X + (5> pode ser reescrita como

cisalhamento vertical, uma dilatagao vertical e por iltimo um cisalhamento horizontal
note que dessa forma nés visualizamos o processo por completo.
Note que essa decomposicao nao é unica pois poderiamos fatorar a mesma trans-

formacao em,
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T(X) = (1 1/3) | (1 0) | (1 0) | <1/3 0) | (0 1) X (2)
0 1 06/ \41 0 1) \1 0 5
2.5 Afinidades e mudanca de coordenadas

Por que efetuar uma mudanca de coordenadas? Imagine-se parado em um determi-
nado local tentando identificar um objeto distante, caso essa tentativa seja frustrada,
vocé podera proceder de duas maneiras, mover-se até ele ou fazer com que o objeto
se aproxime de vocé, o que no momento seja mais apropriado. Com esse exemplo
estamos tentando fazer uma analogia ao fato de que uma mudanca de coordenadas
adequada, facilitara a identificacao dos elementos do objeto que iremos estudar.

Para falar sobre mudanca de coordenadas devemos definir um referencial, ou seja,
um sistema de coordenadas em que inicialmente um conjunto de pontos esta repre-

sentado.

Definicao 2.5.1. Um referencial no plano R?, consiste na escolha de um ponto O
do R?, que serd denominado origem e de uma base de vetores unitéarios {v;, vy} do
espaco vetorial R?, onde os eixos coordenados interceptam-se em O e cada um deles

sera paralelo a um dos vetores da base. Definiremos esse referencial por:

R :={0,{vi,v2}}

onde O = (Clhaz), U1 = (a11,a21) € U2 = (a12,a22).

O referencial denominado canénico é aquele cuja a origem O = (0,0) e os vetores
da base sao v; = (1,0) e vo = (0, 1).

Para efetuarmos uma mudanca de coordenadas podemos proceder de duas formas,
ou mantemos todos os pontos do plano fixo e deslocamos os eixos coordenados, ou
mantemos os eixos coordenados fixos e deslocamos os pontos. Matematicamente as
duas formas sao equivalentes, de certo que ao efetuarmos a mudanc¢a vamos gerar
um novo sistema onde o ponto sera representado por coordenadas distintas ao do
referencial inicial.

Sejam R = {O, {v1,v2}}, R' = {0, {v1,v2}} (ver Figura 2.8) e R” = {O, {vs, v4}}
(ver Figura 2.9) referenciais do plano R?, onde {v;,vs} e {vs3,v4} sdo bases de vetores

unitérios do R? e R o referencial canoénico.
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Figura 2.8: Referenciais R e R’ Figura 2.9: Referenciais R e R”

As coordenadas do ponto P quando levamos em consideracao os referenciais R e

R’ (ver Figura 2.8), sao P = (z,y), (P)r = (x1,%1), respectivamente. Dai temos,
_— —
OP =00 +0'P
P = O/ + vy + V21 (23)

Observe que (2.3) pode ser escrito na forma:

1 0 T a1
(1) 6) ()

Considerando agora os referenciais R e R” (ver Figura 2.9), as coordenadas do

ponto P podem ser descritas por
P = TU + YV = T2Us + Ya2Uy

Podemos agora verificar a relagao entre os vetores vz e vy com os vetores v; e
v9. Lembrando que esses vetores tem comprimento igual a 1 e que Z(vy,v3) = 0 e

Z(vg,v4) = 0 , entao

v = wycos(f) + wvasen(h)

vy = —wusen(d) + wgcos(d)

Logo,
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P = zv; + yvg = zo(v1 cos(0) + vesen(0)) + yo(—visen(d) + vy cos(6))

xv + yvy = (w9 cos(f) — yosen(0))vy + (xosen() + yo cos(d))vy

Assim as coordenadas de P em fungao de (P)g» = (x2,y2), podem ser represen-
tadas por:
x = mgcos(f) — yasen(h) (2.5)
y = zosen(d) + yocos(6)

O sistema acima pode ser descrito por

p_ cos(f) —sen(0) N (2.6)
sen(f) cos(6) Yo
Note que (2.4) e (2.6) podem ser representados por uma transformagcao linear:

T(X)=AX =P

Segundo Proposigao 2.2.5, essas mudancas de coordenadas representam afinidades,

pois podemos afirmar que em ambos os casos A é invertivel.

Observacao 2.5.2. Nos dois casos a acao da mudanca de coordenadas foi executada
nos eixos do referencial R. Enquanto o ponto P permaneceu estatico, os eixos se
deslocaram em uma translacdo (representada por (2.4)) e uma rotacao (representado

por (2.6)). Porém tais transformagoes podem ser efetuadas sobre o ponto.

Definigao 2.5.3. Dizemos que uma afinidade e um referencial R’ sdo associados se
T((P)gr:) =P

para todo P € R2.

A translacao de um ponto em um mesmo referencial pode ser pensada como o
deslocamento do vetor ¥ = Oﬁ no espago R? (ver Figura 2.10), onde O ¢ a origem
do referencial canonico e P = (z,y), assim tomando uma posi¢ao de U onde sua

origem é O’ = (ay, b;) e sua extremidade P’ = (z1,y;), temos que
—
ﬁ =0'P
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Yp————————— -
bp-—— "~~~ /

r |
) I
| |
| |
o T a T
Figura 2.10:

P-0=P -0
P'=P+0

Essa equagao pode ser reescrita como

()= 6 )6 )

Ou seja, uma afinidade T'((z,y)) = I - (z,y) +

(ala bl) =
do ponto transladado em funcao do ponto P.

(x1,11). Onde (z1,y;) sdo as coordenadas

A rotacao de um ponto P(z,y) (ver Figura 2.11),
pode ser pensada como o deslocamento desse ponto
sobre uma circunferéncia de centro na origem e raio
||O? ||, dai podemos concluir que qualquer ponto P’ =
(x2,y2) pertencente a essa circunferéncia implicard em

—
|OP] = l0P]|

Seja « a inclinigao de OP ¢ 6 = A(O?, ﬁ), entao
usando apenas relagoes trigonométricas teremos:

T

sl = 0P| ) = SR

cos(f + o) =
|OP]

Das relagoes acima podemos concluir que:

P/
Y1~ — 4
/|
/| P
Ye - — T =
0 | |
O P .Z.E >
Figura 2.11:
Yy
Yo

(2,72) = (x cos(0) — y sen(f), z sen(f) + y cos())
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logo,

(@) _ (cos(G) —sen(@)) ‘ (3:)
Y2 sen(f)  cos(0) Y

ou seja, uma afinidade T'((x,y)) = Ry - (z,y) = (x2,y2). Onde (x2,y2) sdo as coorde-
nadas do ponto rotacionado em um angulo 6.

Essa secao nos induz a concluir que, para haver uma mudanga de coordenadas do
ponto ou dos eixos serd necessario a aplicacao de uma afinidade.

A proxima subsecao tem o intuito de nos mostrar que uma afinidade pode auxiliar

na identificacao de um elemento geométrico, para ilustrar usaremos exemplos.

2.5.1 Mudanca de coordenadas em conicas

Exemplo 2.5.4. Dada a equacao
P2y +yt —r+y+1=0. (2.7)

Pergunta-se: qual curva essa equacao representa?
Solucao: Simplesmente por observacao da equacao ¢ um tanto quanto complexo se
determinar a curva representada.

Outra forma de identificar a curva é tentar construi-ld atribuindo-se valores a uma
das varidveis, porém poderemos concluir que nao sera uma tarefa facil determinar qual
elemento estd representado (sugerimos ao leitor tentar).

Esse é um tipico caso em que uma mudanga de coordenadas podera facilitar a

. . ~ ~ . . . m .
VlSllahZ&QaO. Entao Sugerimos rotacionar os €1xos em Z radianos.

<a:> _ (cos(
Yy sen(

Logo as coordenadas de um ponto P(z,y) em func¢do das coordenadas do ponto

) —sen(%)

) cos(%)

ISEYSE)

P(z,7) do eixo rotacionado é dado por:

x = L2(T-7)
2.8
{y _ (28)

Substituindo (2.8) em (2.7), temos



2

s

Observe que a rotacao é uma transformacao isomérfica, com a equagao da curva

no eixo rotacionado é mais facil identificar qual conica ela representa.

Logo podemos concluir que a equagao representa uma pardbola.

cizo Oy

w12

eizo Ox

Figura 2.12: Mudanga de coordenadas dos eixos através de uma rotagao de 7.

Mas qual rotacao os eixos devem ser submetidos para que o problema seja sim-
T .
plificado? A escolha de 1 radianos foi um golpe de sorte? A observagao a seguir

esclarece essas duvidas.

Observacgao 2.5.5. O leitor pode pensar que a escolha do angulo de rotagao adequado
¢ aleatoria e que nesse caso anterior foi coincidéncia. Contudo, nao ha nada de magico

nessa escolha, o nosso objetivo é eliminar o termo em Z y no eixo rotacionado.

Dada a equacao:
Ar? + Bay +Cy* + Dx+ Ey+ F =0
Substituindo (2.5) na equagao acima, ou seja, rotacionando os eixos em 6 temos:

AgT? + By + Coy* + DoT + Egy + Fp = 0
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Ay = Acos?(0) - Bsen(6) cos(f) + Csen?(0)
By = 2(C — A)sen(0)cos(d) + B(cos*(0) —sen?(0))

Cy = Asen?(6) — Bsen(6) cos(0) + Ccos?(6)
Dy = D cos(0) + Esen(0)

Ey = —Dsen(6) + E cos(0)

Fy = F

Iremos encontrar o angulo 6 (onde 0 < < 7) que elimina By, entao
By = 2(C — A)sen(f) cos(#) + B(cos*(#) — sen(0)) = 0
Assim se
e (A=C)= 0=17;
e (A£C) = tg(20)=
N =4"c

Note que tg(26) e cos(20) tem o mesmo sinal, pois 20 € (0,7). Este fato em

conjunto com a identidade 1 + tg?(20) = sec?(26) nos levam a concluir que

cos(20) = ! , se b >0
T A-C
e
—1 B
cos(20) = NiERTCT) se 17— < 0
Ainda temos cos(20) = cos?(0) — sen®(#) e cos?(6) + sen?(f) = 1, assim
cos(26) = cos?() — (1 — cos?(#)) = 2cos*(9) — 1
e
cos(260) = (1 — sen?(f)) — sen?(A) = 1 — 2sen?(h)
logo,
cos(f) = H#SQQ) e sen(f) = 1_+5(20)
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Exemplo 2.5.6. Qual curva é representada por essa equagao?
1122 + 10vV3zy + y° — (224 10v3)z — (2 + 10vV3)y — (4 — 10v3) = 0

Solucgao: Inicialmente observe os coeficientes dessa equagcao:

A=11 B=10V3 C=1
D=—(22+10V3) | E=—(2+10V3) | F = —(4 —10v/3)

Com base nesses dados podemos concluir que, como A # C, entdo tg(20) = v/3 o
que implica em cos(20) = 1/2 > 0. Assim

cos() = \/75 e sen(f) = %

ou seja, devemos rotacionar os eixos em g radianos, logo a relagao de mudanga de

coordenadas é

v = 5 (V3T-7)
{y = 5 (@+V3y) 2

substituindo (2.9) na equagao teremos:

v 2

Figura 2.13: Mudanca de coordenadas dos eixos através de uma rotagao de §
Portanto podemos concluir que essa é a equacao de uma Hipérbole.
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2.6 Afinidades no ensino basico

Consideramos que esse ramo da geometria poderia ser mais aproveitado nessa
etapa do ensino, pois o mesmo quando aparece, resume-se as isometrias (Rotagao,
reflex@o e transla¢ao). Observe que poderiamos tratar de transformagoes desde muito
cedo, por exemplo, as dilatacoes e contragoes na semelhanca entre triangulos.

Entramos em contato com as nocoes de semelhanca no segundo ciclo do ensino
fundamental, um olhar mais atento pode verificar que duas figuras sao semelhantes
quando uma ¢é a transformada da outra, ou seja, ¢ a mesma figura que sofreu uma
ampliacao ou uma redugao, ou simplesmente foram giradas ou transportadas. Quando
determinamos a razao de semelhanca podemos perceber qual a transformacao sofrida
por determinado ente geométrico, perceba que nesse momento, desejamos somente
que o aluno observe qual transformacao foi aplicada.

No final do ensino fundamental, cremos que é possivel apresentar as transformacoes
geométricas no seu formato polinomial, pois nesse periodo o aluno ja consegue substi-
tuir variaveis, assim se oferecermos uma transformacao citando qual o efeito geométrico
que ela ird causar, ele podera aplica-la nos pontos através de suas coordenadas e ve-
rificar se realmente ela causou o efeito desejado.

Ja no ensino médio podemos apresentar o formato matricial das transformagoes e
aplica-los como nas sugestoes apresentadas no Capitulo 3. Acreditamos que na etapa
final da educacao béasica o aluno terda maturidade para poder identificar os efeitos
geométricos das transformagoes, bem como a capacidade de verificar algumas das

relagoes que elas preservam.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Normalmente somos questionados sobre em qual momento da vida iremos utilizar
determinado assunto, também é comum dizermos que a matematica esta presente em
tudo, mas nao mostramos onde, esse comportamento nosso nao satisfaz a curiosidade
inquisidora dos jovens. A juventude atual nao ird se convencer que a matemaética é
base para vérias dreas da ciéncias (e.g., criptografia, computacao gréfica, robdtica,
etc), somente com palavras. Se conseguissemos construir uma ponte entre a abstracao
e situagoes concretas, o interesse pela matematica seria despertado?

Para instituir esse elo observaremos o objeto real, faremos um descrigao abstrata
dele, representaremos ele através de simbolos e dai implementamos o problema. O

esquema abaixo ilustra a dinamica dessas etapas.

MUNDO REAL |—| MATEMATICA |—| REPRESENTACAO |—| IMPLEMENTACAO

Um exemplo simples é quando desejamos medir a area de um terreno. Primeiro
adotaremos uma unidade de comprimento e identificaremos sua forma, depois iremos
medi-lo, representaremos essas medidas por nimeros e dai com todos esses dados em
maos calcularemos essa area.

O desanimo dos alunos em relagao ao estudo das ciéncias exatas é fato. Varios
fatores podem ser citados como causa dessa falta de apreco pela disciplina, um deles
¢ o foco que foi dado ao ensino da matematica, onde sao enfatizadas as férmulas
e a repeticao mecanica de algoritmos que mais cansam do que ensinam, nao que a
repeticao nao tenha seu valor, porém ela nao pode ser o principal instrumento do

processo, algo que pode ser valorizado sao as aplicacoes, pois elas dao sentido ao
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estudo.

Na tentativa desse despertar podemos apresentar alguma aplicacao do contetdo,
so reforcando o que foi dito na introducao, nao estamos afirmando que essa seja uma
tarefa facil e nem que todo contetido tenha uma aplicagao presente na vida do aluno.
Devemos ressaltar que essa aplicacao deve ser feita de uma forma honesta, ou seja,
sem malabarismos e superficialismos no enunciado, como por exemplo, qual o volume
de uma panela no formato de uma piramide? Todos sabemos que esse formato nao é
utilizado nas nossas panelas.

Se tornassemos a matematica mais palpavel para o aluno, mostrando que aque-
las férmulas, equacoes, sistemas e etc, nao sao apenas numeros associados a letras,
mas que elas descrevem situacoes concretas, muitas vezes ligadas a problemas oriun-
dos da fisica, engenharia, biologia, economia, dentre outros, poderiamos despertar a
curiosidade do aluno.

Nesse capitulo iremos abordar como as transformacoes lineares sao necessarias
para o funcionamento das maquinas, mais precisamente o computador, essa maquina
fenomenal que influencia nossas vidas em todos os aspectos, devemos ressaltar que
a matematica estd ligada ao processo de desenvolvimento dessa maquina desde seus
primeiros passos.

A nossa escolha pela aplicacao da matematica nos computadores, se deve ao fato

de que esse objeto é o que atualmente mais fascina os jovens.

3.1 Computacao grafica

Os cursos na area da computacao sao a opcao de muitos jovens, esse interesse é
instigado pela diversao, pela conectividade, dentre outras facilidades que o computa-
dor lhes oferece. Porém quando nos debrucamos a frente da tela e desfrutamos dos
beneficios que tal tecnologia nos proporciona, nao imaginamos que o funcionamento
dessa maquina depende do uso de teorias da algebra linear. Por exemplo, na com-
putacao grafica para que sejam exibidas imagens, ou que hajam deformacoes rigidas
e nao rigidas da mesma, teremos que utilizar matrizes e transformacoes lineares.

A computacao gréafica é relevante em varias areas do conhecimento e sua im-
portancia deve ser ressaltada, pois em nosso cotidiano encontramos varias situacoes
nas quais ela esta envolvida. Ela se apresenta como uma ferramenta 1til na fase de

elaboracao de projetos para a construcao dos nossos bens materiais, por exemplo, nas
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maquetes eletronicas e na projecao de automoveis. E gragas a esse instrumento que
podemos simular no mundo virtual, situagoes as quais esses objetos serao submetidos
apenas quando tomarem sua forma fisica, antecipando assim a possibilidade de que
algum erro ocorra.

Essa drea da computacao é de fundamental importancia na industria cinema-
tografica e na produgao dos jogos, através dela sao produzidos os efeitos visuais, que
encantam telespectadores. Além disso, ela nos oferece meios para que possamos trans-
por, no mundo virtual, as leis mecanicas que regem o nosso universo, ja que existe a
possibilidade de trabalharmos em um universo multidimensional. Portanto é notorio
que ela nos auxilia no nosso conforto, seguranca e lazer.

Observamos que é inerente a computacao grafica o estudo dos métodos que possi-
bilitam a transformacao de dados armazenados no computador em imagens, ou seja,
ela abrange o conjunto de técnicas para a modelagem geométrica, visualizacao, pro-
cessamento, visao computacional e animagao de imagens.

Ao observarmos uma imagem, nossos olhos recebem a informagao de sua forma
na tela do computador, as formas dessas imagens sao definidas por células, o método
mais utilizado para representar essas células é o de tomar um retangulo como suporte,
e dividi-lo em um reticulado bidimensional, onde cada elemento desse reticulado re-
presenta uma célula. E essas células sao denominadas pixels.

Ainda para representar e manipular essas imagens é necessario defini-la como um
modelo matematico e o mais comum ¢é representa-la como uma funcao definida em
uma superficie bidimensional.

Para demonstrarmos essas aplicagoes vamos utilizar modelos matematicos simples,
por exemplo, ao escrevermos um texto, a troca do tamanho da fonte ou a mudanca da
inclinacao de um letra para o formato itdlico, ja nos é suficiente para introduzirmos
os conceitos matematicos presentes no computador, ou seja, podemos demonstrar que
por tras de um simples click, se esconde uma &lgebra linear que ¢é invisivel aos olhos

dos leigos.

Exemplo 3.1.1. Neste exemplo, vamos mostrar o processo que ocorre em um editor

de texto, para que seja alterado o tamanho da fonte.

Tome a letra L. maitiscula, representada num sistema de coordenadas de tal ma-
neira que possamos destacar seus vértices (ver Figura 3.1), perceba que ela possui
um formato poligonal, cujos vértices sao: A = (1,0),B = (3,0),C = (3,1),D =
(2,1),E=(2,3)e F=(1,3).
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Figura 3.1: Letra L maitscula

Considere a matriz X', cuja as entradas sao as coordenadas dos vértices desse

poligono, de tal forma que cada um deles represente uma coluna de X', logo

1332 21
X —
001133
Do Exemplo 2.3.2, obtemos as matrizes H, e V), que representam dilatagoes ou
contragoes quando aplicadas numa transformacao linear 7'(X’). Suponha que dese-
jamos aumentar o tamanho, logo precisamos tomar um A > 1, e como a dilatacao

deve ser horizontal e vertical tomemos a matriz M = H, - V), se A = 2 entao a

transformagao linear T'(X) é dada por

logo,

20 133 2 21 2 6 6 4 4 2

0 2 001133 00226 6
Portanto, as coordenadas do poligono dilatado sao A" = (2,0), B’ = (6,0),C" =
(6,2),D" = (4,2), E' = (4,6) e F' = (2,6), como podemos observar nas Figuras 3.2 e

3.3. Perceba que apesar da alteracao do tamanho mantivemos a forma do poligono,

ou seja, neste exemplo temos uma transformacao denominada homotetia.

Exemplo 3.1.2. O processo para que a fonte mude de seu formato normal para o

italico é semelhante.
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Figura 3.2: Mudanga de fonte Figura 3.3: Fonte dilatada

Usando a mesma letra L. do exemplo anterior e mantendo suas coordenadas an-
teriores a dilatagao, temos a mesma matriz X'. Para que ocorra tal transformacao é
necessario um cisalhamento horizontal, que podemos obter, segundo o Exemplo 2.3.3

da matriz C}, se tomarmos A = 1 teremos a transformagao:
T(X)= Ch-X
Entao
11 133 2 21 1 3435 4
0 1 001133 001133
Assim as coordenadas da letra no formato itdlico sao A’ = (1,0), B’ = (3,0),C" =
(4,1),D' = (3,1), E' = (5,3) e F' = (4,3). Como podemos observar na Figura 3.4.

5

4

Figura 3.4: Letra L no formato italico

Outra situagao corriqueira na qual nos deparamos, é quando tiramos fotografias

digitais e optamos por um formato (paisagem ou retrato), porém no momento da
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visualizacao percebemos que ela ficaria melhor em outro. Olhos mais treinados per-
cebem que houve uma rotagao de 90° na transicao do formato da imagem de paisagem
para retrato, o que ocorre também no processo inverso. Assim podemos concluir que

essas transformagoes lineares também sao uteis na manipulacao de imagens.

Exemplo 3.1.3. Podemos tomar um exemplo um tanto quanto rustico, onde leva-
remos em consideracao somente alguns dos vértices que representam a figura, entao

observe a Figura 3.5 :

C D | H M L
-G -J
A £
T 2 3 3 3 5 7 ) 5 fo T k:

Figura 3.5: Imagem no formato paisagem

Tome os pontos A = (1,0),B = (2,0),C = (2,2),D = (3,2),F = (3,0),F =
(5,1),G = (7,1),H = (7,2),1 = (5,2),J = (11,1), K = (9,1),L = (11,2),M =
(9,2),N = (12,0),0 = (12,3),P = (7,4),Q = (5,4) e R = (1,3), que delimitam a
figura como vértices dos poligonos. Associem a esses vértices a matriz X onde cada
vértice representa uma coluna da matriz. Do Exemplo 2.3.1, Para que a imagem sofra

o efeito geométrico desejado aplicaremos a transformacao:

T(X) = (cos(@) —sen(9)> v
sen(f) cos(f)

Se desejarmos uma mundanca de paisagem para retrato, de tal forma que rotacao

seja de 90° no sentido antihorario, teremos:

T(X) = <COS(90°) —Sen(900)> y—
sen(90°)  cos(90°)

(0 -1 122335 775 119 11 9 12 12 7 5 1
~\1 0 0022011221122 0 3 443
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Figura 3.6: Imagem no formato retrato

e e

Portanto as coordenadas da figura obtidas apds a rotagao sao: A’ = (0,1), B’ =
0,2),C" = (-2,2),D' = (-2,3),E' = (0,3),F = (-1,5),G" = (-1,7),H" =
(=2,7),1" = (=2,5),J = (-1,11),K' = (-1,9), L) = (=2,11),M' = (-2,9),N’ =
(0,12),0" = (—3,12), P' = (—4,7),Q" = (—4,5) e R' = (—3,1), podemos observar a
imagem obtida na Figura 3.6

Observe que essa transformagao nao se restringe a mudanca de retrato para pai-
sagem, com ela podemos rotacionar a figura em qualquer angulo ou sentido. Observe

o caso em que desejamos fazer uma rotacao no sentido horario, onde é 6§ = 45°:

T(X) = (cos(—45°) —sen(—45°)> ¥
sen(—45°)  cos(—45°)

@“ﬁ

(.

Neste caso vamos tomar as coordenadas aproximadas para representar os vértices

5 0 0 2 122 1 1 2 2 0 3 443

ol

«g) (1223357751191191212751)
2 0 1

da imagem rotacionada, portanto as coordenadas dos pontos sao:

A" = (0.71,-0.71), B’ = (1.41,-1.41),C" = (2.83,0), D’ = (3.54, —0.71), B/ = (2.12, —2.12), F' =
(4.24,-2.83),G’ = (5.66,—4.24), H' = (6.36,—3.54), ' = (4.95,-2.12), J' = (8.49,-7.07), K’ =
(7.07,—5.66), L' = (9.19,—6.36), M’ = (7.78,—4.95), N’ = (8.49, —8.49),0’ = (10.61, —6.36), P’ =
(7.78,-2.12), Q' = (6.36,—0.71) ¢ R’ = (2.83,1.41),

a imagem depois de rotacionada pode ser observada na Figura 3.7.

56



Figura 3.7: imagem rotacionada em 45°

Observacao 3.1.4. Note que essa transformagao preserva a forma e a relagoes

métricas da imagem, logo podemos concluir que essa transformc¢ao é uma isometria.

O intuito dessa secao foi demonstrar a importancia da matematica para a com-
putacao grafica, de uma forma bésica, com aplicacoes simples, para facilitar a com-
preencao do leitor que tenha um conhecimento basico em algebra linear, para apro-

fundamento de estudo consultar [3].

3.2 Robotica

As transformacoes sao muito uteis na robdtica, pois com elas nés podemos dar
movimento aos robos, ou seja, através de tais transformacoes nds podemos fazer
com que as maquinas reproduzam movimentos similares aos complexos movimentos
humanos.

Para que hajam tais movimentos é necessario definir referenciais e deles extrair
sistemas de coordenadas. Assim quando uma parte da maquina se locomove de uma
posicao do espaco para outra, na verdade o que estd havendo é uma mudanca de
referencial. Normalmente, temos que definir um referencial global, e dele extrair um
sistema ao qual todo processo estd vinculado, onde o mesmo exerce uma relagao de
hierarquia, esse sistema é denominado sistema de coordenadas global. Algumas vezes,
com intuito de facilitar o desenvolvimento do processo, devemos estabelecer sistemas
de coordenadas especificos, pois utilizando transformacoes que influenciem somente
o objeto, as equagoes envolvidas tornam-se mais simples. A estes sistemas sao dados

o nome de sistema de coordenadas locais [3].
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Por exemplo, para que um brago mecanico se desloque, é mais facil aplicar trans-
formagoes locais. E comum que essa estrutura robotica seja constituida por partes
rigidas e articulagoes, estas sao responsaveis por rotacionar ou deslocar as partes que
nao deformam.

Antes de demonstrar o processo de movimento devemos ampliar os conceitos de-
senvolvidos da Segao 2.2 para o R? (ver [8, Capitulo 47]), assim definindo R como
uma transformacao afim do plano, onde ela representa uma rotagao de um angulo 6

em torno da origem e a translacdo T pelo vetor (t1,t2), que sdo dadas por:

cosf —senf O 1 0 ¢
R=]senf cosf@ 0|leT=]0 1 ¢ty
0 0 1 00 1

Logo se quisermos rotacionar e depois transladar um ponto devemos aplicar a

transformacao R T, dada por

cosf —senf t;
RT = | senf cosf s
0 0 1

Quando efetuamos transformacoes locais com o intuito de alcangar um movimento
no sistema global, devemos aplicar uma composicao entre transformacgoes. Definindo
7}3]10 como a transformacao de um referencial E? para outro E", podemos concluir que

a transformacao global é gerada por:

T =TT T

Atualmente as estruturas roboticas podem repetir movimentos bastante proximos
ao dos seres vivos. Porém para demonstrar as aplicacoes vamos utilizar exemplos de
bragos roboticos com poucas articulacoes, apesar de ser um modelo arcaico, ele serve

ao objetivo da secao, além de simplificar as operagoes.

Exemplo 3.2.1. Tomemos um brago mecanico com trés partes rigidas, e duas ar-
ticulacoes. Denominaremos essas partes como antebraco, braco e mao, uma das
articulagoes conectam o antebraco ao brago e a outra o brago a mao. O antebraco
estd fixado na parede e mede dy, o braco mede dy e a mao dz. Seja P um ponto no
extremo da mao, pergunta-se, como obter as coordenadas de P no plano, quando a

mao se movimenta? Considere um movimento bidimensional.
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Para facilitar o processo iremos definir trés referenciais:

(I) O sistema global: definido pelo antebrago fixo na parede. Onde a origem é o

encontro do antebrago com a parede.

(IT) O sistema de coordenadas do brago: Esse referencial obtido do sistema global

quando transladado de d; e de uma rotacao de 6;.

cosf; —senf; d;
Ty = | senf; cosf; 0
0 0 1

(III) O sistema de coordenadas da mao: Esse sistema também ¢é obtido do sistema
global, quando transladado em dy e rotacionado em 65. Porém para alcancar
essa mudanga de referencial, teremos que aplicar duas transformagoes desde o

sistema global, inicialmente aplicamos T e posteriormente:

cosfy —senby dy
To = | senfy cosfy O
0 0 1

Assim o processo final de movimentacao é dado por:

cos(bh + 03) —sen(by +03) dy + dycosby
L =TT, = | sen(0; +65) cos(6; + 02) dssenf;
0 0 1

Logo, para determinar as coordenadas do ponto P, cuja a posi¢ao no sistema da

mao é dado por (ds,0), basta aplicar o vetor (ds, 0, 1) na transformagao L.

o ,@)\'\7"
<
Z dz/,// 4 d;\;P %,
Z d1 : // / % 0,
Z ...
/ ~—
ez
% 1
Z ‘
z
Figura 3.8: Transformacoes Globais Figura 3.9: Transformacoes Locais
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Observagao 3.2.2. Note que usando ferramentas trigonométricas, o processo seria
facilitado, porém devemos ressaltar que para um numero maior de referenciais o

calculo direto seria inviavel.

Exemplo 3.2.3. Suponha um braco robético como o do Exemplo 3.2.1. Quando
rotacionamos o brago em 45° e a mao em 30°, qual a posicao do ponto mais extremo

da mao? Sejam 15 cm, 10 cm e 5 cm os comprimentos do antebraco, braco e mao,

respectivamente.

) S e e
Figura 3.10: Brago robdtico na posicao Figura 3.11: Bracgo robdtico apds o
inicial movimento

Quando rotacionamos em 30° em relacao ao referencial global, nés estamos rota-
cionando em —15° em relagao ao referencial do brago .

Aplicando a transformacio L no vetor J = (d3,0,1) = (5,0,1) temos:

cos 30° —sen30° 15+ 10cos45° 5 15 + 10 cos 45° + 5 cos 30°
L(P) = | sen30°  cos 30° 10 sen45° 0] = 10 send5° + 5 sen30°
0 0 1 1 1

15410 — +5- | —
* 2 * 2

V2 \/§>
L(7) = V2 (1)

10- 22 +5.
o3

2
1

Logo, as coordenadas de P no sistema global sao dadas por:

5v/3 5
P= (15+5-¢§+Tf,5-\/§+§>

60



Note que pelo céalculo direto seria mais simples:

x = 15 + 10cos(45°) + 5cos(30°)
y = 10 sen(45°) + 5 sen(30°)

ds - cos30°

do =10 em

di =15 cm

dy - cos45°

Figura 3.12: Célculo Direto

Exemplo 3.2.4. Consideremos agora um modelo de brago robdtico, composto de
duas partes rigidas, que representam brago e antebraco. O braco e o antebrago estao
unidos por uma junta (articulacdo), que permite uma rotagao e o antebrago gira em

torno de um eixo.

Figura 3.13: Hierarquia de um brago Figura 3.14: Sistema de coordenada

Problema 3.2.5. Como € possivel determinar as coordenadas do ponto P, no sistema

global do espaco, quando o brago se movimenta?
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O método que serd utilizado serd o das transformagoes sucessivas. Para isso utili-
zaremos trés referenciais. Tome as medidas dq, d> como os comprimentos das partes

superior (antebraco) e inferior (brago) da estrutura, respectivamente.

(I) Devemos efetuar uma rotacao de um angulo #; em torno do eixo-OZ, para
efetuar um transformacao do sistema cartesiano para o sistema do referencial

da parte superior do brago, ou seja, devemos aplicar a transformacao:

cost)y —sent;y 0 O

A, = senf; cosf; 0 O
0 0 10

0 0 01

(IT) A préxima mudanca de referencial terd o objetivo de obter o referencial da parte
inferior utilizando a parte superior. Para essa transformacao sera necessario
aplicar uma translagao pelo vetor (di,0,0), e uma rotagdo de um angulo —6,,

assim

1 00 d cos(—0s) 0 —sen(—6y) 0

010 0 0 1 0 0
Ay =

0010 sen(—f2) 0 cos(—62) O

000 1 0 0 0 1

Observagao 3.2.6. O sinal da rotagao estd negativo devido ao fato da sua
orientacao ser oposta a dos eixos Z e Y. Fato que pode ser confirmado através

da regra da mao direita.

(ITT) A ltima mudanga tem o intuito de obter o sistema do referencial da mao, onde
estd localizado o ponto P. Para determinar tal referencial através do sistema

do braco inferior, devemos efetuar uma translagao de ds na direcao do eixo-OX.

Logo
1 0 0 dy
01 0 0
Ag =
001 0
0 0 0 1
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Depois de efetuarmos todas as transformagoes locais, iremos obter a transformagcao

final que é dada por

cosfycosfy —send; cosbisenly (dycost; + dy) cos b,

T = A AyAs — senfj cosfy —cosf; senbisenfy (dycosty + dy) senb
—senf, 0 cos 0 dosen(—0s)
0 0 0 1

Observe que o ponto P é a origem do sistema do referencial da mao. Portanto
para obtermos as coordenadas do ponto no sistema global do espago devemos aplicar
a transformagcao no vetor (0,0,0,1), logo as coordenadas desse ponto sao dadas pelas

equagoes paramétricas:

x = (dycosb + dy) cosby;
= (dycosfy  + di) senb
z = dysen(—b,)

Também é possivel determinar tais coordenadas pelo calculo direto, usando as
relagoes trigonométricas no triangulo retangulo.
Tome as medidas dos comprimentos das partes rigidas do brago iguais as do exem-

plo anterior. Entao podemos concluir que as coordenadas do ponto P no espago sao:

z = OC cost = (OA + AC) cost,
= OCsenb, = (OA + AC) senf, (Ver Figura 3.13)
= OBsen(—0,)

O

Note que OA = d; e AC = AP - cos by = ds cos by, assim as coordenadas de P sao

dadas por:

x = (dycosb + dy) cosby;
y = (dycosty + dy) senb;
z = dysen(—6,)
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Conclusao

O ensino da geometria abordado no ensino médio estd muito ligado a aferir me-
didas e ao cdlculo de dreas e volumes. E verdade, como a etimologia da palavra
revela, que esse ramo da matemaética surgiu dessas situagoes cotidianas, pois o nome
deriva do grego geometrein (onde geo= terra e metrein= medida, em grego antigo:
~vewpeTprar). No entanto o estudo da geometria é mais que isso, portanto nao devemos
nos prender apenas a esses calculos e na memorizacao de féormulas.

Poderiamos citar como incentivadores de uma forma distinta de se apresentar a
geometria, alguns dos objetivos da matematica segundo os PCN’s, que tem como

meta levar o aluno a:

e Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que per-
mitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica

geral;

e Aplicar seus conhecimentos matemaéticos a situacoes diversas, utilizando-os na

interpretacao da ciéncia, na atividade tecnologica e nas atividades cotidianas;

e Analisar e valorizar informacoes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opiniao prépria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do

conhecimento e da atualidade;

e Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, de comu-

nicacao, bem como o espirito critico e criativo;

e Estabelecer conexoes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e

o conhecimento de outras areas do curriculo;

Assim, seguindo essas metas, o contéudo abordado nesse trabalho visa desenvolver

essas habilidades no aluno, pelo menos no que se refere a geometria.
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Como ja foi dito nos objetivos dos PCN’s, devemos estimular o aluno a interpretar
as informagoes que lhes sao oferecidas, sem se enraizar nas férmulas prontas. E
através dos dados oferecidos que o aluno deve desenvolver o conhecimento, a ele
deve-se apresentar uma geometria experimental, e através de suas técnicas ele deve
elaborar estratégias que possam ser aplicadas em outras areas, ainda desejamos que
a geometria seja um meio que possibilite modelar e interpretar a realidade.

Nesse trabalho nés demos mais énfase ao ensino de um ramo da geometria que a
conecta com a algebra, o qual recebe o nome geometria analitica, a mesma quando
apresentada no ensino médio parece que esqueceu que surgiu dessa juncao. Devemos
reforgar essa conexao, somos defensores que seja dado um trato mais vetorial ao
ensino da geometria analitica, pois o mesmo s6 aparece nessa etapa do ensino na
fisica, achamos que ele seria de grande utilidade ao ensino da geometria no ensino
médio, além de fortificar a conexao com a algebra. Também achamos que o ensino
de matrizes deve estar mais conectado ao ensino da geometria no ensino médio.

Quando sugerimos a inclusao das parametrizacoes, temos a convic¢ao de que as
mesmas auxiliariam aos alunos na fundamentacgao tedrica dos conceitos, enquanto as
equacoes cartesianas poderiam ser utilizadas na resolucao de exercicios praticos, ou
seja, apresentar essas duas formas de descrever uma curva seria uma acao benéfica
no processo de ensino-aprendizagem.

Podemos destacar ainda que as equacoes paramétricas sao uma ferramenta muito
importante para modelar situagoes reais no computador, o carater independente das
variaveis facilita o processo de simulacao no computador de objetos do universo con-
creto, essa modelagem computacional é fundamental para que seja possivel a im-
plementacao de projetos nas engenharias, arquitetura, computacao grafica, ou seja,
podemos utiliza-las para as mais diversas aplicagoes.

Essa forma de representar as curvas nos fornece a possibilidade de apresentar
aos alunos formas as quais eles normalmente nao tem o contato tedrico, porém se
deparam com elas em situacoes cotidianas, como por exemplo a cicléide que empresta
sua forma as rampas de skate.

Elas ainda nos oferecem a possibilidade de trabalhar a matematica e a fisica em
conjunto, implementando a interdisciplinaridade, que mesmo em areas afins, nor-
malmente, é um tanto quanto complexo. Como vimos no texto, a representagao
paramétrica do movimento é de facil aplicagao, o que reforca a vantagem de se apre-
sentar essa modalidade de equacao tao pouco explorada nos anos finais do ensino

bésico.
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Quando sugerimos a inclusao das transformacoes geométricas na matriz curricular,
0 que almejamos é mostrar que nao é necessario restringir o ensino da geometria a
identificacao de equagoes de curvas e ao calculo de areas e volumes. Podemos explorar
as transformacoes em varias etapas do ensino. Quando usamos a palavra “inclusao”, o
que queremos dizer é que apesar das transformagoes estarem presentes no contetdo da
geometria, elas aparecem de uma forma tao timida, que até nés professores passamos
despercebidos.

Com a inclusao das afinidades o que desejamos é que o aluno entre em contato
com as transformagoes geométricas, nao temos a ambicao que ele saiba enumerar suas
propriedades, o que queremos ¢é que ele conheca as aplicagoes possiveis nessa area da
matematica, com intuito de auxiliar no tao desejado elo entre realidade e abstracao,
portanto acreditamos que o ensino dessas tranformacoes geométricas seja benéfico ao
processo.

Sugerimos aos que tenham a curiosidade de se aprofundar mais no assunto, verifi-
car que as afinidades constituem uma ferramenta 1til nas mais variadas areas, como
nas demonstracoes, na resolugao de problemas, na computacao e nas artes, s6 para
citar. Devemos destacar o fato de que as transformagoes exerceram um papel impor-
tante no desenvolvimento da matematica recente através do Programa Erlangen de
Félix Klein.

Gostaria de ressaltar a razao das modelagens citadas nesse trabalho estarem li-
gadas a tecnologia, essa escolha foi feita devido ao forte interesse da juventude pela
por essa area. Oferecendo as aplicacoes que podem ser feitas nos computadores tendo
como base conceitos matematicos, pensamos que podemos despertar a curiosidade do
aluno e responder a famosa pergunta: Aonde esse assunto sera util?

Sobretudo esse trabalho teve como objetivo auxiliar o professor da educacao bésica
no ensino da geometria, mesmo sendo uma pequena fagulha almejamos instigar o pro-
fessor a estabelecer conexoes, sempre que possivel, entre o contéudo ministrado na
aula com o universo real. Esperamos que nosso trabalho faca parte de um banco de
dados onde o professor possa recorrer, pois entendemos que a ideia deste mestrado pro-
fissionalizante é tornar-se uma fonte onde qualquer professor possa se beneficiar. Em
virtude disso, procuramos manter uma leitura facil para qualquer professor, mesmo

aqueles que ha algum tempo estao afastados da universidade.

66



Apeéendice A

Vetores

A.1 Discussao preliminar

Na fisica algumas grandezas ficam completamente definidas se especificados seu
modulo e sua unidade de medida, a essas grandezas damos o nome de escalares
(e.g., densidade, pressao, area, temperatura, massa). J& outras além do médulo e da
unidade de medida, para ficarem completamente determinadas, necessitam de uma
direcao e sentido, essas grandezas sao deno minadas vetoriais (e.g., forca, acelaragao,
velocidade, campo elétrico e campo magnético). Nesse apéndice, vamos introduzir

um pouco da nocao de vetores.

A.2 Segmento orientado

Dados dois pontos A e B, temos

Definicao A.2.1. Um segmento orientado AB, é um segmento de uma reta r, onde

o ponto A é a origem e B a extremidade.

Observacao A.2.2. O segmento orientado BA tem sentido de percurso oposto ao

do segmento AB

Definicao A.2.3. Dois segmentos de reta no mesmo plano sao equipolentes, quando

I- Tem o mesmo sentido;
II- Sao paralelos ou colineares;
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IIT- Tém o mesmo sentido.

Representamos essa relacao por AB = CD.

As duas primeiras condicoes sao claras, para explicar melhor a terceira, se os
segmentos AB e C'D sao paralelos e tem o mesmo comprimento, dizemos que eles
tem o mesmo sentido se eles sao lados opostos de um paralelogramo.

Se AB e C'D sao segmento orientados colineares, eles terao o mesmo sentido se a
semirreta C'D estiver contida em AB ou o contrario.

Assim,

Proposicao A.2.4. AB = CD se, e somente se, o ponto médio de AD ¢ igual ao
ponto médio de BC.

Prova. Ver [8, Capitulo 14]

A.3 Vetores

Dados os pontos A e B e definida a relacao de equipoléncia, podemos definir

Definicao A.3.1. Denominamos de vetor v = 1@ é o conjunto de todos os seg-
mentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB é um repre-

sentante do vetor o/

Definigao A.3.2. Dados A(z1,y1) e B(x2,92), 08 nimeros x5 — o1 € Yz — Y3 SA0

coordenadas dos vetor ¥ = ﬁ, logo T = (X2 — 21,92 — 1)

Proposicao A.3.3. Dados o vetor U = jﬁ e os pontos A, B e C, existe um unico
ponto D tal que v = C"ﬁ

Prova. Ver [8, Capitulo 14]
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Apendice B

Matrizes

B.1 Discussao preliminar

Até onde temos noticia, o surgimento das matrizes data de 200 a.c. com os

chineses. Com as matrizes eles resolviam sistemas de equagoes.

As matrizes constituem uma ferramenta 1til na algebra linear, nao s por auxiliar
na resolugao de sistemas, o que ja seria de grande importancia, mas pelas varias
aplicagoes onde elas servem tanto na representacao, como na resolucao dos problemas.
Podemos destacar a representacao matricial das transformagoes lineares entre espacos

vetoriais, dessa forma as demonstracoes de seus teoremas, tornam-se mais simples.

B.2 Definicoes e Operacoes

Como ja citado colegoes retangulares de ntimeros reais aparecem em muitos con-

textos, essas colecoes recebem o nome de matriz

Definicao B.2.1. Dados m e n € N\{0}, definimos uma matriz real de ordem m por
n (m x n), como uma tabela formada por elementos pertencentes R distribuidos em

m linhas e n colunas. Denominamos estes elementos como entradas da matriz

Representamos as entradas de uma matriz por a;;, onde os indices indicam a linha
e a coluna, respectivamente, onde o elemento se encontra. Logo, uma matriz m x n

é representada por
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aipx Q2 -+ QAip

Q21 Q22 -+ A2p

Am1 Am2 - Amn

Definicao B.2.2. Duas matrizes sao ditas iguais quando tiverem a mesma ordem, e

suas entradas correspondentes sao iguais.

Definicao B.2.3. Chamamos de matriz quadrada, aquelas em que o niimero de linhas
é igual a nimero de colunas, e a representamos por A = [a;;|nxn (1&-se: matriz A de

ordem n).

As entradas a; de uma matriz quadrada de ordem n, onde 1 < i < n, formam a

diagonal principal.

Definicao B.2.4. A matriz quadrada de ordem n, em que todas as entradas da
diagonal principal sao iguais a 1 e as demais entradas sao iguais a 0, recebe o nome

de matriz identidade.

0 --- 0
0 e 0
I, =
00 1

nxn

B.3 Operacoes com matrizes

Para que as aplicagoes utilizando matrizes sejam implementadas, devemos desen-
volver uma “aritmética de matrizes”’na qual elas poderao ser somadas, subtraidas e

multiplicadas.

B.3.1 Adigcao de matrizes

Se A e B sao duas matrizes de mesma ordem, entao a soma A + B é matriz C,

obtida somando as entradas de B com as entradas correspondentes de A.
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aipx Q2 -+ QAip b1 by - bln

A+ B — a.21 Cl.22 G?n n ba1 5?2 oo bay,
aq;ﬂ Clr'nz T Gq;m b1 b2 -+ bmn
air +bin aip+biz o a1, +biy

A+ B — a21 + bor Gz +by - agy+bap
A1 +bm1 Ao+ b2 0 G+ b

Defini¢ao B.3.1. Dada uma matriz A = [a;;] definimos como sua oposta a matriz

—A = [—ay].

Assim, podemos definir a subtragdo A — B, como a soma de A com a oposta de
B.

A—B=A+(-B)

A adicao de matrizes tem propriedades semelhantes a adicdo nos nimeros reais,
ou a adicao de elementos em espacos vetoriais. Entao dadas as matrizes A,B e C de
mesma ordem.

Propriedades da adi¢ao de matrizes:
- A+(B+C)=(A+ B)+C,
II- A+ B=B+ A
ITI- A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula m X n;

IV- A+ (-A)=0.

B.3.2 Multiplicacao por um escalar

Se A é uma matriz e ¢ é um escalar, entao

Definigao B.3.2. O produto cA é a matriz obtida através da multiplica¢ao de ¢ por

cada uma das entradas de A.
Assim, dada a matriz A = [a;;|mxn € um escalar ¢ € R, temos
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cA = [caj|mxn
Propriedades da multiplicacao por um escalar:
I- ¢(A+ B) = cA+cB;
II- (c+)A=cA+ A
III- ¢(dA) = (ed)A;

IV- 1A = A.

B.3.3 Multiplicagcao entre matrizes

Nocao de produto de matrizes, é fundamental para a resolucao de sistemas de
equacoes lineares com o uso de matrizes.

Se tomarmos por base as operacoes anteriores, chegariamos a conclusao que a mul-
tiplicagao entre matrizes seria uma multiplicacao entre as entradas correspondentes,
porém, a definicao do produto entre matrizes que foi apresentada por Arthur Cayley
difere do procedimento adotado na adi¢ao. Essa multiplicacao foi definida de uma
forma que fosse mais 1til na resolucao de muitos problemas, incluindo o estudo de
sistemas lineares.

Dadas duas matrizes A = [@ij]mxn € B = [Dijlnxp

Definicao B.3.3. O produto entre as matrizes A e B é a matriz C' = [¢jj]mxn, CUjas
entradas sao determinadas da seguinte forma: a entrada c;; ¢ obtida destacando a
linha ¢ de A e a coluna j de B, multiplicando as entradas correspondentes quanto a

ordem e depois somando esses produtos.

Cij = z”: aikbrj = ainbij + aibo; + -+ - 4 ainby;
k=1
Propriedades da multiplicacao:
I- A(B+C)=AB+ AC,
II- (A+ B)C = AC + BC;
III- (AB)C = A(BC);
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IV- Al =TA = A.
Observacao B.3.4. O produto de matrizes difere do produto entre nimeros, em:

O produto de duas matrizes nao esta definido para quaisquer matrizes A e B,

essa multiplicacao s6 faz sentido, quando o niimero de linhas de uma for igual

ao numero de colunas da outra;

O produto entre matrizes nao é necessariamente comutativo;

O produto entre matrizes nao nulas pode gerar a matriz nula;

Dada uma matriz A , nem sempre existe uma matriz B, tal que AB = 1.

B.4 Matriz inversa

Definicao B.4.1. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, dizemos que a matriz
B, de mesma ordem é a sua inversa se o produto entre elas for a matriz identidade
I,.

AB=BA=1,

Do quarto item da observagao (B.3.4), podemos concluir que nem toda matriz

quadrada é invertivel.
Proposicao B.4.2. Se uma matriz A possui inversa, ela € unica.
Prova. Ver [6]

Proposicao B.4.3. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
I- Se A ¢ invertivel, ento A™' ¢ também invertivel e (A1)t = A;
II- Se A e B sao invertiveis, entio AB também € invertivel e (AB)™! = B~1A~1.

Prova. Ver [9]

B.5 Transformacoes de matrizes

Seja A uma matriz m x n. Para cada 1 < i < m, denotemos por L; a i-ésima
linha de A.
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B.5.1 Transformacoes Elementares de Matrizes

Definimos as transformagoes elementares nas linhas da matriz A como se segue:

e Permutacao das linhas L; e L; , indicada por L; <+ Lj;

e Substituicao de uma linha L; pela adi¢ao desta mesma linha com ¢ vezes uma

outra linha L;, indicada por L; — L; + cLj;

e Multiplicagao de uma linha L; por um numero real ¢ nao nulo, indicada por
Li — CLi .

Definicao B.5.1. Duas matrizes sao equivalentes quando uma ¢é obtida a partir de

transformacoes elementares na outra.

Se e representa uma transformacao elementar na matriz A, entao definimos e(A)

como a matriz obtida de A aplicando-lhe a transformacao e.

B.5.2 Matrizes elementares

Definicao B.5.2. Uma matriz quadrada de ordem n obtida a partir da aplicacao
de uma transformagao elementar na matriz identidade (I,,), é definida como matriz

elementar de ordem n. Esta matriz é da forma:

E =e(l,)

Teorema B.5.3. Seja e uma transformagao elementar sobre matrizes de M(m,n).

Considere a matriz elementar £ = e(I,,,). Entao

e(A) = EA,

para todo A € M(m,n).
Prova. Ver [9]

Corolario B.5.4. Sejam A e B em M(m,n). Entao, A é equivalente a B se, e

somente se, existem matrizes elementares Fy,--- , Ey de ordem m tais que
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E;---EsEWA=B

Prova. Ver [9]

Corolario B.5.5. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa também ¢ uma

matriz elementar.
Prova. Ver [9]

Proposicao B.5.6. Sejam A uma matriz invertivel e eq,--- , e, uma sequéncia de
transformagoes elementares tais que eg(--- (es(e1(A)))---) = I, onde I € a matriz
identidade. Entao essa mesma sequéncia de transformagoes elementares aplicada a 1
produz A7, isto €, es(-- - (ea(er(1))) -+ ) = A7

Prova. Ver [9]

APLICACOES COM MATRIZES: Definir equacdes de curvas, alocacao tare-
fas através do método hiingaro, cadeias de Markov, teoria de grafos, jogos de
estratégia, modelos economicos de Leontief, administracao de florestas, com-
putacdo grafica, distribuigao de temperatura de equilibrio, Criptografia (Ver
[6], pagina 363).
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