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Resumo

Neste trabalho, sao tratados alguns elementos da analise funcional como espacos de
Banach, espacos com produto interno e espacos de Hilbert, estudamos também séries
de Fourier e no final consideramos brevemente a equacao da corda vibrante. Com isso,
percebe-se que nao se precisa de muita teoria para conseguirmos resultados significativos.

Palavras Chaves: espacos de Banach, espacos de Hilbert, ortogonalidade, séries de
Fourier, corda vibrante.



Abstract

In this work, we are treated some elements of functional analysis such as Banach spaces,
inner product spaces and Hilbert spaces, also studied Fourier series and at the end briefly
consider the equation of the vibrating string. With this, you realize that you do not need
a lot of theory in order to get significant results.

Key Words: Banach spaces, Hilbert spaces, inner product spaces, orthogonality, Fourier
series, vibrating string.



Introducao

Até certo ponto, a andlise funcional pode ser descrito como algebra linear em espacos de
dimensao infinita combinada com a analise. Essa combinacao permite dar sentido a ideias
tais como convergéncia e continuidade. Por isso, faz-se necessario brevemente recordar e
resumir varias ideias e resultados que sao fundamentais para o estudo do anéalise funcional.

Dentre esses resultados, temos conceitos basicos de algebra linear e ideias elementares
de espacos métricos. Nestes tiltimos tratam-se conceitos analiticos, tais como convergéncia
de sequéncias e continuidade de fungoes. Nos espagos métricos em geral nenhuma outra
estrutura é imposta além de uma métrica, a qual é utilizada para discutir convergéncia e
continuidade. No entanto, a esséncia de andlise funcional é considerar espacgos vetoriais
dimensao infinita (espagos métricos) e estudar a interagao entre as estruturas algébricas
e métricas desses espacos, especificamente quando tais espagos sao métricos e métricos
completos, na literatura os livros de andlise funcional cobrem estes topicos. por exemplo
mencionamos os livros |2, 4, 5].

Outra ferramenta importante usada nesta teoria é a integral de Lebesgue. Isto porque
muitos espacos vetoriais consistem em conjuntos de funcoes integraveis. A fim de usar
as propriedades espaciais métricas desejaveis, tais como completes, faz-se necessario usar
a integral de Lebesgue no lugar de a integral de Riemann, normalmente discutida nos
cursos de analise, ver mais detalhes em [1].

Neste estudo, tentaremos modelar e compreender o problema da corda vibrante, o qual é
um sistema estudado pelos fisicos e matematicos na historia da ciéncia; tal problema data
paralelamente com a escola pitagorica (sec. VI a.c.). Sendo fixas as duas extremidades
da corda, onde poe-se em vibracao afastando um dos seus pontos da posicao de equilibrio
estavel [7].

As cordas vibrantes sdo um tema importante na Fisica, alguns dos primeiros estudos
podem ser vistos em |6]. Por exemplo, no referente a musica as cordas dos instrumentos
musicais sao cordas vibrantes, permitindo assim o estudo das cordas vibrantes a compre-
ensdo do funcionamento dos instrumentos de corda (guitarra, piano, harpa, violino, viola,
violoncelo, contrabaixo, etc).

As equacbes da corda vibrante sao modeladas por equacoes diferenciais parciais que
admitem como solucao uma combinacao linear de fungoes chamadas expansoes do seno
ou do cosseno de Fourier. As séries de Fourier, por sua vez, é a soma de termos de uma
sequéncia ortonormal que formam base para um espago de Hilbert dado [3, 5].

Por tais motivos, no primeiro capitulo titulado preliminares, enunciaremos alguns re-
sultados sobre espagos métricos e teoria da medida. No segundo, daremos atengao aos
espacos vetoriais normados, e depois os espagos de Banach.



Em seguida, no terceiro capitulo, definiremos estudaremos os espagos vetoriais com
produto interno, para depois tratar a completes de tais espacos e estudar os espacos de
Hilbert.

Por fim, no ultimo capitulo sera tratado ao respeito da equacao da corda vibrante.
Antes de chegar na modelagem dessa equagao, iremos demonstrar que as parcelas das
expansoes de uma funcao f do seno e do cosseno de Fourier sao elementos de um conjunto
ortonormal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, serdo apresentados alguns resultados de Algebra Linear, Espacos Métri-
cos e Integral de Lebesque, necessarios para a compreensao e demonstracao de resultados
nos proximos capitulos.

Teorema 1.1 Seja (M,d) um espaco métrico e seja A C M.

(a) A € fechado e é igual & intersecio das colegoes de todos os subconjuntos fechados de
M que contém A (Assim A é o menor conjunto fechado que contem A);

(b) A ¢é fechado se, e somente se, A = A;

(c) A € fechado se, e somente se, qualquer sequéncia {x,} em A que converge para um
elemento x € M, entao x € A;

(d) v € A se, e somente se, inf{d(z,y);y € A} = 0;
Teorema 1.2 Suponha que (M, d) é um espago métrico e seja A C M. Entao:

(a) Se A é completo, entio ele é fechado;
(b) Se M é completo, entao A é completo se, e somente se, ele for fechado;
(¢c) Se A € compacto, entao ele é fechado e limitado;

(d) Todo subconjunto fechado e limitado de F™ é compacto.

Seja Cp(M) o conjunto das fungoes f : M — F continuas. Nos omitiremos F e simplifica-
remos a escrita C(M).

Teorema 1.3 O espag¢o métrico C(M) é completo.

Definicao 1.1 Suponha que [ € uma funcao mensurdvel e existe um niumero b tal que
f(x) < b em quase todos os pontos. Entao podemos definir o supremo essencial de f por

esssup f =inf{b: f(z) <b a.e. }.



Definicao 1.2 Definimos os espacos
LP(X) ={f: [ é mensurdvel e ([, |f|pd,u)% < o0}, 1 <p<oo;
L>(X) ={f: f é mensurdvel e sup|f| < oo}.

Quando X = [a,b] C R ¢é um intervalo limitado e 1 < p < 00, nds escrevemos LPla, b].

Teorema 1.4 Suponha que 1 < p < co. Entdo o espago métrico LP(X) é completo. Em
particular, o espaco das sequéncias [P é completo.

Teorema 1.5 Desigualdade de Holder
Sejam 1 < p,q < oo conjugados de Lebesgue, ou seja, % + % =1.
Sejam {a,} e {b,} sequéncias de nimeros reais ou complexos. Entdo:

N N

1Y anbal < O lanl?)7 - (O [ba]9)7.

n=1 n=1

Teorema 1.6 Beppo Levi (ou Teorema da Convergéncia Mondtona)

Seja (X, >, 1) um espago de medida { f,)nen uma sequéncia de fungées reais integrdveis
em X tais que

f(z) = lim f,(z), u- gp. em X.
n—oo

Suponha que a sequéncia é mondtona crescente. Se sup,cy [ fadp < 0o, entdo f € inte-

grdvel e
/ fdp = lim / fudp
n—oo

Lema 1.1 (de Fatou)

Seja f, : E — R uma sequéncia de fungoes mensurdveis nao negativas, entao:

/( lim inf f,)dp < lim inf/fnd,u.



Capitulo 2

Espacos Normados

Nesta secao, apresentamos alguns resultados necessarios para compreender as Séries de
Fourier e algumas de suas aplicacoes.

2.1 Exemplos de Espacos Normados

Os espacos normados sdo estruturas mais ricas que os espacos métricos, isto é, sao
conjuntos nao vazios que possuem duas operacoes fechadas definidas sobre ele. Uma
delas é a soma de vetores, e a outra o produto por um escalar, em outras palavras um
espaco normado é um espaco vetorial.

Mais precisamente, quando os espacos vetoriais R? e R3 sdo representados no sentido
usual, temos a ideia de comprimento de um vetor em R? e R3 associado a cada vetor.
Esta é claramente uma vantagem que nos d4 uma compreensao mais aprofundada desses
espagos vetoriais. Quando n6s mudamos para outros espagos vetoriais (possivelmente de
dimensdo infinita), podemos ter a esperancga de obter mais detalhes sobre esses espagos
se pudermos, de algum modo, atribuir algo semelhante ao comprimento de um vetor para
cada vetor no espaco.

Consequentemente olhamos para um conjunto de axiomas que sao satisfeitos para o
comprimento de um vetor em R? e R?. Este conjunto de axiomas vai definir a "norma'de
um vetor, e ao longo desta dissertagao nés vamos considerar principalmente espacos veto-
riais normados. Neste capitulo nés investigaremos as propriedades elementares de espacos
vetoriais normados.

Definicao 2.1 Seja X um espaco vetorial sobre R. Uma norma em X € uma funcao
|- : X = R tal que para todos v,y € X e a € R,

(i) ll=ll = 0;
(ii) ||xz|| = 0 se, e somente se, x = 0;
(i) ||| = lal - |l=]];

() Nz +yll < ll=ll + [lyll-



Como uma motivacao para olhar as normas, implicamos que o comprimento de um
vetor em R? e R3 satisfaz os axiomas de uma norma. Isto sera verificado no exemplo
2.2, mas vale mencionar que a propriedade do item (iv) da defini¢do 2.1 é chamada de
desigualdade triangular, uma vez que, em R?, dizemos simplesmente que a medida de um
lado do triangulo é sempre menor que a soma das medidas dos lados dos outros dois.

Exemplo 2.1 A funcdo ||| : R® — R definida por [|(z1,...,z,)|| = O 7, \:cj|2)% € uma
norma em R™ chamada de norma usual (ou candnica) em R™.

Nao daremos a solucao do exemplo 2.1 pois o generalizaremos no exemplo 2.3. Como F”
é talvez o espaco normado mais simples de visualizar, quando todas as novas propriedades
de espacos vetoriais normados sao introduzidas posteriormente, ele pode ser tutil para
tentar ver o que significa primeiro no espaco F" mesmo que ele tenha dimensao finita.

Exemplo 2.2 Seja X um espaco vetorial de dimensao finita sobre R com base {ey, ea, ..., €, }.
Qualquer x € X pode ser escrito como 22:1 Aj.e; para unicos Ai, Ag, ..., A\, € R. Entao a

fungéo ||-|| : X = R definida por ||z|| = (32}_, |)\j|2)% ¢ uma norma em X.

Solugdo: Sejam x = Y77 | Nj.ej, y = D5 pj.ej, vetores de X e a € F. Entdo, ax =
Do aAjej e

() [zl = -, IA;[2)2 > 0 por ser a raiz quadrada de uma soma de nimeros nao
negativos.
(i) Se x = 0, entdo [|z|| = 0. Reciprocamente, se |[z| = 0 entdao (37, |/\j|2)% =0.

Donde segue que \; = 0 para 1 < j < n. Logo, x = 0.

(i)

n

SVRE

J=1

n

=1al. 0" INP)E = o |12

J=1

o] =

(iv)
2 u N
lz+yll® = YOI+l =D NP D N+ N+ Y gl
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
= D NP2 Re(u) + > il
=1 j=1 =1
SN2 Nl + D Ikl
=1 =1 =1
= D> INPH20 NP2 O )+ Il
j=1 j=1 j=1 j=1

2 2
= zl”+ 2z vl + [y
([l + Ty lh?*.

IN

Portanto, ||z + y|| < [|z]| + ||y]|-



Exemplo 2.3 Seja S um conjunto nao vazio qualquer e seja X um espaco normado sobre
F. Seja Fp(S,X) o subespago linear de F (S, X) de todas as funcoes f : S — X tal que
{l[f(x)|l;xz € S} € limitado. Mostre que Fp,(S, X) tem uma norma definida por

1fllo = sup{|[f(s)[; s € S}-

Solugao: Sejam f,g € Fp(5,X) e a €F.

(i) [[flls = sup{[[f(s)]l;s € S} = 0.

(ii) Se f =0, entao f(s) = 0, para todo s € S. Dai, || f(s)|| = 0, para todo s € S e,
consequentemente, || f||, =0

Por outro lado, se ||f|ly = sup{||f(s)|l;s € S} = 0, entao | f(s)|| = 0, para todo
s € S. Assim, f(s) =0, para todo s € S e, entdao f =0

(iii) [leef[lo = sup{ljef (s)[l; s € S} = [a] - sup{[|f(s)[l; s € S} = la| - | f[e-
(iv) Note que, [[f(s) +g(s)[| < [F () + [lg(s)I] < [[f($)lls + [[g(s)]le, para todo s € 5.
Consequentemente, || f + glls = sup{[|f(s) + g(s)ll;s € S} < [[F(s)]lo + llg(s) e

Exemplo 2.4 Seja M um espago métrico compacto e seja Cp(M) um espago vetorial de
fungoes continuas sobre F definidas em M. Entdo a funcdo ||| : Cr(M) — R definida por
| fIl = sup{|f(x)| : 2 € M} é uma norma em Cy(M) chamada de norma usual em Cg(M).
Solugao: Sejam f,g € Cp(M) e a € F.

(@) [If1 = sup{|f(z)| : 2 € M} = 0.

(ii) Se f é a fungao constante nula, entdao f(z) = 0, para todo x € M. E, dali,

[ fIl = sup{|f(z) : . € M} =0.

Reciprocamente, se || f|| = 0, entdo sup |f(z)| : € M = 0. Por isso, f(x) = 0, para todo
x € M. Logo, a funcao é nula.

(iii) ||af|| = 0, entao
sup{|af(z)]: z € M} = |afsup{[f(z) - x € M} = |af || f]|.
(iv) Se y € M, entao

[(F+9) W < 1FWI+ gl < 11+ Mlgll-

Portanto, [|(f + ¢)(y)|| =sup{|(f + g)(x)[ : x € M} <[ f]| +[lg]-

Exemplo 2.5 Para cada n € N, seja f,, : [0,1] — R definida por f,(z) = a™. Encontre
a norma f, nos sequintes casos:

(a) no espago normado Cg([0,1]);



(b) no espago normado L'[0,1].

Solucao:

a) Usando a norma canonica, temos:

[full = sup{[[fu(2)[; = € [0, 1]} = 1.

b) Como f é continua, por Lebesgue,

1 1 1 . B xn—i—l B 1
R R A e T

No proximo exemplo, mostraremos que alguns espacos vetoriais de funcoes integraveis
definidos nas preliminares tem norma. Recordaremos que se (X, Y, ;) é um espago de
medida e 1 < p < 00, entdo os espagos LP(X) foram introduzidos na defini¢ao 1.2.

Exemplo 2.6 Seja (X, , 1) um espaco de medida.

(i) Se 1< p < oo, entdo
1
111, = ([ 17Pdn)?
¢ a norma em LP(X) chamada de norma usual em LP(X);

(it) || fll., = esssup{|f(z)|:z € X} € a norma em L>(X) chamada a norma usual em

L®(X).

A notacao especifica introduzida nas preliminares para o caso de medidas contéveis em
N. Relembrando que [P é o espago vetorial de todas as sequéncias {z,} em F tais que
Yo |xnlP < oo para 1 < p < oo e ™ o espago vetorial de todas as sequéncias limitadas
em . Portanto, se levarmos a medida de contagem em N no Exemplo 2.6 n6s deduzimos
que [P para 1 < p < 0o e [*™ sao espagos normados.

Para completarmos nossa definicao de norma nesses espacos, vejamos o exemplo 2.7.

Exemplo 2.7 .
(i) Se 1 < x < oo, entdo ||z, = 3202, |xn|p)%é a norma em [P chamada de norma
usual em [P;
(i) [|znll, = sup{l|z,ll : n € N} € uma norma usual em 1P.
De agora em diante, se escrevermos quaisquer dos espacos nos exemplos 2.1, 2.5, 2.6 e 2.7

sem mencionar explicitamente a norma, assumiremos que a norma usada é a norma usual
desses espacos.



Exemplo 2.8 Seja X um espago vetorial com a norma ||| e seja S um subespago linear
de X. Seja ||-||g a restrigio de ||-|| a S. Entao ||-||g € uma norma em S.

Exemplo 2.9 Sejam X, Y espacos vetoriais normados sobre F e Z = X XY o produto
cartesiano de X eY. Se (||-]|)1 € uma norma em X e (||-||)2 € uma norma em Y, entdio
|(z,y)|| = llzll; + llvlly define uma norma em Z.

Solugao: Sejam (x,y) e (a,b) € Z.
(@) [[(z, )l = llzlly + llylly = 0, pois [lzfl; = 0 yll, > 0;

b) Se [|(z,y)[| = 0, entao [lz[, + [lyll, = 0, logo [lz], = = [lylly, portanto z =y = 0;

(
(©) [l y)ll = l[(az, o) || = llaxll, + l[eylly = lal Iz, + lal [yl = lel(lzl, + [yl
(d) [, 9) + (a, D) || = [[(a + 2z, b+ y)|| = lla+ z[[; +[b+ yll, = lall, +[lz[l,+ ol +yll
< [lfly + llylly + llall, + [1blly = [1(z, )l + [ (@, b)]]
Logo, |[(z,y)|| = ||=|l; + ||y|l, define uma norma em Z. [

Exemplo 2.10 Seja X um espaco linear normado. Se x € X {0} e r > 0, encontre
a € R, tal que ||ax|| =r.

Solugao: Se o = £y, entao [lax| = |af - [l«] = r.

”TH;

Como vimos nos exemplos 2.2 a 2.7 e 2.9, existem muitos espacos normados diferentes
e isso explica, em parte, porque o estudo de espacos normados é importante. Uma vez
que a norma de um vetor é uma generalizacao do comprimento de um vetor em R?, nao é
de surpreender que cada espago normado seja um espago métrico de forma muito natural.

[
Lema 2.1 Seja X um espaco vetorial com norma ||-|| . Sed: X x X — R estd definida
por d(z,y) = ||x — yl|, entao (X,d) é um espago métrico.

Demonstracao: Seja x,y,z € X. Usando as propriedades de norma, temos:

(a) d(z,y) = [lx —yll = 0;
(b) d(z,y) =0 [z —y| =0 2-—y=0c 2=y
(©) dz,y) = llz =yl = (=D —2)[ = [ =1 lly =zl = lly — 2] = d(y, z);
(d) d(z,2) = |z =zl =[x —y+y =zl < e =yl + ly — 2] = d(z,y) + d(y, 2).
Logo, d satisfaz as condicoes de uma métrica. |
Se X & um espago vetorial com norma ||-|| e d ¢ a métrica definida por d(z,y) = ||z — y||,

entao (X, d) denota o espago métrico e d é chamada de métrica associada a ||-||.

Sempre que usamos uma métrica ou um conceito de espaco métrico, por exemplo,
convergéncia, continuidade ou completes, em um espaco normado, entao sempre iremos
usar a métrica associada com a norma usual; mesmo que isso nao esteja explicitado. As
métricas associadas com as normas usuais ja estamos familiarizados.
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Exemplo 2.11 As métricas associadas com as normas usuais nos espacos abairo sao as
métricas usuais (também chamadas candnicas ou usuais).

((l) Fn}.
(b) Cr(M), onde M é um espag¢o métrico compacto;
(¢c) LP(X) para 1 <z < oo, onde (X,>,u) € um espago de medida;

(d) P, onde (X, , 1) € um espaco de medida.

Solucao:

(a) Se z,y € F", entdo d(z,y) = ||z — yl| = (3], |75 —y;|?)2 e dai, d é a métrica usual
em F".

(b) Se f,g € Cp(M), entao d(x,y) = ||f — g|| = sup{|f(x) —g(z)| : x € M} e dai, d é a

métrica usual em Cp.

(c) Se f,g € LP(X), entdo d(z,y) = ||[f — gl = ([x |f — g|pd:c)% e dai, d é a métrica
usual em LP(X).

() Se f,g € L>(X), entdo d(z,y) = |If — gl = esssup{|f(z) — g(a)| = € X} ¢ da,
d é a métrica usual em L>®(X). [

Usando uma medida de contagem em N segue que, as métricas associadas com as normas
usuais em [? e [*° sao também métricas usuais nesses espacos. Concluiremos esta sessao
com informacoes basicas sobre convergéncia de sequéncias em espacos vetoriais normados.

Teorema 2.1 Seja X um espago vetorial sobre R com norma ||-||. Sejam {x,} e {y.}
sequéncias em X que convergem para v,y € X, respectivamente, e {a,} uma sequéncia
que converge para o € R. Entao:

() =l =Tyl < ll=z = yll;

(b) iy yoo ||| = [l]];

(d) lim,, o apz, = az.

Demonstracao:
(a) Usando a desigualdade triangular, temos:

Sellell = llz =y +yl <llz =yl + llyll, entao |lz] =yl <llz —yll e
Sellyll = lly =z + x| <lly = zll + ll=l[, entao [jy| — =]} < ly — =]

Donde conclui-se que | ||z]| — |[y|l| < ||z — ]|
(b) Temos que,

lim z, =z
n—o0
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Izl = llnll | <l = zal,

para todo n € N. Logo,
lim (2] = 2]
n—oo

(c) Por hipotese, x,, — = e y, — y. Note que:
120+ yn — (@ + 9| = 20 — 2+ Yo —yll < 2w — 2l + v — 9l
para todo n € N. Assim, conclui-se que

lim (z, + yn) =z + .

n—o0

(d) Por {a,} ser convergente, sabemos que ela é limitada. Entao, existe & > 0 tal que
|a,| < k, para todo n € N. Também,

lanzn — azx|| = [[anz, — anr + anz — az|| < oy |z, — 2| + (|2 - [|an — o

< kllwn =2l + [l - fam — el

para todo n € N. Logo,

lim oz, = azx.
n—o0

Uma maneira diferente de indicar os resultados do teorema 2.1 itens (b), (c) e (d) é que
a norma, a adicao e multiplicacao por escalar sao funcoes continuas. Isso pode ser visto
usando a caracterizacao da continuidade sequencial.

Exemplo 2.12 Sejam X um espago vetorial com norma ||-||1 e Y um espago vetorial com
norma || - ||2. Seja Z = X XY com norma do exemplo 2.9. Seja (xn,y,) uma sequéncia
em Z.

(a) Mostre que (x,,y,) converge para (x,y) em Z se, e somente se, {x,} converge para
z em X e {y,} converge para y em Y.

(b) Mostre que (x,y,) € de Cauchy em Z se, e somente se, {x,} em X e {y,} em Y
forem de Cauchy.

Solucao:

a) Dado € > 0. Suponhamos que (z,,y,) — (z,y) € Z, quando n — oo. Entao, existe
N € N tal que |[(z, — 2,yn — )| = (@0, yn) — (x,y)]| < €, quando n > N. Assim,
[z — /i < [(2n,yn) — (@, 9)]| < € llyn = yll2 < [[(zn, yn) — (z,9)|| <€, quando n > N.
Dai, {z,} e {y,} convergem para x € X e y € Y, respectivamente.

Reciprocamente, suponhamos que x,, — x e y, — y. Entao, existe Ny, N, € N tal que
|zn — 2|1 < §, quando n > Ny e |ly, —yll2 < 5, quando n > N. Seja Ng = max{Ni, No}.
Entao, |[(zn, yn) + (@.9)| = [[(@n + 2,90 + Y| = 2w —2l1 +lya —yllz < 5+ 5 =€
quando n > Nj. Consequentemente, (x,,y,) converge para (x,y) em Z.
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b) Dado € > 0. Suponhamos que (z,,Yn) — (Tm,ym) € Z, quando n — oo. Entao,
existe N € N tal que |(z, — T, Yn — Um)|| = [[(Tn, Yn) — (Tms Ym)|| < €, quando n > N.
Assim, |2, — Zll1 < [[(Tns Yn) — (@, Y| S €€ [y — Ymllz < (@0, Yn) — (@, Ym) || < €
quando n > N. Dai, {z,} e {y,} convergem para z,, € X e y,, € Y, respectivamente.

Reciprocamente, suponhamos que =, — %,, € ¥, — Yn. Entao, existe N;, N, € N
tal que ||z, — zn|1 < %N, quando n > Ny e [|yy — Ymll2 < 5, quando n > N,. Seja
No = maz{Ny, Na}. Ento, [[(zn, yn) + (@, Ym) || = (@0 + i, Yo + Y [| = (|20 — 2|1 +
|n — ymllz2 < §+5 = € quando n > N,. Consequentemente, (x,,y,) converge para
(T, Ym) €M Z. [

2.2 Espacos Normados de Dimensao Finita

Os espagos vetoriais mais simples de se estudar sao os de dimensao finita, entao um
lugar natural para comecar o nosso estudo de espagos normados é com espacos normados
de dimensao finita. Vimos no exemplo 2.2 que tais espacos de dimensao finita tem uma
norma, mas esta norma depende da base escolhida. Isso sugere que pode haver diferentes
normas em cada espaco de dimensao finita. Mesmo em R? ja vimos que existem pelo
menos duas normas:

(a) a norma usual definida no exemplo 2.1;

(b) a norma ||(z,y)|| = |z| + |y|, definida no exemplo 2.7.

Para mostrar a diferenca entre essas duas normas, é instrutivo esbocar o conjunto
{(z,y) € R? : ||(x,y)|| = 1} para cada norma. No entanto, mesmo quando temos duas
normas sobre um espaco vetorial, se as normas nao sao muito diferentes, ¢ possivel que
as propriedades de espacos métricos podem ser as mesmas para ambas as normas. A

afirmacao mais precisa do que se entende por "nao muito diferente"é dada na defini¢ao a
seguir.

Definigao 2.2 Seja X um espago vetorial e sejam |||, € |||l, duas normas em X. A
norma |||, € equivalente a norma ||-||, se existem m,M > 0 tais que para todo x € X,
m ]y < lzfly < M [lz];.

Tendo em vista a terminologia usada, nao deve ser surpresa definir uma relagao de
equivaléncia no conjunto de todas as normas em X, como iremos mostrar a seguir.

Lema 2.2 Seja X um espaco vetorial e sejam ||-||;, |||, e ||-||5 trés normas em X. Sejam
|-ll, equivalente a norma ||-||; e ||-||; equivalente a norma ||-||,. Entao

(a) |||, € equivalente a norma ||-||,;

(b) ||-||l5 € equivalente a norma ||-||,.
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Demonstragao: Por hipotese, existem m, M > 0 tais que m |z, < [[z|l, < M|z||, e
k, K > 0 tais que k ||z||, < ||z]|; < K ||z||,, para todo z € X. Assim,

() 57 lzlly < [llly < 5 [l2[l,, para todo z € X;
(b) mk ||z||, < ||z||; £ MK ||z||,, para todo z € X. [

Agora mostraremos que em um espaco vetorial com duas normas equivalentes, as pro-
priedades de espacos métricos sao as mesmas para ambas as normas.

Exemplo 2.13 Seja P o espago vetorial (de dimensdo infinita) dos polindmios definidos
em [0,1]. Uma vez que P € um subespago linear de Cp([0,1]), ele tem uma norma ||p||; =
sup{|p(x)|;x € [0,1]} e, uma vez que P € um subespago linear de L'[0,1], ele tem outra
norma ||plls = fol |p(x)|dz. Mostre que || -||1 €| - |2 nao sao equivalentes em P.

Solugao: Suponhamos que ||-||; e ||-||2 sejam equivalentes em P. Assim, existem m, M > 0
tais que m||p|l1 < |lpll2 < M||p||1, para todo p € P. Como m > 0, existe n € N tal que
L < m. Seja p, : [0,1] — R dada por p,(r) = z""l. Entdo |p,|; = 1" = 1 e

n

Ipll2 = fol a"de = £ = L TLogo, m = m||p|ly < ||pll2 = £. Contradigao! Portanto,
|- |li el - |l2 ndo sao equivalentes em P. n
Lema 2.3 Sejam X um espago vetorial, ||| e |||, normas em X, e d e di as métricas

definidas por di(z,y) = ||z —yl||,. Suponha que exista k > 0 tal que ||z|| < k||z||, para
todo v € X. Seja {x,} uma sequéncia em X.

(a) Se {x,} converge para x, no espaco métrico (X,dy), entao {x,} converge para x,
no espag¢o métrico (X,d);

(b) Se{z,} é de Cauchy no espago métrico (X,d,), entao {z,} € de Cauchy no espago
métrico (X, d).

Demonstracao: Seja e > 0.

a) Por hipoétese, existe N € N tal que ||z, — x| < £, quando n > N. Logo, quando
k
n> N,
[0 — x| < ke, — | e

Portanto, {x,} converge para x, no espago métrico (X, dy).

(b) Por hipotese, existe N € N tal que |z, — 2,,|| < 1, quando n,m > N. Segue que,
quando n,m > N,
|20 = @] S k2 — 2wl <e.

Portanto, {x,} é de Cauchy no espaco métrico (X, d). [ |

Corolario 2.1 Seja X um espago vetorial e sejam ||-|| e ||-||; normas equivalentes em X.
Sejam d e dy as métricas definidas por d(x,y) = ||z —y|| e di(z,y) = ||z — y||,. Seja {x,}
uma sequéncia em X.

(a) {x,} converge para x, no espaco métrico (X,d;) se, e somente se, {x,} converge
para x, no espaco métrico (X, dy);
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(b) {z,} € de Cauchy no espaco métrico (X,d) se, e somente se, x,, ¢ de Cauchy no
espago métrico (X, dy);

(c) (X,d) € completo se, e somente se, (X,dy) o for.

Demonstracao:

(a) Como as normas ||| e |||, sdo equivalentes em X, existem m, M > 0 tais que
m||z| < |z||, < M ||z||, para todo = € X.

(b) Suponhamos que z,, = z em (X, d). Como temos que ||z|, < M ||z|, para todo
x € X, segue, pelo lema 1.14, que x,, — = em (X, d;).

Reciprocamente, suponhamos que z,, — z em (X, d;). Como temos que ||z| < L ||z,
para todo x € X, segue, pelo lema 2.3, que z,, — = em (X, d).

(b) Suponha que {z,} é de Cauchy em (X,d). Sabemos que para todo = € X, ||z| <
L ||z||;. Pelo lema 2.3, x,, ¢ de Cauchy np espac¢o métrico (X, d;);

Reciprocamente, suponha que x,, é de Cauchy no espaco métrico (X, d;). Assim, para
todo z € X, |lz|| < L ||z||,. Pelo lema 2.3, x,, é de Cauchy no espago métrico (X, d).

(c) Suponha que (X, d) é completo, isto é, que toda sequéncia de Cauchy é convergente.
Seja {z,} uma sequéncia de Cauchy em (X, d;). Entao {x,} ¢ uma sequencia de Cauchy
em (X,d) pelo resultado acima, no item (b). Assim, como (X,d) é completo, {x,}
converge para x em (X,d) e, pelo item (a), também ird convergir para x em (X,d;).
Logo, (X, d;) é completo. A reciproca segue de modo anélogo. [

Se X é um espago vetorial com duas normas || - || e || - |1 e x € X, & provavel que
||| # ||z]|:- No entanto, pelo corolario 2.1, como muitas propriedades de espagos métricos
sao conservadas, nao importa se consideramos uma norma ou outra. Isto é importante
porque, as vezes, uma das normas é mais facil de se trabalhar do que a outra.

Se X é um espaco de dimensao finita entao sabemos, do exemplo 2.2, que X tem pelo
menos uma norma. Vamos mostrar agora que qualquer outra norma em X é equivalente
a esta norma e, portanto, derivam muitas propriedades de espagos métricos de espacos
vetoriais normados de dimensao finita.

Teorema 2.2 Sejam X um espago vetorial de dimensdo finita com norma ||| e {e1, €2, ..., e, }
uma base para X. Seja ||.||; outra norma em X definida por

n
E Ajej
=1

As normas ||-|| e |||, sdo equivalentes.

= Q- ) (2.1)

Demonstragao: Seja M = (Z?ZIHejHQ)%. Entao, M > 0 pois {ey,eq,...,e,} ¢ base.

Também
DA
j=1

n

<Y INesl =D I Hlesl
j=1

=1
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usando a desigualdade de Hold (Teorema 1.5), temos:

ZM 2z Znegn 2= MY [Nell,
j=1

7j=1

N \

Agora seja f : F" — F definida por
f<)‘17 )‘27 7)‘71) = Z ”)\jejH :
j=1

A funcdo f é continua com respeito & métrica usual em F" pelo Teorema 1.11.

Se S = {(A1, Mg, ., An) € B/ 370 [NjP = 1}, entdo S é compacto. Assim, existem
(:ub,uQ’ 7Mn) € S tais que f(/’l/:l’/’[/27 7,un> S f(>\17>\27 7)\71) para todos

f - ()\1,)\2, ,)\n) S S

. Donde, seque que Z 1 Ajej = 0, o que contradiz o fato

Se m = 0, entdo HZ €

que {ey, €9, ...,e,} € uma base para X.

Consequentemente, m > 0. Além disso, por defini¢do de ||-||;, se [|z||; = 1, entdo
]| = m.

Portanto, se y € X — {0}, entao HWH = 1. Dai, > m e, finalmente, ||y|| >
1

Como ||y|| > m ||ly||; quando y = 0, segue que as normas ||-|| e ||-||, sdo equivalentes. B
Corolario 2.2 Se ||-|| e [|-||; sdo duas normas quaisquer num subespago vetorial X de

dimensao finita entdo elas sao equivalentes.

Demonstragao: Seja {eq, ez, ...,e,} base de X e seja ||-||; a norma em X definida por

szzl )\jej‘ 1 -

pelo Teorema 2.2. Por fim, |||, é equivalente & ||-|| pelo Lema 2.1. [

(> |/\j|2)%. Entao ambas as normas ||-|| e ||-||, sdo equivalentes a [|-||;,

Agora que mostramos que todas as normas em espacos de dimensao finita sao equiva-
lentes, podemos obter propriedades de espacos métricos da métricas associadas as normas
simplesmente considerando uma norma particular.

Lema 2.4 Sejam X um espaco vetorial de dimensao finita sobre F e {eq,es,...,e,} uma
base para X. Se |||, : X = R € a norma em X definida por 2.1, entao X é completo.

Demonstra¢ao: Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy em X e ¢ > 0. Cada elemento da
N . n P

sequéncia pode ser escrito como x = Zj:1 |Xjm - €], para algum A;,,, € F. Uma vez que

{z,} & de Cauchy, existe N € N tal que, quando k, m > N,

Z Njk = Nl = g, — 2] < €
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Consequentemente, Y7 [Njx — Ajm|* < € para k,m > Ne 1 < j < n. Assim, {);,n}
¢ de Cauchy em [F, para 1 < j < n e, uma vez que IF é completo, existe A\; € N tal que
)\j,m — )‘j'
Portanto, existem N; € N tais que quando m > Nj,
2

2 6
IAjk — Ajm|” < e

Seja No = max{Ny,...,N;} esejax ="

j=1

n n 2
€
[ = =D A = AP <) g:g-
=1 j=1

Aje;. Entao, quando n > Ny,

Logo, x,, — x e, por isso, X é completo. [ |

Corolario 2.3 Se ||-||; € uma norma qualquer no espago X de dimensdo finita, entdo X
€ um espaco mélrico completo.

Demonstragao: Sejam {eq, e, ..., €, } uma base para X e [|-||; X — R uma segunda norma
em X definida por HZ:ZI Aje; ‘
1

pelo Corolario 2.2 e X com a norma ||-||, é completa pelo Lema 2.4. Logo, X com a norma
||-]| também é completo pelo Corolario 2.1. |

= (> |)\j]2)%. As normas ||| e [|-||; sd@o equivalentes

Corolario 2.4 Se Y ¢é um subespaco de um espaco vetorial normado X, entao Y € fe-

chado.

Demonstracao: O espaco Y é um espaco vetorial normado e, assim, ele ¢ um espaco mé-
trico completo pelo Corolario 2.3. Logo, Y é fechado pois qualquer subconjunto completo
de um espaco métrico X ¢ fechado. [

Estes resultados mostram que as propriedades de espagos métricos de todos os espacos
de dimensao finita normados sao semelhantes aos de F". No entanto,cada norma em um
espaco de dimensao finita dara diferentes propriedades no espaco normado. Um exemplo
diferente disto é a dificuldade na obtencao de uma boa estimativa do menor ntmero
possivel, podemos tomar para [m, M] no Corolario 2.1.

2.3 Espacos de Banach

Quando tratamos com espacos vetoriais X de dimensao infinita pode haver duas normas
em X que nao sao equivalentes. Portanto, muitos dos métodos utilizados na se¢ao anterior
nao se estendem aos espacos vetoriais de dimensao infinita e, por isso, podemos esperar
que muitos destes resultados ja nao sejam verdadeiros. Por exemplo, cada subespaco
linear de um espaco normado é fechado, pelo Corolario 2.20. Isso nao é verdade para
subespacos lineares de dimensao infinita de espacos normados conforme veremos agora.
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Exemplo 2.14 Seja S = {{z,} € [*°; existe N € N;x,, = 0, para todon > N}, de
modo que S € um subespaco vetorial de [*° formado por sequéncias que tem um nimero
finito de termos nao nulos.

Solugao: Se x = (1,%,%,...) entdao v € 12 — S. Seja x = (1,%,%,...,%,0,0,...). Entao
{z,} € Se
1 1 1
— dp|| — 070,...’ Ty T oy e = — .
o=l = 0.0 )| =000 =
Logo, lim |z —z,| = 0 e, assim, lim z, = X. Portanto, + € S — S e, dai, S nio é
n—oo n—oo
fechado. [ |

Veremos a seguir que subespacos lineares fechados sao mais importantes que subespacos
lineares nao fechados. Assim, se um determinado subespaco linear S nao é fechado, sera
vantajoso considerar o seu fecho S (lembre-se que para qualquer subconjunto A de um
espaco métrico, A C A e A = A se, e somente se, A ¢ fechado). No entanto, é preciso
mostrar primeiro que o fecho de um subespaco linear de um espaco normado também é
um subespaco linear.

Lema 2.5 Se X € um espaco normado e S é um subespaco linear de X, entdo S é um
subespaco linear de X.

Demonstragio: Sejam z,y € S e a € F. Por isso, existem sequéncias {7, } e {y,} em S
tais que

x = lim x,ey = lim y,.
n—oo n—oo

Como S é um subespago linear, z,, + v, € S para todo n € N. Assim,

r+y= llm(xn+yn)65.

Similarmente, ax, € S, para todo n € N. Dai,

ar, = lim azx, € S.
n—oo

Logo, S é um subespaco linear. [ |

Suponha que X é um espaco vetorial normado e seja FF um subconjunto qualquer de
X, nao vazio. Lembrando de que o spam de E é o conjunto de todas as combinacoes
lineares dos elementos de E ou, equivalentemente, & intersecao de todos os subespacos
lineares que contém E. Uma vez que X é um subespaco linear fechado de X contendo F,
podemos formar uma intersecao semelhante com subespacos lineares fechados.

Definicao 2.3 SejamX um espa¢o normado e E um subconjunto nao vazio de X. O
fecho do Span de E, denotado por SpE € a intersecio de todos os subespacos lineares
fechados de X que contém E.

A notacao usada para spam linear fechado de E sugere que existe uma ligacao entre
SpE e SpE. Esta ligacao sera esclarecida no Lema 2.6.
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Lema 2.6 Sejam X um espaco normado e E um subconjunto nao vazio de X.

(a) SpE é um subespaco linear fechado de X que contémE;
(b) SpE = SpE, isto ¢, SpE ¢ o fecho de SpE.

Demonstracao:

(a) Como a intersecio de qualquer familia de conjuntos fechados é fechado, SpE ¢
fechado; e como a intersecao de uma familia qualquer de subespacos lineares é um subes-
paco linear, SpE também é um subespaco linear. Logo, SpE é um subespaco linear
fechado de X que contém X.

(b) SpE =V; C SpE C SpE. u
O caminho usual para encontrar SpE é encontrar SpE, entdo SpE e usar o Lema 2.6.

A importancia dos subespacos lineares fechados € ilustrada no Teorema 2.3. Se a palavra
"fechado'"for omitida do enunciado deste teorema, o resultado tem de ser falso.

Teorema 2.3 (Lema de Riesz) Suponha que X é um espago vetorial normado, Y € um
subespaco linear de X tal que Y # X e « € um nimero real entre 0 e 1. Entao, eriste
To € X tal que ||z,|| =1 e ||za —y|| > «, para todo y €Y.

Demonstracao: Como Y # X, existe um ponto x € X — Y. Também, uma vez que Y
¢ um conjunto fechado, d = inf{||z — z||;z € Y} > 0, pela parte (d) do Teorema 1.1.
Assim, d < da~t.

Seja x, = ”5:;‘ . Entdo ||z,|| =1 e, para qualquer y € Y,
T—z T z T—z
Hxa—yllz‘——yH=‘ - - yH
[ — 2| [z =2l e == [l =]
1 -1
:M-l\x—(z+\1x—z\\y)11>(ad )-d=a.
Assim, z + ||z — z||y € Y; uma vez que Y é um subespaco linear. |

Teorema 2.4 Se X ¢ um espaco vetorial normado de dimensao finita entao nem D =
{z € X;||z|| <1} nem D ={z € X;||z|| = 1} é compacto.

Demonstragao: Seja 7 € K. Entdo, como X ndo tem dimensao finita, Sp{z;} # X.
Além disso, como Sp{z;} tem dimensao finita, Sp{z;} é fechado, pelo Corolario 2.4.
Consequentemente, pelo Lema de Riesz, existe x3 € K tal que

NI

s — axy = Bl =

Y

para todos «, 8 € F.
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Continuando com este raciocinio, obtemos uma sequéncia {x,} em K tal que |z, —
Tl > % quando n # m. Esta nao tem uma subsequéncia convergente. Assim, nem D
nem K sao compactos (pois K C D). |

Compacidade pode ser uma propriedade de espacos métricos muito ttil. Como vimos,
por exemplo, na prova do Teorema 2.16. Recordamos que em qualquer espago normado de
dimensao finita, qualquer conjunto fechado e limitado é compacto. Mas infelizmente nao
existem muitos conjuntos compactos em espacos normados de dimensao infinita, como
existem em dimensao finita. Pelo Teorema 2.2, esta é a grande diferenca entre a estrutura
de espaco métrico de dimensao finita e infinita. Portanto, os resultados mais profundos
em espacos normados, provavelmente, s6 ocorrem nesses espagos que ja sao completos.

Definicao 2.4 Um espaco de Banach € um espaco vetorial normado que é completo sob
a métrica associada a esta norma.

De sorte, muitos de nossos exemplos de espagos vetoriais normados sao espacos de
Banach.

Teorema 2.5 .

(a) Qualquer espa¢o normado de dimensdo finita € um espago de Banach;

(b) SeX é um espago métrico compacto, entao Cp(X) € um espago de Banach;
(¢c) Se (X,> , ) € um espaco de medida, entao LP(X) é Banach para 1 < p < oo;
(d) 1° € um espago de Banach para 1 < p < oo;

(e) Se X é de Banach e Y ¢é um subespago linear de X, entaoY é de Banach se, e
somente se, Y ¢ fechado em X.

Demonstracao:
(a) Segue do Corolario 2.3.
(b) Segue do Teorema 1.3
(c)
)

(d
em N.

Segue do Teorema 1.4

Este é um caso particular do item (c¢) acima, em que a sua medida de contagem é

(e) Y é um subespaco linear normado do Exemplo (2.6) e Y é um espago de Banach
se, e somente se, ele ¢ completo. Contudo, um subconjunto de um subespaco métrico é
completo se, e somente se, ele é fechado (pelo Teorema 1.2). Logo, Y é um espago de
Banach se, e somente se, Y é fechado em X. [ |

Exemplo 2.15 Prove que ¢y € um espaco de Banach.
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Solugao: Por defini¢ao, c¢g = {(ag)i2; : ar € K, paratodo k € Ke a, — 0}. Como
co € um espaco vetorial com as operacoes usuais de sequéncia. Considerando a norma
|(ar)||co = sup{|ax|; & € N}. Seja (z,)°, uma sequéncia de Cauchy em ¢y. Dizemos que
T, = (ak)?2,, para cada n € N. Seja j € N. Note que

ja, — ap,| < supflay, — aplik € N} = |20 — 2.

Isso significa que a sequéncia de escalares (a?)>°, & de Cauchy em K, logo converge.
Digamos que n — oo implica em aj, — a’, para cada j € N. Tome x = (a;)52, e observe

que x € ¢g. Como z,, — x em ¢y, concluimos que ¢y é Banach. [

Definicao 2.5 Sejam X um espaco normado e xp uma sequéncia em X. Para cada
nteiro positivo n, seja S, = ZZ:1 T a soma parcial dos n primeiros termos da sequéncia.
A série ZZZl xy € dita convergente se lim,,_, . s, existe em X e se definamos

n

E rp = lim s,.
n—oo

k=1

Teorema 2.6 Sejam X um espago de Banach e {x,} uma sequéncia em X. Se a série
S vy k|| converge, entio a série Y, _, x) converge.

Demonstra¢ao: Sejam € > 0 e s, = > ;_, o3 a soma parcial dos n primeiros termos da
sequéncia. Como Y _,_, ||ax|| converge, as suas somas parciais formam uma sequéncia de
Cauchy. Assim, existe N € N tal que )" . |lzx]| <€, quando m >n > N,

m
Ism = sull = D llawll <e.

k=n+1
Logo, {s,} ¢ uma sequéncia de Cauchy. Assim, ela converge pois X é completo. Por fim,

2k u
k—1 Tk converge.

Exemplo 2.16 Seja S = {{z,} € I*: existe N € N tal que x,, = 0, para todon > N},
de modo que S é um subespaco linear de 1> formado por sequéncias que tem um nimero
finito de termos nao nulos. Mostre que S nao é fechado.

Solugio: Se v = (1,3,%,...), entdo x € I* S. Sejax, = (1,5,3,...,1,0,...). Entdo z € S

e — ol = || (0,0,..0, 1 1 !
T — x| = 0,..,0, ——, ———, . || =
n+1"n4+2 n-+1.

Logo, lim,, s ||z — 2,|| = 0 e, assim, lim,,_,o, 7, = . Portanto, z € S — S concluindo que
S nao é fechado. [ ]

N =

Exemplo 2.17 Sejam X um espago normado, x € X — {0} e Y um subespago linear de
X.

(a) Se existe n > 0 tal que {y € X;||y|| <n} CY; mostre que % eY.
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(b) SeY é aberto, mostre que Y = X.

Solucao:
a) Observe que,
ne n |zl _n
= =1 <,
HMWH’ 2 flzfl 2
Entao, concluimos que % ev.

b) Seja z € X — 0. Como Y é aberto, existe n > 0 tal que {y € X;||y|| < n} C Y.

Logo, #ﬁu € Y, pelo item (a). Como a multiplicacdo de um escalar por um vetor esta
em Y, nos temos que x = 2”;” . (Q—H;C—H) €Y. Entdao, X C Y. Como Y C X por definicao,
concluimos que Y = X. [ |

Exemplo 2.18 Sejam X um espaco linear normado e, para todo x € X er > 0,

I={yeXilly—zl<ryeS={ycXilly—zf <r}

(a) Mostre que T € fechado.

(b) Sez €T ez = (r— n~1) -z, para todo n € N, mostre que lim, .o, 2, = 2 e,
portanto, mostre que S =T.

Solucao:

a) Seja {z,} uma sequéncia em T que converge para z € X. Entdo, para todo n €
N, ||z, — x| < r, logo
|2 all = lim ||z, —af| <,
n—oo

dai pelo Teorema 2.1. Assim, z € T e T é fechado.

b) Note que ||z —z,|| =[]z — (1 —n"1) - z|| = n~'-||2|]| < n~'r, para todo n € N. Entao,
lim,, o0 2, = 2. Uma vez que S C T e T & fechado, S C T. Por outro lado, se z € T e z,
estd definida acima, entdo ||z,|| = (1 —n7) - |z < (1 =n"1) - r <7, logo z, € S. Assim,
z é o limite de uma sequéncia de elementos de S, entdo z € S. Consequentemente, T C S
e,dai S=T. |

Exemplo 2.19 Sejam X um espago de Banach com norma ||+ |1 e Y também de Banach
com norma || - ||2. Se Z =X XY com a norma dada no Exemplo 2.9, mostre que Z é de
Banach.

Solugao: Seja {(z,,y,)} uma sequéncia de Cauchy em Z. Entao, {z,} ¢ de Cauchy em
X e {y,} é de Cauchy em Y pelo Exemplo 2.12. Como X e Y sao espacos de Banach,
quando n — oo temos que z, - = € X ey, — y € Y. Logo, (z,,y,) — (x,y), pelo
Exemplo 2.12. Portanto, Z é um espago de Banach. [

Exemplo 2.20 Seja S um conjunto qualquer nao vazio, seja X um espaco de Banach
sobre F e seja Fy(S,X) um espago vetorial com a norma ||f|ly = sup{||f(s)|;s € S}.
Mostre que Fy(S, X) é um espaco de Banach.
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Solugao: Sejam {f,} uma sequéncia de Cauchy em F,(S, X) e € > 0. Existe, N € N tal
que || f, — fmll <€, quando n,m > N.

[fn(8) = Fn() | < 1 fn = fnlle <€,

para todo s € S, quando n,m > N. Segue-se que {f,(s)} é uma sequéncia de Cauchy em
X. Uma vez que X é completo, a sequéncia { f,,,(s)} converge. Assim, definimos a fungao
f:S— X por

f(s) = lim f,(s).

Como ||fu(s) — fim(s)|| < €, para todo s € S, quando n,m > N; fazendo o limite quando
m — oo, temos que || f,(s) — f(s)|| < e, sempre que n > N. Assim,

IF () < e+ [1fn(s)] < €+ ([ fullb,

com n > N, para todo s € S. Donde, segue-se que f é uma funcao limitada e, assim,
f € Fy(S,X) e lim, .o fr, = f pois || fu — flls < €, quando n > N. Portanto, F,(S, X) é
um espaco de Banach. [ |
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Capitulo 3

Espacos com Produto Interno e
Espacos de Hilbert

Neste capitulo introduzimos o conceito de norma de um vetor como a generalizagao da
ideia de comprimento de um vetor. Entretanto, o comprimento de um vetor em R? ou
R? ndo é somente um conceito geométrico que pode ser expressado algebricamente. O
produto interno, por sua vez, ¢ um conceito usado para estender espacos vetoriais. Para
fazer isso, veremos um conjunto de axiomas que sao satisfeitos pelo produto interno em
R? e que podem ser usados como base da definicdo em um contexto mais geral.

3.1 Produtos Internos

Definicao 3.1 Seja X um espaco vetorial sobre R. Um produto interno em X € uma
funcao (+,) : X x X — R tal que para todos x,y,z € X e o € R,

O primeiro exemplo, mostra que o produto escalar em R? é um produto interno.
Exemplo 3.1 A fungio () : RF x R* — R definida por (z,y) = >.00 Ty, € um
produto interno em R*. Este produto interno serd chamado de produto interno usual (ou

canonico) em RF,

Exemplo 3.2 Seja X um espago com produto interno e sejam u,v € X. Se (z,u) =
(x,v), para todo x € X, mostre que u = v.
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Solugao: Por hipotese (z,u) — (x,v) = 0. Assim, (z,u—v) = 0, para todo x € X. Assim,
u—v =0, ou seja, u=v. [

Antes de recorrer a outros exemplos consideramos que modificacbes precisam ser feitas
para definir um produto interno adequado em espacos lineares sobre os nimeros com-
plexos. Vamos considerar o espaco linear C3 e, por analogia com o Exemplo 3.2, va-
mos examinar o que parece ser o analogo natural do produto escalar em R3, ou seja
(z,y) = Eizl Tpln, com x,y € C3. Um problema imediato é que, no caso complexo, a
igualdade (z,r) = 27 + 23 + 22 nao precisa ser real e assim, em particular, nio precisa
ser positivo. Assim, no caso complexo, a propriedade (a) na Defini¢cao 3.1 nao precisa
garantida.

Além disso, a quantidade,\/(x, ) que d4 o comprimento de = no caso real nao precisa
ser um namero real e, consequentemente, nao da uma boa ideia do comprimento de .
Por outro lado, as quantidades |z,|* = z,7,,n = 1,2,3 (indicam o conjugado complexo)
sao reais e positivas, de modo que pode evitar esse problema redefinindo, no entanto,
o conjugado complexo nas variavel y, nesta defini¢cao, obrigamos a fazer uma pequena
modificacao na definicdo geral de produtos internos em espagos complexos.

Definicao 3.2 Seja X um espacgo vetorial. Um produto interno em X € uma func¢ao
(+,-) : X x X — C tal que para todos x,y,z € X e a € C,

z,y) = (y,z)

Exemplo 3.3 A fungdio (-,-) : CF x C* — C definida por (z,y) = > o0 ©, Y, € um
produto interno em CF.

Definigao 3.3 Um espago vetorial real ou complexo X com um produto interno (-,-) é
chamado de espaco com produto interno.

Estritamente falando, uma vez que distinguimos o espaco vetorial X 6bvio que o produto
interno (-, -) do mesmo espa¢o com um produto interno com um produto interno diferente
(,+)'. No entanto, uma vez que sempre sera 6bvio que um produto interno destina-se a
qualquer espago vetorial X, nés (em comum como a maioria dos autores) iremos ignorar
esta distingao. Em particular, a partir de agora (exceto quando indicado), R¥ e C* indicam
sempre 0s espacos com produtos internos dados nos Exemplos 3.1 e 3.2.

A tnica diferenca entre produtos internos entre espacos reais e complexos reside na
ocorréncia do conjugado complexo na propriedade (d) na Defini¢ao 3.2. Da mesma forma,
exceto para a ocorréncia de conjugados complexos, a maioria dos resultados e provas que
serao discutidos abaixo aplicam-se igualmente aos espacos reais e complexos. Assim, a
partir de agora, salvo indicacao contraria espagos vetoriais podem ser ou real ou com-
plexo, mas vamos incluir o conjugado complexo na discussao de determinados aspectos,
no entendimento que no caso real, isso sera ignorado.
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Em geral, um produto interno pode ser definido em qualquer espago vetorial de di-
mensao finita. Nos daremos a solugdo do préoximo exemplo, que é a generalizagdo dos
Exemplos 3.1 e 3.2.

Exemplo 3.4 Sejam X um espaco vetorial de dimensdo k e sua base {eyq,...,ex}. Sejam
x,y € X dados por x = 22:1 Anbn € T = 2221 fnen. A funcio (+,-) : X x X — F
definida por (x,y) = Zizl Al € um produto interno em X.

Claramente, o produto interno depende da base escolhida, e entao somente obtemos
um produto interno "Usual"quando usamos a base "Usual"para o espaco.

Agora, seja (X, >, 1) um espago de medida, e relembre dos espagos vetoriais LP(X) na
Definicao 1.2.

Exemplo 3.5 Se f,g € L*(X) entio fg € L*(X) e a fungaio (-,-) : L*(X) x L*(X) - F
definida por (x,y) = [y fgdx € um produto interno em L*(X). Este produto interno serd
chamado de produto interno usual em L*(X).

O proximo exemplo mostra que o espaco das sequéncias [? definido no ¢ um espaco com
produto interno. Ele é, na verdade, um caso especial de exemplo prévio, usando medida
de contagem em N.

Exemplo 3.6 Se a = {a,} e b = {b,} € I* entao a sequéncia anb, € I* e a fungao
(-,+) : F* x F* = F definida por (z,y) = > o | anb, € um produto interno em I2.

Nossos proximos exemplos mostram que subespagos e produto cartesiano de espacos
com produto interno sao também espacos com produto interno definidos de maneira na-
tural. Esses resultados sao similares aos Exemplos 2.8 e 2.9 para espac¢os normados.

Exemplo 3.7 Seja X um espago com produto interno (-,-) e seja S um subespago linear
de X. Seja (-,-)s a restricao de (-,-) a S. Entao (-,-)s € um produto interno em S.

Exemplo 3.8 Sejam X e Y espagos com produto interno (-,); e (-, )2, respectivamente;
e seja Z = X XY o espaco linear do produto cartesiano. Entao a funcio (+,-) : ZxZ — F
definida por (u,v), (z,y) = (u,x); + (v,y)2 € um produto interno em Z.

Observacao 3.1 . Devemos notar que, embora as definicoes dos Fxemplos 2.8 e 3.10 sdo
naturais, a norma induzida em Z pelo produto interno acima tem a forma \/||x||? + ||y|3
(onde ||-||1, |- ||2 s@o as normas produzidas pelos produtos internos(-, )1, (+,+)2 ). Enquanto
que a norma definida em Z no Exemplo 2.8 tem a forma ||z||1 + ||yl|l2. Estas duas normas
nao sao iguais, mas sao equivalentes. Assim na discussao propriedades analiticas nao faz
qualquer diferenca qual € utilizado.

No entanto, a norma induzida € um tanto menos conveniente de manipular devido ao
termo de raiz quadrada. Assim, ao lidar com espacos de produto cartesiano que geralmente
se utiliza a norma no Exemplo 2.8. Se apenas normas estao envolvidas, deve-se usar a
norma induzida se produtos internos também estao envolvidos.
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Exemplo 3.9 Para quaisquer a,b € C, prove que:

(a) 2|a] - |b] < |af* + [b]*

(b) la+b* < 2(|af* + [b)

Solucao:
a) Basta notar que 0 < (la|* — [b]*) = |a|* — 2|a| - |b| + |b]>.
b) Observe que |[a +b> = (a+b) - (a+b)=a-a+a-b+a-b+b-b
< laf* +2al - [b] + [b]* < 2(|a|* + [b]*).
|

Vamos agora afirmar algumas identidades algébricas elementares que os produtos in-
ternos satisfazem.

Lema 3.1 Sejam X um espago com produto interno, x,y € X e a € F. Entao:

(a) (0,y) = (2,0) = 0;
(b) (z,ay + Bz) = alz,y) + B(x, 2);

(c) (ox + By, az + By) = (|a)*(z,2) + aB(z,y) + Ba(y, ) + (|6])*(y, y)-

Demonstracao:

(a) (0,9) =(0-0,9) =0-(0,y) = 0. Assim, como (z,0) = (0,z) =0 = 0.

(b) (z,ay + Bz) = (ay + Bz,7) = (ay,z) + (Bz,7) = a(z,y) + B(z, 2).
(c) (ax + By, ax + By) = alaxr + By, x) + B(ax + By, y)

= aa(z, ) + af(y, x) + Bo(z,y) + BA(y, y)

= (la])*(z,2) + af(z,y) + Baly,z) + (16])*(y, ).
m

Proveniente da parte (¢) da Defini¢ao 3.2 e parte (b) do Lema 3.1, podemos dizer que
um produto interno (-,-) em um espag¢o complexo é linear em relacdo a sua primeira
variavel e é conjugado linear em relagao a segunda variavel (um produto interno em um
espaco real é linear em relacdo a ambas as variaveis).

Na introdugdo deste capitulo, observou-se que, se z € R3 e (-,+) é o produto interno
usual sobre R3, entdo a formula /(z, ) d4 o comprimento euclidiano usual, ou norma, de
x. Agora queremos mostrar que para um espago com produto interno geral X, a mesma
formula define uma norma em X.

Lema 3.2 Sejam X um espago com produto interno e x,y € X. Entao:
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(a) (I(z,y))? < (x,2)(y,y), com z,y € X;

(b) a fungio ||-| : X — R dada por ||z = (x,2)2 ¢é uma norma em X.

Demonstracao:

(a) Se x = 0 ou y = 0, o resultado é verdade. Entao, vamos supor que nem x nem y é
(z

zero. Fazendo o = —(x’z; e =1 no item (c¢) do Lema 3.1, obtemos:
(xvy) 2 (;U,y) <x7y)
0 < y - 5 - . ) - : 9 i
< (o +y,0r +y) I(x’x)! (z, ) (@.2) (z,y) (@.2) (v, 2) + (4,9)
1G] ()] N (") (v, 1)
— (x,x) (x,x) (x,x) 7
|(z, )|
e, consequentemente,
(@, 9)I” < (2,2) - (y,9).

(b) Observe que, usando as propriedades de produto interno, a fungao || - || de fato
define uma norma:

(i) |zl = (2,2)2 > 0;

(i) |lz]| = 0 see (z,2)2 = 0 see z = 0;

(i) [lax]| = (ax, az)? = (a@)? - (z,2)2 = |o] - |J«];

(iv)

lz+ylI* = llzl® + 2Re(z, y) + |yl
< Alel® + 212l - Iyl + llyl®
= (Il + llylh*®
|

A norma ||z|| = (z,z)2 definida no Lema 3.2 no espago com produto interno X ¢é dita ser

induzida pelo produto interno (-, ). O lema mostra que, por usar a norma induzida, cada
espaco com produto interno pode ser considerado como um espac¢o normado. De agora
em diante, sempre que usarmos uma norma em um espaco com produto interno X, serd
a norma induzida, mesmo que nao seja especificado.

Ao examinar as normas usuais e os produtos internos que definimos até agora (em
F* 12, LP(X)), vemos que cada uma dessas normas é induzida pelos produtos internos
correspondentes. Além disso, com esta convengao, a desigualdade na parte (a) do Lema
3.2 pode ser reescrita como

(@ 9)| < ]l - llyll- (3.1)

A desigualdade no Teorema 1.5 (com p = ¢ = 2) ¢ um caso especial da desigualdade (3.1)
(obtida substituindo o produto interno padrio e a norma em F* em (3.1). A desigualdade
(3.1) é chamada desigualdade de Cauchy-Schwarz. Ela ir4 revelar-se extremamente 1til a
seguir.

27



Notamos também que é muitas vezes mais conveniente trabalhar com o quadrado da
norma induzida para evitar ter que tomar as raizes quadradas. Uma vez que cada espago
com produto interno tem uma norma induzida, uma pergunta natural ¢ se toda norma
é induzida por um produto interno. A resposta é nao - normas induzidas por produtos
internos tém algumas propriedades especiais que as normas em geral nao possuem.

Lema 3.3 Seja X um espago com produto interno (-,-). Entdo para todos u,v,z,y € X:

(a) (u+v,x+y)—(u—v,x—y)=2(uv)+ 2(v,x);
(b) 4(u,y) =(u+v,x+y) — (u—v,2—y)+ilu+iv,z +iy) —i(u —iv,z — iy).

Demonstracao:

(a) (u+v,x+y)— (u—v,z—y) = (u,z)+ (v,z) + (u,y) + (v,y) — (u,z) + (v,z) +
(u7 y) - (Uay> = 2(U,U) +2(U,l’);

(b) (u+v,x+y)— (u—v,x—y)+ilut+iv,z+iy) —i(u—iv,x —iy) =
=2(u,v) +2(v,z) +i((u+iv,2) —i(u+iv,y)) — i((u —iv,z) +i(u —iv,y))
= 2(u,0) +2(v, ) +iu, 2) = (v, 2) + (u, y) + (v, y) — i(u, ) = (v,2) + (v, y) —i(v,y)

= 4(u,y).
n

Teorema 3.1 Seja X um espago com produto interno (-,-) e norma induzida ||-||. Entao
para todos x,y € X:

(0) [lz +ylI* + [l = ylI* = 2.(l[I* + ly|*); (Regra do paralelogramo)
(b) se X € real, entio 4(u,y) = (||[z +y|)* + (|z — y|)%;
(c) se X é real, entio 4(u,y) = (= +yl)* + (= — yl)* + (= + iyl))* — i(llx — iy]])*.
(Identidade de Polariza¢ao)
Demonstracao:
(a) Por definicao,
o+ ol + =yl = (@ + g2+ 9))2 + (@ =2 — )%
(@, 2) + (2, 9) + (v, ) + (4, 9) + (2, 2) = (2, 9) = (v, 2) + (,9)
=2-((z,2) + (:9)) = 2~ (lI* + lly[I*)

(0) e +yl* = e —yl* = (z + 9,2+ y)*)? = ((x — g2 — y)*)?
(z,2) + (z,9) + (y,2) + (y,9) = (z,2) + (2, 9) + (y,2) = (v, 9)
= 2(w,y) + 2(y, x) = 4(z,y).
(c¢) Faca u = x e v = y no item (c¢) do lema (3.3). |

Um caminho para mostrar que a norma dada em um espaco vetorial nao é induzida por
um produto interno é mostrar que ela nao satisfaz a regra do paralelogramo.
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Exemplo 3.10 A norma usual no espago C|0, 1] nao é induzida por um produto interno.

Solugao: Considere as funcoes f,g € C[0,1] definida por f(z) = 1,g9(z) = =z, com
z € [0,1]. Da definicdo de norma usual em C|0, 1], temos:

If+gll>+f—gl?=4+1=5,

mas,
2(1F1 + llgll*) = 2(1 + 1) = 4.

Assim, a regra do paralelogramo nao é verificada. [ |

Uma vez que um espago com produto interno X é um espaco normado (com a norma
induzida), é também um espago métrico com a métrica associada com a padrao (ver
capitulo 2). A partir de agora, quaisquer conceitos de espacos métricos que usamos um
X sera definido em termos desta métrica.

Uma propriedade importante dessa métrica é que o produto interno (-, ) em X, que foi
definido unicamente em termos das suas propriedades algébricas, é uma fun¢ao continua
no seguinte sentido:

Lema 3.4 Seja X um espago com produto interno e suponha que {x,} e {y,} sao sequén-

cias convergentes em X, com lim z,, = x, lim y, = y. Entdo lim (z,,y,) = (x,y).
n—oo n— o0 n— o0

Demonstracao:

[(Zn, Yn) — (@, 9)] = (@0, Yn) = (T, y) + (20,y) — (7,9)]
(T Yn) = (@0, Y| + (20, y) — (7,9)]
(T Yo — Y)| + (0 — 2, )]

< Nzallllyn — yll + llzn — zl[{ly]l-

IN

Como {z,} converge, ela é limitada. Entao, o lado direito da desigualdade tende a zero
quando n — oo. [ |

3.2 Ortogonalidade

A razao pela qual nés introduzirmos produto interno estava na esperanca de ampliar o
conceito de angulos entre vetores. A partir da desigualdade de Cauchy Schwarz, para os
espacos de produto interno real, se x,y sao vetores nao nulos, entao

o (@)
~llllyl

e, dai, o angulo entre x e y pode ser definido por

= (cos -1 (ZL’,y)
0= (o) (el

Para espagos com produto interno complexos, a posi¢do ndo é mais dificil ( o pro-
duto interno (x,y) pode ser complexo, e nao esta claro que o que um angulo complexo
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significaria). No entanto, um caso especial importante pode ser considerado, ou seja,
quando (z,y) = 0. Neste caso, podemos considerar os vetores como sendo perpendicular
ou ortogonal.

Definicao 3.4 Seja X um espaco com produto interno. Os vetores x,y em X sao ditos
ortogonais de (z,y) = 0.

Da algebra linear, temos algo similar com o conceito de conjunto de vetores ortonormais
em espacos com produto interno de dimensao finita. Esse conceito pode ser estendido para
espacos com produto internos arbitrarios.

-

Definigao 3.5 Seja X um espago com produto interno. O conjunto {eq,es,...,e,} C X é
dito ortonormal se |le,|| = 1, para todo 1 < n <k e (em,e,) =0, para todos 1 <n,m < k
com m # n.

O resultado no préximo lema ¢é sobre conjuntos ortonormais em espacos com produto
interno de dimensao finita pode ser bem familiar, mas relembraremos aqui para usar como
referéncia mais a frente.

Lema 3.5 .

(a) Todo conjunto ortonormal nas condigdes acima é linearmente independente. Em
particular, se dimX = k entao este conjunto € base e qualquer vetor x € X pode
ser expresso na forma = 3."_ (x,e,)e,.

(b) Seja vy, v, ..., v, um subconjunto linearmente independente de X (espago com pro-
duto interno), e seja S = Sp = vy, vq,...,v,. FEntdo, existe uma base ortonormal
€1,€2, ..., e, para S.

Demonstracao:

(a) Suponha que Z:Zl ane, = 0, para algum «,, € F;n = 1,2, ..., k. Entao fazendo o
produto interno com e,, e usando ortonormalidade, temos:

k
0= (Z Qn€np, em) = (O-/memyem) - Cl‘m”emH = O,
n=1

param = 1,2,..., k. Logo, o conjunto ey, es, ..., €, € linearmente independente.

Além disso, se {ey,ea,...,e,} é base, existem \, € F;n = 1,2,...k tais que z =
ZZ:1 ane,. Entao, fazendo o produto interno com e, e usando ortonormalidade, temos:
k
(I, em) = (Z Anena em) = ()\mema em) = >\m7
n=1

param=1,2,... k.

(b) Provaremos usando indugao sobre k.
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Para k = 1, como v; # 0,||v1]] # 0 entdo podemos tomar e; = W’ e e; é a base
desejada. Agora suponha que o resultado é verdade para algum inteiro £ > 1. Seja
{v1,v9, ..., vk41} um conjunto linearmente independente e seja {ej, ey, ..., ex} uma base
ortonormal para Sp{vy, v, ..., vx}; nossa hipdtese de indugao.

Como {vy, v, ..., Vg+1 } € um conjunto linearmente independente, vg1 ¢ Sp{vy, ve, ..., vt }.
Entdo, vg11 ¢ {e1, €2, ..., €}

Seja
k

bkt = Vki1 — Y (Vki1, €n)em.

n=1

Entao byy1 € Sp{vi, va, ..., Ugs1} € bgy1 # 0. Também, para cada m = 1,2, ..., k, tem-se:

k
(bis1s €m) = (Vkg1,€n) = Y (U1, ) (Ens €m))
n=1

= (Vk+41,€n) — (Vpg1,€5) = 0.
Logo, byy1 € ortonormal a todos os vetores {ey, s, ..., e }.

Seja e, = HH' Entao, {ei, e, ..., €11} € um conjunto ortonormal com

it
[16k41
Sp{@l, €9, ...y €k+1} C Sp{'l)l, V2, ...y Uk+1}.

Mas, ambos subespacos tem dimensao k+1. Entao, eles s6 podem ser iguais, completando
a prova por indugao. [ |

Exemplo 3.11 Se S é o Span linear de a = (1,4,1) e b = (—1,0,1) em R3, use o
algoritmo de Grand-Schimidt para encontrar a base ortonormal de S e de R? contendo
maultiplos de a e b.

Solugdo: Tnicialmente, ||a|| = V12 +42+12 = /18 = 3v/2 e b = /2. Assim, tomando

UL = o = ‘[ (1,4,1) e vy = ﬁ = \/75(—1, 0,1) temos que {vy,v2} é uma base ortonormal

de S. Nos podemos estender a base para R? acrescentando o vetor vs obtido através da
normalizagao do vetor ¢ obtido pelo produto vetorial entre a e b. Assim,

i 7 k
c=axb=| 1 4 1|=(4,-2,4)
-1 0 1

Note que ||c|| = /4% + (—2)? + 42 = /36 = 6. Donde segue que vz = = £(4,-2,4).
|

Exemplo 3.12 Use o algoritmo de Grand-Schimidt para encontrar uma base ortonormal
para Sp{l,z,xz*} em L*[—1,1].

Solugao: Vale lembrar que se f, g € L*[—1, 1], entao

(fag):/_If(x)'mdx.
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Sejam v, = 1,vy = x,v3 = 2. Para obter o primeiro vetor da base ortonormal,

bl — L’
[|v1]]
observe que
1
1 2
o1]| = (vg,v1)2 = (/ 1da:) =2
—1
Dali,
1
e = —.
G

Prosseguindo com o Algoritmo,

1
1
b:v—v,ee:/x—da::x.
2 2 — (v2,€1)e1 A
Logo,
1
1 2 I‘S 2
bo|| = 24 = —4/=
ol = ([ #r) =5 =3
e, consequentemente,
e b2 3:5
9 =T = —
16| 2
Por fim,
2 WL by
by = wv3— (vs,ez)es — (v3,e1)ey = —(/ x4/ =dx)ey — / x4 [ —=dx | e;
-1 2 -1 V2
3 4 1 3 1 2 1
S S Gl W Gl QS S S
2 4 2 3 2 3 3
Sendo assim,
1 2 1
1 2 1.
bl = ([ = gpte) =([ at=Fat s Gao
1 _1 3 9
x® 223 1 2 1

Consequentemente,

Observagao 3.2 A construgao indutiva da base na parte (b) do lema 3.5, usando a for-

mula
k

brt1 = Vg1 — E (Vkt1s€n), €hg1 =
n=1

bit1
1bx1ll”
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€ chamado de algoritmo de Gram-Schmidt. A figura abaizo ilustra este algoritmo para
k=2.

Usando uma base ortonormal em um espago com produto interno (de dimensao finita),
faz com que seja fdcil trabalhar a norma de um vetor em termos de seus componentes. O
teorema a sequir € uma generalizacao do teorema de Pitdgoras.

Teorema 3.2 Seja X um espago com produto interno de dimensdo k e seja {e1, e, ...,€,}
uma base ortonormal para X. Entao, para quaisquer nimeros o, € F,n=1,2,... k,

2 k

Demonstracao: Por ortogonalidade e propriedades de produto interno, temos:

k k k k
|| Z anenHZ - (Z A €m Z anen) - Z Z aman(ema en)
n=1 m=1 m

n=1 =1 n=1
k k
_ 2
= g 00, = g v, |”.
n=1 n=1

Dizemos, quando discutimos espacos normados, que completeza ¢ uma propriedade
extremamente importante, e isto também é verdade para espacos com produto interno.
Espacos normados completos foram chamados de espacos de Banach, e espacos com pro-
duto interno completos também recebem um nome especial.

Definicao 3.6 Um espaco com produto interno que € completo com respeito a métrica
associada a norma induzida por este produto interno é chamado de espaco de Hilbert.

A partir dos resultados anteriores, temos os seguintes exemplos de espacos de Hilbert.
Exemplo 3.13 .

(a) Todo espago com produto interno de dimensdo finita é Hilbert.
(b) L*(X) com o produto interno usual é Hilbert.

(c) 12 com o produto interno usual é Hilbert.

Solucao:

(a) Sejam X um espaco com dimensao finita com norma | - || e {e1, ea, ..., €, } uma base
para X. Considere também a norma euclidiana. Sabemos que duas normas quaisquer
num espago de dimensdo finita sdo sempre equivalentes. Pelo lema (2.4), X com a norma,
euclidiana é completo. Portanto, como || - || e a euclidiana sdo equivalentes, X é completo
com a norma || - ||. Donde segue que ele é Hilbert.
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(b) Suponha que f,, é uma sequéncia de Cauchy. Seja ¢ = % Existe N; tal que para
n > Nl

— )

1
Depois, seja € = 2%, e para algum Ny > Ny, temos
1
I fn = full < 20 baran < Ns.

Nesse caminho, construimos uma subsequéncia fy, satisfazendo

1

Han+1 - anHl S 2_77,’

para todo n . Logo, a série Y~ ||fn,,; — fn,|[1 converge e, pelo teorema de Beppo Levi
(1.6), a série

le (.%) + Z[an+1 (l') - an(.%)]

n>1

converge em quase todos os pontos. Denote a soma por f(x). Assim,

k

(@) + D 1N (@) = [, (2)] = e (2),

n=1

o lado esquerdo converge para f(z), entdo fn,,, () também convergird para ele. Por
isso, afirmamos que a sequéncia de nimeros reais f,(z) é Cauchy e a subsequéncia acima
converge. Todas para o mesmo limite f(x). Temos que mostrar que f € L?e || fo — f1lli —
0. Seja € > 0. Por ser Cauchy, existe N € N tal que para todo n,m > N,

1fo = fulls <€

Pelo lema de Fatou (1.1),

Ifn = finlla® = / [f = fml* < ggoinf/ |3, = fml?dm
lim inf || fx, — fi]1 < e (3.2)
k—o00
Entdo f — f, € L?, que implica f = (f — fm + fm) € L?, mas equagio (3.1) também
resulta ||f — fill1 — 0.
sendo ele completo, munido com esse produto interno, ele é Hilbert.

(c) O espago I? ¢ Hilbert com o produto interno dado por 7", a;Aj. Usando Holder,
temos:

(z,y) = Z ;] < Z | |? - Z RY
j=1 k=1 i=1

o que nos da a convergéncia de {x,,y,} assumindo {x,} e {y,} convergentes.

Para mostrar a completeza. Seja {z,} uma sequéncia qualquer de /%, onde x,, =

(agm), agm), ...). Entao, para cada € > 0 existe um N tal que, para todos n,m > N,
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n

m n 1
d(@n, 7)) = (> lof™ = ")z <. (3.3)

k=1
Segue que, para cada j = 1,2, 3, ... temos
(m) (n))2
Fixando j. De (3.2), observamos que (agj), as,U) | ...) & Cauchy. Ela converge pois R e
C sao completos, ou seja, ag-m) — o, quando m — oo. Usando esses limites, definimos

r = (a1,q9,...) e mostramos que = € [* e z,, — z. De (3.1), temos que para todos
n,m > N,

Fazendo n — oo, obtemos, para m > N

k
D laf” —ayf* < é
j=1

Podemos fazer k — oo. Entao, para m > N,

o
Z |04§m) — o < €
j=1

Isso mostra que z,, — ¢ = (oz§m)

desigualdade de Minkowski que

— a;) € I Como x, € [?, encontramos por meio da

T =T+ (z—12,) €12

Assim, a série 2.1 representa (d(z,,z))%, implica que z,, — z. Uma vez que z,, era de
) ? m m
Cauchy arbitraria em (2, provamos que [ é completo com essa norma. [

Em geral, espacos com produto interno de dimensao infinita ndo precisam ser completos.
Nos dissemos no teorema (2.5) que um subespaco linear de um espago de Banach é um
espaco de Banach se, e somente se, ele for fechado. Mostraremos a seguir um resultado
similar para espacos de Hilbert.

Lema 3.6 Se H ¢ um espaco de Hilbert ¢ Y C H € um subespaco linear, entao Y é
Hilbert se, e somente se, Y € fechado em H.

3.3 Complemento Ortogonal

Definicao 3.7 Seja X um espago com produto interno e seja A um subconjunto de X.
O complemento ortogonal de A é o conjunto

At ={r € X;(x,a) =0, para todo a € A}.
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Assim o conjunto A consiste de vetores em X que sao ortogonais a cada vetor em A.

A ligagao entre A e A é dada pela condicdo (7,a) = 0, para todo a € A, e esta é usada
para obter A+, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 3.14 Se X =R3 ¢ A = {(a1,as,0);a;,a, € R)}, entdo A+ = (0,0, 23); 25 € R.

Solugdo: Por defini¢do, um vetor x = (1, 79, z3) pertence a A se, e somente se, para
cada a = (ay,a9,0), com ay,as € R. [ |

Exemplo 3.15 Se A = {{x,} € [*; 29, =0, para todo n € N}, encontre A*.
Solugio: Seja S = {{x,} € I>;x9, 1 =0, para todon € N}. Sex € S ey € A, entdo

z,y) =Y 2,7, = 0. Consequentemente, z € A+, e entdo S C AL,
y n=1 y

Por outro lado, seja z € At e suponha x5,_; # 0, para algum m € N. O vetor ey,
da base ortonormal usual de [? pertence a A, entao 0 = (z,€2,,_1) = Tam_1, O que é uma,

contradicio. Assim, Zo,,_1 = 0 para todo m € N, entdo € S. Logo, A C S e, por isso,
A=S5. [ |

Exemplo 3.16 Seja X um espaco com produto interno e A C S. Mostre que A+ = A

Solucdo: Como A C A nés temos que At c At pelo Lema 3.7 item (b).

Seja y € AL, Entao (x,y) = 0, para todo x € A. Agora suponha que z € A+, e {x,} é

uma sequéncia de elementos de A tal que lim,,_, z,, = z. Entao, (z,y) = lim, 00 (zn,y) =

0. Assim, (x,7) = 0, para cada x € A, e entdo y € At Logo, A+ C ZL, e dai, At = At

Lema 3.7 .

(a) 0 € AL,

(b) Se B C A, entao A+ C B*.

(c) At € um subespaco linear fechado de X .
(d) AcC (AH)*.

(e) Se A contém a bola aberta B,(r), para algum a € X e algum r > 0, entdo A+ = 0;
em particular, se A € um aberto ndo vazio, entio A+ = 0.

(f) Se0 e A, entao AN A+ = {0}.

(9) {0} = X; X+ = {o0}.
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Solucao:
(a) Como (0,a) = 0 para todo a € A, nos temos 0 € A+,

(b) Seja x € At e b € B. Entdo, b € A (pois B C A) e, por isso, (z,b) = 0. Pela
arbitrariedade de b € B, temos que b € B*. Dai, A+ C B*.

(c) Sejam y,z € AL, a, 3 € F e a € A. Entao,

(ay + Bz,a) = a(y,a) + (2, a) = 0.
Assim, ay + Bz € A+, Dai, At é um subespaco linear de X.

Prosseguindo, seja {z,} uma sequéncia em Al convergindo para z € X. Entao, pelo
Lema (3.1) item (a) e Lema (3.4), para qualquer a € A, temos:

0= lim (v — zp,a) = (z,a) — lim (z,,a) = (z,a),
n—oo n—oo

pois (z,,,a) = 0, para todo n € N. Consequentemente, x € A+ e, dai, A+ ¢ fechado, pelo
Teorema 1.1 (c).

(d) Seja a € A. Entdo, para todo x € At (a,r) = (z,a) = 0. Donde segue que
a € (AY)*. Logo, A C (A+)*L.

(e) Suponha que x € A+, com z # 0. E sejay = ﬁ # 0. Se a € A entao, por defini¢ao,
temos (y,a) = 0. Além disso, como a + 3ry € B,(r) C A, segue que:

1 1
0 - (yv a—+ éry) - (y7 a) + §T(y7 y)u

entdo (y,y = 0) logo y = 0.(Contradio).

Logo At = {0}.

(f) Suponha que z € AN At. Entdo (x,z) = 0, e entdo x = 0 (pela parte (b) da
defini¢ao de produto interno).

(g) Se A = {0}, entdo para cada z € X noés temos trivialmente que (z,a) = (2,0) =0
para todo a € A. Entdo, v € At e, consequentemente, A* = X. Se A = X ez € AL,

entao (x,a) = 0 para todo a € X. Em particular, fazendo a = = temos (z,z) = 0, que
implica em z = 0. Logo, A+ = {0}. |

Lema 3.8 Seja Y um subespaco linear de um espaco com produto interno X. FEntao
x €Y' se, e somente se ||x —y|| > ||z||, para todo z €Y.

Demonstracao: Pelo Lema (3.1) item (c),
lo = ay|l* = (z — ay, @ — ay) = ||l=[* = a(z, y) — aly, 2) + oyl (3-5)

para todos © € X,y € Y,a € F. Agora suponha que x € Y+ e y € Y. Entdo (z,y) =
(y,x) = 0; pondo a = 1 na equagao (3.3), obtemos:

lz = ylI* = llzl® + [ly]I* = ]|
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Reciprocamente, suponha que ||z — y||* > ||z||?, para todo y € Y. Entao, como Y ¢é
subespago linear, ay € Y, para todo y € Y e o € F. Dai, pela equacio (3.3),

0< —a(y,x) - Oé(y,l') + |O[|2||y||2
Seja (3, assim [(y,z) = |(z,y)|, e seja a = t/3, onde t € Rt > 0. Entdo,

i 1
—t(@, y)l = (@ y)l + lyl* 2 0, dai [(z,y)] < Stlyl*,

para todo t > 0. Portanto,
1
|(z,y)] < lim ~t||ly|[* =0, logo |(z,y)] =0, assim z € Y.
t—0+ 2

Definicao 3.8 Um subconjunto de um espago vetorial X é convero se, para todo x,y € A
e todo A € [0, 1], \x + (1 — Ny € A.

Em outras palavras, A é convexo se, para quaisquer dois pontos em A, o segmento de
reta que os une estd inteiramente contido em A. Em particular, cada subespaco linear
dele é um conjunto convexo.

Teorema 3.3 Seja A um subconjunto convexo, fechado e ndo wvazio de um espaco de
Hilbert H. Entao existe um tnico q € A tal que ||p — q|| = inf{||p — a|;a € A}.

Demonstracao: Seja v = inf{||p — a||;a € A}. Note que o conjunto, nas hipoteses, é nao
vazio e limitado; entao v estd bem definido.

Primeiro provaremos a existéncia de g. Pela forma como v foi definido, para cada
n € N, existe ¢, € A tal que

V< p—anl® <9+ 07 (3.6)

Mostraremos que a sequéncia ¢, é de Cauchy. Aplicando a regra do paralelogramo para

D —Qn € P — ¢p, temos:

1P = an) + (0 = @) II> + 12 = n) = (0 = @) [P = 2012 = @) I* + 20 (P — @)%,
e entao
120 = (gn + @) 1? + lgn = gmll* < 49° +2(n~" +m71).
Como ¢y, ¢, € A e A & convexo, %(Qm +qn) € A, entado

1
120 = (g0 + am)I” = 4llp = 5 (@m — aa)[I* = 47"

g0 = gmll* < 49 +2(n7" +m7h) = dy? = 2(n7 +m7)
Portanto, a sequéncia ¢, ¢ de Cauchy e de convergir para algum ponto ¢ € H uma vez
que H é completo. Como A é fechado, ¢ € A. Também, por (3.4),

-1

I*=llp—ql* < lim (+* +n7") =47,

v < lim [|p — ¢n
n—oo
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e entdo ||p — ¢|| = v. Entdo, o desejado ¢ existe.

Vamos agora provar que ele é iinico. Suponhamos que w € A e ||p — ¢|| = . Entao,
1(g+ w) € A, pois A é convexo. Dai, ||p — (¢ + w)|| > 7. Aplicando a regra do
paralelogramo para p — w e p — ¢, obtemos:

I(p —w) + (0= ) + [[(p = w) = (p = D> = 2[|(p — w)|I* + 2| (p — @),
e entao,
lg—wl =27 + 2 +4llp — S(a+ w)l* < 49> — 4% = 0.
Entao, w = ¢, provando a sua unicidade. [ |

Teorema 3.4 Seja Y um subespaco linear fechado de um espaco de Hilbert H. Para
qualquer x € H, existem tnicos y € Y e z € Y* tais que x = y + z. Além disso,
l[1* = llyll* + 1|21

Demonstragao: Como Y é ndo vazio, fechado e convexo; segue, pelo Teorema (3.2) que
existe y € Y tal que para todo u € Y, ||z — y|| < ||z — u||. Seja z = x — y. Entao, para
todo u €Y,

Iz —ull = llz = (y + )| < llz —yll = Iz,
para todo u € Y. Consequentemente, pelo lema (3.7), z € Y*.

UNICIDADE: Suponha que @ = y; + 2, = 42 + 22, com y1, 92 € Y e 21,20 € Y. Entdo
Yr— Yo =20 — 2. Mas y; — 92 €Y e 2o — z; € Y+, pois sdo subespacos lineares. Entdo,
Y1 — o € Y NYL = {0}, pelo lema (3.7) item (b). Logo, y1 = y» € z; = 2. Finalmente,

ll* = lly + 21* = (y + 2,y + 2) = [yl* + (. 2) + (z,9) + 217 = llylI* + =]
_

Exemplo 3.17 Sejam X e y subespacos vetoriais lineares de um espaco de Hilbert H.
Lembre que X +Y ={x+y;x € X,y € Y}. Prove que (X +Y)t = XtnY+.

Solugio: T sempre verdade que X C X +Y eY C X +Y. Assim, pelo Lema 2.29 (a),
(X +Y)tcXte (X +Y)CYL Daifresulta que (X +Y)t Cc Xt Ny,

Por outro lado, seja u € Xt NYL esejav € X +Y. Entdiou € Xt ueYtev=a+y,
comz € X ey €Y. Logo,

(u,v) = (x +y,u) = (z,u) + (y,u) =0+ 0=0.
Entdo, u € X+ e, por isso, X*NY+ C (X +Y)L. Portanto, (X +Y)t=XtnyL M

Exemplo 3.18 Seja H um espago de Hilbert, sejamy € H—0 e S = Sp{y}. Mostre que
{r e H;(,y) =0} = 8.

Solugao: Seja E = {x € H;(z,y) = 0}. Para cada x € H, (z,y) = 0 se, e somente se,
(z,ay) = 0, para todo a € F se, e somente se, = € S+. Como qualquer vetor em S tem a
forma ay, para algum o € F, entdo E = S*.

Agora, como dim S = 1, ele é fechado e, pelo Corolario 3.2, B+ = S++ =S, |
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Corolario 3.1 Se Y ¢ um subespaco linear fechado de um espaco de Hilbert H entdo
Yyt =v.

Demonstracao: Pelo Lema (3.7) item (c), temos que Y C Y11, Agora suponha que
r € Y+, Entao, pelo Teorema (3.4), z =y+ 2z, ondey €Y ez e Yt ComoyeY e
re Yt (z,2) =0=(y,2). Consequentemente, 0 = (v,2) = (y+2,2) = (y,2) +(2,2) =
(2,2) = ||z]|*. Entdo z = 0ex—y € Y. Portanto, Y+ C Y; completando a demonstracao.
|

Exemplo 3.19 Seja Y um subespaco linear fechado de um conjunto de Hilbert H. Mostre
que se Y # H entdo Y+ # 0. isso sempre € verdade se Y ndo for fechado?

Solucdo: Suponha que Y+ = {0}. Entdo, pelo coroldrio 3.1, e lema 3.7 (¢), Y = Y1+ =
{0}+ = H, que contradiz assumir que Y # H. Entao devemos ter Y+ # {0}.

Se Y nao for fechado, a afirmagao nao é veridica. Para ver isso, seja Y um subespaco
linear denso com Y # H. Entdo, pelo exercicio 3.16, Y+ = v = HE = {0}.

Afirmacao: S C H. Para ver que tais subespacos existem, em geral, nés consideramos
o subespaco S = {k, € I%;k, = 0,n > N}. No exercicio 2.10 vemos que tais subespagos
nao sao fechados, ou seja, S # S.

Para ver que ele é denso, sejam y = {y,,} um elemento arbitrario de [* e ¢ > 0. Escolha
N € N tal que Y77\ |yn|* < €2, e defina um elemento = = {x,,} € I* — H por z,, = y,, se
n < N, ez, =0, caso contrario. Claramente ||z — y||> = > >\ |ya|> < €, 0 que prova a
densidade desse subespaco. [

Corolario 3.2 Se 'Y € um subespaco linear qualquer de um espaco de Hilbert H, entao
ytt =Y.

Demonstragio: Como Y C Y, segue do Lema (3.7) item (b) que Y v Daf, Y4+ C
o Mas, Y é fechado, entdo pelo Corolario (3.1), g Disso, segue que Y+ C Y.
Pelo Lema (3.7) item (¢), Y C Y. Mas, como Y+ é fechado, temos que Y C Y+t
Portanto, Y+ =Y. |

Exemplo 3.20 Seja X um espaco com produto interno e seja A C X nao vazio. Mostre
que:

(a) At = SpA;
(b) (AH)* = AL

Solucao:

a) Pelo Lema 3.29 itens (f) e (g), At é um subespago linear fechado contendo A.
Segue que SpA C AL, pela Definicio 2.23. Agora suponha que Y é um subespaco linear
fechado contendo A. Entdo, pelo Lema 3.29 item (e) aplicado duas vezes e o Corolario
3.35, temos que At C y = Y e, dai, A*- C SpA, pela Definicao 2.23. Portanto,
ALt = SpA;

b) Pelo Lema 3.29 (f), A+ é um subespaco linear fechado. ]
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3.4 Bases Ortonornais em Dimensao Infinita

Defini¢ao 3.9 Seja X um espago com produto interno. Uma sequéncia {e,} C X € dita
ser uma sequéncia ortonormal se |le,|| = 1 para todo n € N e (e,,,¢e,) = 0 para todo
m,n € N com m # n.

Exemplo 3.21 A sequéncia €, € uma sequéncia ortonormal em [2.

Note que cada elemento da sequéncia em [? ¢ também uma sequéncia em F.

Exemplo 3.22 O conjunto de funcoes {e,}, onde e,(x) = (27r)771 -e™ paran € 7, é

uma sequéncia ortonormal no espago L*[—m, .

Segue que:

(677‘L7 en) = i /ﬂ— ez(m—n)mdl_ _ {17 sem=n

2r ). 0, sem#n

Teorema 3.5 Qualquer espaco X com produto interno de dimensao infinita contém uma
sequéncia ortonormal.

Demonstra¢ao: Seja r; € X. Como dimX = oo, entdo Sp{x;} # X. Uma vez que
dimSp{z,1} < oo, pelo Corolario (2.4) , Sp{z,} é fechado. Pelo Lema de Riesz, existe
xr3 € X tal que

|zs — axy — Bas|| <

Y

| oo

para todos o, 5 € F.

Repetindo o raciocinio, obtemos uma sequéncia {z,} em X tal que |z, — x| >
quando n # m. Agora vamos aplicar inducao no Algoritmo de Gram - Schmidt para
sequéncia {z,}. Paran = 1, zy # 0, ||z1]] # 0 entdao e; = oy Assim, a base serd

N

{z1}. Suponha que exista uma sequéncia ortonormal {ey, ey, ..., e}, para Sp{xy, ..., xx},
com {x1, ..., x;} linearmente independente. Como {z1, ..., 1} € linearmente independente,
Tpy1 & Sp{xy, ...,z }. Entao, zx1 € {e1, 69, ..., €1}
Seja
k
bri1 = Vpy1 — Z(ka, €n)én, entao byi1 € Sp{z1, ..., 1}

n=1

Note que (bgy1,€em) = 0, para m = 1,...,k. Logo, ele é ortogonal a todos. Tome ¢, =

b1
okl

Portanto, {e1,es, ..., €511} é uma sequéncia ortonormal. [ |

Lema 3.9 Seja X um espago com produto interno e seja {e,} uma sequéncia ortonormal
em X. Para cada v € X a série real Y o |(x,e,)|* converge e > 7 |(z,e,)]* < |z||® .
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Demonstracao: Para cada k € N, seja y, = Zizl(m, en)én. Entao,

k

lz = yel® = (r =y, —ye) = N2 = D (2, en) (@, e0) = D (@, em)(en, ) + [lunll*

E

n=1 n=1
Consequentemente, S2F_ |(z,e,) = ||z]|* = ||z — yi||*> < ||z||* e, como esta sequéncia de
somas parciais ¢ crescente concluimos
lim {[|[|* = f|=*.
T—00

Teorema 3.6 Seja H um espago de Hilbert e seja {e,} uma sequéncia ortonormal em H.
Se {ay,} converge em F. Entao a série Yy - | ane, converge se, e somente se, y - |an|* <
o0o. Se isto € satisfeito, entao

2

oo 0
D_anenl = _lanf*
n=1 n=1

Demonstra¢ao: Suponha que Y ° | aye, converge e seja = » .~ aye,. Entdo, para
cada m € N,

o

(x,ey,) = lim (Z Ay €m) = Q.
n—oo =1

Portanto, pela desigualdade de Bessel,
D el =) [(an, ) < Jla* < oo
n=1 n=1

Reciprocamente, suponha que Y - |a,|* < 0o e, para cada k € N, seja ), = Zi=1 .
Pelo Teorema (3.2), para cada j, k € N, com k > j,

k k
lze =22 =11 Y aneall® = Y Jel®

n=j+1 n=j+1

Como > |ay|? < oo, as somas parciais desta série convergem e formam uma sequéncia
de Cauchy. Portanto, a sequéncia {z;} é uma sequéncia de Cauchy em H e, por isso,
converge. Por fim,

) k k [
I aneall = lim || aneall® = lim D fel* =D Joul.
n=1 oo n=1 oo n=1 n=1

Exemplo 3.23 Seja H um espago de Hilbert e seja {e,} uma sequéncia ortonormal em
H, Determine se as sequintes séries convergem em H.

(a) >0 n" e,
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(0) 2oz @ en

Solucao:
a) Como Y > n~% < oo converge, pelo Teorema 3.6, a série desejada também converge.

b) Usando o Teorema 3.6, a série em questao nao converge pois, a série » > n~' < oo
diverge. [ |

Observagao 3.3 A série Y - aye, converge se, e somente se, a sequéncia {a,} € I%.

Corolario 3.3 Seja H um espago de Hilbert e seja e, uma sequéncia ortonormal em H.
Para cada x € H, a série Y- (x,e,)e, converge.

Demonstragao: Pela desigualdade de Bessel, > °7  |(z, e,)|? < 0o, entdo pelo Teorema

(3.6), a série Y (z,e,)e, converge. |

Exemplo 3.24 Em R3, considere o conjunto ortonormal < é1,6é, >, e seja v = (3,0,4).
Entao (x,¢é1)é1 + (x,63)éy # .

Exemplo 3.25 Seja {e,} uma sequéncia ortonormal em um espaco de Hilbert H, e seja
S a subsequéncia {ea, tnen. Entdo S € uma sequéncia ortonormal em H com infinitos
elementos, mas ey # Y - (0o, €2,), para algum oy,

Solucao: Como S é um subconjunto de uma sequéncia ortonormal, ela também ¢ uma
sequéncia ortonormal. Suponha agora que o vetor e; pode ser expresso como e; =
%% | Qopeay,) para algun Enta lo Lema (3.4)

1 O2p,€2,,) Para alguns avoy,. a0, pelo Lema (3.4),

k

0= (617 em) - kh—{go(z Aon€on, 62n) = Uop,

n=1
para todo m € N e dai e; = ) 7| as,e2,) = 0; 0 que contraria a ortonormalidade da

sequéncia {e,}. [

Teorema 3.7 Seja H um espaco de Hilbert e seja {e,} uma sequéncia ortonormal em
H. As sequintes condicoes sao equivalentes.

(a) {en;n € N} =0;
(b) Sp{en;n € N} =H;
(c) H$H2 =y, |(z,en)|?, para todo x € H;

(d) ©=>""(x,e,)en, para todo x € H.

n=1
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Demonstracao:

(a) =(d) Sejare Hey=x—> " (x,e,)e,. Para cadam € N,

k

(y,em) = (I7€m>_’}Ego(Z(x7evl)en7em>

k
= (zr,em) — h_gloz x,en)(en, em)

n=1

= (r,em) — (z,e,) =0.

Portanto, a propriedade (a) implica que y = 0 e, entdo, x+ >~ (z,e,)e, para quaisquer
x € H. Logo, (d) é verdade.

(d) = (b) Para cada z € H, temos que:

k
x = lim (x,e,)e, € Sp{eq, ..., e}

k—o0
n=1

Entdo, z € Sp{e,;n € N}, provando (b).

(d) = (c) Segue imediatamente do Teorema (3.2),.

(b) = (a) Suponha que y € {e,;n € N}1. Entao, (y,e,) = 0 para todo n € N. Donde
segue que e, € {y}*+, para todo n € N. Porém, pelo Lema (3.6) item (b), {y}* ¢ um

subespaco linear fechado. Entdo, isso mostra que H = Sp{e,} C {y}*. Logo, y € {y}+;
e, por isso, (y,y) = 0. Portanto, y = 0.

(¢) = (a) Se (z,e,) = 0 para todo n € N, entiio por hipotese, ||z|* = 320, |(z,en)[? =

n=1

0. |

Exemplo 3.26 Seja ‘H um espaco de Hilbert e seja {e,} uma base ortonormal em H.
Seja p : N — N a permutagio de N (de modo que para todo x € N,> > [(z,e,)]* =
S [z, en)|?). Mostre que:

n=1

(a) >0 (x, epm))en converge para todo x € H.
(b) N 2201 (s epny)enll* = ||2[|?, para todo x € H.

Solugao:

) ) 2
a) Pelo Teorema 3.6 , anl(z,ep(n)zfn converge se, e somente se, » ., |(z, epm))|” <
oo se, e somente se, por hipotese, > >~ |(x,e,)|* < co. Mais uma vez, pelo Teorema
3.6, isto ocorre se, e somente se, y > (z,e,)e, converge. Contudo, como {e,} ¢ uma
A . [e'e) L, .
sequéncia ortonormal, » > (z,e,)e, converge pelo Corolario 3.3. Consequentemente,

> (x, epm) )en converge.
n=1 p(n) g

b) Como {e,} é uma base ortonormal, pelo Teorema 3.7,

[e%S)
HZ z, ep(m))enll” Z! zepm)* = Y (@, en) P = |l2||*.
n=1
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Definicao 3.10 Seja H um espaco de Hilbert e seja {e,} uma sequéncia ortonormal em
H. Entao e, € dita uma base ortonormal para H se quaisquer das condigoes no Teorema
3.7 for satisfeita.

Exemplo 3.27 A sequéncia ortonormal {€,} em [* dada no Exemplo 2.12 é uma base
ortonormal. Esta base serd chamada de base ortonormal usual em 1> .

Solugio: Seja x = {x,} € I>. Entao, por defini¢ao,

Izl =D @) P =) I, )
n=1 n=1
Pelo Teorema 3.7 item (c), {e,} é uma base ortonormal. |

Teorema 3.8 .

(a) Espagos normados de dimensao finita sao separdveis.

(b) Um espago de Hilbert H, com dimH = oo € separdvel se, e somente se, ele tem uma
base ortonormal.

Exemplo 3.28 Mostre que o espaco métrico M € separdvel se, e somente se, M tem um
subconjunto enumerdvel A com a propriedade: para cada inteiro k > 1 e cada x € X,
existe a € A tal que d(z,a) < 1.

Exemplo 3.29 Suponha que H € um espaco de Hilbert separdvel e y C H € um subespaco
linear fechado. Mostre que existe uma base ortonormal para H que consiste somente de
elementos de Y e Y.

Solucao: Pelo Lema 3.5 e Exemplo 3.8, tanto Y quanto Y* sao espacos de Hilbert se-
pardveis. Entdo, pelo Teorema (3.8), existe uma base ortonormal {e;};2, e {f;}}_,, para
Y e Y1, respectivamente (onde n,m sao as dimensoes, podendo ser finitas ou infinitas).
Nos vamos mostrar que a uniao B = {e;} U {f;} é uma base ortonormal para H. Primei-
ramente, é claro que B é ortonormal (pois (e;, f;) = 0 para cada i,j). Em seguida, pelo
Teorema 3.4, x =u+v,comu € Y e v € Y*. E, pelo Teorema (3.6),

m

r=u+v= Z(U, e;)e; + Z(U7 fi)fi
j=1

=1

n

— Z(m, Bi)ei + Z(mv fj)fj7
i=1 Jj=1

e assim, pelo Teorema 3.6, B é uma base ortonormal para H. [ |

Exemplo 3.30 .
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(a) Mostre que o espago métrico M € separdvel se, e somente se, M tem um subconjunto
enumerdvel A com a propriedade: para cada inteirok > 1 ecadax € X, existea € A
tal que d(z,a) < 1.

(b) Mostre que qualquer subconjunto N de um espa¢o métrico separdvel M € separdvel.
(Observagao: separabilidade de M garante que existe subconjunto denso e enumerd-
vel de M, mas nenhum dos elementos desse conjunto precisa pertencer a N. Con-
sequentemente, € necessdrio construir um subconjunto de N denso e enumerdvel.)

Solugao:

a) Dado € > 0, existe k € N tal que k& > % E, para cada k£ € N, existe € > 0 tal que
k> 1

b) Suponha que M é separavel e N C M. Entao existe um subconjunto denso e enume-
ravel U = {u,;n € N} em M. Agora considere um par arbitrario (n, k) € N2, Se existe
um ponto y € N com d(y,u,) < % entao nos tomaremos b, = y; caso contrario, nos
ignoramos o par (n, k). Seja B C N uma cole¢ao completa de pontos b, obtidos nesse
processo. O conjunto B é enumeravel (pois o conjunto N? o ¢). Também, para cada k > 1
e cada y € N tais que d(y,b,x) < + e, assim, B deve ser denso em N. Portanto, N é

i
separavel. [ |
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Capitulo 4

Séries de Fourier

Neste capitulo, provaremos que as sequéncias ortonormais vistas no exemplo 3.22 sao
uma base para LZ[0, 7], e consideraremos vérias bases relacionadas formadas de conjuntos

de funcgoes trigonométricas.

(%)% cosnx : n € N}

Teorema 4.1 O conjunto das funcgoes C = {co(z) = (%)%,cn(x)

é uma base ortonormal em L*(0, 7).

Demonstragao: Considere o espago de Hilbert L?[0, 7] sobre o corpo R.
Afirmagao: C é ortonormal. De fato, note que:

1° Caso: (co, ¢);

Tl'l 1 s 1 _ -
(Co,Co):/O —d:c:—/ 1d$:}(x|0):;:1

T T Jo

2° Caso: (co, ¢;), para qualquer n € N;

(co, ) = /Oﬂ[(ﬁ) - cos i]d — g /Dﬂ(cosix)dx _ V2siniz,

™ ™ 7

3° Caso: (¢, ¢j), com i = j;

(ciyci) = /Oﬂ[(g) - cos? ix)dr = 2 /Oﬁ(cos2 ir)dr = p

2 [T1
/ —(cos2ix + 1)dx
0 2

™ T
1 (" 1 sin 2ix T
7T/0 (1 + cos2iz)dv W[x—l— 21 It 7r

4° Caso: (¢, ¢j), com i # j;

T2 2 (M1
(ciycj) = / [(=) - cosix - cos jx]dr = —/ —[cos (i + j)x + cos (i — j)x]dx
0o T T Jo 2

1sin(i+ )z  sin(i—j)z,,
= —| + Jo6=0

T ] 11—
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Pelo Teorema 1.46, existe uma funcao g, € Cr[0, 7| com ||g; — f|[z> < §. Assim, para
qualquer fun¢do g; acima, existe go € SpC com |[go — ¢1|| < 5. Dai segue que existe

2
92 € SpC tal que [lgo — fl|2 < 5.

Agora suponhamos g; arbitrario. Note que cos™ : [—1,1] — [0,7] é uma bijecao
continua. Entao, podemos definir i € Cg[0, 7] por h(s) = gi(cos™!s), para s € [—1,1].
Pelo fato que o conjunto dos polinémios em R é denso no conjunto das func¢oes continuas
definidas em qualquer compacto de R, existe um polinémio p tal que |h(s) — p(s)| < ﬁ;,
para todo s € [—1,1]. E, consequentemente, escrevendo g = p(cosz), temos:

€
J— < N
||92 gl” Qﬁ

para x € [0,7]. E, entdo, ||g2 — g1 < 5.

Mas, usando identidades trigonométricas, um polinomio em cos(z) da forma y ", v, (cos x)"
pode ser reescrito da forma Y " 3, cos(nz), o que mostra que go € SpC', completando a
demonstracao. [ ]

Observacao 4.1 CASO COMPLEXQO

Para qualquer f € LZ[0,7], sejam fgr, fc € L* as funcoes obtidas pelas partes real e
imagindria de f. Vamos aplicar o resultado acima para provar que

f = fR + Zf(C = Zanen + Zﬂnen = Z(an + iﬂn)ena
n=0 n=0 n=0

que prova o desejado caso complexo.
Corolario 4.1 O espaco L*|0, 7| é separdvel.

Demonstragdo: Pelo Teorema (4.1), C' é uma sequéncia ortonormal para L?[0, 7]. Assim,
o Teorema 3.8 nos garante que qualquer espago de Hilbert (dim < o) que possuisse uma
sequéncia ortonormal é separavel. [ |

Teorema 4.2 O conjunto das fungoes S = {s,(z) = (%)% sinnz;n € N} é uma base or-
tonormal em L?[0, .

Demonstragio: Vamos aproximar f (‘em L?[0,7]) por uma funcao fs com § > 0 definida
por:
0, se [z,
fs=
flx),  se (6,7

~ . ~ ~ f
Observe que || f — fs]] p0~de ser t.ao pequeno quant(? queiramos. Efltao a fungao J- €
L?[0, 7], pela demonstragdo anterior, pode ser aproximada por fungoes da forma

m
Z o, cos(nx)
n=0
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e, dai, f(x) pode ser aproximado por

m m
1
E oy, cos(nx)sine = — E (sin(n + 1)z — sin(n — 1)x).
2
n=0 n=0
A funcdo posterior € um elemento de SpS, que completa a prova. |

Segue dos Teoremas (3.7), (4.1) e (4.2), que uma fungao arbitraria f € L?[0, 7] pode
ser representada por alguma das formas:

F=Y (fe)en
n=0
ou

f= Z(f? STL)Sm
n=0

onde a convergéncia estd no sentido de L?[0,7]. Essas séries sao chamadas, respectiva-
mente, de expansao da f do cosseno de Fourier e expansao da f do seno de Fourier.

Outras formas da expansao da série de Fourier podem ser obtidas no proximo corolario.

Corolario 4.2 O conjunto das funcées E = {e,(x) = (27)2 expinz;n € N}, F =
{2%100, Q%Cn, Q%Sn;n € N}, sdo bases ortonormais no espago L&[—m, 7). O conjunto F
é também uma base ortonormal no espago Li[—7, 7).

Demonstragao: Suponha que F' nao seja base. Entdo, pelo Teorema (3.7) item (a), existe
uma fun¢ao nao nula f € L%0, 7] tal que (f,co = 0),(f,c,) =0 e (f,s,) =0, para todo
n € N que pode ser reescrita como:

0 = [ sare = [ (@) + f-a)ie
0 = /_: f(z) cos(nz)dx = /7r (f(z) + f(—=x)) cos(nx)dx,

—T

0 = /_7r f(z)sin(nz)dx = /ﬂ(f(x) + f(—x))sin(nz)dz.

-

Assim, pela parte (a) do Teorema (3.7) e Teoremas (4.1) e (4.2), segue que para quase
todos os pontos z € [0, 7,

f@)+ f(=z) =0
f@) = f(=2x) =0

e, consequentemente, f(x) = 0 em quase todos os pontos x € [—m, 7]. mas isso contraria
o fato de assumirmos f # 0 em L?[—7, 71]. Entdo, I é uma base.

Além disso, foi mostrado que o conjunto E é ortonormal em LZ[—m, 7], no Exemplo
3.22 e segue da formula
e = cos(nf) + isin 0

que SpFE é igual a SpF. Entao E também ¢é base ortonormal. [ |
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Exemplo 4.1 Mostre que para qualquer b > a, o conjunto de polinémios com coeficientes
racionais (ou racionais complexos) é denso nos espagos:

(a) Cla,b.

(b) L?[a,b.
Solucao:

a) Sejam f € Crla,b] e € > 0 arbitrario. Pela densidade dos polindémios nas fung¢oes
continuas, existe um polindmio p(z) = Y7 oga® tal que ||f —p|| < 5. Agora, para
cada k = 0,...,n, ndés escolhemos coeficientes racionais [y tais que |G — ay| < ﬁ (onde

5 = maa{lal, [b}) e seja p(2) = Xy B, Entio, [p1 — pall < o 1B — anlt < 5 e,
dai, || f — pa|| < € seguindo-se que é denso.

b) Para o caso complexo, aplica o resultado para o caso na parte real e imaginaria. Tal
conjunto ¢ enumeravel e, como mostramos que é denso em Crla, b], o espacgo é separavel.

4.1 Equacao das Cordas Vibrantes

Analisaremos agora o modelo simples mais popular para o comportamento ondulatorio
unidimensional. Considere uma corda homogénea esticada, fixada em ambas as extremi-
dades. Suponha que a posicao de equilibrio da corda é uma linha reta. Faca essa linha
reta ser o eixo x, e sejam os extremos dela localizados nos pontos t =0e x =1, onde [ é
o comprimento da corda.

Se a corda é retirada da posicao de equilibrio (ou se certas velocidades sdo transmitidas
aos pontos da corda), e a corda é entdo liberada, comega a vibragdo. Devemos consi-
derar somente o caso de vibragoes pequenas; entao, o comprimento da corda pode ser
considerado como inalterado.

Além disso, vamos supor que a corda tem densidade linear uniforme, dada por

_Am
'O_Ax

, e que esteja esticada com uma tensao constante 7. Devemos considerar também que a
corda execute vibragdes transversais a direcdo = apenas na direcao y (apesar de que elas
também poderiam vibras na dire¢ao z, iremos desconsiderar). Assim, elas estao ocorrendo
em um plano, de modo que cada ponto da corda esta a mover-se na direcao perpendicular
ao eixo .

(4.1)

Seja u(x,t) o deslocamento no instante ¢ do ponto da corda com abscissa x. Entao, para
cada valor de t fixado, o grafico da funcao u(z,t) obviamente representa a forma da corda
no tempo t. O segmento AB da corda na figura (4.1) é acionado pelas forcas de tensao T}
e Th, que sao direcionadas ao longo da tangente da corda. Vale ressaltar que a tensao que
estica a corda é grande o suficiente para desprezarmos uma possivel influéncia da forca
gravitacional sobre ela. Ainda mais, a corda é perfeitamente elastica e os deslocamentos,
que ocorrem apenas na dire¢ao y, sao de pequena magnitude.
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Figura 4.1: Tensoes da Corda

Por enquanto, vamos assumir que nenhuma forca age na corda. Na posicao de equilibrio,
a tensao T' ¢ a mesma em todos os pontos da corda. Na medida em que podemos assumir
que o comprimento da corda nao muda; podemos assumir também que a tensao na corda
nao muda. Portanto, 77 e T, tém a mesma intensidade que 7', apesar de terem direcoes
diferentes, e porque a curvatura do elemento AB, uma direcao nao é completamente oposta
da outra. Consequentemente, as componentes da forca resultante que age no segmento
AB, conforme observado no grafico (4.1) sao:

F,=T-cos(0+ Af) —T - cosb (4.2)

F,=T-sin(0+ Af) —T -sinf (4.3)

Uma vez que consideramos que a corda nao executa movimentos na direcao z, a forca
resultante nesta diregao é nula (F, = 0). Substituindo em (4.2), temos:

cos(f + Af) = cos @ (4.4)

A forca resultante da direcao y , F), é, pela segunda Lei de Newton:

0%y
Fy = (pAz)ay = (pAz) 7, (4.5)

onde expressamos a aceleracao a, em termos de uma derivada parcial porque y é a
funcao de duas varidveis, x e t.

Substituindo (4.5) em (4.3), temos:

: : Py
T -sin(@ + Af) —T -sinf = (pr)w
ou
: : Py
T -sin(f 4+ Af) —T -sinf = (pr)ﬁ’ (4.6)

Vamos agora dividir os dois lados da equacao acima pelo mesmo termo: cosf. S6 que
isto sera feito com base na equagao (4.4) que diz cos ) = cos(f + Af). Portanto, tanto faz
dividir por cos @ ou por cos(f + Af).
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O termo sin(f + Af) sera dividido por cos(§ 4+ Af), o termo sin # sera dividido por cos 6
e o lado direito sera dividido também por cos 6:

sin(f + A0)  sinf Az p Py
cos(f +Af)  cos  cosOT Ot

Esta equacao implica que

Av p Oy
cos 0T Ot2

tan(f + Af) — tanf = (4.7)

Lembrando das aulas de célculo, o coeficiente angular da reta tangente a uma funcao
em um dado ponto do seu dominio é igual a derivada da funcao neste ponto. Podemos,
entdo, escrever (novamente em termos de derivadas parciais):

dy Oy B
%( + Az) — %(x,t) =

Ax p 0%y

_— 4.
cos T Ot2 (4.8)

Se dividirmos os dois lados da igualdade acima por Ax teremos, do lado esquerdo, a
exXpressao

% (s 4 Ar)— B(a 1)
Ax ’

No limite em que Ax — 0, esta expressao torna-se a derivada (parcial) em relagao a x
de %, que é a derivada parcial segunda %. Logo, a equacdo (4.8) pode ser escrita como:

0%y 1 pd%y

72 W) = G ap @) (4.9)

Como tltima intervencao em nossa manipulacao das equagoes. vamos agora invocar a
suposicao de que os deslocamentos da corda sao pequenos. Esta suposicao implica que os
angulos associados a esses deslocamentos também sao pequenos: 6 << 1.

Com esta condigao, cosf =~ 1 e a equacao (4.9) torna-se:

0%y 0%y

Esta ¢ a chamada equagao das cordas vibrantes, que apareceu pela primeira vez de forma
impressa em 1747 no artigo do fil6sofo e matemético francés Jean Le Rond D’Alembert
(1717-1783), "Recherches sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration",
publicado pela Academia Real Prussiana de Berlim (cujo diretor da segdo de matemética
a época era Euler).

Note que o termo £ tem dimensao de ( L de maneira que é costume escrever,

velocidade)?’

0%y 1 0%

(@) = =2 (1), (4.11)
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onde v é identificada com a velocidade de propagacao de ondas na corda esticada:

v= (%)é. (4.12)

Observe que a relagdo acima implica que a velocidade de propagagdo aumenta com a
tensao na corda e diminui com a sua inércia.

A equacdo (4.11) ndo é véalida apenas para ondas transversais em uma corda esticada.
Na realidade, ela é valida para qualquer onda em uma dimensao.

Agora, suponha que além da tensao T, a corda é atingida pela forca de resultante
F(z,t) por unidade de comprimento da corda. Entao, em vez da equagao (4.11), obtemos

02y 1 0% F(x,t
o) = o)+ T, (4.13)

que ¢é a equacao das vibracoes forcadas da corda.

Agora estudaremos o seguinte problema: Dando a forma da corda e a velocidade desses
pontos no tempo inicial ¢ = 0, qual é a forma no tempo arbitrario t? Matematicamente
o problema se reduz a resolver a equacao (4.11) no caso de vibragoes livres, e a equagao
(4.13) no caso das vibragoes forcadas, sujeitas a condigbes de fronteira

u(0,t) = u(l,t) =0 (4.14)
a as condigoes iniciais
u(w,0) = 1), D00 = () (4.15)

onde f(x) e g(x) sdo fun¢des continuas dadas, que desaparecem para z =0 e z = [. As
equagdes (4.11) e (4.13) sdo casos especiais das equagoes estudadas na introdugao deste
capitulo.

4.1.1 Cordas Vibrantes Livres

Em vez de comecarmos das formulas ja encontradas anteriormente, iremos mais uma
vez usar as derivacoes dadas acima. Nos estamos olhando para a solugao (diferente de

u = 0) da forma
u(z,t) = &(x)T'(t) (4.16)

que satisfaz as condigoes de fronteira. Substituindo (4.16) em (4.11) obtemos
OT” = v?*®"T,
por isso
R o

3 = 27 = —A = constante,
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entao

P” = )\, (4.17)
T" = —v°\T. (4.18)

Se a funcdo da forma (4.16), que ndo é identicamente nula, para satisfazer a condigao
(4.14), entao obviamente a condigao

o(0) = d(1) =0 (4.19)

deve ser encontrada. Consequentemente, obtemos um problema dos valores de fronteira
para a equacao (4.17) sujeita a condicao (4.19). Da teoria segue-se que todos os autovalores
do nosso problema sdo positivos. Portanto, é permitido escrever A\? em vez de \. Entdo
as equagoes (4.17) e (4.18) ficam da forma

d” + N2 =0, (4.20)

T" + v’ T =0 (4.21)

A solugdo de (4.20) é
® = (] cos A\x + Csy sin Az, com C = constante, Cy = constante,
onde para x =0 e x = [ devemos ter
®(0) =C; =0, (l) = Cysin Nl = 0.

Assumindo que C5 # 0, pois, caso contrario, ® poderia ser identicamente nulo, encontra-
mos que Al = 7n, onde n é um inteiro. Fazendo Cy = [, temos que

e as correspondentes autofuncoes sao

®,(r) =sin 7, com (n=1,2,...).
Nos nao consideramos valores negativos para n, uma vez que eles dao as mesmas auto-
fungoes (até o fator constante) que os correspondentes valores positivos de n. Assim, no
sentido indicado na "secao4", somente uma autofuncao corresponde a cada valor de A2

Para A\ = \,, a equacdo (4.21) resulta em:

vrnt vmnt
T + B,, sin T

T, = A, cosv\,t + B, sinv\,t = A,, cos , com (n=1,2,..),

de modo que

up(z,t) = (An cos

vmnt .vmnt .ovmnt
+ B, sin ; sin l

Assim, para resolver nosso problema, montamos
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. S t t t
t) = Zun(x t) Z (A cos = B, sin v7rln ) sin m;n : (4.23)

n=1

e exigimos que

u(,0) = D Aycos —— = f(x),

1
0 > t t t t
&u(]j 0) = [Z (_Anvwlmc sin mrln + Bﬂm;n CoS v7rln > sin m;n ]
n=1 t=0
= Bn# sin —W?x = g(z)
n=1

Portanto, temos a expansao f(z) e g(z) em Séries de Fourier com respeito ao sistema

”l"t. As formulas para os coeficientes de Fourier sao dadas por:

A, = / f(z)sin —dx com (n=1,2,...), (4.24)
Bn@ = —/ g(z) sin — me ——dx, ou
l L Jo l
2 ! TNT
B, = prnl g(x)sin wa, com (n=1,2,...), (4.25)

isto é, a solugao do problema é dado pelas séries (4.23), onde A, e B, sao determinados
pelas formulas (4.24) e (4.25), respectivamente. Assim, vemos que o movimento vibraci-
onal da corda é uma superposicao de vibragoes harmonicas de forma (4.22), ou de forma
equivalente

u, = H, sin (%”t + ozn) sin =,

onde

Sy
s

A
H, =V A, + B>, sin oy, = — CoS (v, =

H,’ H,

A amplitude da vibracao dos pontos com coordenada X é

e & independente de t. Os pontos para os quais « = 0, L -, n, e (n— 1)%, [, permanecem
fixados durante o movimento, e sao conhecidos como . Consequentemente, a corda cujas
vibragoes sao descritas pela formula (4.22) é dividida em n segmentos, e os extremos da
corda nao vibram. Além disso, nos segmentos adjacentes, o deslocamento da corda tem
sinal oposto, e os pontos médios dos segmentos, que chamaremos de anti- , vibram com a
amplitude maior.

A seguinte figura mostra sucessivas posicoes da corda cujas vibragoes sao descritas pela
formula (4.22), onde n = 1,2, 3, 4.
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Figura 4.2: Posi¢oes da Corda Vibrante

No caso geral, em que as as vibracoes da corda sdo descritas pela formula (4.23), a
correspondéncia fundamental para a componente u; com frequéncia

e periodo

O outro movimento vibracional da corda, isto é, o som harménico, com frequéncia

amn mn [T
wn:—:— —_

[ [ p

e periodo
2r 21
w, n\T’

Tn = =
caracteriza o timbre ou "cor"do som. Se a corda é mantida fixa em seus pontos médios,
entao claramente os mesmos sons harmonicos da corda, em cada ponto médio da corda
como um nd, sao preservados. Portanto, o som fundamental e impar é imediatamente ex-
tinguido, desde que os pontos médios da corda estejam seguramente fixos, essencialmente
vamos para uma corda de comprimento [ para uma corda de comprimento é, e mudando
de [ para £ em (4.23) conduz a uma série contendo um mesmo tinico componente. Entdo

2
o som harmonico com periodo 7, = i—’; = % desempenha um papel fundamental.

4.1.2 Cordas Vibrantes Forgcadas

Agora vamos considerar o caso de perturbacoes periddicas forcadas, ou seja, escrevemos

F(x,t
Fla,t) = Asin(wt).
p
Entao,
F(x,t
(z,?) = Asin(wt) g F,(t) sin 7r_n:v (4.26)
p

26



onde

!
F.(t) = %/0 Asin(wt)sin#dm

— %[1 — (=1)"]sin(wt) (comn=1,2,3,...)

Se escrevermos

Z T,(t) sin w (4.27)

e substituir (4.26) e (4.27) em (4.13), e fazendo as diferenciacoes necessarias, termo a
termo, obtemos

o0 2.2 2 24
> (T + T = 22— () sin(wt)) sin 7 = 0,
de onde 9 9 9 94
T, %Tn — - [1— (=1)"]sin(wt) = 0. (4.28)
Escrevendo VTN
Wp = —— ( comn = 172737"'>

l

para simplificar (estes serao reconhecidos como as frequéncias das vibragoes das cordas
livres ou caracteristicas), podemos reescrever as equagoes (4.28) como

77, +w’T, = =—[1 — (—1)"] sin(wt). = 0. (4.29)
Resolvendo a equacao, obtemos

2A[1 — (=1)"]

T, = A, cosw,t + B, sin w,t +
(w2 — w?)

sin(wt), (4.30)

se wy, # w. Para satisfazer as condigoes (4.14) e (4.15), exigimos que

ZT sin@:f(x),

Z T7(0) sin m = g(z).
O célculo dos coeficientes de Fourier de f(x) e g(x) nos dao
T,(0 / fa 7m:L‘ ..

2Aw[l — (— 2 !
T(0) = w, By + 2wl = (2] 2 / gx)sin L dz, (4.31)
0

" (w2 — wz) [ l

ou
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2 [ . TnT 2Aw(l — (—1)"]
B,= dz —
lwn Jo glx)sin Y Tnwy (w2 — w?)

(4.32)

onde usamos em (4.30). Substituindo (4.31) e (4.32) em (4.30), e entdo substituindo a
expressao resultante T,, em (4.27), obtemos:

u(z,t) = Z A, cos(wnt) + By, sin(wyt) sin %

n=1

4A | =L sin[(2k 4 1) 72/l
+ —sin(wt

D e
4A =L sin wopqytsin[(2k + 1) /]

T A= (2k + Dwopgr (Wi — w?)

, (4.33)

de onde tinhamos escrito que

— 2 1 . NI

B, = o ) g(x) sin de.

Recordando a expressao para w,, o leitor ird facilmente reconhecer que a primeira soma
do lado direito de (4.33) é a fungao dando as vibragoes livres da corda, sujeito as condicoes
(4.14) e (4.15). Por outro lado, a segunda e terceiras somas dao a "corre¢ao'causada pela
presenca de uma forca perturbadoras. O segundo termo representa que ela é algumas vezes
referida como a vibracdes forcadas "puras", uma vez que elas ocorrem com a frequéncia
das forcas perturbadoras.

A equagao (4.30) vale se w,, # w. NoOs agora examinaremos a situa¢do quando w,, =
w, quando a frequéncia das forcas perturbadoras é a mesma que uma das frequéncias
caracteristicas da corda. Entdo, a equacgao (4.29) resulta

T, = A, cos(wt) + By, sin(wt) — ﬁ[l — (=1)"] cos(wt).
TTnw

Isso mostra que quando n é desconhecido, a amplitude da enésima vibracao no termo
T,(t) sin(mnz/l) da soma (4.27) é

2
H:¢(An_2_At)
Tnw

que se torna ilimitada quando t aumenta. Nesse caso, dizemos que ocorreu ressonancia.

. NI
sin —
l
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