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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a teoria de estabilidade em solucoes de
equilibrios de sistemas Hamiltonianos autonomos com dois graus de liberdade
em casos degenerados. Concentramos o estudo especificamente em dois casos, a
saber, quando ha uma ressonancia de primeira ordem e dupla ressonancia de pri-
meira ordem. Apds abordarmos algoritmos de normalizacao da parte quadratica
do Hamiltoniano, a técnica principal utilizada consiste em obter a forma normal
de Lie do Hamiltoniano até uma ordem adequada e usando o teorema da Curva
Invariante, fornecemos algumas condicoes para estabilidade a partir dos coeficien-
tes do novo Hamiltoniano. Estudamos os teoremas classicos de Chetaev, supondo
que a origem do espacgo de fase corresponde ao equilibrio desse sistema. Como
ilustracao, resolvemos uma reciproca parcial do teorema de Dirichlet-Lagrange,
com dois graus de liberdade, tecendo ainda alguns comentarios a respeito desta

reciproca para um grau de liberdade.

Palavras Chaves: Estabilidade, Sistemas Hamiltonianos, Formas Normais.



Abstract

In this thesis we studied the theory of stability in equilibrium solutions
of autonomous Hamiltonian systems with two degrees of freedom in degenerate
cases. We specifically focusedour study on two cases, namely, when there are
a first-order single resonance and a first-orderdouble resonance. After approa-
chingstandardization algorithms of the Hamiltonianquadratic part, the main te-
chnique used is to obtain the normal form of the Hamiltonian Lie up to a suitable
order and,by using the theorem of Invariant Curve, we provided some conditi-
ons for stability of the new Hamiltonian coefficients. We studied the classical
theorems of Chetaev, assuming that the origin of the phase space corresponds
to the balance of that system. As an illustration, we resolved a partial recipro-
cal of Lagrange-Dirichlet theorem with two degrees of freedom, and made some

comments regarding this reciprocal to one degree of freedom.

Key words: Stability, Hamiltonian Systems, Normal Form.
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Introducao

O objetivo principal desta dissertacao é estudar a teoria de estabilidade de
solugoes de equilibrios de sistemas Hamiltonianos autonomos, com dois graus
de liberdade, em casos degenerados. Com esta teoria, fornecemos resultados de

estabilidade a partir dos coeficientes da fun¢ao de Hamilton.

Em sistemas Hamiltonianos lineares, nao é possivel haver estabilidade as-
sintética, pois, o polinomio caracteristico associado ao sistema é par. Este resul-
tado se estende para o caso nao-linear, pois, pelo teorema de Arnold-Liouville, o

fluxo do Hamiltoniano preserva volume.

Da teoria basica de EDO, para obtermos resultados de estabilidade, faz-se
necessario considerar os casos degenerados, isto ¢, a parte real do autovalor é
nula. Aqui, vamos estudar dois casos: quando todos autovalores sao nulos, isto
é, quando hé ressonancia dupla de primeira ordem ou duas frequéncias nulas, em
seguida, quando um par de autovalor é nulo e outro imaginario puro, chamado

de ressonancia de primeira ordem.

Quando estudamos o caso de uma frequéncia nula, a parte quadratica da
funcao de Hamilton pode ser diagonalizavel ou nao diagonalizavel. Ja para duas
frequéncias nulas, esta parte quadratica depende do posto da matriz linearizada
do sistema. Em ambos os casos, obtemos um algoritmo de normalizacao desta

parte quadratica.

Nos demais termos, a técnica principal utilizada consiste em obter a forma

normal de Lie do Hamiltoniano até uma ordem adequada e usando o teorema da

10



INTRODUCAO 11

Curva Invariante fornecemos algumas condicoes para estabilidade de equilibrios.
Além disso, fazemos uso dos teoremas Cléssicos de Chetaev, os quais garantem

instabilidade para o ponto de singularidade.

Como ilustracao, aplicamos tais resultados em um problema classico na litera-
tura, a reciproca do Teorema de Dirichlet-Lagrange. Como principal referéncia,
usamos dois artigos de Sokol’skii [27] e [28], os quais fornecem resultados relevan-

tes para o entendimento do problema.

Este teorema foi enunciado, neste contexto, por Lagrange em 1788, o qual nao
apresentou uma demonstragao (exceto quando a fungao potencial é quadratica).
Uma das primeiras provas conhecidas foi exibida por Dirichlet em 1848. A de-
monstracao é via funcao auxiliar de Lyapunov, lembrando que os teoremas de
Lyapunov sobre estabilidade sao de 1882.

Tendo em vista o problema, é indispensavel a analise de sua reciproca, a qual
ainda se encontra em aberto quando se trata de n graus de liberdade. Aqui,

resolvemos uma reciproca parcial quando n = 2.

Esta dissertagao esta dividida em quatro capitulos. O primeiro contém resul-
tados preliminares. Nesse contexto, é importante que o leitor possua conhecimen-
tos basicos de Algebra Linear, Andlise no R" e Equagoes Diferenciais Ordinarias.
Nele, além de definicoes, teoremas basicos de sistemas Hamiltonianos e Trans-

formagoes Simpléticas, também é enunciado o Teorema da Curva Invariante.

No segundo capitulo, fornecemos um algoritmo de normalizacao da parte
quadratica do Hamiltoniano quando os autovalores sao nulos e no caso de uma
frequéncia ser nula e a outra distinta de zero. Em seguida, desenvolvemos a teoria
de Formas Normais de Lie, no intuito de aplicar o método de Deprit-Hori, que

nos possibilita escrever o Hamiltoniano de forma particular.

A partir dos coeficientes do novo Hamiltoniano, no terceiro capitulo, exibimos
alguns resultados de estabilidade de equilibrio de sistemas Hamiltonianos dege-
nerados com dois graus de liberdade, fundamentais para demonstracao de uma

reciproca parcial do teorema de Dirichlet-Lagrange.

Finalmente, no capitulo 4, fazemos uma ilustracao dos resultados desenvolvi-
dos neste trabalho, a reciproca do teorema de Dirichlet-Lagrange, com dois graus
de liberdade, tecendo ainda alguns comentérios a respeito desta reciproca para

um grau de liberdade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fornecemos a teoria bdsica de sistemas Hamiltonianos realizamos
um estudo sobre a teoria qualitativa de equagoes diferenciais abordando conceitos
de estabilidade e instabilidade, como principal referéncia adotamos o livro do
Meyer [21]. Outras referéncias sio Sotomayor [30] e Vidal ([31] e [32]). Além

disso, enunciamos o teorema das curvas invariantes [22].

1.1 Sistemas Hamiltonianos

O estudo das Equacoes Diferenciais Ordinarias é objeto de intensa atividade de
pesquisa, pois, apresenta aspectos puramente matematicos e uma multiplicidade
de aplicacoes. Apds a segunda lei de Newton, desperta-se um particular interesse
pelos sistemas de equacoes diferenciais de segunda ordem em R?**. Um tipo

especifico desses sistemas sao os chamados Sistemas Hamiltonianos.

Um Sistema Hamiltoniano em R?" é um sistema com 2n equacoes diferen-

clais ordinarias da forma

0H OH
1= — e p=——o 1.1
a= 75 P=~7q (1.1)
onde H = H(q,p,t), chamada de Hamiltoniano, é uma funcao diferencidvel
definida em um aberto O = R" x R™ x R, as varidveis p = (p1, -+ ,pn) €
q = (¢, ,qs) sdo chamadas de posi¢ao e momento, respectivamente e o in-

teiro positivo n é dito grau de liberdade do sistema.
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O conjunto onde as variaveis posicao estao definidas é chamado de espago das
configuracoes, ja o espaco que descreve a posicao versos momento é chamado de

espago de fase. Fazendo

P -1, O

o sistema (1.1) torna-se

OH\"
z=JVH(z,t) ou z=1J (—) . (1.2)
0z
Claramente J7! = J7 = —J, isto é, J é anti-simétrica e ortogonal. Note também

que detJ = 1.

Pelo teorema de existéncia e unicidade, um dos resultados basicos da teoria
de equagoes diferenciais ordindrias, para cada (to,zo) em O, existe uma tunica
solugao z = p(t, tg, zg) de (1.2) definida em ¢ numa vizinhanca de ¢, que satisfaz

a condicao inicial ¢(to, to, zo) = zZo.

Quando a fungdo H nao depende de ¢, o sistema (1.1) é chamado auténomo

e o sistema Hamiltoniano ¢ dito conservativo. Dali, a equagao (1.2) satisfaz

¢<t - tO? 07 ZO) - 90<t7 th ZO)'

Usualmente descarta-se a dependéncia de ty, uma vez que ¢(t,z0) ¢ uma solucao
de (1.2) tal que (0,2g) = zo.

Vamos estudar o conceito de um operador chamado colchete de Poisson. Con-

sidere F',G e H fungoes diferenciaveis no aberto O = R" x R" x R.

Definicao 1.1.1. O Colchete de Poisson de F e G é definido por

FT FT
{F,G} = VFTJVG = or” oG _9oF oG (1.3)

Claramente, {e, e} é uma forma bilinear, anti-simétrica e satisfaz a identidade
de Jacobi:
{FAG HY} +{G{H, F}} + {H {F,G}} =0. (1.4)

Se ¢(to, zo) representa uma solucao de (1.1) com a condigao inicial (tg,zg) e

incluindo a notagao F'(t) = F(t, p:(to, 2)) entao

%F(t) = %—f(t, ¢i(to, 20)) + {F, H}Y(L, ¢i(lo, 20))- (1.5)

13



Uma vez que o colchete de Poisson é anti-simétrico, ao longo das solugoes

do sistema Hamiltoniano (1.1) vale que dd—ft{ = %—If. Por isso, quando o sistema
Hamiltoniano for autonomo a funcao H ¢é constante ao longo de suas solugoes,

fungoes desta forma sdo chamadas de Integrais Primeira do sistema (1.2).

Teorema 1.1.2. Sejam F,G e H como enunciadas acima e independente de t.

Entao,

1. H € uma integral primeira de (1.1).
2. F € uma integral primeira de (1.1) se, e somente se, {F,H} = 0.

3. Se F e G sdo integrais primeira de (1.1) entdo {F,G} também é.

Demonstracao: Com os comentarios acima podemos mostrar o item 1. O
segundo item segue diretamente da equacao (1.5) e, por fim, a identidade de

Jacobi mostra facilmente o item 3. |

1.1.1 Reducgao do grau de liberdade

Algumas vezes faremos uso de sistemas Hamiltonianos com um grau de liber-
dade, por exemplo, na aplicacao do Teorema da Curva Invariante. Como vamos
fornecer resultados de estabilidade para sistemas Hamiltoniano com dois graus
de liberdade, faz-se necessario o estudo de redugao desse grau. Assim, considere

o sistema Hamiltoniano autonomo cuja funcao Hamiltoniana é
H = H(q,p,€) (1.6)

e seja H = k € R fixo, uma superficie de energia. Assumiremos que H,, # 0,

entao podemos escrever

Pn = —K(Ch:‘ 5 qn, P10 7pn717k7€)' (17)

Como ¢, = H,, # 0, podemos tomar ¢, = 7 como a nova varidvel tempo na

equacao diferencial. Desta forma, as equagoes resultantes sao:

(1.8)

= = e — P
dr  H,, Op; dr H,, 0q;
ondei=1,--- ,n — 1. Agora usamos o fato que
H(Qla"' ydn, P15 ° apn—lu_Kae):k'

A andlise acima ¢ local, pois usamos o teorema da Funcao Implicita. O sistema

(1.8) tem n — 1 graus de liberdade, com a fun¢ao Hamiltoniana K.

14



1.1.2 Sistema Hamiltoniano linear

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos sao os lineares. Seja S(t) uma
matriz simétrica para cada t e suponha que o Hamiltoniano H seja uma forma

quadratica em z, mais precisamente admita que H seja escrito da seguinte forma:
L,
H = H(z,t) = 2 S(t)z, (1.9)
entao, obtemos o sistema associado
z=JS(t)z = A(l)z (1.10)

onde A = JS(t). Quando isto ocorre, o sistema Hamiltoniano (1.10) ¢ dito um

sistema Hamiltoniano Linear.

Defini¢ao 1.1.3. Uma matriz A € Ms,x2,(R) € dita Hamiltoniana se satisfaz
ATJ + JA = 0. Denotaremos por sp(n,R) o conjunto de todas as matrizes

Hamiltonianas de ordem 2n.

’

E simpes verificar que a matriz A(t) do sistema (1.10) é Hamiltoniana. De

fato,

JA(t) =J*S(t) = —S(t) = S(t)J* = S()" I = —(IS(t))"T = —A(t)"J.

Vejamos alguns resultados que caracterizam matrizes Hamiltonianas.

Teorema 1.1.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A € Hamiltoniana;
2. A=JA"];
3. A =JR, com R simétrica,

4. JA é simétrica.

Demonstragao:

(1. = 2.) Basta notar que J~' = —J. Entdo, pela definicdo 1.1.3 temos que
ATJ =J 1A e temos o desejado.

(2. = 3.) Tome R = A”J e observe que
R =J'A = -J(JA")) = -J*(AT]) = A"T=R.

15



(3. = 4.) Suponha A = JR, com R simétrica. Entdao, JA = J°R = —R.
Logo, JA ¢é simétrica.

(4. = 1.) JA é simétrica = JA = (JA)T = ATJ" = —~ATJ. Assim, ATJ +
JA = 0 e pela definicao 1.1.3. A é Hamiltoniana. |

Além disso, se A e B sdo matrizes Hamiltonianas, entdo AT, a A (x e R), A+
B e [A,B] = AB — BA sdo matrizes Hamiltonianas.

Ainda neste capitulo vamos estudar o conceito de estabilidade linear no sentido
Lyapunov, ao mesmo tempo, fazer associacoes com o sinal da parte real dos
autovalores do polinomio caracteristico da matriz associada ao sistema linear.
O proximo resultado é fundamental para o estudo de sistemas Hamiltonianos

lineares.

Teorema 1.1.5. Seja A Hamiltoniana. Se A € autovalor da matriz A, entao —\
também vai ser autovalor desta matriz. Isto €, o polinémio caracteristico Pa ()

€ par.

Demonstragao: Vejamos,
Pa(M) = det(A — AI) = det(JS — AI) = det(JS — AI)”
= det(STJT — M) = det(—SJ — AI) = det(J*ST — A1JJ)
= det(J(JS+ AI)J) = det I det(J(JS + AI)) det J
= det(JS 4 AI) = det(A + AI)
= Pa(=)) |

Exemplo 1.1.6. Vejamos uma condicao necesséria e suficiente para que uma
matriz 2 X 2 com entradas reais seja Hamiltoniana.

0 a+d

Am|® P o ATT L JA =
d —(a+d) 0

C

Assim, A é Hamiltoniana se, e somente se, o trago de A for nulo.

Se escrevermos uma equagao diferencial de segunda ordem como
T+pt+qr=0, q,p€R, (1.11)

o sistema associado a esta equacgao é da forma & = y e y = —py — qx, ou

]

16
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Pelo exemplo 1.1.6, o sistema é Hamiltoniano linear se, e somente se, p = 0. O

mesmo ocorre quando p = p(t) e ¢ = q(t).

1.2 Transformacoes simpléticas

O estudo de transformagao simplética é de grande valia, pois, uma mudanca
de coordenadas induzida por uma matriz simplética leva sistemas Hamiltonianos
lineares em sistemas Hamiltonianos lineares. Por isso, nesta se¢ao, vamos fornecer

definicoes e resultados importantes a seu respeito.
Definigao 1.2.1. Uma matriz T € My, «0,(R) satisfazendo a identidade

TIIT =pJ, n#0 (1.12)
¢ dita uma matriz p—simplética. Quando p = 1, dizemos que T ¢é simplética.

Vamos introduzir a notagao Sp(2n,R) para o conjunto das matrizes simpléticas.

Vejamos alguns resultados quando uma matriz satisfaz a definigao 1.2.1.

Teorema 1.2.2. Seja T uma matriz p—simplética. Entao,

1. T ¢ invertivel, T™' ¢ p='—simplética e T™* = —pJTTT.
2. TT ¢ p—simplética.
3. Se S é v—simplética, entao TS é pv—simplética.
Demonstracgao: Seja T p—simplética, isto é,
TTIT = pJ = det(TTIT) = pdet J = p = (det T)? = p # 0.
Entao, T é invertivel. Os demais itens seguem diretamente da definicao 1.2.1. B
O teorema acima nos diz que Sp(2n,R) é um grupo e ao mesmo tempo um

subgrupo do conjunto das matrizes nao-singulares n x n com entradas reais, de-
notada por Gl(n,R).

Se T(t) é uma matriz nao-singular, de ordem 2n, isto é, invertivel para todo

t, a mudanga de variaveis ¢ = U(t)z transforma o Hamiltoniano (1.10) em
= (T7'AT — T7'T)g, (1.13)

onde U(t) = T'. Vejamos quais condigdes sobre U para que (1.13) seja um

sistema Hamiltoniano.

17



Teorema 1.2.3. Se U(t) € uma transformacgao pu—simplética, entao (1.13) € um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragao: Seja U(t) uma transformagao p—simplética, isto é, T(t) é
p~L—simplética. Uma vez que TITT = 1 ~1J para todo t, segue que TITT +
TI(T)” = 0. Assim, (T'T)"J + J(T™'T) = 0, ou seja, T~'T é uma matriz
Hamiltoniana. Por outro lado, o item 1 do teorema 1.1.2 nos garante que T™'J =

uJTT, com isso,
T'AT = T 'JST
= uJT?'ST
= J(uT'ST)
Assim, (T"'AT)"J +J(T'AT) = 0. |

O dltimo resultado nos diz que uma das importancias das transformacoes

simpléticas radica no fato de preservar a estrutura Hamiltoniana das equagoes.

Se a matriz A do sistema linear (1.10) é constante, com ty, = 0, da teoria de
equacoes diferenciais ordindrias, temos que a tnica solugao para o sistema é

z(t) = eM = exp(At) = ——, (1.14)

7!
i=1

com isso, vejamos os proximos resultados.

Teorema 1.2.4. Uma matriz fundamental Z(t,to) de um sistema linear Hamilto-
niano € simplética, para todo t,ty € 1. Reciprocamente, se Z(t,ty) € uma fungdao
diferencidvel de matrizes simpléticas, entao Z €é a matriz fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [21].

Corolario 1.2.5. A matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, a

At

matriz e € simplética, para todo t.

Com base na definicao de sistema Hamiltoniano linear, vamos estudar o caso

mais geral de transformagcoes simpléticas.

Definigao 1.2.6. Seja a transformacao de coordenadas E : Q x I — R*™, com Q
um aberto de R*. Dizemos que E é uma transformacao simplética se a matriz

derivada D,(E(z,t)) é simplética. Isto €, E é um difeomorfismo, para todo t, e

(D,(E(z, 1)) ID,(E(z,t)) = J. (1.15)

18



Usaremos a notagao ¢ = (P,Q) = FE(z,t) = E(q,p,t), com Z((,t) para
inversa de £. Uma transformacao simplética preserva a forma do sistema Hamil-

toniano. Defina a funcao transformada por

H*(() = H"(P,Q) = H(Z((,1),1), (1.16)
sendo U = E(Q x I), entao
( = %—f(z,t)—l—aa—f(z,t)z
OF OF OH g
= E(Z’t) -+ E(z,t)J (E(Z’ﬂ)
OF OF OH* = OFE T
- St S wna (05 )
_ 9E O(H")T
= 5, (@) +] 5 (¢, 1)
OF

—= H* — |z= .
IVCH (G0 + 57 ezt

Na segunda parcela da expressao acima, usamos essa notacao para representar
a primeira derivada com respeito a ¢ e aplicada em z = Z((,t). Dai, temos o

proximo resultado.

Teorema 1.2.7. A transformacdo de coordenadas simplética ¢ = FE(z), que
independe de t, transforma o sistema Hamiltoniano com fun¢ao Hamiltoniana

H = H(z) em um novo sistema, cuja fungao Hamiltoniana H* € definida por

H™(C) = H(E(2)). (1.17)

Quando a equacao (1.15) depende de t, sua andlise é feita na hipétese do

conjunto
={CeR™"/(¢(,t)eU x I} (1.18)

ser uma bola de R?" para cada t fixo. Nestas condicoes, é possivel mostrar que
existe uma funcao R : U — R tal que
oF
ot
Teorema 1.2.8. Suponha que a transformac¢ao de coordenadas (¢,t) = E(z,t) €

(Z t)’z Z(C,t) —JVCR((: t) (119)

simplética e, além disso, o contra-dominio U = E(U x I) satisfaz (1.18), entdo E
transforma o sistema Hamiltoniano com a fun¢do Hamiltoniana H = H(z) num

novo sistema Hamiltoniano, cuja funcao Hamiltoniana € definida por

H(C,t) + R(C,1). (1.20)
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Demonstragao: Vamos demonstrar que a fungao diferencidavel R é o gradiente

de uma funcao diferenciavel.

Como U, é simplesmente conexo, basta mostrar ! que a funcao

[(¢,t) = §t§< )] 2= ZCt) i (C t) (1.21)

é simétrica, ou seja, I' = I'". Derive ambos os lados de (1.15)

O*ET 0FE 8E 62
donde OE~T O*ET 0*FE OBt
(2 1) o (2 )]+ T2 (4, ) — —(2,1) = 0. (1.23)

Substitua z = Z((,t) em (1.23) e, além disso, ag—;(Z(C,t),t) = g—?((,t).
Assim, encontramos que —I' +I'7 = 0. |

Quando U; nao for uma bola, nao podemos garantir a existéncia de R definida
globalmente como tinica fungao a valores reais sobre todo Y. Mas, em cada ponto
¢ de U existe uma funcao R como no teorema anterior sobre uma vizinhanca de
¢ tal que o teorema 1.2.8 é valido, isto €, se U; nao é uma bola, o teorema acima
so € valido localmente.

Teorema 1.2.9. Seja T uma matriz simplética. Se A € autovalor de T, entao
A7t também é.

Demonstracao: Seja T simplética, T? = —JT 'J e det T = +1. Notemos que

Pr(\) = det(T — \I)
= det(TT — \I)
= det(=JT'J + A\JJ)

= det(=T" + I

= detAA'T! —1))

= A"det(T 1Y) det(T — X'
= £A"Pp(A7Y).

Donde temos o desejado. |

1Se F: O — R¥, onde O é simplesmente conexo, entdo F = Vf se, e somente se, (gTF)
J ’L]

é simétrica.
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Sabemos, de Algebra Linear, que o determinante de uma matriz é o produto
de seus autovalores, dai o determinante de uma matriz simplética ¢é igual a 1. Por
consequéncia, uma transformacao simplética preserva volume. A seguir, faremos
alguns exemplos, os quais nos ajudarao a entender algumas demonstragoes de

teoremas mais a diante.

Exemplo 1.2.10. Considere z = (q,p) = (q1,"** , Gn, P1,* "+ , Pn) € R?™ e faga a

mudanca de coordenadas a qual nao depende de ¢

E:(q,p) — (Q.P) (1.24)
definida por
Q=aq e P=p0p, (1.25)
onde « e B sao constantes nao nulas. Assim,
E I O
T E_|@ , (1.26)
0z 0 pI

com I a matriz identidade de ordem n. Desta forma,
TYIT = B (1.27)
Pela definicao 1.2.1 a transformacao de coordenadas E é af—simplética.

Exemplo 1.2.11. Considere um Hamiltoniano autonomo e analitico que possui

um ponto critico na origem, assim,

H(z) = %ZTSZ + K(z) (1.28)

onde S é matriz Hessiana em z = 0 e K ¢ tal que as derivadas parciais de primeira

e segunda ordem anulam-se na origem. Facamos a mudanca de coordenadas
E:z—w=¢c'z (1.29)

com € # 0. Tome o = 3 = ¢! do exemplo 1.2.9, entdao E é uma transformacao

e 2—simplética. Assim, o novo Hamiltoniano satisfaz

H(w) = —H(E™(z))



Para entender o significado O(¢) = ¢ 2K (ew) devemos lembrar que pelas hipSteses
K comeca ao menos com termos de terceira ordem do desenvolvimento da série

de Taylor em torno da origem, isto é,

K(z) = Z iy - Gy, 200 2 (1.30)
i1+ tizn =3

A reticéncia foi utilizada para denotar a existéncia de termos de ordem superior.

Agora faga z = ew e temos

K(ew) = €K (w). (1.31)
Como z esta na vizinhanca da origem, ew também estd, com isso,

le 2K (ew)| < Ce (1.32)
para alguma constante C' > 0, w proximo da origem e € limitado.

Exemplo 1.2.12. Considere a mudanca de coordenadas polares no plano dada

por

d: R x (0,27) = R*\ {(2,9) €R?* | 2 >0 ey =0}
Usando a notacao z = (r,0) e £ = (x,y) € R? e definindo
O(r,0) = (rcosf,rsinb).
E claro que ® é um difeomorfismo e satisfaz

[qu)<z)]TJ[qu)<z)] =rd,

0
onde J = [ ] . Portanto, a transformagao ® nao é simplética.

No entanto uma pequena alteragao permite-nos conseguir uma transformacgao
simplética a partir das coordenadas polares no plano. De fato, considere a trans-

formacao

U(2) = (V2rcosb, v/2rsinb).

Verifica-se neste caso que
[D.®(2)]"I[D.®(2)] = J.
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1.3 Estabilidade no sentido de Lyapunov

Nesta secao desenvolvemos o conceito de pontos de solucao de equilibrio no

sistema de equacoes diferenciais ordinarias.

Considere
%= f(x,t). (1.33)

onde f: € — R" é continua, 2 C R x R™ aberto.

Note que x(t) = x* é solucao de (1.33) se, e somente se, f(x*,t) = 0, para
todo t > 0. Dali, dizemos que x* é uma solugao de equilibrio ou simplesmente
um equilibrio de (1.33). Outro termo usado para o equilibrio x* é ponto de

singularidade.

Seja x* uma solugao de (1.33) e faga x(t) = z(t) + x*(t), temos entao que x(t)

é solugao de (1.33) se, e somente se, z(t) = x(t) — x*(t) é uma solugao de
z = g(z,1) (1.34)

onde ¢(z,t) = f(z(t) + x*,t). A solugao de equilibrio da equagao (1.34) corres-
ponde a z"* = 0. Assim, a menos de uma translagao, podemos considerar a origem

como o equilibrio do sistema em questao.

Da teoria bésica de EDO, podemos garantir que cada solucao x = x(t) de-
pende continuamente de ¢ e suas condigoes iniciais (X, ?p). Duas solugbes que
iniciam préximas, permanecem proximas para um tempo suficientemente grande,

mas finito.

O natural é pensar que se duas solugoes comegam préximas permanecem
proximas por um tempo futuro. Ou serd que existem solugoes que se desviam,

nao importando o quao préximos elas iniciarem? Vejamos a préxima definigao.

Definicao 1.3.1. Uma solucao de equilibrio x* ¢ estdvel se para todo ¢ > 0
existir § > 0 tal que para todo x € Bs(x*), tem-se que a solugao ¢(t) que satisfaz
©(ty) = x estd definida para todo t > 0 e p(t) € B(x*), para todo t > 0. Se além
disso existir &1 < § tal que ||o(to) — x(to)|| < 01 implica tlgélo llo(t) —x(t)|| =0,
entdo x* diz-se assintoticamente estdvel. Dizemos que o equilibrio € instdvel

se nao for estdvel.

A grosso modo um equilibrio é estavel se solugdes que iniciam préximas a
ele, permanecem proximas para um tempo futuro. Se além de estavel a solugao

tender ao equilibrio, entao o equilibrio é assintoticamente estavel.
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Figura 1.1: Estabilidade no sentido de Lyapunov

Lyapunov é conhecido por seu desenvolvimento da teoria da estabilidade de
sistemas dinamicos, bem como por suas diversas contribuices a fisica e ma-

tematica.

Faremos um estudo de estabilidade para o entendimento do teorema de Diri-
chlet-Lagrange, enunciado e demonstrado no tltimo capitulo. Em sistemas con-
servativos, o Hamiltoniano é escrito como a soma da energia potencial com a
cinética. Se a origem é um ponto de minimo estrito para energia potencial, o
teorema de Dirichlet-Lagrange nos garante que o equilibrio é estavel no sentido

de Lyapunov.

1.3.1 Sistemas lineares com coeficientes constantes

Consideremos o sistema linear
x = Ax, (1.35)

em que A € M,,(R),x € R". Esta matriz constante pode ser vista como
um operador linear no R" que a cada x associa Ax, o qual pode ser estendido

a um operador linear Ac no espago complexo C" definido por Ac(x + iy) =

Az + iAy. Sejam A, ..., \; todos os autovalores distintos da matriz Ac e
{#11, - -y Zmy1s -+ s Z1ks - -, Zmukp uma base de Jordan de C™ tal que
Nizii ¥ Zig1sy, J=1,...k,1=1,...,m, — 1
A(C(Zij) _ J <1 i+l J k

)\jzija jzl,...,k,lzmk,

onde my, ¢ a dimensao do bloco de Jordan associado a A;.
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Uma condicao necessaria e suficiente para que

2(t) = Cu(®) 2 + -+ G () zmar + -+ Q) 21k + - -+ G (8) Zmy

seja uma solucao da equagao 2(t) = Acz(t) é que

Gy = AiCus Coy = NGoj + G oy Gy = Aiom, + Gonyt
para j = 1,..., k. Assim, a solugao fica
i 1 1
2(t) =D M Gz (Gt + Gz -+ m—j,tmjﬁj e G G ) 251
p ! !

E f4cil ver que

k

MNt[F 5 - 7 \= 1 m;i I - = _
(t) = Z eAJt[Cljzlj—i_(Cljt+C2j)Z2j+' : ._’_(m_j!t USTRE ‘+ﬁtcmj—1+cmj>zmjj]
=1

|

também é uma solugao de (t) = Acz(t). Assim as partes real, x(t) = M

_ =)=

e imagindria, y(t) 57— sao solugdes reais do sistema x(t) = Ax(t). Com o

que foi feito estd demonstrado o proximo teorema.

Teorema 1.3.2. Uma solucao geral do sistema (1.35) € da forma
k
x(t) = Z (Ayt'e®itcos(bt) + Byt'e®i sen(b;t))

onde \j = oj +1i3; sao os autovalores de A, m; é a dimensao do bloco de Jordan
associado ao autovalor \;, Aj;; e Byj sao vetores fizos do R" para j =1... k e
l = 1, RN ,mj.

Pelo Teorema 1.3.2 visto acima temos:

Teorema 1.3.3. Sejam \q, ..., \, 0s autovalores da matriz A e suponha que Jy
€ 0 bloco de Jordan em C associado a X. Tem-se para a solu¢ao nula do sistema
(1.35) as sequintes afirmagoes:

1. Se A € uma matriz ndao singular, o equilibrio é:

(a) assintoticamente estdvel no sentido de Lyapunov se, e somente se,
Re(M\y) < 0 para todo k =1, ...,n;
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(b) estavel, mas ndao assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se,
e somente se, A tem pelo menos um par de autovalores imagindrios
puros, cada bloco de Jordan Jy (em C) associado a cada autovalor
imagindrio puro A € diagonal e o resto dos autovalores possui parte

real negativa;

(c) instavel nos demais casos.
2. Se A é uma matriz singular, o equilibrio é:

(a) estdvel no sentido de Lyapunov se os autovalores nao nulos tem parte
real negativa e o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo € diago-

nal;

(b) estavel no sentido de Lyapunov no caso em que A tem ao menos um
par de autovalores imagindrios puros, sempre que cada bloco de Jordan
Jx (em C) associado a cada autovalor imagindrio puro A seja diagonal,
o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo é diagonal e o resto dos

autovalores possui parte real negativa;

(c) instavel nos demais casos.

Podemos exibir alguns resultados especificos de sistemas Hamiltonianos com
coeficientes constantes. Pelo teorema 1.1.5 o polinomio caracteristico de uma
matriz Hamiltoniana é par. Assim, se A é autovalor de A entdao —\ também é

autovalor desta matriz.

Entao, em sistemas Hamiltonianos lineares, nao é possivel haver estabilidade
assintotica, pois se a parte real de A for negativa, a parte real de —\ é positiva
e vice-versa. Este resultado se estende para o caso nao-linear, pois, pelo teorema
de Arnold-Liouville [20], resultado de equagoes diferenciais ordindrias, o fluxo do

sistema preserva volume.

Assim, faz-se necessario obter resultados nos casos degenerados, isto é, a parte
real dos autovalores é nula. Considerando o sistema Hamiltoniano com dois graus
de liberdade, vamos estudar o caso em que todos autovalores sao nulos ou duas
frequéncias nulas e o caso em que ha um par de autovalor nulo e outro imaginario

puro (A = twi,w # 0), este é, somente uma frequéncia nula.

Contudo, podemos caracterizar a estabilidade de um sistema Hamiltoniano

linear com coeficientes constantes, a partir do teorema (1.3.3).

Teorema 1.3.4. Seja o sistema x = Ax, com A uma matriz Hamiltoniana

constante. O equilibrio nulo deste sistema é:
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1. estdvel se, e somente se, todos autovalores sao 1magindrios puros e a matriz

A for diagonalizavel, com A uma matriz nao singular.

2. estavel se, e somente se, a matriz A for diagonalizavel, com A uma matriz

singular.

1.3.2 Sistemas Hamiltonianos quase lineares

Considere o sistema de equacoes diferenciais
z=Az+ g(z,t) (1.36)

em que A é uma matriz Hamiltoniana e a fungao g é tal que

g(0,t) =0 e lim
=0 ||z]]

=0 (1.37)

para cadat € I C R. Um sistema deste tipo é chamado Quase Linear. Podemos
enunciar um teorema baseado em Hale [13], o qual nos garante a instabilidade

para este tipo de sistema.

Teorema 1.3.5. Consideremos o sistema (1.36) definido em
O =A{(z,t) e U x I/ ||z|]| <b}

satisfazendo a propriedade (1.37), com g continua, convergindo uniformemente
em t e suponha ainda que o sistema (1.36) tenha solugées unicas em todo ponto.
Entao, se algum valor proprio de A tem parte real positiva, a solucao de equilibrio

nula do sistema nao linear (1.36) € instdvel.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [18]. O mesmo resul-

tado ocorre quando sistema é autonomo.

1.3.3 Os critérios de Lyapunov e os teoremas de Chetaev

O método direto de Lyapunov para estudo de estabilidade foi desenvolvido
pelo matematico russo A. Lyapunov no final do século XIX. Tem este nome,
método direto de Lyapunov, pois aplica-se diretamente nas equacoes de movi-

mento, sem qualquer conhecimento das solugoes.
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Considere o sistema autonomo

% = f(x) (1.38)

onde f é de classe C! no aberto Q C R™. Seja V : Q — R uma funcio dife-

renciavel. Para cada x € (), defina
. oV
Vi(x) = <8_x’f(x)> :

Isto é, V(x) = LV (px(t)), com px(t) a solugao de (1.38) passando por x € Q.

Seja x* um ponto de singularidade do sistema (1.38). Uma fungao de Lya-
punov para x* é uma funcao V : Q — R diferenciavel definida em um aberto

Q (x* € Q), satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) V(x) =0eV(x) >0,¥ x # x7
(b) V <0 em
A funcao de Lyapunov V' diz-se estrita quando
() V <0emQ— {x*}.

Teorema 1.3.6 (Lyapunov - Caso Auténomo). Seja x* um ponto de equilibrio
de (1.38). Se existe uma fun¢do de Lyapunov para X*, entdo o mesmo € estdvel.

Se a funcao for estrita, X* € assintoticamente estavel.

Demonstragao: Seja V : Q@ — R uma funcao de Lyapunov para x*. Dado
B ={x € R"||x —x*|| <} C ©, o numero m = min{V (z);||x — x*|| = 0} ¢é
positivo. Mas, a fungao V' é continua, entdo existe um aberto ; C B(x* € ()
tal que V(x) < m, para todo x € €. Logo, ¢x(t) permanece no interior de B
para todo ¢ > 0, uma vez que V' nao cresce ao longo das solucoes de (1.38). Pela

defini¢ao 1.3.1, x* é estédvel.

Suponhamos agora que V < 0 em  — {x*}. Sejam x € Oy e {t,} uma
sequéncia crescente de nimeros reais positivos tal que ¢x(t,) = y € B. Te-
mos V(px(tn)) = V(y) e V(px(t) > V(y)),V ¢t > 0. Tomemos y # x*, entao
V(py(t)) < V(y) e para todo z suficientemente proximo de y, V(p,(1)) < V(y).
Para n suficientemente grande, V(ox(t, + 1)) < V(p(y)), o que é um absurdo.
Dai, y = x9. Como B é compacto, segue que X* é assintoticamente estavel. |

Esta fungao de Lyapunov nos garante estabilidade ou estabilidade assintotica

para o sistema. Mas, na secao anterior, ja vimos que em sistema Hamiltonianos
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com coeficientes constantes, nao é possivel o equilibrio ser assintoticamente estavel

no sentido de Lyapunov.

Teorema 1.3.7 (Chetaev - Caso Auténomo). Considere o sistema auténomo
(1.38) e seja x* um ponto de equilibrio. Seja D um dominio em 2 C R™ tal que
x* € 0D. Suponhamos que exista uma funcao de classe C*, V : Q — R tal que
V>0comV>0emDeV=0emdD. Entio x* € instdvel.

Demonstracao: Considere B uma bola fechada com centro no equilibrio x*
e contida em ). Seja x € D NintB e suponhamos @y (t) esteja definida nesta
bola para todo t > 0. Note que V' cresce ao longo das solugdes de (1.38) em seu
dominio D, desta forma, V (px(t)) > V(x) > 0 para todo t > 0 tal que px(t) € D.
Para cada compacto €2 disjunto de 9D, @4 (t) € Q para todo ¢t > 0.

Por V ser continua, existe § > 0 tal que d(px(t),92) > ¢, para todo t > 0.
Mas, f e V nao de classe C1, dai, existe m > 0 para o qual V(o (t)) > m,V t > 0.
Logo,

t
Viex(t)) > V(x) + / mds = V(x) +mt,V t > 0.
0
Sabemos que V' é limitada em B, absurdo. Entao, para algum ¢, a solugao ox(t)

deve sair de B, ou seja, x* € instavel. |

Um dos teoremas fundamentais enunciado nesta dissertagao foi o Teorema
da Curva Invariante. Porém, para aplica-lo, precisamos de sistemas com um
grau de liberdade. Desta forma, é necessario a reducao deste grau do sistema
Hamiltoniano autonomo. Contudo, apds a reducao, obtemos um sistema nao

autonomo e periodico.
Portanto, considere o sistema nao autéonomo
x = f(x,1), (1.39)
onde f:Q x [0,00) = R, com  um aberto de R", ¢ uma fungao de classe C.

Teorema 1.3.8 (Instabilidade de Lyapunov - Caso Nao Auténomo). Su-
ponha que o equilibrio x* = 0 € uma solugao do sistema (1.39). Suponha que
exista uma funcao real V de classe Ct tal que

1. V(x,t) — 0 quando ||x|| — 0 uniformemente em t;

2.V ¢ definida positiva numa vizinhanca da origem;
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3. A partir de certos valores de t, V(x,t) assume valores positivos em cada

vizinhanga suficientemente pequena da origem.
Entdo o equilibrio x* € instavel.
Demonstragao: A prova deste teorema pode ser encontrada em [18]. |

A seguir, veremos uma versao do teorema de Chetaev para o caso nao autonomo.

Mas antes, é necessario uma definicao de funcao %/ positiva definida.

Definig¢ao 1.3.9. Seja V(x,t) uma funcao definida no aberto Q@ C R™ x R. Cha-
maremos a func¢ao dd—‘; positiva definida na regiago V> 0 (para x € Q,V(x,t) > 0)
desde que para todo nimero positivo € > 0, exista 6 = d(€) tal que % > €, para
todo x € Q,V(x,t) > 4.

Mostrar que Cﬁl—‘t/ tem a propriedade da definicao 1.3.9 nao ¢é trivial. Por isso,

demonstramos o préximo resultado.

Proposigao 1.3.10. Seja (r, ¢) coordenadas polares em R?, V (r, ¢) = r'h(r)Q(¢)
(1>0),0<h(r) <1, h éC' numa vizinhanga do equilibrio para r > 0 e Q(¢) é
C'. Suponha que a regiao V > 0 é definida para a < ¢ < b e

1. A condig¢ao Q(¢) < 1 € satisfeita;

2. B = Arvh(r)g(¢) + O(n), com n suficientimente pequeno, A > 0,a > 1 e
g continua, g(¢) > 0,Y ¢ € [a,b].
Entao, % é positiva definida na regiao V> 0.
Demonstracao: Desde que g é continua, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass,
g assume um valor de minimo m > 0, isto é, g(¢) > m. Na regiao V > 0, temos
0 < Q¢), h(r) < 1. Assim, se V > ¢ > 0 temos r > el

dV
T = Ahr)g(9) + Ol)
> Aetm+ O(n)
Aetm
=9
7T
Com 7 suficientemente pequeno, tome |O(n)| < @. |
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Teorema 1.3.11 (Chetaev - Caso Nao Auténomo). Considere a fungdo
V(x,t) definida para todo t > 0. Suponha que para toda norma arbitrdria, a
derivada Cil—‘t/ ao longo das trajetorias da equagdo x = f(x,t), com f(0,t) =0,V t,
¢ positiva definida na regiaco V> 0. Entdo, a solug¢do de equilibrio x*(t) = 0 ¢

mstavel.

Demonstragao: A prova deste teorema se encontra em [6]. |

1.4 O teorema da Curva Invariante

Nosso principal objetivo é enunciar o Teorema da Curva Invariante, tomamos

como base o livro do Meyer [21]. Considere

2= f(x) (1.40)

onde a fungao f esta definida no aberto 2 C R" em R". A partir de agora o

ponto de equilibrio serd a origem, considere o difeomorfismo
F(z) = Az + f(z) (1.41)

numa vizinhanga do ponto fixo origem de R™; f(0) = 0 ¢ 0f(0)/0z = 0. Cha-

maremos de multiplicadores do ponto fixo os autovalores da matriz A.

Definicao 1.4.1. Um ponto fixo C de f € dito positivamente estdvel se para cada
e > 0 existe § > 0 tal que ||F*(x) — C|| < € para todo ||x —¢|| <6 e k > 0. Da
mesma forma, para k < 0, define-se ponto fixro negativamente estavel. O ponto
fixo € estavel se for negativamente e positivamente estavel. Se nao for estavel, o
mesmo serd instavel. O ponto fixo é dito assintoticamente estavel se existe n > 0
tal que F*(x) — 0 quando k — oo para todo ||x — (|| < 7.

Observacgao 1.4.2. Note que existem semelhancas nas definigoes ja vistas ante-
riormente. Da mesma forma, existem analogias aos critérios de equacoes diferen-

ciais vistas a seguir.
e O ponto fixo é assintoticamente estavel se todos os multiplicadores tem
moédulo menor que 1.

e Se existe um multiplicador com moédulo maior que 1, entdao o ponto fixo é

instavel.
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Se, em (1.41), f(x) = 0 e se todos os multiplicadores tem mdédulo 1, entao

o ponto fixo é estavel, mas nao assintoticamente estavel.

e Se o difeomorfismo for simplético (simplectomorfismo), entdao o primeiro
item nao se aplica, pois se A é um autovalor, entao A\~! também é autovalor
de A. De fato, basta notar que se A = a + bz é autovalor de A cujo médulo

¢ menor que 1, entdo o médulo de A™! é maior do que 1.

No caso planar, onde o difeomorfismo (1.41) tema origem como ponto fixo,
a aplicacao em questao preserva area. Quando, além disso, a origem é um
ponto fixo eliptico, ou seja, os autovalores de A, A, A =A"1e [\ =1. Se A

¢ uma raiz da unidade, entao a origem ¢ estavel.

Ainda no caso planar, se A nao é uma m—ésima raiz da unidade, a aplicacao
pode ser colocada na forma normal até termos de ordem trés. Isto é, existe
uma mudanga de coordenadas simpléticas nas varidveis agao-angulo (I, )

tal que nestas coordenadas
F:(Lp) = (I'¢) (1.42)

com I' =T+c(I,p) e ¢ = ptwt+al+d(I,p), A =€, ae dsao fungdes de
ordem O(1 %) Por enquanto, vamos assumir ¢ e d nulos. A aplicacao (1.42)
leva o circulo I = Iy nele mesmo. Se o # 0, cada circulo é rotacionado num

angulo 6 = w + aly.

Se 6 = 27r§, com p e ¢ primos relativos entre si, entao cada ponto sobre o

circulo é um ponto de periodo gq.

Se # = 2wd, com § um numero irracional, entdo as érbitas de um ponto

sobre o circulo I = I, sdo densas.

Muitos destes circulos persistem como curvas invariantes nos teoremas de

Mecanica Hamiltoniana.

Dados € > 0 e § € R\ Q, existem inteiros p e ¢, primos entre si, tais que

'5—]—9‘<

y (1.43)

.

A férmula (1.43) nos diz quando um numero irracional pode ser aproximado

para um numero racional e, além disso, quao boa é esta aproximagao.
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Teorema 1.4.3. Seja U qualquer intervalo fechado e K > 0 uma constante fiza.

Entao, o conjunto

U(K):{ée(R\@)ﬁU/ ‘5_%’

K
>—3,p,q€Zeq7é0} (1.44)
q

¢ denso em U e tem medida positiva. A medida de U(K) tende a zero quando
K tende a zero. Além disso, todos os niumeros algébricos irracionais, como v/2,
pertencem a U(K), para algum K > 0.

A demonstragao pode ser encontrada em Arnald [1]. Por fim, vamos enunciar

o Teorema da Curva Invariante.

Teorema 1.4.4 (Teorema da Curva Invariante de Moser). Considere a

aplicacao

F(rp) = (', ¢)

dada por:
r=r+ec(r,p,e) e ¢ =p+w+eh(r)+Td(r, o, ¢) (1.45)
onde
1. ¢ ed sao funcgoes diferencidveis, 0 < a <r <b<oo el <e<e,

2. para todo @, ¢ e d sao fungoes 2m—periddicas em p;

3. r>1es >0 sao inteiros;

4. h € uma funcao diferencidvel 0 < a <r < b < ooy

5. %7&0, para todo 0 < a <r <b< oo,

6. se E ¢ qualquer curva fechada continua da forma

E={(r,o)/r =06(),0 : R = [a,b] continua e 27 periddica}
entao, EN F(E) # 0.
Entao, para € suficientemente pequeno, existe uma curva continua, I', F'—invariante
da forma
L={(r,o)/r =P(¢),®: R — [a,b] continua e 27 periddica}.

O numero de rotagao de F' sobre I' € irracional o qual € defeituosamente aproxi-
mado por numeros racionais no sentido do teorema anterior.

A demonstracao é bastante técnica pode ser encontrada em Siegel [26].
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Capitulo 2
Formas normais

Nosso objetivo neste capitulo é obter uma transformacao simplética tal que o
Hamiltoniano assuma uma forma particular, em alguns casos, esta forma possui
menos fatores que o Hamiltoniano original. Para este fim, tomaremos como base
o Markeev [19] no caso de somente uma frequéncia nula e Sokol’skll [29] quando
duas frequéncias forem nulas em sistemas autonomos com dois graus de liberdade.
Além disso, serd abordado a forma normal de Lie, como principal referéncia o

Meyer [21], com intuito de entender o método de Deprit-Hori.

2.1 Introducao

Considere um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade e suponha
que a origem do espaco de fase corresponda a um equilibrio desse sistema. As-
suma que a funcao Hamiltoniana é analitica numa vizinhanca desse ponto de

singularidade e escrevamos
H = Hy(q,p) + Hs(a,p) + -+ Hu(q,p) + -, (2.1)

onde cada H,, ¢ um polindbmio homogéneo de grau m cuja expressao nas coorde-

nadas posi¢do q = (q1, ¢2) € momento p = (py,p2) é dada por:

_ E I l2, k1, ka2
Hm - hlll2k1k2QI 4y P1 Dy - (22)
l1+lo+k1+ka=m

Pensando em simplifica-la, vamos desenvolver o método de Deprit-Hori no

intuito de encontrarmos a forma normal de Lie dos termos de ordem trés e,
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se possivel, os demais termos. Em outras palavras, mostraremos que existe uma
mudanca formal de coordenadas simplética a qual simplificara os fatores H,,, m >
3, da funcao (2.1).

Mas antes, com uma mudanca de coordenadas simplética, faremos algoritmos
para normalizagao da parte quadrética do Hamiltoniano (2.1) em duas situagoes
distintas, a primeira quando temos apenas uma frequéncia nula e a segunda para

)

duas frequéncias nulas.

2.2 Forma normal de sistemas Hamiltonianos li-

neares

Considere o sistema Hamiltoniano linear autonomo real

dz T

== Az, z' =(q,p). (2.3)

em que (q,p) € R*" ¢ A = JS, onde a matriz S é simétrica real de ordem 2n
e a matiz J, de mesma ordem, ja foi definida nos preliminares (J=* = J7 J? =
—I,,,detJ = 1). Entao considerando a mudanga de coordenadas induzida por

uma matriz P € Sp(n,R), da forma z = Pw, obtemos
w=P'z=w=P '2=P 'Az =P 'APw = Bw
com B = P"'AP. Afirmamos que a matriz B é Hamiltoniana. De fato,
B’J+JB = (P'AP)'J+J(P'AP)

= P'A"PTJ+JP'AP

= P"ATP"P"JP + P"JPP 'AP

= PT(ATI+JA)P

= 0.

Desta forma provamos que uma mudanga de coordenadas induzida por uma
matriz simplética leva o sistema (2.3) no sistema linear real w = Bw. A matriz
B pode assumir uma forma particularmente simples, chamada de forma normal.

Para isso, em alguns problemas, basta encontrar a matriz simplética real P.

Defina uma relacao ~ entre A e B pertencentes ao conjunto de todas as

matrizes Hamiltonianas em My, x2,(R) da seguinte forma

A~B& 3P e Spn,R),/B=P'AP. (2.4)
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E fécil verificar que a relacio definida em (2.4) é de equivaléncia. Para encon-
trar uma forma normal de A € sp(n, R) basta encontrar um elemento B da classe
de A que tenha expressoes mais simples. Do ponto de vista da fungao Hamiltoni-
ana, queremos obter uma transformagcao simplética tal que o novo Hamiltoninano

tenha menos termos.

Para a normalizagao da parte quadratica do Hamiltoniano (2.3) fagamos uma

analise nos autovalores da matriz JS. Para isso, considere a equacao caracteristica

p(A) = det(JS — Ay,). (2.5)

Vimos, no capitulo anterior, que o polinomio p(\) é par, isto é, p(A) = p(—A).
Por conseguinte, se A é uma raiz de (2.5) com parte real positiva, —\ é outra
raiz da equagao caracteristica com parte real negativa e vice-versa. Por isso, para
estabilidade do sistema (2.3), é necessédrio que todas as raizes da equagao (2.5)

sejam imagindrias puras.

Temos intencao de fornecer alguns resultados de estabilidade de equilibrio em
sistemas Hamiltonianos degenerados com dois graus de liberdade (n = 2), para
isso, vamos detalhar os processos de normalizacao da parte quadratica da funcao
Hamiltoniana em dois casos. O primeiro, quando um par de raizes de (2.5) é nulo
e a outro imagindario puro, ou seja, uma frequéncia nula, em seguida quando duas

frequéncias sao nulas.

2.2.1 Caso de uma frequéncia nula

Considere que a equagao caracteristica (2.5) tem duas raizes imagindrias puras
e duas raizes nulas e, com isso, vamos descrever o algoritmo de construcao da

normalizacao da parte quadratica do sistema Hamiltoniano.

Seja Hy = Ho(q,p) essa fungdao quadratica real, onde (q,p) € R* e S uma
matriz simétrica tal que

1
Hy(z) = 52"z, 2" = (q,p).
Faremos uma mudanca de varidvel por meio de uma matriz N, a qual garante

uma forma particular da parte quadratica do Hamiltoniano (2.1).

Chamaremos w a frequéncia em questao, lembre-se que estamos no caso em
que a equagao caracteristica da matriz associada ao termo Hy tem duas raizes

nulas e duas raizes imagindrias puras, isto é, A\ = fws.
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Conforme o livro do Arnold [1], mostraremos que existe uma mudanga canonica
de coordenadas simplética (qi, g2, p1,p2) — (@1, Q2, P1, P») tal que a forma nor-
mal de Hy do Hamiltoniano de acordo com forma canodnica de Jordan da matriz

JS é, sem perda de generalidade,
1
Hj = hy + E(szw(cgg + P2) (6, = 1) (2.6)

com hy uma funcao dependendo de @1 e P;. Assim, se ho = 0, temos o caso

diagonalizavel:
H; = %@w(@% + P3). (2.7)
Para o caso nao diagonalizdvel, (2.1) em sua forma normal truncada é
H; = %cﬁw(Q% + P} + %(mPf. (2.8)
com &7 e 0 podendo assumir os valores 1 ou -1.

Em ambos os casos, fixe a notacao

yT = (Q17Q2,P1,P2)-

Entao, vemos que a forma normal do sistema linear (2.3) pode ser escrita na

forma do seguinte sistema:

dy
— =JS* 2.
= y (2.9)

onde S* é uma matriz diagonal real, cujos elementos na diagonal sao definidos
)
por hi; = hi; = 61w, i, = 0, h}, = d2. A mudanga da varidvel z para variavel y

¢ determinada por meio da matriz N sob a forma da equagao

z = Ny. (2.10)
Desta forma,
dz dy
2N
dt dt
JSz = NJS*"y

JSNy = NJS*y
JSN = NJS* (2.11)
Além disso, a transformacao que fizemos, por ser simplética,
NTIN = 7J. (2.12)
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A solugao da equagao (2.11) nao é unica. A fim de encontrar a transformagao
de normalizacao é preciso escolher, das infinitas solugoes, aquela que satisfaca
também (2.12). Faga N = N;Ny, com

V2
4] e

Substituindo N = N;Nj em (2.11) temos N7 'JSN; = N, JS*N, ! = G, cujos

elementos da diagonal principal satisfazem a equacao

Q —iP

Ny = :
—iP Q

o""lﬁ
o o

Brk = —8ntkntk — 0w, (k =1,2).

Donde concluimos que a matriz G é a forma canonica de Jordan da matriz JS.
Dai obtemos,
101w 0 0 0
0 0 0 0o

G = . (2.13)
0 0 —iw O

0 0 0 0

A primeira e a terceira coluna sao os autovetores e; e es, associados aos
autovalores idjw e —idsw, respectivamente. As demais colunas desta matriz sao

compostas pelo autovetor e; e o vetor nulo.

Sejam e] = rj + ts] autovetores arbitrarios da matriz JS correspondente aos

autovalores iw e €3, g5 o vetor associado ao autovetor nulo. Entao
JSe] = iwe], JSe; =0, JSg;=e;. (2.14)
com
e; = c1(0ir] +1is]), ey = ca09€y, ez =icy(0r] —is]), 8y = cags. (2.15)

onde ¢; e ¢z s80 nimeros reais. De acordo com as equagoes (2.14) e (2.15) podemos

construir a matriz N; como desejado e obtemos

N, = [\/ﬁclfﬁrf C202€5 \/§C1ST ngz]~ (2.16)

As constantes ¢;,d;(i = 1,2) s@o determinadas pela equagao (2.12). De fato,

N7TIN = [ 0 D]

usando (2.16) temos

-D 0
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onde D é uma matriz diagonal de segunda ordem cujas entradas sao
dy =260 <ri,Jsi >=1 e do =260, < e}, Jgs >=1.
Por isso, as matrizes N; e Ny, consequentemente N, sao matrizes nao nulas.
Temos ainda
0 = sign < ri,Js] >, 0 = sign < e, Jgh > (2.17)

e as constantes ¢y = \/§m1/2 € Cy = Ko, COM

V2 1
, Ro =
<105 > | NECR

(2.18)

R1 =

A partir das equagoes (2.18) temos outra expressao para as entradas da matriz
(2.16) de quarta ordem:

N = |§1r11] Ooko€l KiS] Kol - (2.19)

2.2.2 Caso de duas frequéncias nulas

Suponha que a equacdo caracteristica (2.5) tenha todas suas raizes nulas.
Este é o caso em que tem duas frequéncias nulas ou, simplesmente, dupla res-
sonancia de primeira ordem. Primeiro vamos analisar a normalizacao do sistema

linearizado, correspondendo a parte quadratica da funcao Hamiltonaina.

Para esta finalidade, considere o sistema linearizado (2.3) com dois graus
de liberdade. O problema da normalizacao se reduz em encontrar uma matriz

simplética real, tal que a transformacao

z=Ny, y' = (Q1,Qs P, P) (2.20)

como anteriormente, se reduz no sistema linear da forma

dy % % 82H2
=18y, 8= ( 5 ) (2.21)

Neste caso, em que os autovalores da matriz JS sao nulos, dependendo do

posto da matriz S, o qual denotaremos por rg(S), pode surgir as seguintes ex-
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pressoes:

1

H; = §5P2 —Q1Qs (6==1), rg(S)=3 (2.22)
Hy = ;51132 + = 62P2 (61 = £1,0, = 1), 7rg(S)=2  (2.23)
H = ;5132 (§=%1), 7r9(S)=1 (2.24)
H; =0, rg(S)=0 (2.25)

Propomos aqui um algoritmo construtivo baseado em Sokol’skii [29] que vai
ser usado para encontrar matrizes de normalizacao para todos os casos acima. A

matriz N deve primeiro reduzir JS em JS*, isto é
JSN = NJS* & N 'JSN = JS*, (2.26)

ou seja, a primeira equacgao existe se, e somente se, JS é semelhante a JS* e N

deve ser simplética, entao

NTIN = 7J. (2.27)

Seja G uma forma normal de Jordan para esta matriz. Claramente a ma-
triz que reduz JS na forma normal de Jordan nao vai, em geral, ser simplética.
Contudo, o produto de matrizes nao simpléticas pode ser uma matriz simplética.

Nesse sentido, buscamos a matriz normalizadora N = AB.

Aqui a matriz A é arbitraria e reduz JS na forma normal de Jordan, isto é,
uma solu¢ao nao degenerada de JSA = AG, composta de autovetores e vetores

adjuntos a; da matriz JS.
A matriz B = C™!, onde C reduz JS* na forma de G. Vejamos,

JS*C=CG .. JS*=CGB. (2.28)

Por (2.27) obtemos,

J = NN
= (AB)"JAB
—= BT(ATJA)B
-~ B'FB (2.29)

fazendo F = ATJA uma matriz anti-simétrica, cujas entradas sdo da forma

f;, =< a,Ja, >. De fato, F" = (ATJA)" = ATJ"A = ~A"JA = -F.
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Um estudo mais detalhado da matriz F é realizado de acordo com o posto da
matriz JS. Faremos cada caso relacionado com as equagoes (2.22) a (2.25). Essas

informagoes levam a obter N simplética.

No caso em que rg(S) = 0 a equagao (2.25) é ébvia, pois esta condigdo nos
garante que todos os coeficientes da parte quadratica do Hamiltoniano sao nulos.

Quando rg(S) = 1 sejam

JSa1:O,

JSagzal,

JSag,:O,

JS&4ZO.
by 0 by O 0 fiz O 0
B:005b10 eF:—fm() 0 0
0 by 0 O 0 0 0 fyu
0 0 0 by 0 0 —fss O

Sempre que citados, b; (j = 1,2,3,4) se referem a nimeros reais arbitrarios;
nesta situagao tome b; # 0 e como — f2, fi = det F = (det A)? # 0, resta-nos
fi2 e f34 serem diferentes de zero. Calculando a equacao (2.29) determinamos

algumas condigoes para estas constantes. Mais ainda,

o 000 5000
L 0000
C= 005 0 e S'=
0 5 0 0 0000
0 0 0 A 0000
4
Utilizando (2.29) temos,
0 0 obtfiz 0
arep - | O 0 0 bobifar| _
B P 0 0
0 —b3by f34 0 0

dai temos as seguintes igualdades:
(5b%f12 =1=0b = [< al,Jag >]_%, com 0= S’Lg?’L(< al,Jag >) €
b3b4f34 =1=0b3= [< as, Jay >]_17b4 =1 e by=0.
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Por fim, obtemos a matriz

N = [blal bgag (5b1a2 ay| -

De maneira semelhante vamos calcular a matriz N simplética nas demais

situagdes. Suponhamos o posto da matriz S igual a 2, isto é, rg(S) = 2. Temos,

JSa, =0,

JSagzal,

JSa3:0,

JSa4:a3.

Sejam, também,

b1 0 b3 0 0 f12 0 0
B:oo(slb1 0 | F:—f120 0 0
0 b O by 0 0 0 fs4
O O 0 52()2 0 O _f34 0

com fig # 0, f34 # 0, pois f5f3 = det F = (det A)? # 0. E, pela equagao (2.29),

temos

0 0 51b%f12 0
—81b7 f12 0 0 0
0 —52b§f34 0 0

Para finalizar, por simplicidade, tomaremos b3 = by = 0 e as expressoes ficam
1 .
(51()%‘](12 =1= b1 = | < al,Jag > |_5 com (51 = szgn(< al,Jag >) e
1 .
Sobsfas=1=by=|<az Jay > |2 com & =sign(<as,Ja,>) e

N = b1a1 b23.3 516132 52b2&4 .

Faremos o dltimo caso, para isso, considere rg(S) = 3. Temos,

JSa; =0,
JSa, = ay,
JSaz = a,,
JSa, = as.

42



Além disso,

5b2 b4 b3 561 0 0 0 fl4

B - obi by by O , F_ 0 0 —fuu O
0 by by O 0 fiu 0 fou

0 b 0 O —fia 0 —fy O

Como f{, = detF = (det A)? # 0, resta-nos que fi4 # 0. Calculando a

equagao (2.29) determinamos algumas condigoes para estas constantes. Obtemos

também
0 0 — 007 fia 0
B'FB— | 0 —2byby fra — D2 fas + b3 f1a —Ob2 fus
0b2 fra 2bybs fia + b2 fag — b2 fia 0 0
0 0b7 fra 0 0

Assim temos,
by = [< aj,Jay >]7%, com § = —sign(< aj,Jas >)
—201bs f1g — b2 fay + b2 f14 =0 = by = %66% < ag, Ja, >
tomando by = by = 0, por questao de simplicidade.
E, por fim,
N = [(5b1a2 bsay + bja, bsa; + bias (5bla1] .
Agora podemos considerar, nos casos de uma frequéncia nula ou duas frequéncias

nulas, que a parte quadratica da funcao Hamiltoniana esta normalizada.

A seguir, serda abordado a forma normal de Lie com intuito de estudarmos
o método de Deprit-Hori. Com ele, vamos garantir a existéncia de uma fungao
geradora W(z, €) de tal forma que a expressao do novo Hamiltoniano tenha uma

forma particular.

2.3 Forma normal de Lie e método de Deprit-
Hori

Considere H = H(z, €) uma fungao Hamiltoniana que depende de um pequeno

parametro e. Use uma fungao W = W(z,e€) de classe C' como uma funcao
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Hamiltoniana tendo o parametro € como tempo, ou seja,

dz _ JVIW (z,e€) (2.30)
de

e considere a solugao ¢(Z, €) de (2.30) tal que p(Z,0) = Z. Fagamos a mudanca
de varidveis z = p(Z, €) a qual define uma transformagao simplética préxima da
identidade. A mesma leva H = H(z,¢) em H*(Z,€) = H(p(Z,¢),¢).

A funcao H* é chamada de transformada de Lie de H gerada por W e a
denotaremos por Ly H. Na obtencao de um algoritmo para transformada de Lie,

suponhamos que a expansao de H, W, H* em séries de poténcias de € sejam

o0 ;

H(z,€e) = Z ;H?(z) (2.31)
Wize =3 Z—:wm(z) (2.32)
LwH(Z,e) = H*(Z,e) = Z Z—jHé(z) (2.33)

e vejamos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1. As fungoes {H}} comi € 2% e j € L, definidas acima satisfa-

zem as identidades recursivas
o 0\
= 3 (1) Uk Wea, (234)
k=0

onde {e, e} representa o colchete de Poisson.

Demonstragao: Defina o operador D = Dy, por

F
DF(z,¢) = %—(z, €) +{F, W}(z,e). (2.35)
€
Note que
oF
DF(Z, 6)Z:¢,(Z’E) = E(Z7 E)Z:ﬂz’e) (2.36)
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Defina indutivamente a sequéncia de funcoes H = H, H* = DH* ' i > 1, cuja

expansao em série de poténcias é

ZTHJ’<Z)

i=0 7

- ¢/ i—1

ZD(ﬁHj (z,€))

P

i[a{ R Hil]
2 |t G
— ¢ i—1 i—1

ZT {Hj+1+{Hj W3]
=0 7’

— ¢ i—1 — ¢ i-1

> H Y S {HT WY
=0 7 =0 7

Faca [ = j + k, em seguida, substitua j por [ na soma que envolve o colchete de

Poisson.

— i—1
_|{H] aW}

2

J=0

Veja que as fungoes H; tem a
por (2.33).

H*(Z,¢€)

o . ok
= Zﬁ{Hj ’ZHW]C‘F].}
Jj=0 Pt
Stk
7=0 k=0
oo 1
l' €l i
) ZO: k=0 mﬁ{l{l—kﬂ Wk+1}
J= —
i J j .
- Z .ﬁ Z k {Hj—k7 Wk+1}
Jj=0 k=0

expressao (2.34). Resta-nos mostrar que H* é dada

o0

D

1=0
00

D

1=0
00

D

=0
00

€9
il O¢
e o
Gi az

1! Oet

(Z7 E)e:(]
(H(Z7 E)z:go(z,e))ezo

(DiH<Z7 G)ZZ@(Z,E))ezo
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Como LwI(Z,€) = ¢(Z,¢), onde I é a aplicagao identidade, podemos construir
a mudanca de coordenadas simplética z = ¢(Z,¢). As fungoes {H}} podem ser

entendidas considerando o triangulo de Lie, devido ao teorema 2.3.1.

Hg
1

HY — H}

1 1

HY — H} — H?
1 1 1

Os coeficientes da expansao do antigo Hamiltoniano H, estao na coluna a
esquerda e os coeficientes do novo Hamiltoniano estao sobre a diagonal. A férmula
recursiva que vimos no teorema 2.3.1 nos diz como calcular cada elemento no
triangulo de Lie, basta termos os elementos da coluna imediatamente a esquerda.

Desta forma,

2
H*(Z,¢) = HY(Z) + ¢HX(Z) + %Hg(Z) + o

O teorema da perturbacao, enunciado e demonstrado abaixo, nos garante a
existéncia e obtengao da funcao W de tal forma que a transformada de Lie seja

a mais simples.

Teorema 2.3.2 (Teorema da Perturbacao Geral). Sejam {P;}32,, {L£:}2, e
{Ri}2, sequéncias de espacos vetoriais de funcoes diferencidveis definidas sobre

um dominio comum O em R*" com as sequintes propriedades:
i) HY € Piyi=1,2,---

iwi) {Pi, R;} C Pitj, 0,5 =0,1,---

i) para qualquer D € Pyt =1,2,---, existe B € L; e C € R; tal que
B=D+{H},C}. (2.37)
Entao eziste W, como em (2.32), com W; € R;,i = 1,2, ..., que gera uma mu-

danga de varidvel simplética prorima da identidade, z — Z, tal que Ly H tenha

uma expansao como a série (2.33), com HY € L1 =1,2,--- .
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Demonstracao: A prova sera feita por inducao sobre H}, W; e H que aparecem

no triangulo de Lie, na seguinte hipdtese:
(I,) H;GPZ-H para 1<i+j<n e W,€R;, H,€L;, para 1<i<n.

Sen =0, () é verdadeiro, HY) € Py com Ry e Ly conjuntos vazios. Suponha

que (I,—1) seja verdadeiro. Pela equacao (2.34)

n—2
n—1
=y (" W+ ) (239)
k=0

pelo item i) temos que HY € P,,HY | , € Po1x (K =0,1,2,...n —2) e
HY € Py. Usando a hipétese de indugao Wi,y € Ry1(k +1 < n — 1), por i)
{H? |, Wii1} C P,. De (2.38) temos

n—2

n—1
i = a2 (M A W) + (W)
k=0
LIEP,
= L'+ {H),W,} (2.39)
Seguindo a mesma logica,
n—2 n—9
szzfz = Hrlzfl + Z ( k ){H21k7 Wi}
k=0
2 n—2
= L'+ Z ( I ){Hﬁlk, Wi} + {HJ, W} (2.40)
k=0

e portanto H? , = L* +{H{,W,}, com L? € P,. Indutivamente,

H: =L°+{H,W,} (2.41)
em que L® € P, para s = 1,2,--- ,n. Em particular tome s = n, segue que
Hy = L"+ {Hy, W,}. (2.42)

O item 7v) nos garante que para quaisquer D = L" € P, existem B = H® € L, e
C =W, € R, que satisfaz (2.42). Segue de (2.41) e da hipétese i) que HS__ € P,

para s =1,2,--- ,n e temos o desejado. |

A equagao de Lie (2.37) justifica o nome do teorema anterior. O termo H{
define um sistema nao perturbado quando € = 0. A aplicacdo L = {H, e} define

um operador linear chamado operador de Lie. Note que L£; C P;; leva-nos a
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entender que os termos H¢ do Hamiltoniano (2.33), por pertencerem aos espacos
L's sao mais simples que os coeficientes HY € P;. Desta forma, dizemos que
H*(Z,¢€) é a forma normal de Lie de H(z,¢), D é o termo antigo, B é o novo

termo do Hamiltoniano e C' é chamado de gerador.

Nada foi dito a respeito da convergéncia da série em questao. O préximo
resultado mostra que podemos parar o processo em qualquer ordem, digamos
N, para obter uma mudanca simplética a qual é um polinomio em € e logo é

convergente.

Corolario 2.3.3. Seja N > 1 dado, e sejam {P;} X, {L: 1, e {Ri}Y, sequéncias
de espacos vetoriais de fungoes diferencidveis definidas sobre um dominio comum

O em R?*" com as sequintes propriedades:
i) Li CPii=1,2,...,N;
i) HY € Piyi=1,2,...,N;
i) {Pi,R;} C Pitj i, 5 =0,1,...,N;
i) para qualquer D € P;,i =1,2,...,N, existe B € L; e C € R; tal que
B=D+{Hy,C}.

Entao existe um polinomio

2 Wi (o) (2.43)

com Wy € R;i = 1,2,..., N, tal que a mudanc¢a de varidveis z = p(Z,€), onde

©(Z,€) € a solugao geral de (2.30), transforma o Hamiltoniano convergente

H(z,e) =Y S H(z), (2.44)

H*(Z,e) =Y S Hi(z) + O(N ). (2.45)

Observe que na demonstracao do teorema anterior os termos de ordem superior

a IN na série de H* nao sao afetados pelo truncamento de H.
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2.3.1 Unicidade da forma normal de Lie

Seja {P}°, uma familia de espagos vetoriais cujos elementos sao fungoes

diferencidveis definidas numa vizinhanca da origem de R?".

Definigao 2.3.4. Suponhamos que {H, f} € Pi(i = 0,1,--+) e considere o

operador linear
Li:Pi =P o {Hg f} (i=01) (2.46)

Dizemos que L; é simples (diagonalizdvel) se P; = L; @ R; com L; = ker L; e

Da forma que foi definido o operador acima, o teorema da pertubacao geral ga-
rante a unicidade de solugao da equagao de Lie (2.37), mas ainda nao garantimos

a unicidade da forma normal de Lie. Para isso, vejamos os proximos resultados.

Lema 2.3.5. Se L; ¢ simples entao, para todo D € P; existe B € L; e C € R;
tal que B = D + {H{,C}. Além disso, B e C sao tunicos.

Demonstracao: Dado D € P; existem B € L; e D' € R; tal que D = B+ D’.
Tomando C' € P; de forma que L;(C) = —D’, existem C' € L; e C € R; com
C = C'"+ C donde B = D + L;(C). Provamos, assim, a existéncia de B e C.
Para a unicidade, suponha que B; € L£; e (| € R,; satisfazem a equagao de
Lie, ou seja, By = D + {H{,C}, entao B; = B + L;(C; — C) o que implica
By — B =L(C; — C), entao, By — B e C; — C pertencem a £L; N R; ={0}. 1

Precisamos de uma hipotese a mais em relacao aos resultados anteriores para

a unicidade dos termos da forma normal de Lie.

Teorema 2.3.6. Sejam {P;}2,, {Li}2, e {R:}2, sequéncias de espagos vetori-
ais de funcoes diferencidveis definidas sobre um dominio comum O em R** com

as sequintes propriedades:
i) HY € Piyi=1,2,---;
”) {Pij} C PiJrj?i = 0717"' 7] = 1727"'

Entao existe W, como em (2.32), com W; € R;,i =1,2,---, que gera uma mu-
dang¢a de coordenada simplética, z = @(Z,€), prorima da identidade, que trans-
forma o Hamiltoniano (2.31) H(z,€) no Hamiltoniano H*(Z,€) dado por (2.33)
com H{ € L;.
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Além disso, se
i) {L;, L;} =0 comi,j=1,2,---,

entao os termos da forma normal sao unicos.

A priori, os subespacos £; sao mais simples que P;, porque L; C P;, desta
forma, o teorema anterior diz que podemos obter um Hamiltoniano particular,

pois, os coeficientes H} podem ser mais simples que os coeficientes HY.

2.3.2 Forma Normal de Lie na Vizinhanca de um Equilibrio

Seja H um Hamiltoniano analitico com solucao de equilibrio na origem de

R2". Assim, podemos escrever a série de Taylor em torno da origem
H(z) =) H(z) (2.47)
=0

em que H!s sdo polindmios homogéneos de grau i + 2, por isso, Hy(z) = %ZTSZ,
onde S € Moy, «o0,(R) é simétrica. Fazendo A = JS, obtemos a equacgao lineari-

zada do sistema (2.47) em torno da origem z = 0

z= Az =JVHyz). (2.48)

Atz mas, para o estudo das

A solugao geral de (2.48) é o fluxo p(z,t) = e
solugdes de (2.47) préximo da solugao de equilibrio faremos a normalizacao da

mesima.

Vamos fixar algumas notagoes. Chamaremos Z = {m = (my,...,ma,)/m; €
Z*} e lm| =my + ... + mg,. Se x € R? e m € Z definimos z™ = z"...z20/*" e

Podemos caracterizar a forma normal de Lie no caso em que a matriz A da

parte linear do sistema é simples, vejamos o proximo resultado.

Teorema 2.3.7. Se A € My, «0,(R) € simples, entdo existe uma mudanga formal
de coordenadas simpléticas, z = ¢(z) a qual transforma o Hamiltoniano (2.47)

no Hamiltoniano

H*(Z) = Z H(Z), (2.49)
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onde H® é um polinémio homogéneo de grav i + 2 tal que
{H' Hy}=0,i=0,1,... (2.50)

isto €, H' ¢ uma integral primeira para o sistema linearizado (2.48).

Demonstragao: Seja e um nimero real nao nulo, definamos uma mudanca de

2

coordenadas z = eu. Note que esta mudanga é e “-simplética, de fato, facamos

T = ¢ 'I, em que I é a identidade. Entao, T?JT = ¢ 2J.

O novo Hamiltoniano é

H(u,e) = ¢ 2H(eu) = E —H)(u (2.51)
il
=0

S| M

onde H?(u) = i!H;(u). Seja L; : P; — P; definido por L;(G) = {H{, G}, sendo
P; o espaco linear de todos os polinomios homogéneos de grau ¢ + 2. Considere

Por Hipétese, a matriz A do sistema linearizado ¢é simples, isto é, diagona-

lizavel. Sejam {vy, ..., v2, } uma base de autovetores de A associados aos autova-

lores Ay, -+, Ag,. Qualquer K € P; pode ser escrito na forma
=) kpu" = D g U up (2.52)
|m|=i mi—+--+maon=i+2

em que u = Zf L ujv; e m € Z. Isto significa que o conjunto dos monomios
f={u" =u" - uy?;|m| =1+ 2}
forma uma base para o espaco P;. Note ainda que
Li(G)(u) = —(VG)'(u)JVHy(u)
= (V&) (u)J(~JA)(u)
—(VG)" (0)IA(u)
)" (u)A(u)

vGe) (u
= —(VG)'(u
= —DG(u)Au

com DG(u)Au = (DG(u),Au). Desde que Au = A\jujvy + ... + Aopuo,vey, €

Li(G)(u) = —DG(u)Au, temos

Li(u™)=—<Am>u",
em que usamos a notagao < \,m >= miA;1+- - -+ma,Ao,. Entao, os elementos da

base 3 sao autovetores de L; com autovalores — < A\, m > associados. Podemos

assim, escrever £; = ker{L;} e R; = Im{L;} da seguinte maneira
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L;={u"/Im|=i+2e <A m>=0},
R;={u"/Im|=i+2e <X\ m>#0}.

Aplica-se o teorema anterior, pois P; = L; ® R;, o qual garante a existéncia da

fungao geradora W (u,e¢), com o Hamiltoniano transformado
o
€
=> (V)
i=0

tem termos HY € L;, isto é, {H Ho} = L;(HY) = 0,i = 0,1,---. Conseguimos
um novo Hamiltoniano H* fazendo mudanca de coordenadas Z = ev que é e 2-

simplética com expressao
H*(Z,¢€) = H(c ' Z, ) Z—' T2 Hi(2
— 1!

Desde que a composigao
Zz—ou=¢lz—-v—os>Z=cv

é simplética, sua inversa z = (z) define uma transformacao simplética da forma
z = Z + -+ de tal forma que o Hamiltoniano transformado H*(Z) = H*(Z,e¢)

tem a expansao
)
i+0
onde H' = %Hé, satisfaz a equagao de Lie {H*, Hy} = 0 para i =0,1,---. |

Surge com frequéncia a necessidade de resolver sistemas de equagoes dife-
renciais nao-lineares nos estudos de diversos problemas em sistemas dinamicos.
Sabemos que em geral, nao é possivel achar solugoes exatas a partir de métodos
classicos de integragao. Por isso, torna-se necessario o estudo qualitativo, isto é,
uma analise via métodos analiticos para estas solugoes. De certa forma, ja temos

um pouco desta teoria no capitulo anterior.

Para esta investigacao, vamos manejar os métodos de perturbacao baseadas na
teoria de Lie. O método referido ao caso de sistemas Hamiltonianos dependentes
de um pequeno parametro, foi desenvolvido por Hori e Deprit [7]. Em seguida, foi
estendido por Kamel [17] e Henrard ([14] - [15] - [16]) generalizando os sistemas

arbitrarios de equagoes diferenciais.

Para compatibilizar notacoes, o termo H, corresponde a parte quadratica
(H;) do Hamiltoniano (2.1), os quais foram feitos algoritmos de normalizacao e

obtemos uma expressao particular para cada caso estudado.
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Definig¢ao 2.3.8. Seja A a matriz associada ao termo Hy de (2.1). Denotaremos
HI a fungao Hamiltoniana do sistema z = ATz, de modo que exista uma matriz

simétrica R tal que

1
Hy = 5zTRz com AT =JR. (2.53)

O método de Deprit-Hori consiste em obter a fun¢ao W (z, €) de tal forma que o
novo Hamiltoniano H* tenha uma expressao particular. O método sera aplicado
apos garantir a existéncia de uma mudanca formal de coordenada simplética,
tal que {HY H’} = 0,5 = 3,4,---, com HI a parte quadrética normalizada e
satisfazendo a definicao 2.3.8 . Dizemos que o termo H’ est4 na forma normal de
Lie.

A partir de agora, serda abordado a forma normal de Lie no caso autéonomo
nao diagonalizavel, ou seja, quando as equagoes de movimento nao dependem
explicitamente da varidvel t. Trazemos um lema de Algebra Linear conhecido

como método alternativo de Fredholm.

Lema 2.3.9. Considere V. um espaco vetorial munido com produto interno e
dimensao finita. Seja A 'V — V uma transformacao linear e A* sua adjunta.
Entao V = ker{ A*}& Im{A}.

Demonstracao: Tome z € ker{A*}N Im{A}, dai A*z = 0 e existe u € V tal
que Au = z. Donde

0=<u, A"z >=< Au,z >=< z,z >= ||z||?

portanto z = 0, com isso, ker{ A*}N Im{A} = {0}. Pelo teorema do ntcleo e da
imagem

dimV = dimker{A} + dimIm{A}.
Mas, dimker{A} = dim ker{A*} e dim[ker{A*}N Im{A}] = 0. Entao,
dimV = dimker{A"} + dimIm{A}
= dim[ker{A*} + Im{A}]

Logo, V = ker{A*} @ Im{A} |

Como antes, chamaremos P; o espago vetorial dos polinomios homogéneos de

grau i na variavel z € R?". Tome P € P;, tem-se

P(z) = Z knz™ = Z Ky o man 21 2™ (2.54)

"m‘:i mi+...+maop=1+2
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e defina o operador diferencial

Z - azm (2.55)

m|=i

em que
am gm.  gm2 gmen
= . 2.
dzm  0z™ Qzm2  Qzmen (2:56)
Seja Q) = Z‘m‘ ™ € P e defina o seguinte produto interno sobre P
< P,Q >= P(0)Q(z) (2.57)

Para mostrar que (2.57) define um produto interno basta notar que

<P,Q>=P(d Z maacjm

[m|=i

onde
0"Q(z i
Zm 8Zm Z mZ
=i

e

orz™m 0, se m #m,

oz™ m! = mq...mo,!, se m =m.

Portanto,

< PQ>= ) mlkyks.
|m|=i
Seja o operador linear Ly : P; — P; , definido por

La(P)={H),P} = —-D,P(z)Az = —%P(em)t:o

em que A = JS é uma matriz Hamiltoniana e S simétrica do Hamiltoniano

quadrético Hy, assim, Hy(z) = 32’ Sz.

Lema 2.3.10. Seja A : R?" — R?" definido acima. O adjunto de La com

respeito ao produto interno (2.57) € L.

Demonstracgao: Usaremos a defini¢ao, isto é,
< P,LA(Q) >=< L7 (P),Q >, (2.58)
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para todo P, () € P;. Mas antes, observe que se y = BxX entao
2n

o (00) (00 (080

=1

entdo, 9, = BT9,. Dal,

(P,Q o B) = P(0x)Q(Bx) = P(B"9,)Q(z) = (Po B",Q), (2.60)

para qualquer que seja B € Mo,y0,(R), em particular vale para B = eA! e

concluimos que

<P,QoeAt> = <PoeATt,Q> ) (2.61)

Basta derivar (2.61) com respeito a t e fazer ¢t = 0 para obtermos o desejado. B
O teorema seguinte caracteriza o método de Deprit-Hori no caso autoénomo.

O mesmo nos garante a existéncia de uma mudanca formal de coordenadas

simpléticas, a qual transforma o Hamiltoniano (2.47) em uma expressao cujos

termos podem ser mais simples.

Teorema 2.3.11. Eziste uma mudanca formal de coordenadas simplética, z =

©(z) = Z+ ... a qual transforma o Hamiltoniano (2.47) em
H* =) H(2) (2.62)
i=0

onde H' é um polinémio homogéneo de grau i tal que
{H] H'} =0 (2.63)

para todo i = 3,4,--- com HI o Hamiltoniano dos sistema z = ATz, sendo A a

matriz do sistema linearizado associado a H.

Demonstracgao: Seja € um ntimero real nao nulo, defina uma mudanca de coor-
denadas z = eu. Note que esta mudanca é e 2-simplética. O novo Hamiltoniano

é
i

| @)

H;(u), (2.64)

2!

H(u,e) = e 2H(eu) = Z

onde H;(u) = i!H;(u). Considere Ly : P; — P; definida por La(G) = {HY, G},
com P; sendo o espaco de todos os polinomios homogénios de grau 7. Desta forma,
Pi=L;®R;, para R; = Im(Lyr) e L; = ker(Lyr). Se D € P;, existem B € L; e
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C' € R; tal que D = B + (. Por outro lado, se C € P; tal que L,r(C) = —C",
existem C € R; e C" € L; tal que C' = C'+C". Entao, Lr(C) = Lr(C), donde
concluimos que B = D+ L7 (C'). A condicao iv) do teorema da perturbagao geral
é satisfeita. As outras hipoteses sao facilmente verificadas, por isso, existe uma
mudanca formal de coordenadas simpléticas, u — v, tal que o Hamiltoniano

nas novas coordenadas é
o0

~ ei i
H(v.e)=) SH(v)
i=0
cujos termos H® € L;, ou seja, {HY, H'} = Lr(HY) =0,i=3,4,---

A aplicacdo Z = ev que é e 2-simplética, o novo Hamiltoniano dado tem
expressao
=€ =1
* 277 -1 2 € i—2gif N Lo
H*(Z,e) =€ H(e "Z,e) = ¢ Zi!e H<Z)_ZZ’1H(Z)'
i=0 i=0

Desde que a composicao
_ 1 —
Z—ou=¢ zZ—>V—>L=c¢€v

é simplética, sua inversa z = ¢(z) define uma transformacao simplética da forma
z = Z+ --- de tal forma que o Hamiltoniano transformado H*(Z) = H*(Z,e¢)
tem a expansao .
H*(Z) =) H'(Z),
i+0
onde H' = & Hj, satisfaz a equacdo de Lie {H3, H'} = 0 para i = 3,4,---. Aqui

finalizamos a demonstracao do teorema. |

Este tltimo teorema é geral (inclue os casos diagnalizavel e ndo diagonalizavel)
para sistema Hamiltoniano autéonomo. Desta forma, o teorema 2.3.7 pode ser
enunciado como coroldrio do teorema 2.3.11 e tomar H? = H,, quando tratar do

caso diagonalizavel.

Todos os casos discutidos tém por finalidade fundamentar os argumentos uti-
lizados nos resultados de estabilidade do sistema Hamiltoniano, apds a norma-
lizacao estudada no préximo capitulo.

2.3.3 Formas normais: Caso de uma frequéncia nula

O método de Deprit-Hori sera utilizado nesta secao para encontrar certas
restricoes nos coeficientes do Hamiltoniano autonomo original, com o grau de

liberdade igual a dois.
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Para isso, considere a fungao (2.1), vista na primeira segao deste capitulo,

onde Hg é um polindbmio homogéneo de grau s, cuja expressao nas coordenadas
posigao q = (¢1, ¢2) e momento p = (p1, p2) ¢ dado por (2.2). Suponha também,
que dois dos autovalores da matriz do sistema linearizado associado a H sejam

nulos e os demais imaginarios puros.
Pelo teorema 2.3.11, existe uma mudanca de coordenadas simplética tal que
{H] ,H*} =0, 5>3, (2.65)

e obtemos a equacao de Lie

OH] OH*  OH] OH' 0OH] OH* OHJ OH' _

. =0.
oq op1 0qo Op2 op1 oq Ops 0qz

Temos dois casos a analisar, a depender da matriz do sistema linearizado ser
diagonalizavel ou nao. No caso diagonalizavel, suponha, sem perda de generali-
dade, que a parte quadratica da funcao Hamiltoniana ja estd na forma normal,

conforme a segao 2.2.1, consideraremos
1
Hy(q,p) = 50ow(g3 +p;) com 0 =+, (2.66)

Sendo assim,

OH? _ oH? B
Ipa b2 g2

VHIIJVH* =0 . ¢ 0. (2.67)

Mas, no caso diagonalizavel, o Hamiltoninano HY = H,. Para simplificacao

de termos, faremos a mudanca de varidveis simplética
1 .
D1 =Y, P2= E(?D + i0222),

1.
(1022 + 2).

=X s _— —_—
1 1, 42 V2

Essas equagoes nos conduz a seguinte identidade
Hy(1, 2, Y1, Y2) = iwayo (2.68)

e a equacao de Lie (2.67) torna-se

OH?® OH?®
Y2 D + 9 O 0. (2.69)
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Dai, vemos que se ks = lo = 0, os termos correspondentes do novo Hamilto-
niano, o qual denotaremos por H*, sao anulados. Desta forma, vamos fazer uma

transformacao canonica

(g1, G2, P1,p2) = (Q1, Qa, P, P2) (2.70)
de modo a simplificar ao méximo os termos Hs, Hy, - --. Com isso, obtemos:
[s/2]
B = aa@h e P+ S0 S R (P QY ¢ HO o
s=3 k=0

onde h( ok Sa0 polinomios homogeéneos de grau s — 2k nas varidveis P, e Q.

Por exemplo, seja s = 3, a forma normal de Lie da expressao Hj é:

HYQ1,Q2, P, Py) = hip00Q7 + hiosoPr + Rig10QTPr + hingo@1Q3 +
hoo12@3P1 + M020@1 PP+ Io00Q1 Py + 12 PP
= h3000@1 + Pooso P + higio@1P1 + Moo @Q1 PE +
(hizole + hoo1P1)(Q3 + F5)
= 3 (lepl) + hl (Ql,P1)(Q§ +P22)

com hgo) e hgl) polinomios homogeéneos de grau 3 e 1, respectivamente.

Quando a matriz do sistema linearizado nao for diagonalizavel, podemos as-

sumir, sem perda de generalidade,

1 1
Hy(q,p) = 50147 + 5000(d3 + P}), (2.72)
com 07 e 03 podendo assumir os valores +1.

Facamos a mudanga de coordenadas simplética

P1=vV —10121, P2 =

('r2 + i521/2)7

EIH

Q= \Viy, ¢ = 7(252562 + 12)-
Logo,
1 5,
Ho(x1, 29,91, Yy2) = —5i% + iWToYsa, (2.73)
entao,
T 1.5 .
Hy (21,29, y1,Y2) = §zy1 + wxays. (2.74)
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Seja Hg como em (2.2) nas varidveis x1, 22,91 € y2 o termo de grau s do

Hamiltoniano, temos
{H] H*} =0= VH]JVH,=0, s>3. (2.75)

Donde a equacao de Lie

oH*®
n Ot

[ OH?® 0HS}
+w |y =0

09 — 2

nos possibilita concluir que ls = kg e [; = 0. Mais uma vez, podemos escrever o

novo Hamiltoniano com menos termos (lo = ks =k e ky = 1).

H = )" howyilzape]®
2k+l=s

= Z hory (45 + p3)",
2k+l=s
[s/2]
s—27 i
- Z hojs—2i501 (@5 +13), s> 3.
§=0

Apés aplicarmos a mudanga de coordenadas candnica (2.70), obtemos a se-

guinte expressao:

1 1
H* = 55262% + 552602@23 +Q3)+ (2.76)
M [s/2] ’ .
SN a0 Q)+ PRy 4+ HOY 4
5=3 j=0

onde a,_5;; sao constantes reais. A normalizacao deve ser realizada até ordem

M tal que ar € distinto de zero.

Todas essas igualdades serao fundamentais para o entendimento das demons-
tragoes de resultados explorados no préximo capitulo, os quais veremos alguns
critérios para ocorrer estabilidade ou instabilidade de equilibrios em sistemas Ha-

miltonianos autonomos com dois graus de liberdade.

2.3.4 Formas normais: caso de duas frequéncias nulas

Consideremos agora o caso de duas frequéncias nulas, isto é, a equagao (2.5)
tem todas suas raizes nulas. A ideia geral é obter uma expressao mais simples

para os termos Hy, s > 3, da fun¢ao Hamiltoniana auténoma (2.1).
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Lembremos que quando todas as frequéncias sao nulas, a parte quadratica
deste Hamiltoniano depende do posto da matriz simétrica S. Tendo em vista o
problema, vamos exibir a forma normal de Lie para os quatro casos estudados na

secao 2.2.

Suponha, sem perda de generalidade, que a parte quadréatica da funcao Ha-
miltoniana ja estd na forma normal. Pelo teorema 2.3.11 existe uma mudanca

formal de coordenadas simplética, z = p(z) = Z + - - -, tal que
{H H*} =0, s >3, (2.77)

com H, a parte quadratica do Hamiltoniano em questao que satisfaz as equagoes
(2.22) a (2.25).

Feita a mudanca de coordenadas canonicas convenientes, como em (2.70), e
apoés aplicar o método de Deprit-Hori, obtemos a forma normal de Lie até termos

de terceira ordem via equacao de Lie, a qual tem a seguinte forma:

OHy OH® OHf OH® 0Hf OH® OH] OH® _
0Q, OP | 9Q, 0Py, 0P 0Q, 0P, 0Q,

0.

Considere o problema de estabilidade para o sistema nao linear no caso que

rg(S) = 3. A parte quadratica da fun¢gdo Hamiltoniana, vista em (2.22), é
H2:§(5P1—Q1Q2:>H :P1P2_§5Q1 (6::l:1)
Verifica-se que podemos escrever o novo Hamiltoniano H* da seguinte maneira:

1
HO — 5(5]312 — Q1Qa + hoos Py (hioos = hooos) (2.79)
qY = h8102Q2P22 + héouplpz2 +Hy+ -

Todas estas contas também foram verificadas em um sistema algébrico com-

putacional de uso genérico, o software matematico Maple 12.

Se o posto da matriz S for igual a dois, a parte quadratica da funcao Hamil-

toniana, vista em (2.23), sem perda de generalidade, é:
Loo 1o T Lo o 1o
H2 == 561]31 + 5(52P2 = H2 - _iélQl - 552@2 ((51 = :|:1,62 - :l:l)
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E a nova expressao para o Hamiltoniano, na forma normal de Lie, até termos de

ordem trés, é:

H =HO + HO FO = gz 4+ gl HO =g 4 g+ ... (2.80)
HY = Ro0@3 + h3100Q2 Qo + Ningg@1 Q3 + Risson@3 (2.81)
Hzgl) = hi10Q1Q2P1 + hi101Q1Q2Pa. (2.82)

Escrevemos estas expressoes de forma conveniente a entender as demons-
tragoes dos teoremas contidos no proximo capitulo. Tais resultados serao for-
necidos a partir dos coeficientes da funcao de Hamilton apds a normalizacao até

termos de terceira ordem, nos casos estudados até o momento.

Quando o posto da matriz S é igual a um, apesar de nao obtermos resultados
de estabilidade para este caso, exibimos uma nova funcao de Hamilton, apos a

normalizacao até termos de ordem tres.

Neste caso, de acordo com a equagao (2.24), sem perda de generalidade,

1
H, = 551312 = H] = -6Q% (0 ==1).
De forma andloga aos casos anteriores, obtemos a forma normal de Lie, a partir do
método de Deprit-Hori, para expressao do termo de ordem trés no Hamiltoniano

(2.1) e encontramos:

H? = Ri500Q7 + his00@3 + MisoaoPs + M100Q@1Q2 + hige Q1 Po+
Wis00@1Q3 + Bin1 Q3P + Rig00Q1 P5 + hy09Q2 P 4 hi101 Q1Q2 P

Note que o sistema correspondente a fungao Hamiltoniana truncada até ordem
trés se torna complexo, quando rg(S) = 1, pois, sua expressao contém vAarios

fatores, o que dificulta uma analise minuciosa em seus termos.
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Capitulo 3

Estabilidade de equilibrio de
sistemas Hamiltonianos

degenerados com dois graus de
liberdade

Neste capitulo, vamos fornecer alguns resultados de estabilidade em Sistemas Ha-
mailtonianos autonomos com dois graus de liberdade, quando as raizes da equacao
fundamental do sistema linearizado apresenta ressonancia de primeira ordem e
quando todos os autovalores sao nulos. A estabilidade do equilibrio € estudada a
partir dos coeficientes da funcao Hamiltoniana. Para isso, temos como principal
referéncia de Sokol’Skii ([28] — [29]).

3.1 Introducao

Seja H uma funcao Hamiltoniana analitica numa vizinhanca da origem do

espaco de fase, o qual corresponde ao equilibrio do sistema associado a H,

H = Hy(q,p) + Hs(q,p) + -+ Hs(q,p) + - - (3.1)

em que Hg é um polinomio homogéneo de grau s cuja expressao nas coordenadas

posicao q = (¢1,¢2) e momento p = (py, ps) é

Hs(qa p) = Z hk1k21112q]f1q§2pl11pl22' (32)
ki+ko+l1+la=s
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Vamos exibir alguns resultados importantes na literatura, tomando referéncia
Sokol’Skii ([28] — [29]) e Cabral [5], além de aplicar os teoremas cldssicos de
Chetaev [6] quando diz respeito a instabilidade do equilibrio.

O problema da estabilidade para sistema de fun¢des Hamiltonianas autonomas
com dois graus de liberdade é obtido nos casos em que a equacao fundamental
do sistema linearizado tem todas suas raizes nulas e quando um par é nula e as

demais sao nao nulas com parte real nula.

3.2 Caso de uma frequéncia nula

O préximo resultado é uma aplicacao do teorema das Curvas Invariantes de
Moser [22] no que diz respeito a estabilidade do equilibrio de sistemas Hamilto-
nianos periédicos com um grau de liberdade, o qual usaremos para estabelecer
resultados de estabilidade em sistemas Hamiltonianos autonomos com dois graus
de liberdade. Isto é feito por meio de uma reducao do nimero de grau de liber-

dade, escrevendo H = H° constante.

Teorema 3.2.1. Seja a funcao Hamiltoniana de um sistema com um grau de
liberdade,

K(r,p,t) =1"U(p) + K*(r, 0, t, H") (3.3)
3

K*=0(r""2) e com n > 1.

Suponha que K seja uma fungao analitica em r,p,t, T-periodica em ¢ e T-
periddica em t. Se W(p) # 0, para todo ¢, entao a origem r =0 € um equilibrio

*

estdvel no sentido de Lyapunov. Se o nimero ¢* existe tal que V(p*) = 0 e

U'(p*) # 0, entdo o equilibrio € instdvel.

Demonstragao: Para demonstragdo da estabilidade, suponha que ¥(p) # 0,
para todo ¢, com ¥(¢) > 0. Considere o Hamiltoniano K = U(p)r™ e defina,

para k > 0, a varidvel

1 T

[ =— K, p)d
o ), (K, p)dy
onde, (K, p) = \I]f;) T Considere a funcao definida por
@ ¢ Lw
S(I,go):/ r(K,G)dé’z/ _
0 o U(p)n
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Para eliminar K=, faca S (I,
2m

I wior

Y(p)n

8=

Agora, S define uma transformagao simplética (r, ) —

oS

W=—7=58Gp) e r=--

0

= BIG(p) com

S
o G(@):/O BT

(1, W) pelas relagoes

oS

S = AIG )

E o Hamiltoniano original (3.3) é transformado no novo Hamiltoniano:
K =B"I" + O(r""?2)
desde que G'(¢) = W(p)n. Sabemos que ¥(p) é T-periddica, de fato,

W(r,p+71) = BG(p+T)

_ 5 L/ -
_ 5? do : /T do
o U(O)n

= 27T—I—BG( )
= 2+ W(r, ¢).

Desta forma,

K(I,W,t) = K(I,27 + W, 1)

e, com isso, K(I,W,t) é 21 periédica em W e T-periddica em t. Considere a

mudanga de variaveis (I, W) — (J, ), oy-simplética, definida por

I=0v] e W=¢

onde r > 0 é um parametro pequeno, 1 < J < 2 e v é escolhido de tal forma que

Bn,.yn—l —

%. Obtemos, assim, o novo Hamiltoniano

1 )
K(J,&,t) = Ean_lJ" +O(r"2).

O sistema correspondente se torna

dJ 0K
dt — 0¢

€ _ oK _
dt  0J



Integrando entre t = 0 e t = T', basta denominar J, £ os valores iniciais e Ji, &; 0s

finais, obtemos as funcoes
Ji—J=0""2F(J£0)

G —E=—0""TJ" 40" Fy(J,€, o)

analiticas na regiao 1 < J < 2, £ € R, |o| < 09 e F, Fy peridédicas em &.
Estas fungoes, em virtude de equacoes diferenciais de Hamilton, preservam area,
pelo teorema das curvas invariantes de Moser, estudada no primeiro capitulo,
existem curvas invariantes J = J(§) = J({+2m), para o suficientemente pequeno.
Desde que I = o+J, a curva correspondente I = I(£) podem ser tomadas numa
pequena vizinhanga da origem. Qualquer solugao (I(t),£(t)) que comega dentro
da regiao limitada pela curva I = I(£) permanece dentro dela para todo t. Como a
solugao permanece em um conjunto compacto para todo tempo, estd demonstrado
a estabilidade.

Para demonstracao da instabilidade, assuma que ¥(¢*) = 0 com V' (¢*) > 0
(o caso em que U'(¢*) < 0 segue de forma andloga). Tome a suficientemente

pequeno e considere a funcao de Chetaev para sistema nao autonomo,
V =7r"sin @, (3.4)

com ® = (¢ — ¢* +a) e para 0 < [p — ¢*| < a. O objetivo é escrever a fungao

(3.4) da forma V = r'h(r)Q(®) no intuito de usarmos o teorema 1.3.11. Para
isso, basta tomar

> 0;

—n 1
o [=n 3

0<h(r)= 7 <1;

h(r) é C' numa vizinhanga da origem;

o Q(®) = sin(®).

Em geral, =1 <sin® < 1. Mas, 0 < |¢ — ¢*| < a, entdo 0 < & < 7. Com isso,
sin® < 1. Obtemos também,

: 8K IONTY n-‘,—%
T—%—T\I/(QD)_’_O(T )
o 8K_ n—11,/ nfé
b= 2% = () + 00
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Entao,

d_v — 8_‘/7'-4_8_‘/‘4_8_‘/
i — or 9.7 T o

= nr*" U (p)sin® — 21\11(4,0) cos ] + O(r?2)
a
= Ar“h(r)g(e) + O(r*"32).

Basta tomar

® g(¢) =¥ (p)sin® — -V(p)cos P.

Para 0 < ¢ — ¢* < a, entao § < 5-(¢ — ¢* +a) < 7 e, com isso, a funcdo cos ® é

menor que zero. Quando —a < ¢ — p* < 0, obtemos que cos ® > 0, entao
U(p)cos® <0 com 0<|p—¢*<a.

donde a fungao g(y) é positiva para 0 < | — ¢*| < a. Pelo teorema de Chetaev

para funcao Hamiltoniana autonoma, o equilibrio é instavel. |

O teorema 3.2.1 é uma simples generalizagdo do teorema 2.1 de [27], basta
tomar n = 2 e 7 = 27. Quando toda raiz p** da equagao ®(¢) = 0 é ponto critico

de ®, a estabilidade é resolvida para termos de maior ordem.

Quando uma frequéncia é nula, conforme o capitulo anterior, temos dois casos

a analisar. Considere, inicialmente, que a parte quadratica do Hamiltoniano seja

diagonalizavel. Entao, existe uma mudanca de coordenadas simplética, tal que o
Hamiltoniano normalizado ¢ da forma
M [s/2]

H = byon(Q3 + P + ) D (B + @)F + HD o (3.5)

m=3 k=0
*) = U N o
onde h,”’,, sao polinomios homogéneos de grau s — 2k nas varidveis P; e (.

Teorema 3.2.2. Considere o sistema Hamiltoniano associado a fungdo (3.5) com
dois graus de liberdade e frequéncias nulas (caso diagonalizdvel). Se hg\(}) tem sinal

definido nas varidveis Q1 e Py o equilibrio é estdvel seqgundo Lyapunov. Se hg\(}) é

uma funcgao que varia de sinal, entao o equilibrio é instdvel.

66



Demonstragao: Facamos a mudanca de coordenadas simplética

Qj = /2rjsin(p;) e Py = /2r;cos(g;).
Assim, a fun¢do Hamiltoniana (3.5) torna-se

¥ M 5/ .
H* = 0qwary — dowary® ©(p1) + Z Z O, p()r?2 k4 HMTD 40 (3.6)
s=2 k=1

M
a funcao —dowor,® € obtida por hg\of se ao em vez de () e P substituirmos

pelas fungoes v/2sin(p1) e v/2cos(p1), respectivamente. A fungio @, é obtida
similarmente. H®™*1 sio termos cujas ordens em relacio a , /T; s20 maiores que
M e sdo 2m-periédicas em ¢ e ¢y. Fixe o nivel de energia H = H® = 0, assim,

ro = K (71,01, 92), € as equagoes de movimento sao:

. _OH _0HOK _ 0K
1_8901_8K&P1_5'901

= s =
. OH
1= _6_m
OH  0OHOK

o= —— = -
87"2 8K 87"2
Donde, ¢ é constante no nivel de energia 7 = 0, ou seja, r, é uma integral

T2 0

primeira para o sistema Hamiltoninao associado a H. Podemos, assim, reduzir o
sistema associado a H ao sistema com um grau de liberdade nao autonomo. O
novo Hamiltoniano K = ry é 2m-periddico na varidvel ¢o. Sendo assim,

M

K =ry =172 (1) — O(r™F2).

Agora tome n = % > 1,01 =, 7 =27 er =r;. Aplique o teorema 3.2.1 e

finalizamos a demonstracao. |

Um resultado imediato do teorema 3.2.2 é o proximo corolario.

Corolario 3.2.3. O equilibrio em questdo € instavel se M € um numero impar.

Consideremos o caso nao diagonalizavel. Vimos a existéncia de uma mudancga

simplética de coordenada, a qual podemos escrever

[5/2]
H* = hopso P} + Y hojusaigPy 2 (Q3+ P34+ s > 3. (3.7)

J=1
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Com isso, o novo Hamiltoniano é da seguinte maneira:

1 1
H" = —5169% + —52002(@3 + Py)+ (3.8)
[s/2]
ZZaS 2 P Q5+ Py + HMTY
s=3 j=0

com a,_y; ; constantes reais. A normalizacao ocorre até ordem M tal que ap #

0, ou simplesmente, M é o menor inteiro tal que hgopro # 0.

Teorema 3.2.4. Se M € impar, entdo a origem é uma solu¢do instdvel para o
sistema associado a H. No caso de M ser par, temos que o equilibrio € estdvel

se dyapo > 0 e instdavel se d1apo < 0.

Demonstracao: Considere a equagao (3.8) e faga a seguinte mudanga de coor-

denadas simplética:

P1:P1, PQI 2T2COS(§02)
Q1= Q1, Qo =+/2rysin(py)

e obtemos
[s/2]
H*(QMPLTZ) ——Q1+(52w27’2+22a3 QJ] 27”2) =+ (39)
s=3 j=1

Observe na equagao (3.9) que H* nao depende de ¢y, e portanto, 7 = 0. Ou
seja, T9 € uma integral primeira do sistema associado a H. Podemos reduzir o

sistema associado a H ao sistema com um grau de liberdade associado a

1 [6
K(Q1,P) = 5o [—1Q§+aM,OPfo + KM g(M+D) (3.10)
[5/2]
KM = KM@, P) = ZZaS 20tV QY (3.11)
s=3 j=0

M+1

KY(Qq, Py, HY) = O((QF + P7) 2 ).

Na expressao K™) | dada por (3.11), ag_,;o sao obtidos a partir de a;_;p.
Para o sistema associado temos s como nova varidvel independente (tempo).

Para demonstrar a primeira afirmacgao, considere a funcao auxiliar de Lyapunov,
V= 52(4)2(@1 — M518M70P1). (312)
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E possivel determinarmos as equagoes de movimento do Hamiltoniano (3.10),

d B oK B M
dpy B 0P, B dows
dQo 0K 01

dps 0 52W2Q1

Dai, a derivada da funcao (3.12) relativa a estas equagoes é:

av

—— = Mayo(Q? + PV + Vv~ (3.13)

dQOQ
em que V* denota termos da forma Q5 P, com 3 < s+k < M —1e s # 0. Numa
vizinhanga suficientemente pequena da origem a fungao (3.13) nédo varia o sinal.
Se M ¢ impar, o sinal da funcdo (3.13) coincide com o sinal de apzo. Assim, pelo

teorema 1.3.8, fica provado a instabilidade do equilibrio.

Seja M par. Para mostrar a instabilidade, faremos uma mudanga de coorde-
nadas simplética (q1,q2) — (r,¢) dada por

Q1 = \/ET%S(QO) P =
C'(p) = =S(p), S'(p)=C""Yp), C(0)=1, S(0)=1. (3.14)

Além disso, CM () + M S?*(p) = 1. Da equagao (3.10) temos

2M 01 9 ano (M—l—Q)M M
K(r,p) =rie | —S%(p)+ —=—F= ] C : 3.15
() [ by O 5\ 5 () (3.15)
A expressao (3.15) ¢é semelhante a (3.3). De fato, basta tomar n = ]\24—% > 1,

U(p) = 55;2 [S%(p) + ACM ()], sendo A = 51aM70(]2w—j§2)M.

Se d1ap0 > 0, temos U(p) nunca se anula. Assim, garantimos, pelo teorema
3.2.1 a estabilidade. Se d;app < 0, entao conseguimos ¢* de tal forma que
U(p*)=0ce

(") = 616, {_ <1_ATM> /A]‘5’ Cle") = (1_ATM>—;4

w) =~ 2v=a (1- 57 = 40

mais uma vez, pelo teorema 3.2.1, o equilibrio é instavel. |
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3.3 Caso de duas frequéncias nulos

O caso de autovalores nulos é distinguido pelo posto da matriz S. Se tal
posto for zero, a forma normal de Hy é Hy = 0. Neste caso, quaisquer que sejam
Hs, Hy, - -+ a funcdo Hamiltoniana (2.1) estara na forma normal de Lie. Sendo
assim, o processo de normalizacao nao fornecerd uma forma particular para a

funcao Hamiltoniana que possa ser usada para analisar sua estabilidade.

Quando o posto da matriz S é igual a um, com a funcao Hamiltoniana trun-
cada até ordem trés, o sistema correspondente se torna complexo, pois, sua ex-
pressao contém varios termos, o que dificulta uma analise minuciosa em seus
termos. Com isso, faremos a andlise dos casos r¢(S) = 3 e rg(S) = 2, seguindo o
tratamento dos artigos de Sokol’Skii [29].

Considere o problema de estabilidade para o sistema nao-linear quando o posto
da matriz S for igual a 3. Apds aplicar o método de Depree-Hori, suponhamos
que

H*=HO® 4+ gW (3.16)
1 « «

HO = §5P12 — Q1Q2 + hoos P (M3 = hooos) (3.17)

HY = hiy05Q2P5 + higo PLPs + Hy+ -+

Teorema 3.3.1 (Sokol’skii 1). Se hjyy; # 0, o equilibrio x* € instdvel.

Demonstragao: Para a prova deste teorema, vamos considerar o sistema Ha-

miltoniano truncado (3.17). Ele tem a solugao particular instével

6
4

5 7
Qi=a-P}, Po=b-P}, Qy=c-P, Py=P(0)[1— At]™ (3.18)

[\

a=4A[Py(0)] "7, b=205A2[P,(0)]"%,c = 1206 A*[P5(0)]1,
A = [0h03 Pa(0)/280] 5.
Esta solu¢do encontrada é para o sistema truncado (3.17), sob a condigao

inicial P,(0) arbitrariamente pequeno. Usando esta solu¢ao particular para o

sistema truncado, exibimos uma funcao de Chetaev, a qual prova a instabilidade

) (e

70

do sistema completo:

42
V=P [(%)4 = PS] -

70 30

(3.19)




Na regiao V' > 0 sao satisfeitas as seguintes estimativas:

5 6 T
Qi =a(l+a®)iP P = [bl(L+ 5%)2 Py, Qs = |d(1+77)1 Py
P,>0,0 <0480 420 1 >0, >0, v>0.

A partir da solugao particular (3.18), na regiao V' > 0, determinamos que a

fungao (3.19) é positiva. De fato, observe que sao satisfeitas as seguintes igual-

dades:
r Q 4 42
(—1> — Pyl =P, (3.20)
a
- N 70
(7> - Pl =P, (3.21)
- Q 4 30
2
(7) — P}l =~pH0 (3.22)
Dai,

210 210, 210 210210 210, 210
Vo= py —a”py =By =T,

— (1 _ (oz210 + 5210 + 7210))19510 < 0.

Além disso, pode-se verificar que a derivada da funcao V, gerada por meio
da equacao de movimento, é definida positiva na regiao V > 0, pelo teorema de

Chetaev para o caso autonomo, o equilibrio é instavel. |

Se a hipétese do teorema 3.3.1 nao for satisfeita, isto é, se I3 = 0, precisamos
fazer normalizacao dos termos de ordem quatro. Neste caso, podemos escrever
(3.16) de modo que

HO = §5P12 — Q1Q2 + hig12PLPs + higo Py (3.23)
HW = % Qo PE + h03QaPy + higgy P2PE + hiy s PLPS + Hy + - - -

Quando d = (h}y5)? +68he0, > 0, 0 sistema truncado (3.23) tem uma solugao
particular instavel, andloga a de (3.18),

4
2

r=a-P.

: Pi—b.P
@ = 2A[P,(0)] %, b=~

2 QQZC'PQ, PQZPQ(O)[l—At]_2
1 1
§[—hoorz £ \/E],c =4b- A[P(0)]2,

(NI

3
A = Py(0)[2h%0,, £ Vd/6].
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Dai, é possivel construir uma fungao de Chetaev, como (3.19), de modo a
mostrar a instabilidade do equilibrio para o sistema completo. No entanto, se d

for negativo, nao existe uma analogia ao que estamos fazendo.

Agora considere o problema de estabilidade quando rg(S) = 2. Suponha que

a forma normal de Lie dos termos de terceira ordem da equacao (3.2) seja:

H=HO+HY HO =g, +H" HO=H" 4+ H +-.- (3.24)
O * * * *

H = Rip00@3 + h3100@3Q2 + 1ia00Q1 Q3 + oo @ (3.25)

H?Sl) = h>1k110Q1Q2P1 + thOlQ1Q2P2' (3'26)

Teorema 3.3.2 (Sokol’skii 2). Se (hiy00)* + (h3100)* + (Ri900)? + (Riiz00)? # 0,

o equilibrio x* € instavel.

Demonstracao: A prova deste teorema é anilogo a anterior. Note que H©

admite uma solugao particular

@1(0) @2(0) 201 A0Q1(0)

Q1:m7 szm, b = (1— A2’ (3.27)
P 202AQ2(0)
2T (11— At)
A= {_51 [3}1;000@%(0) + 2h§100Q1(0)Q2(0) + hT2ooQg(O)]/[6Q2(O)]}% ou
A = {=62[15100Q3(0) + 217500Q1(0)Q2(0) + 3hi300Q3(0)]/[6Q2(0)] 2

onde Q1(0), Q2(0) sdo numeros reais diferentes de zero. Estas constantes sempre
existem; se, por exemplo, h3 o, = 0, teremos ¢2(0) e ¢;(0) arbitrarios nao nulos.

Além disso, estas constantes satisfaz a seguinte relacao:

51hi200@§(0) + [251h§1oo - 3h8300]Q§(0)Q1(0)_
[252”{200 - 351h§000]Q2(0)Q%(0) - 52@100@?(0) =0

Para finalizar, é possivel construir uma fun¢ado de Chetaev como em (3.19), a
partir desta solugao do sistema truncado, a qual garante instabilidade do sistema

completo. |
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Capitulo 4

A reciproca do teorema de

Dirichlet-Lagrange

Como ilustragcao dos resultados fornecidos nos capitulos anteriores, vamos resol-
ver uma reciproca parcial do Teorema classico de Dirichlet-Lagrange para sistemas
conservativos em dois graus de liberdade. As principais referéncias sao: Garcia
[10] e Sokol’skii [29].

4.1 Introducao

Para formular o problema, considere a energia potencial 7 : € — R uma

funcao de classe C'*°, onde §2 é um aberto de R" e a energia cinética

T =T(p) = 5 lpl” (1.1)

Para descrever o movimento do sistema, podemos utilizar a funcao Hamilto-

niana. Desta forma, denotando por H esta funcao, obtemos

H(q,p) = T(p) + n(q), (4.2)
uma vez que estamos querendo estudar a estabilidade de sistemas mecanicos

conservativos. Assim, as equagoes do movimento sao, de acordo com a secao 1.1,

OH : OH
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A proposigao abaixo nos mostra que ha uma perfeita correspondéncia entre
os pontos criticos da energia potencial m e os pontos de equilibrio do sistema

mecanico considerado.

Proposigao 4.1.1. Um ponto x* = (qq, py) € de equilibrio de (4.3) se, e somente

se,
on ,
pp=0 e 8_(]((10):%(%):0

Demonstragao: Se x* é o equilibrio de (4.3) temos,

OH oT
%(qo,po) =0& %(Po) =0&p,=0 e

oOH on , ,
8_(1((1071)0) =0& %(qo) =7'(qy) =0 < 7'(qy) = 0.

Logo, temos o desejado. |

A proposigao (4.1.1) justifica o abuso de notagao quando g, é mencionado
como ponto de equilibrio do sistema ao em vez de (qu,0). Mas, como feito

anteriormente, iremos considerar o equilibrio sendo a origem do plano de fase.

4.2 O Teorema de Dirichlet-Lagrange

O préximo resultado foi enunciado por Lagrange em 1788, o qual nao apre-
sentou uma demonstracao, exceto no caso em que 7 é uma funcao quadratica. A
primeira prova conhecida foi apresentado por Dirichlet em 1848, lembrando que

os teoremas de Lyapunov sobre estabilidade sao de 1882.

Teorema 4.2.1 (Dirichlet-Lagrange). Considere um sistema Hamiltoniano
com energia potencial ™ e energia cinética T'. Se g, € um ponto de minimo local

estrito de w, entao este equilibrio € estdvel no sentido de Lyapunov.

Demonstragao: Considere q, minimo estrito de 7, entdo 7(q) > 7(q,),V q €
Q2 —{q}. Defina

V(q,p) = H(q,p) — 7(qy)-

Mostraremos que V' é uma funcao de Lyapunov e satisfaz as hipoteses do teorema
1.3.6. Como T é uma forma quadratica definida positiva e w(q) — 7(q,) > 0,
concluimos que V(q,p) > 0,V (q,p) € Q — {qy}-
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Note ainda que

V(dy,0) = H(qg,0)—7(qq)
= T(0) +7(qy) — 7(qp)
= 0.

Como H é uma integral primeira para o sistema (4.3), temos V(q,p) = 0 < 0.

Assim, o equilibrio q, é estavel. |

A pergunta natural é se a reciproca do teorema 4.2.1 é verdadeira. Vejamos a
seguir um contra-exemplo exibido em 1904 por Painlevé, o qual mostra que para
um grau de liberdade a reciproca deste teorema nao ¢ valida. Considere o sistema

Hamiltoniano com a energia cinética definida por

1
T(q,p) = 5192

e a energia potencial 7 : R — R dada por

m(q) = { e wsin(y). se g 70, (4.4)

0 , se q=0.

A origem é um ponto de equilibrio estavel no sentido de Lyapunov das equacoes
(4.3), neste caso, se resumem a § = —n’(g), mas a origem nao é um ponto de

minimo de 7.

Exemplo similar a este, com dois graus de liberdade, é obtido considerando
T(a,p) = 5(pi +p3) e
eq;% cos(L) — eq;%[ +cos(L)], se #0
(g1, q2) = r 42 @/ 4192 )
0 , se qiqs = 0.

Note que o equilibrio (0,0) € R? x R? do sistema (4.3) é estavel, mas na reta
—1

¢2 = @1, tem-se para ¢ # 0, 7(q1,q1) = —gied <O0.

Ambos os casos, mostram que a reciproca do teorema de Dirichlet-Lagrange é
falsa. Algo nos chama atencao, as fungoes exibidas acima sao de classe C'™°, mas

nao sao analiticas numa vizinhanca da origem.

Quando se trata da reciproca do teorema 4.2.1 para n graus de liberdade,
obtemos um problema em aberto. O mesmo é apresentado no livro Arnold’s

Problems [2] como o problema 29 - 1976.
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Desde entao, um problema que tem merecido a atencao de diversos ma-
tematicos tem sido em obter reciprocas parciais desse teorema. Uma reciproca
parcial, no caso de dois graus de liberdade, é resolvida por Sokol’skii [29] consi-

derando a energia potencial analitica, o que vamos ver na proxima secao.

4.3 Uma Reciproca Parcial do Teorema de Diri-

chlet-Lagrange

Considere a reciproca do teorema de Dirichlet-Lagrange para sistemas conser-
vativos e com dois graus de liberdade. Alguns resultados mais completos, como
em [11], [12] e [25], j& foram estudados por meios, por exemplo, de topologia, o
qual nao tem um significado mecanico explicito, isto ¢, usando métodos exclusi-

vamente de mecanica analitica.

Sob a hipdtese do sistema mecanico conservativo ter dois graus de liberdade
em q = (q1,¢2) coordenadas posicdo e p = (p1,p2) coordenadas momento, a

origem como o equilibrio do espaco de fase, faremos a energia cinética

1 1 1
T =—|Ipl]* = =p> + =p2 4.
SlIpl = 50 + 503 (4.5)

uma forma quadrética definida positiva. Ja a energia potencial, analitica numa

vizinhanga do equilibrio, tem a seguinte expressao:

T(q1, q2) = To + T3 Ao T+ (4.6)
onde 7, é um polinémio homogéneo de grau m € {2,3,---}, cuja expressao nas
coordenadas q1, qo é:

= Y Ukl (4.7)
Jjt+k=m

Vejamos uma maneira equivalente de enunciar o teorema 4.2.1:

Se um equilibrio x* € instdvel no sentido de Lyapunov, entdo o mesmo nao é

um ponto de minimo local estrito para energia potencial 7.

Portanto, as condigoes dos resultados do capitulo anterior serao verificadas

para comprovacao do préximo teorema.
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Teorema 4.3.1 (Reciproca Parcial). O equilibrio x* = (0,0) € R? x R? do
sistema (4.3) € instdvel se, e somente se, a energia potencial 7(q1,q2) analitica
ndo tem minimo estrito neste equilibrio (quando w tem minimo estrito na origem,
ela é uma funcao definida positiva nas varidveis q,qs em uma vizinhanca da
origem).

Demonstracao: Note que se um equilibrio x* é instavel no sentido de Lyapunov,
o teorema de Dirichlet-Lagrange ja garante que a energia potencial m nao tem

minimo estrito neste equilibrio.

Reciprocamente, considere a parte linear do sistema (4.3). Sem perda de
generalidade, a parte quadratica associada a este Hamiltoniano tem a seguinte

forma:
1

1 1 1 1 1
Hy = 52?% + 513% + §C1CI% + §Czq§ (72 = 5016]% + éngg, Cr 2 C2> - (4.8)

Dai, é possivel obtermos as equagoes de movimento e em seguida escrever a matriz

associada ao sistema. Vejamos,

Gh=p1, G=p, p1=-Ciqr, p2=—-Caq ou

0 0 1 0] [q
o 0 0 1 |¢
|=cr 0 0 0] |m

0 —C; 0 0 2

Com o polinoémio caracteristico P(A) da matriz associada a este sistema li-
near e extraindo suas raizes, serd possivel uma analise minuciosa nos sinais das

constantes C e Cs.
P(A\) =M+ (Cy + Co)N* + C1Cy (4.9)

P()\):0<:>)\::i:\/—01 ou )\::i:\/_CQ

Quando C5 < 0, pelo menos um autovalor sera real e positivo, entao, pelo
teorema (1.3.5), o equilibrio x* é instavel para o sistema completo. Além disso,
a solucao geral apresenta termos que crescem exponencialmente quando o tempo

t tende a infinito, isto é, o sistema completo é instavel.

Se C; > Cy > 0 o potencial é positivo, onde garantimos que a origem é um

minimo local estrito de w9, donde o equilibrio é estavel.
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Resta-nos o caso em que C; > Cy =0, ou seja, C; = Cy =0e C; > Cy = 0.
Basta introduzir a notagao Cj, = w?, (k = 1,2), sendo wy, as frequéncias das

oscilagoes lineares e notar que sao os casos ja estudados neste trabalho.

Se uma frequéncia for nula e outra diferente de zero, ou seja, w; # 0 e wy = 0,

como vimos, o Hamiltoniano apds normalizado é, sem perda de generalidade,

1 1 1
H* = §p§+§wqu—|—§p§+a07MqéVI+H(M)+--- (4.10)
com ag »r # 0, enquanto a expressao H (M) denota os termos de ordem M distintos
de ap as. Pelo teorema 3.2.4, podemos afirmar que sé vai haver estabilidade para
o equilibrio se M for um numero par e ag s > 0. Mas, se M é impar ou se M é

par e ag s < 0, o equilibrio ¢ instdvel no sentido de Lyapunov.

Finalmente, quando w; = wy = 0, isto é, todas os autovalores nulos, a ma-
triz linearizada do sistema acima tera posto dois. Claramente, o teorema 3.3.2
estd inteiramente de acordo com as afirmagoes do teorema de Dirichlet-Lagrange

considerado, desde que os termos de terceira ordem tenham sinal alternados.

De fato, sem perda de generalidade, os termos de terceira ordem apds norma-

lizados ficam da seguinte forma:
T3 = Usoq; + U21qi G2 + U215 + Uo3ds, (ujn = Pr00) (4.11)

Se m3 nao é identicamente nulo, a origem nao é minimo estrito de (4.11) e pelo

teorema 3.3.2 o equilibrio é instavel.

Considere entdao m = min{K > 3 ; 7mx ndo é indenticamente nula}, ou seja,
faremos a normalizacao dos termos 7, até uma determinada ordem de modo que

Tm 7 0. Neste caso, m = my + m3 + - -+ j& estd na forma normal de Lie.

Se m for impar, segue de maneira andloga ao caso m = 3. Se m for par, é
possivel encontrarmos uma solugao particular instédvel como em (3.18) e construir
uma fungao de Chetaev como em (3.19), a qual garante instabilidade para o

sistema completo. |

Por fim, esta provada uma reciproca parcial para o teorema de Dirichlet-
Lagrange, em dois graus de liberdade e quando a energia potencial é analitica
numa vizinhanca do equilibrio. No inicio deste capitulo, o problema pode ser
formulado em coordenadas generalizadas q € €2, onde §2 é um aberto de R como

faz Garcia e Barros [10] e, mesmo assim, os resultados obtidos serao validos.
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Anexos

A forma geral para funcao geradora quando o posto da matriz S é igual a
trés (no caso de duas frequéncias nulas, isto é, quando todas a raizes da equagao

fundamental sdo nulas) é:
Wy = G3000Q?+®0300Qg+6L0030P13+a0003P§+@2100Q%Q2+G2010*prl —|—a2001Q§P2—|—

alZOOQlQ% + aomo@%ﬂ + a0201Q3P2 + G1020Q1P12 + a0120Q2P12 + Cl0021P12P2+
+a1002Q1P22 + a0102Q2P22 + (10012P1P22 + a1110Q1Q2P1 + a1101Q1Q2 P+
a1 Q1P P + a101Q1 P Ps.

Mas, conseguimos algumas restricoes para os coeficientes desta fungao. A
saber algumas destas,

apo12 = 1002 = 0

ap210 = ho3oo

1
Q1020 = —ghooso
2010 = —A1101
1
Q2001 = —2—5h1011

ap111 = hoz210

1
apoos = = h1oo2

3

a1011 = Noo21

Além disso, ainda quando rg(S) = 3 garantimos que se hgps # 0 entdo o
equilibrio origem ¢é instavel no sentido de Lyapunov. Na demonstragao deste
resultado exibimos uma fungao de Chetaev, a qual garante instabilidade para o
sistema completo via uma solugao instével particular do sistema truncado (pagina
69). A derivada da fungao (3.19) é:
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V=X+Y+Z+W4+T,

onde,
X = 210P2°(—Q; — ho102P2)

41 3
{4 (%) (6P + hoo12P5) — 5P5 (Q1 — h0102P22)}

a

4
Y:—Q[G&>—Rf
a

69

P
{2 1;22 —3P; (@1 — h0102P22)}

29 3
{4 <%> (3h0003P22 + 2ho102Q2 P> + 2h0012P1P2)}

T = —TP(Q1 — ho102P3)
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