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Resumo

Neste trabalho sao tratados, de forma detalhada, trés temas da Matemética que se
relacionam entre si: Geometria Plana, Geometria Espacial e Sélidos de Revolucao. Nessa
abordagem, priorizou-se o calculo da area das superficies lateral e total do Prisma, da
Piramide, do Cilindro, do Cone e da Esfera, bem como o célculo de seus volumes, neste
ultimo, utilizando-se o principio de Cavalieri na dedugao de suas féormulas. No estudo
dos Solidos de Revolucao, destacam-se os Teoremas de Pappus, usados para deduzir as
formulas das areas das superficies e dos volumes do Cilindro, do Cone e da Esfera de
revolucgao.

Palavras-chave: &reas, volumes, prisma, piramide, cilindro, cone, esfera, sélidos de
revolucao, principio de Cavalieri, Teoremas de Pappus.



Abstract

In this work we are treated in detail, three subjects of mathematics that relate to each
other: Plane Geometry, Geometry and Spatial Revolution Solid. In this approach, we
prioritized the calculation of the area of the lateral surfaces and full of Prism, Pyramid,
Cylinder, Cone and Sphere, and the calculation of its volumes in the latter, using the
principle of the deduction Cavalieri their formulas. In the study of Revolution Solids,
we highlight the theorems of Pappus, used to derive the formulas of surface areas and
volumes of cylinder, cone and revolution sphere.

Key Words: areas, volumes, prism, pyramid, cylinder, cone, sphere, revolution solids,
Cavalieri principle, theorems of Pappus.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar de forma criteriosa dois temas da Matematica
que se relacionam entre si, Area e Volume. Tais temas exercem papel relevante na vida
académica e social de todos os educandos em Matematica, tanto da educacao béasica
quanto da superior. A Geometria Plana e Espacial sdo parte essencial do universo fisico e
servem de ferramenta para que o homem, através de seus conceitos, desenvolva o raciocinio
logico e visual, compreenda o mundo e participe ativamente em sociedade resolvendo
problemas das diversas areas do conhecimento.

O céalculo de area de regido plana teve origem principalmente na necessidade de demar-
car terras devastadas pelas enchentes do Rio Nilo, o que era feito pelos sacerdotes com
interesse de coletarem impostos dos agricultores pela utilizacao das terras localizadas as
margens do rio. Como o imposto era proporcional a area utilizada, esse trabalho era feito
para calcular o imposto devido.

No caso do volume de sélido, o primeiro registro data de 300 a.c. quando Euclides
em sua obra “Os Elementos” livro XII, apresenta como calcular o volume do prisma, do
cilindro, do cone e da piramide. Por volta de 200 a.c., Arquimedes foi o primeiro a tratar

com rigor e elegancia uma expressao do volume da esfera no livro “Superficie e volume do
Cilindro e da Esfera”.

Intuitivamente, a area de uma figura plana é a parte do plano ocupada por ela, ja
o volume de um solido geométrico representa a quantidade de espaco que ele ocupa.
Esse modo intuitivo de definir area e volume é aceito desde os primordios, haja vista a
sua praticidade e facilidade em entendé-los. Neste contexto, calcula-se a area de uma
figura plana comparando-a com uma unidade de area pré-estabelecida, o resultado dessa
comparagao é um nimero que expressa a area da figura plana. De modo anélago, é feito
o calculo intuitivo do volume de um so6lido geométrico, define-se uma unidade de volume,
que normalmente é o volume de um cubo unitario, ou seja, cubo de aresta que mede uma
unidade de comprimento, e em seguida compara o volume desse cubo com o volume do
solido em questao. O volume do s6lido é expresso pelo niimero de vezes que o volume do
cubo unitario cabe no volume do soélido.

Mas, nem sempre a figura plana ou o solido geométrico permite tais comparacoes com
a unidade de area ou de volume estabelecida, por apresentarem irregularidades em suas
formas. Diante desse fato, houve necessidade de se pensar em métodos mais gerais e
eficientes para calcular a area e o volume de solidos ditos irregulares.

Surge entao, alguns métodos como os Principios de Cavalieri, usados neste trabalho
para justificar as deducoes das féormulas do volume do prisma, da piramide, do cilindro,
do cone e da esfera.
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A ideia central do principio de Cavalieri foi a de analisar uma regiao plana e concluir
que ela é formada por uma infinidade de cordas paralelas. Ja no caso de um solido
geométrico foi concluir que ele é formado por uma infinidade de sec¢oes planas paralelas.
Esse método foi duramente criticado pelos matematicos da época, porém utilizado como
ponto de partida para desenvolver a teoria do calculo infinitesimal, o qual na atualidade é
um método considerado eficiente para obter expressoes da formula do volume do cilindro,
do cone e da esfera.

O texto compoe-se de quatro capitulos. No primeiro sao abordadas, de forma intuitiva,
as ideias de area e volume, destacando-se as deducoes das formulas das areas das prin-
cipais figuras planas, entre elas o quadrado, o retangulo, o paralelogramo, o triangulo, o
trapézio, o losango, o circulo e a coroa circular. No segundo capitulo sao apresentados
os Principios de Cavalieri, inicialmente como axiomas e depois enunciados e demonstra-
dos como teoremas, usando a teoria do calculo infinitesimal. J& no terceiro capitulo,
sao calculados a area lateral, a area total e o volume dos principais sélidos geométricos:
prisma, piramide, cilindro, cone e esfera, sendo que o volume via o Principio de Cavalieri.
No quarto e ultimo capitulo sao tratados superficies e soélidos de revolugao, tendo como
alicerce para as dedugoes das formulas os Teoremas de Pappus.

O que se propoe com este trabalho é deixar o registro de um texto que sirva de base
para ministrar aulas e aprofundar contetidos de Geometria Plana e Espacial na educacao
basica, nao na sua totalidade, uma vez que em alguns capitulos sao utilizados contetudos
nao apropriados ao nivel de desenvolvimento dos alunos desse nivel de ensino, por outro
lado nao se propoe esgotar o conteido, pois o conhecimento ¢ dinamico e mutéavel.

15



Capitulo 1

Ideias Intuitivas de Area e Volume

1.1 Ideia Intuitiva de Area

A 4area de uma figura plana F, representa a parte do plano ocupada por ela. Entao,
para encontrar a area de uma figura plana F', faz-se a comparacao dessa figura com a
unidade de area estabelecida. O resultado dessa comparacao serd um niimero, que deve
exprimir quantas vezes a figura F' contém a unidade de area escolhida.

Definicao 1.1 A drea da superficie de um quadrado de lado | é [?.

Costuma-se utilizar como unidade de area o metro quadrado (m?) que é a &rea de um
quadrado de lado 1 m, mas isso nao impede que sejam utilizadas, também, as unidades
de area: quilometro quadrado (km?), hectometro quadrado (hm?), decametro quadrado
(dam?), decimetro quadrado (dm?), centimetro quadrado (cm?) e o milimetro quadrado
(mm?) que sao &reas de quadrados de lados 1 km, 1 hm, 1 dam, 1 dm, 1 cm e 1 mm,
respectivamente.

A 4area de uma superficie limitada por um poligono é um niimero real positivo
associado & superficie de forma que:

1. As superficies equivalentes estao associadas areas iguais e reciprocamente;

P, ~ P, < (Area de P, = Area de P,)

7. A uma unido de superficies esta associada uma area que é a soma das areas das
superficies reunidas;

P=P +Py,+- -+ P, = Area de P = Area de P, + Area de Py+---+ Area de P,

1.1.1 Area do Retangulo
Definicao 1.2 O retangulo é o quadrildtero que tem os quatros dngulos retos.
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Considere um quadrado de lado a + b dividido da forma abaixo:

a

a+b |a Q al r
a

b R Q

b

Figura 1.1: Quadrado de lado a + b

Note que o quadrado acima é composto de dois quadrados: um de lado medindo a e
outro de lado medindo b e de dois retangulos congruentes de lados medindo a e b. Sendo
assim, a area do quadrado de lado com medida a + b é igual & soma das areas dos dois
quadrados com a area dos dois retangulos.

Chamando a &rea do retangulo de A, tem-se que a area do quadrado de lado com
medida a + b ¢ igual a area do quadrado de lado de medida a, mais a area do quadrado
de lado de medida b, mais duas vezes A, assim,

(a+0b)? = a*+bv+2-A
& a?+2-a-b4+0 = 2+ +2-A
& 2. A = 2.-a-b
= A = a-b.

Portanto, a area de um retangulo de medidas dos lados iguais a a e b é obtida pelo
produto dessas medidas.

1.1.2 Area do Paralelogramo
Definicao 1.3 O paralelogramo é todo quadrildtero no qual os lados opostos sao paralelos.

Considere o paralelogramo ABC'D abaixo:

D & E. 5 ¢ F D¢
.h h
<l - =
A B A b B ¢ £ AB E

Figura 1.2: Paralelogramo
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Prolongando o lado AB ! até tocar a perpendicular baixada de C, obtém-se o ponto E,
logo C'E é a altura do paralelogramo relativa ao lado AB (base). Tracando-se o segmento
AF, paralelo e congruente a C'E, obtém-se o retangulo AECF, no qual esta contido o
paralelogramo ABC'D. Observe que os tridngulos ADF e BCFE sao congruentes, pois
AD = BC, BE = DF e CE = AF. Considerando med(AB) = b, med(BE) = c e
med(CE) = h, tem-se que a area do retangulo é dada por (a+c)-h e é igual & area A do
paralelogramo, mais a area do retangulo de base de medida c e altura de medida h, isto
é:

(b+c)-h = A4c-h
& b-h+c-h = A+c-h
& A = b-h.

Portanto, a area limitada por um paralelogramo ¢é igual ao produto da medida de uma
de suas bases pela medida da altura relativa a essa base.

1.1.3 Area da Regidao Triangular

Considere o triangulo ABC' de altura h relativa ao lado BC' de medida a.

Figura 1.3: Triangulo ABC

Tracando AD, paralelo e congruente a BC' e DC' paralelo e congruente a AB, obtém-se
o paralelogramo ABCD, que é composto de dois tridangulos congruentes: ABC e ACD,
pois AB=CD, AD = BC ¢ AC é lado comum aos dois tridngulos.

Figura 1.4: Paralelogramo dividido em triangulos

!Neste texto sera usada a notacdo AB para indicar segmento de reta e med(AB) para indicar medida
de segmento de reta.
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Como os triangulos ABC e AC'D sao congruentes, suas areas sao iguais. Chamando a
area de cada triangulo de A, a area do paralelogramo Ap é igual a duas vezes a area A.
Assim,

Ap =
< a-h
s A =

A
A

Il
a DN

ah
>

Dessa forma, a area de um triangulo é dada pela metade do produto da medida do lado
pela medida da altura relativa a esse lado.

1.1.4 Area Limitada pelo Trapézio

Definicao 1.4 Denomina-se trapézio todo quadrildtero que tem apenas um par de lados
paralelos, chamados de bases.

Considere o trapézio ABC'D de altura h.

Figura 1.5: Trapézio

Tracando a diagonal AC, o trapézio fica dividido em dois triangulos: ACD e ABC),
ambos de altura h, logo, a area do trapézio é a soma das areas dos dois triangulos. Sendo
A a area do trapézio, tem-se

A = A(AABC)+ A(AACD)
med(AB)-h  med(CD)-h
2 * 2
[med(AB) + med(CD)] - h

5 )

onde AB é chamado de base maior e C'D de base menor. Assim, a area de um trapézio é
dada pela metade do produto da soma das medidas das bases pela medida da altura.

1.1.5 Area Limitada pelo Losango

Definicao 1.5 Denomina-se losango todo quadrildtero que tem os quatro lados com me-
didas iguais.
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Considere o losango ABC'D de diagonais de medidas d; e ds.

Figura 1.6: Losango

Observe que as diagonais d; e dy intersectam-se no centro do losango, dividindo-o em

quatro triangulos retangulos congruentes de catetos % e %2.

Considerando que o losango foi dividido em quatro triAngulos congruentes, sua area Ay

é igual a quatro vezes a area de um dos triangulos. Assim, sendo Ay a area do losango,
tem-se

= 4.4

_ oy G
8

dy - dy
2 .

Portanto, a area do losango ¢ obtida através da metade do produto das medidas de
suas diagonais.

1.1.6 Area de um Poligono Regular

Definicao 1.6 Um poligono € regular quando tem todos os lados e todos os dngulos in-
ternos congruentes.

No poligono regular a distancia do centro a qualquer lado ¢ chamado de Apétema.

Relacoes Entre Lado, Ap6tema e Raio nos Principais Poligonos Regulares

Poligono Regular | Triangulo | Quadrado | Hex4gono
Lado V3r V2r T
. r 2r ar
Apotema 5 5 5
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Considere o poligono regular Ay AsAs - -+ A, de apoétema com medida a e lado medindo
[.

Figura 1.7: Poligono regular

Dividindo o poligono em triangulos com um dos vértices no centro do poligono e o lado

coincidindo com um dos lados do poligono, obtém-se n triangulos congruentes de area %l

Assim, sendo Apg a area do poligono regular, tem-se

|
3

a-l
Apr = m- 5=

‘3
po|

= ‘a (1.1)

onde ”7[ é o semiperimetro e a é a medida do apdtema.

Dai, a area de um poligono regular ¢ determinada pelo produto do seu semiperimetro
pela medida do seu apoétema.

1.1.7 Comprimento da Circunferéncia

Para deduzir o comprimento de uma circunferéncia utiliza-se o argumento de que todas
as circunferéncias sao figuras semelhantes entre si. Diante disso, pode-se estabelecer,
entao, que a razao entre seu comprimento C' e a medida do seu diametro 2r é uma
constante que, costuma-se indicar pela letra grega 7 (pi).

C:Comprimento da Circunferénica
Figura 1.8: Comprimento da circunferéncia de raio r

Portanto, % = 7 equivale a C' = 27tr, onde r é a medida do raio da circunferéncia e 7

¢ uma constante de valor 3,1415926535 - - -.
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Nota: O mateméatico grego Arquimedes de Siracusa foi quem elaborou o primeiro
método eficiente para obter valores que se aproximam indefinidamente da constante 7.
Em uma circunferéncia dada, ele construiu poligonos regulares inscrito e circunscrito,
dividindo o perimetro de cada um pelo didmetro da circunferéncia.

Figura 1.9: Hexagonos regulares inscrito e circunscrito

Perimetro da circunferéncia: 27r.
Perimetro do hexagono inscrito: 67.

Perimetro do hexagono circunscrito = 6,928r.

(6r < 27r < 6,928r) <+ 2r
3 << 3,464

Arquimedes notou que quanto maior o nimero de lados dos poligonos inscrito e cir-
cunscrito, seus perimetros se aproximavam cada vez mais do perimetro da circunferéncia.
Foi com o total de 96 lados para os poligonos, inscrito e circunscrito, que ele obteve a
aproximacao m = 3, 14.

1.1.8 Area do Circulo

Seja P um poligono regular de n lados, com medida a, inscrito em uma circunferéncia
de raio r.

Figura 1.10: Poligono regular de lado a inscrito na circunferéncia

22



As diagonais do poligono que passam pelo centro da circunferéncia, que também ¢é o
centro do poligono, transformam-o em n triangulos isosceles de base a e altura h, logo a
area desse poligono é

a-h ( ) h
n-——=1(mn-a) - -,
2 2
onde n - a é o perimetro do poligono.

Note que essa area é menor que a area do circulo; contudo, fazendo de modo intuitivo,
o nimero n de lados crescer indefinidamente (n tender a infinito), verifica-se que:

i. O perimetro do poligono (n - a) tende ao perimetro da circunferéncia: 27r;
ii. A altura de cada triangulo isosceles tende ao raio da circunferéncia;

iii. A area desse poligono tende & area da superficie limitada pela circunferéncia, ou
seja, & area do circulo.

r

Assim, a expressao (n-a) - % tende a 27r - £ = 7r?, que € a area do circulo, logo a area
do circulo Ac é igual ao produto do nimero real 7 pelo quadrado da medida do seu raio,
isto é

AC = 7TT'2.

1.1.9 Area da Coroa (ou anel) Circular

Definicao 1.7 Denomina-se coroa circular a superficie limitada por duas circunferéncias
concéntricas e de raios R e r.

/ 4

Figura 1.11: Coroa ou anel circular

A 4rea da coroa circular Agc é obtida pela diferenca entre as areas dos circulos de raios
R e r, nesta ordem. Dessa forma

Ace = wR*—7r
= 7w(R*—r?).
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1.2 Ideia Intuitiva de Volume

O volume de um so6lido representa a quantidade de espaco ocupado por ele. Para medir
o0 espaco ocupado por um soélido é necessario comparar a quantidade desse espaco com uma
unidade de volume. O resultado dessa comparacao ¢ um nimero que exprime quantas
vezes o solido contém a unidade de volume estabelecida. Como convencao, estabelece-
se como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma unidade de comprimento,
chamado cubo unitario. Assim, o volume de um soélido S deve ser o niimero que exprime
quantas vezes o solido S contém o cubo unitario.

Propriedades de Volume de Sélidos

1. Solidos congruentes tém volumes iguais;

2. Se um solido S é a reunido de dois solidos S” e S” que ndo tém pontos interiores
comuns, entdo o volume de S é a soma dos volumes de S’ e S”;

3. Se dois ou mais sélidos tem o mesmo volume, sao chamados de s6lidos equivalentes.

1.2.1 Sugestao de Atividade Didatica

Para mostrar, de forma pratica a ideia de volume, o professor podera utilizar material
dourado que é composto de cubos, placas, barras e cubos unitarios. O cubo é formado por
dez placas, a placa é formada por dez barras e a barra é formada por dez cubos unitarios,
cada cubo unitario possui 1cm? de volume. A barra é composta de 10 cubos unitarios,
portanto, seu volume ¢ 10 x lem?® = 10em?. J4 a placa é composta por dez barras, logo
tem volume 10 x 10em?® = 100ecm?, e o cubo ¢é formado por dez placas, o seu volume é
igual a 10 x 100cm? = 1000cm?.

i ZZ 7]
Fas v 7
Vs ZZ vy
=z v
v ara
s r
22 Z 7]
2 i 7

Figura 1.12: Material dourado
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Capitulo 2

Principios de Cavalieri

2.1 Histoérico

Francisco Cavalieri (1598 - 1647) nasceu em Mildo, na Itélia, e adotou o nome de Bo-
naventura quando entrou para a ordem Jesuitica, em 1615. De familia nobre, Cavalieri
seguiu paralelamente a carreira religiosa e a atividade cientifica. Discipulo de Galileu
Galilei (1564 - 1642), por indicacao deste veio a ser catedratico, desde 1629, da Univer-
sidade de Bolonha, ao mesmo tempo que era o superior do monastério de Sao Jerénimo.
Cavalieri foi também astronomo, mas, se ainda é lembrado, isso se deve em grande parte
ao método dos indivisiveis que desenvolveu a partir de 1626.

Cavalieri nao definia, em suas obras sobre o assunto, o que vinham a ser os indivisiveis.
Segundo ele, uma figura plana seria formada por uma infinidade de cordas paralelas entre
si e um so6lido geométrico por uma infinidade de seccoes planas paralelas entre si - a essas
cordas e as essas seccoes ele chamava de indivisiveis.

O método dos indivisiveis foi desenvolvido por Cavalieri a partir das ideias de Arquime-
des, investigando como calcular areas e volumes de figuras curvas. A ideia central desse
matematico foi a de olhar para uma area como um ndmero infinito de segmentos de reta
equidistantes e para um volume como uma infinidade de areas planas. Cavalieri chamou
esses elementos de indivisiveis da area e do volume.

Essa teoria permitia que se encontrasse rapidamente e com exatidao a area e o volume
de muitas figuras geométricas, porém fora duramente criticada na época. Segundo seus
criticos, a teoria nao se mostrava suficientemente embasada. Mal sabiam estes que o
principio de Cavalieri seria um dos pilares do que hoje se conhece como calculo integral,
o que de fato, ajudou no desenvolvimento da teoria do calculo.

2.2 Principio de Cavalieri para Area

Sejam R e S regioes limitadas de um plano, e seja r uma reta desse plano. Supondo-
se que, para toda reta s paralela a r, as interseccoes de R e S com s sejam vazias ou
segmentos de reta tais que a razao entre seus comprimentos seja constante, entao a razao
entre as dreas de R e S € essa mesma constante.
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Figura 2.1: Principio de Cavalieri para area

med(AB1)  med(AyBy)

Se med(C1D1)  med(CyDs) =
entao .
Area(R) k:
Area(S)

2.3 Principio de Cavalieri para Volume

Sao dados trés solidos de mesma altura apoiados em um plano «, Si, Sy e S3. Se todo

plano paralelo ao plano o secciona os trés solidos sequndo figuras de mesma drea, entao
esses solidos tém mesmo volume.

Figura 2.2: Principio de Cavalieri para volume

Se Area(P]) = Area(P;) = Area(P}), Area(P”;) = Area(P”;) = Area(P”3),

entao

Vs, = Vs, = Vs,.

Esses principios sao aceitos como verdade no ensino médio, devido a técnica e instru-
mentos (contetidos) cientificos utilizados em suas demonstragoes, ndo apropriados ao nivel
de conhecimento dos alunos de tal nivel de ensino.
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A seguir, esses pricipios serao tratados como teoremas e demonstrados utilizando a
teoria de integracao de fungoes reais.

2.4 Teorema de Cavalieri para Area

Considere em um plano um sistema de coordenadas cartesianas OXY e R uma regiao
delimitada por y = 0, y = b > 0 e pelos graficos das funges continuas © = fi(y) e
r= fo(y), 0 <y <b, com fi(y) < fo(y) para todo y. Além disso, denote a area da regiao
R por Ap.

Teorema 2.1 Considere que S é uma regiao delimitada por y =0, y = b e pelos grificos
das fungoes continuas x = ¢1(y) e x = go(y), 0 <y < b, com g1(y) < g2(y) para todo y.
Supondo-se que ezista k > 0, k € R, tal que fo(y) — fi(y) = k- [92(y) — g1(y)] para todo
y, entao Ag =k - Ag.

Para demonstrar este teorema sera utilizada a definicao de area via integral, logo torna-
se necessaria a seguinte definicao:

Definigao 2.1 A drea A da regiago limitada pelas curvas y = f(x) ey = g(z) e pelas
retas x = a e x = b, onde f e g sao continuas e f(x) > g(x) para todo x em [a,b] é

Figura 2.3: Regiao plana

Demonstracao. Da teoria de integracao de funcoes reais, tem-se
b J2(v) b
tn = [ [aetn= [ [ sy = [tr) - £y
R 0 f1(y) 0
Como fo(y) — f1(y) =k - [92(y) — g1(y)], assim
b b
An = [ Hgal) = sy =k [ loa(s) ~ a0y
0 0
Dai, por (2.1), tem-se Ag = k- Ag O
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2.5 Teorema de Cavalieri para Volume

Considerando em um plano, um sistema de coordenadas cartesianas OXY Z e P um
solido finito delimitado por z = 0, z = ¢ > 0 e por uma quantidade finita de gréficos de
fungoes continuas do tipo y = f(z,2) e x = g(y, z). Para cada t tal que 0 <t < ¢, seja P,
a interseccao de P com o plano z = t. Além disso, denote volume do s6lido P por Vp.

Teorema 2.2 Considerando (), outro sdlido finito delimitado por z =0, z=c > 0 e por
uma quantidade finita de grificos de fungées continuas do tipo y = f(x,z) e x = g(y, 2).
Para cada t, tal que 0 <t < ¢ seja Q¢ a intersecgao de () com o plano z = t. Supondo-se
que exista k > 0, k € R tal que Ap, = k- Ag, para todo t real, entao Vp =k - Vj,.

Para demonstrar este teorema sera utilizada a definicao de volume via integral, logo,
torna-se necessaria a seguinte definigao:

Definigao 2.2 Seja S um sélido que estd entre x = a e x = b. Se a drea da secgao
transversal de S no plano P, passando por x e perpendicular ao eizo x, é A(x), onde A
¢ um funcgdao continua em [a,b], entdo o volume de S é

Vs = / bA(x)dx

-~
"a

- X

. .
T T T . WY Y

‘..asuﬁ-

Figura 2.4: So6lido geométrico: esfera

Demonstragao. Da teoria de integracao de funcgoes reais, tem-se,

Vp = ///Pda:dydz:/oc[//zdxdy]dz.

Pelo teorema de Cavalieri para area, [ [ p drdy = Ap,, assim

Vp = / Apzdz.
0
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Mas, Ap, = k- Ag,, entao

Vp = /k’AdeZ:k’/ AdeZ.
0

0

Logo, por (2.2) tem-se Vp =k - Vj O

2.6 Aplicacao do Principio de Cavalieri sobre Area

A seguir é abordada uma aplicacdo do principio de Cavalieri sobre area e no capitulo 3,
no final da seccao da esfera, serd abordada uma aplicacao do principio de Cavalieri sobre
volume.

2.6.1 Area da Elipse

. . L2 2 . . .
Considere a elipse € de equacdo % + %3 = 1, a > b e a circunferéncia A de equacao

x/2 + y/2 — a2.

=
—1C7 X2 2
_____% E:;z*i‘;z:f

X
———‘%)&X +y =e'e2
—1C2

Figura 2.5: Elipse inscrita na circunferénica

Note que a elipse esté contida na circuferéncia A\, logo a area da regiao delimitada pela
elipse é menor que a area da regiao delimitada pela circunferéncia.

Considerando a representacao grafica acima, no mesmo sistema de coordenadas carte-
sianas, e a reta r secante as duas curvas, observa-se que foram definidos por esta reta os
segmentos CCy na circunferéncia A e F1 E5 na elipse . Por outro lado, usando a simetria
em relagdo ao eixo x, nota-se que o segmento CCy corresponde a 2y, 3’ ordenada de C
e o segmento 4y Es corresponde a 2y, y ordenada de Ej.

Expressando y em funcao de x nas equacoes das duas curvas, tem-se
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Para a Elipse

b242 4 a2y2 — a2
a2y2 — a2 — B2
a2y2 — b2(a2 - 1:2)
e
Y a? — g2
vy = a
Dali,
2bv/a? — 2
med(E1Ey) = ——.
a
Para a Circunferéncia
x/? _'_y/Q — CL2
y/Q .
y/ — a2 — 2

Dai,
med(C1Cy) = 2V a? — x?
Logo,
med(E\Ey) Qb—aj_w? _ 20va?—2? b
med(C1Cy)  2v/a2 — a2 2ava? — a2 a’

portanto, a razdo entre as duas cordas (os indivisiveis) é g, e pelo principio de Cavalieri
tem-se

b b
A, = =mr’ = —ma® = wab ,
a a

A =

Q| o

onde Aq denota a area do circulo.
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Capitulo 3

Solidos Geomeétricos

3.1 Prisma

Definicao 3.1 Dados os planos a e 3, distintos e paralelos, uma reta r secante aos planos
a e f e o poligono Ay AsAs - -+ A, contido em o. Denomina-se prisma o solido geométrico
formado pela reuniao de todos os segmentos de reta paralelos a r em que uma extremidade
¢ um ponto do poligono A1 AxAs--- A, e a outra extremidade pertenca ao plano f3.

Figura 3.1: Prisma

3.1.1 Elementos do Prisma

No prisma acima

1. Os vértices sao os pontos Ay, Ay, As, -+, A, e A}, AL AL -+ VAL

As bases sao os poligonos A1 AsAz--- A, e AJALAL--- AL

A altura(h) é a distancia entre as duas bases.

As arestas da base sdo os segmentos Ay Ag, Ao As, - -+ A, 1A, AL AL ALAL, - VAL AL

As arestas laterais sdo os segmentos A1 A7, As AL, -+, AL AL

ISEREES AN R

As faces sao os poligonos Ay Aj A A, Ay AL A AL, -+ A1 Al _JAGAL.
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3.1.2 Classificacao dos Prismas

1. Um prisma é reto quando as arestas laterais sao perpendiculares aos planos das
bases. Neste caso, as faces laterais sao retangulos.

: A, As
| :’ Ay
o

ol

J e il

"By Bs 8

B, 4

B B

Figura 3.2: Prisma reto

2. Um prisma é obliquo quando as arestas laterais nao sao perpendiculares aos planos
das bases.

Figura 3.3: Prisma obliquo

3. Um prisma é regular quando é reto e os poligonos que representam suas bases sao
poligonos regulares. Neste caso, as faces laterais sao quadrilateros congruentes.

’ A, As
| o
o

1

‘ et

Ve By

B, 4
2 By

Figura 3.4: Prisma regular
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3.1.3 Seccao de um Prisma
Definicao 3.2 Denomina-se seccao de um prisma a intersec¢ao do prisma com um plano

distinto dos planos das bases que intersecta todas as arestas laterais. O resultado de uma
seccao de um prisma € um poligono com vértices em cada aresta lateral.

Se o plano que secciona o prisma é paralelo as bases, a seccao é chamada de seccao
transversal e o poligono resultante dessa seccao é congruente as bases.

/\.

| Secdo
Transvergal

=

Figura 3.5: Seccao transversal do prisma

Se o plano que secciona o prisma é perpendicular a todas as arestas laterais, a seccao
é dita secgao reta.

Secgdo reta

Figura 3.6: Seccao reta do prisma

Observacgao 3.1 As seccoes reta e transversal num prisma reto coincidem.

3.1.4 Natureza de um Prisma

A natureza de um prisma sera dada de acordo com o poligono de sua base. Se sua base
for um triangulo sera dito prisma triangular; se sua base for um quadrilatero sera dito
prisma quadrangular; se sua base for um pentagono sera dito prisma pentagonal e,
assim sucessivamente.
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Prizma Prizma Prizma Prizma
triangular quadrangular pentagonal hexazonal

Figura 3.7: Prismas

3.1.5 Area da Superficie do Prisma
Definicao 3.3 A drea lateral de um prisma € dada pela soma das dreas das faces laterais.
Caso geral: Seccao Reta. Considere um prisma de aresta lateral a e s1, 59,83, - , S,

as medidas dos lados de uma seccao reta. Assim, cada face lateral é um paralelogramo de
base a e altura igual a um lado da seccao reta.

Seccdio reta

Figura 3.8: Area lateral do prisma

Assim,

A = a-sita-so+---+a-s,
= a(si+sy+-+s,),

onde sy + s + - - - + s, representa o perimetro da secgao reta = 2p. Portanto,
Al =a- 2p,

onde a é a medida da aresta lateral e 2p é o perimetro do poligono obtido através da
seccao reta.
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Definicao 3.4 A drea total de um prisma é a soma da drea lateral com as dreas das
bases.

Logo,
Ay =a-2p+ 24,

onde a é a medida da aresta lateral, 2p é o perimetro do poligono obtido através da seccao
reta e Ay é a area da base.

Casos Particulares.

1. Prisma Reto. Neste caso, a aresta lateral ¢ igual a altura, ou seja, a = h e a base é
equivalente a seccao reta, dai

A = 2p-a

sendo 2p o perimetro da base e h a altura do prisma.

Ay = A+ 24,
= Qph—l—QAb

2. Prisma Regular. Neste caso, a aresta lateral é igual a altura e a base é um poligono
regular. Sabe-se que a area de um poligono regular (1.1) é dada pelo produto do
semiperimetro e a medida do seu apotema.

Representando o apétema da base por m e o semiperimetro por p, tem-se que a area
da base A, =m - p e a area lateral A; = 2p.h, dai
Ay = A +2-A,
2p-h+2p-m
2p(h +m)

3. Um Paralelepipedo Reto-retangulo é o prisma formado por 6 faces retangulares,
duas a duas equivalentes, ou seja, com as mesmas dimensées. Denote por P(a, b, c)
o paralelepipedo de medidas a, b e c.

A' c’
L5
A (o

B

Figura 3.9: Paralelepipedo reto-retangulo

Observando a figura acima tem-se que ABA'B' = CDC'D’, BCB'C' = ADA'D’,
ABCD = A'B'C'D’.
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Medida da Diagonal de um Paralelepipedo

Considere o paralelepipedo ABCDEFGH, de medidas: med(AB) = a, med(BC) = b
e med(CG) = c.

Figura 3.10: Diagonal do paralelepipedo

No retangulo ABC'D, BD & uma diagonal, logo ABD ¢é um triangulo retangulo em A.
Aplicando o Teorema de Pitagoras em ABD, tem-se

[med(BD))> = [med(AB))* + [med(AD))?
= a*+b. (3.1)

No retangulo BDHF, DF ¢é uma diagonal que coincide com a diagonal do parale-
lepipedo ABCDEFGH. Como BDF é um triangulo retangulo em B, aplicando-se o
Teorema de Pitagoras em BDF', tem-se

[med(DF))> = [med(BD))* + [med(BF)]*.
De (3.1) [med(BD))* = a* + V?, logo
& = @+ +c
d = Va?+b%+c2.

Area Total de um Paralelepipedo

Definicdo 3.5 E a soma das dreas das seis faces retangulares. Denotando a drea do
retangulo por A, tem-se

Ay = 2(Aapep) +2(Aaer) + 2(Ascrc)
= 2-ab+2-ac+2-bc
= 2(ab+ ac+ be).

Volume do Paralelepipedo Retangulo

Seja o paralelepipedo retangulo PR de dimensoes a, b e c.
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Figura 3.11: Paralelepipedo

Representando seu volume por V'(a, b, ¢) e adotando como unidade padrao de volume o
cubo unitério, ou seja, outro paralelepipedo de dimensoes 1, 1, 1, com volume V (1, 1, 1) =
1, e utilizando o fato de que o volume de um paralelepipedo retangulo é proporcional a cada
uma de suas dimensoes, isto ¢, mantendo-se constantes a largura e a altura e multiplicando
o comprimento por um ntmero natural n, o volume ficard também multiplicado por n, ou

seja, V(na,b,c) =n.V(a,b,c).

\! \E \\ }

a d

Figura 3.12: Paralelepipedos justapostos

Sendo a, b e ¢ as dimensoes de um paralelepipedo retangulo, tem-se:

V(L,1,1) = 1
< Vi-a,1,1) = a-1
< V(a,1-0,1) = a-b
& V( ,b,1-¢) = a-b-c
< V(a,b,e) = abc.

Concluindo, se a - b representa a area da base do paralelepipedo e ¢ a medida da altura,
entao o volume de um paralelepipedo retangulo pode ser enunciado assim

O volume do paralelepipedo é dado pelo produto da area da base pela medida da altura,
ou seja

VPR:Ab-h.

Observacao 3.2 Um cubo pode ser considerado como um paralelepipedo reto-retdngulo
no qual as trés dimensoes sao iguais. Sendo a a medida da aresta, sua representacdo é
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P(a,a,a) e as dedugées das formulas podem ser obtidas a partir das formulas aplicadas
a0s paralelepipedos retos-retdingulos.

Figura 3.13: Cubo

Dai, a medida da diagonal é dada por

med(AC") = Va®+a?+a?

sua area total

Ay = 20@-at+a-a+a-a)
= 2(a®>+ a* + d?)

= 2-3d°
= 6a’,
e seu volume
V = a-a-a

3.1.6 Volume do Prisma

Considere um paralelepipedo reto-retangulo PR de altura h e area da base By = A
apoiado em um plano «. Considere um prisma reto P de altura h e de area da base
By = A apoiado no mesmo plano a.

Note que o paralelepipedo e o prisma tém alturas congruentes e bases equivalentes.

Em seguida, tome um plano 3, paralelo a . Quando [ secciona PR, também secciona
P, resultando dessas secgoes os poligonos Bj e B, respectivamente.
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Figura 3.14: Seccao transversal do paralelepipedo e do prisma

Como a seccao é transversal, os poligonos By e B], By e B) sdo congruentes, logo
Bl = By, B, = By. Mas B; = B, = A, assim B| = B, = A.

Dado que B] ¢é equivalente & B, suas areas sdo iguais. Pelo principio de Cavalieri, o
prisma P tem volume igual ao volume do paralelepipedo PR. Entao

VP — VpR.

Posto que o volume de um paralelepipedo é dado pelo produto da area da base pela
medida da altura, tem-se
Vp = Ay - h.

Dai, pode-se enunciar

O volume de um prisma é o produto da area da base pela medida da altura, ou seja,

Vp:Ab'h.

3.2 Piramide

Definicao 3.6 Considere o poligono A1A3As--- A, contido no plano o e um ponto V
nao pertencente a o, denomina-se pirdmide o solido geométrico formado pela reuniao de
todos os segmentos de reta que tém uma extremidade no ponto V e a outra em um ponto

do poligono A1AAz--- A,.

Neste texto, convenciona-se como notac¢ao de piramide a expressao Vi, 4,4,...4,, onde

V' é o vértice e o poligono A;A3As--- A, é a base.

n?

Figura 3.15: Piramide
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3.2.1 Elementos de uma Piramide

Na piramide acima, pode-se identificar os seguintes elementos:

1. A base é o poligono A1 AxAs--- A,.

2. O vértice é o ponto V.

3. As faces sao os triangulos A1 A5V, As A3V, -+ A,_1A,V.

4. As arestas laterais sao os segmentos de reta A, V, AV, --- A, V.

5. As arestas da base sao os segmentos de reta Ay Ag, AsAs, -+ A, 1A,

6. A altura(h) é dada pela distancia entre o vértice e o plano da base.

3.2.2 Classificacao ou Natureza de uma Piramide

A classificacao de uma piramide é estabelecida de acordo com o poligono de sua base,
ou seja

1. No prisma triangular a base ¢ um triangulo.
2. No prisma quadrangular a base ¢ um quadrilatero.
3. No prisma pentagonal a base é um pentagono.

4. No prisma hexagonal a base é um hexagono.

e assim sucessivamente.

SHE D

Pirdmide Triangular ~ Pirdmide Quadrangular Pirdmide Pentagonal

Figura 3.16: Piramides

Definicao 3.7 Define-se como piramide regular a piramide que tem um poligono reqular
na sua base. Neste caso, o centro da base ¢ dado pela projecao ortogonal do vértice sobre
o plano da base.
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Figura 3.17: Piramide regular

Em uma piramide regular as faces laterais sao triangulos isosceles congruentes e a altura
relativa ao lado da base de uma face é chamada de ap6tema da piramide, representado
na figura acima por m’.

A distancia do centro da base a qualquer aresta da base, chama-se ap6tema da base,
representado na figura acima por m.

3.2.3 Area da Superficie da Piramide

Definicao 3.8 A superficie lateral de uma pirdmide € a reunitdo das faces laterais da
pirdmide. A drea dessa superficie € chamada de drea lateral e indica-se por A,.

Definicao 3.9 A superficie total de uma piramide € a reuniao da superficie lateral com
a superficie da sua base. A soma das dreas dessas superficies € chamada drea total e
indica-se por A;. Assim

A=A+ 4

Por exemplo, considere a piramide quadrangular regular de aresta da base igual a [,
altura h e aresta lateral igual a a.

Figura 3.18: Piramide quadrangular regular

Como a piramide ¢ quadrangular regular, sua base ¢ um quadrado de lado [ cuja area
é igual a [2.
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Quanto as suas faces, sao quatro triangulos is6sceles congruentes em que a base mede [,
os lados congruentes medem a e o ap6étema da piramide é calculado utilizando o Teorema
de Pitagoras no triangulo VMC| assim

m' a

L
2

Figura 3.19: Triangulo retangulo

a2 m/2 4 (é)Q
72 _ 2 l
< m = a -1
o om2 o= 40?12
4
o om = 4a2—1?

sendo m’ a altura de cada triangulo das faces. Por outro lado, a area lateral é dada por

Ay = 4-Aapy
l- V4a?-1?
= 4.2
2
_ 4 V4a? — 2
A

= [V4a? -2 .

Logo, a area total ser&

A = A+ A
= P+ 1V4a® -
= - (l+V4da® - 1?).

Observacao 3.3 No caso em que | = a a drea total fica

Ay = a*(1+V3).

3.2.4 Seccao de uma Piramide

Se um plano distinto do plano da base intersecta todas as arestas laterais de uma
piramide em pontos distintos do vértice, diz-se que houve uma seccao dessa piramide. No
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caso desse plano ser paralelo ao plano da base da piramide, a seccao é denominada sec¢ao
transversal e o poligono gerado por esta seccao ¢ semelhante ao poligono da base.

Figura 3.20: Seccao da piramide

3.2.5 Volume de uma Piramide

Para demonstrar a féormula do volume da piramide é necessario fazer algumas considera-
¢oes preliminares.

I. A razdo entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao de
semelhanca.

Demonstragao. Considere os triangulos semelhantes ABC' e A’B'C’ de modo que
a razao de semelhanca do 1° triangulo para o 2° triangulo seja igual a k.

Figura 3.21: Triangulos semelhantes

Calculando as areas dos triangulos ABC' e A'B'C’, tem-se

a'-h'

h
Apapc =% e Ajapo =%

Assim, a razao entre as areas dos triangulos ABC e A'B'C’ é

ah
Apapc %5 _a-h _a ﬁ—k b 2
A - a-n /-h/_ / h/_ -
AA'B'C! 5 a a
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Duas Piramides triangulares de mesma base e mesma altura tém volumes iguais.

Demonstracao. Tome duas piramides triangulares apoiadas num mesmo plano
com poligonos das bases P, e Ps, respectivamente. Sendo as bases de mesma area
[A(P)) = A(P,)] e as piramides de mesma altura h.

Figura 3.22: Piramides seccionadas

Seccionando transversalmente as duas piramides por um plano paralelo ao plano da
base, a uma distancia x dos seus vértices, tem-se que os poligonos Sy e Py, Sy e P,
as piramides Viapc € Viapco, Varau € Vor g i sao semelhantes, respectivamente.

Considerando a razao de semelhanca entre as alturas das piramides igual a k, tem-se
£ =k, entao k* = (§)°.

Assim, se P, ~ S1 e Py ~ S5, entao

A(S1) >
AP = k* e (3.2)
A(S2) s
S =k (3.3)

De (3.2) e (3.3), tem-se que
A(S1) _ A(Sy)

A(R)  A(R)

Dado que A(P;) = A(P,), entdo A(S;) = A(Sz2). Dai, como os poligonos das secgoes
apresentam a mesma area, pelo Principio de Cavalieri, conclui-se que as piramides
tém volumes iguais.

O volume de uma piramide triangular é igual a % do produto da area da base pela
medida da altura.

Demonstracao. Considere o prisma triangular ABC A’B'C’ abaixo de volume V
= Ay - h.
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Figura 3.23: Seccao do prisma em piramides triangulares

Seccionando-se este prisma pelos planos AB'C’' e ABC’, obtém-se as piramides
triangulares Ay picr, Clype e Chpp. Nas piramides Ay per e Clypo as bases sao
equivalentes (mesma area) e as alturas sdo congruentes. As piramides Ao e
C'ype tém o mesmo volume segundo (3.2.5 II), ou seja,

VAA’B’C’ - VC (34)

’
ABC
Note que nas piramides C’y 5~ € Bapcr (que também podem ser escritas como Cyper
e B, 5c) as bases sao equivalentes e as alturas tém a mesma medida, pois a distancia
do vértice C' ao plano ABC” ¢ igual a distancia do vértice B’ ao plano ABC'.
Baseado em (3.2.5 II), as piramides Cy 5 € Bapcr tém o mesmo volume, logo

VC/ABC = VBABC/' (35)
De (3.4) e (3.5), tem-se
Ve = Vo0 = VC/ABB’ = Vi, onde pt denota a piramide triangular.
Logo, o volume do prisma ¢é igual & soma dos volumes das trés piramides triangulares.
Assim
Ve = Vo 4+ Vi + Vi
= Ab . h - 3 . %t
PN VZut — % Ay ho.

0

Feitas essas consideragoes, pode-se deduzir a expressao (formula) para calcular o volume
de uma piramide qualquer.

Volume de uma Piramide Qualquer

Considere uma piramide de vértice V', base A1 AsAs--- A,, de area A, e altura h.
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Figura 3.24: Volume da piramide

Dividindo-se o poligono A;AAs--- A, da base em (n — 2) triangulos, tem-se que a
piramide V4, 4,454, se transforma em (n — 2) piramides triangulares de altura h, cujas
bases sdo os (n — 2) triangulos de areas Sy, 5o, 53, ,S,_2. Sendo assim, o volume da
piramide V4, 4,4,..4, ¢ a soma dos volumes das (n — 2) piramides triangulares.

Por (3.2.5 III), o volume de cada piramide triangular ¢ dado por V,; = % - Ay - h. Entao

1 1 1 1
VPM — gSlh + gSQh + §Sgh —|— st —|— gsn_zh

1
= 5(51—|—52+53+"'+Sn—2)h‘

Como Ay, = (S1 4+ S2+ Sz + -+ .S,_2), entao

1
VpMzg'Ab'h

Conclusao. O volume de uma piramide qualquer é igual a um terco do produto da
area de sua base pela medida da altura.

Observacao 3.4 Outra forma para deduzir a formula do volume da pirdmade.

Considere o cubo ABCDA'B'C'D’ de aresta a abaixo.

B
a
[

Figura 3.25: Cubo de aresta a
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Tragando as suas diagonais AC’, BD',C A'eDB’, elas se intersectam no ponto O que é
o centro do cubo e o divide em 6 piramides de bases que coincidem com as faces do cubo

e de vértices comuns localizados no ponto O e altura igual & metade da aresta, ou seja,
_a
h=3

Por outro lado, sabe-se que o volume do cubo de aresta a ¢ a®. Como o cubo foi dividido
em 6 piramides equivalentes, entao

Ve = 6-Vpu
Voo a® a%-a
Rt V e _— — =
P 6 6 6
Note que a? é a area da base de cada piramide, assim
a
Ve = Ap- 6
1
S P
2 3

Por outro lado, 5 ¢ a altura de cada piramide, entao

Vo = Ap-h-==—-Ay-h.

3.3 Cilindro

Definicao 3.10 Considere um circulo de raio r e centro "O "contido num plano o, um
plano B paralelo a o e uma reta s secante aos dois planos. Denomina-se cilindro o solido
geométrico formado pela reuniao de todos os segmentos de reta paralelos a s, que tenham
uma extremidade num ponto do circulo e a outra extremidade no plano 5.

////(

Figura 3.26: Cilindro

3.3.1 Elementos do Cilindro

No cilindro acima, tem-se
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1. As bases sao os circulos contidos nos planos a e 5.

2. As geratrizes sao os segmentos de reta que tém uma extremidade em um ponto da
circunferéncia do circulo contido no plano « e a outra num ponto da circunferéncia
do circulo contido no plano f.

3. A altura é a distancia entre os planos das bases.
4. O raio ¢ o raio da base.

5. O eixo é o segmento de reta que tem suas extremidades nos centros das bases.

3.3.2 Classificacao dos Cilindros

Os cilindros sao classificados de acordo com a posicdo entre as geratrizes e os planos
das bases.

1. Se as geratrizes do cilindro forem obliquas aos planos das bases, ele serd chamado
de cilindro obliquo.

Figura 3.27: Cilindro obliquo

2. Se as geratrizes do cilindro forem perpendiculares aos planos das bases, ele sera
chamado de cilindro reto.

Figura 3.28: Cilindro reto
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3.3.3 Seccao de um Cilindro

Seccao transversal. Se um plano paralelo aos planos das bases de um cilindro o
intersecta, diz-se que essa seccao é transversal.

Seccdo meridiana. E a seccio que contém o eixo do cilindro.

Da seccao meridiana de um cilindro reto obtém-se um retangulo que tem a base igual
ao diametro da base do cilindro e a altura igual a altura do cilindro.

Da seccao meridiana de um cilindro obliquo, obtém-se um paralelogramo. Quando o
angulo formado pela base do cilindro e pelo plano da seccao meridiana é equivalente ao
angulo formado pelas geratrizes com o plano da base a sec¢do é um retangulo.

secdo transversal

secao meridiana

Figura 3.29: Seccoes do cilindro

Cilindro Equilatero

Definicao 3.11 Um cilindro reto é dito equildtero quando sua altura é congruente ao
didmetro de sua base. A seccao meridiana de um cilindro equildtero é um quadrado de
lado igual & altura do mesmo.

didmetro da base = 2r

altura=2r » . ‘ quadrado de lado 2r

\'\ }

Figura 3.30: Cilindro equilatero

3.3.4 Area da Superficie de um Cilindro

Counsidere um cilindro reto de altura A e raio R.
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Figura 3.31: Cilindro de altura h e raio R

Area Lateral. Supondo que o cilindro acima esteja coberto por um papel de presente
sem nenhuma sobra. Considere somente o papel da parte lateral do cilindro. Colocando-
se esse papel sobre uma superficie plana, percebe-se que a superficie lateral do cilindro
equivale a um retangulo de base igual ao comprimento da circunferéncia da base do cilindro
(27 - R) e altura igual a altura do cilindro (h).

h

27R

Figura 3.32: Superficie lateral do cilindro

Logo, a éarea lateral do cilindro é dada pela area do retangulo acima. Entao
Ay=27R-h
Area Total

Considere a superficie lateral juntamente com as duas bases.

9 g=h
Y
[ / \
e \ /
/
b 4

Figura 3.33: Planificacao do cilindro

Entao, a area total é dada por

Ay = A+2(n-R)=21r-R-h+2r-R*=21-R-(h+R).
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3.3.5 Volume do Cilindro

Considere um cilindro de raio da base r e altura h, cuja base esteja apoiada em um
plano o e um prisma quadrangular de aresta da base r/7 e altura h também apoiado no
plano «a e contido no mesmo semiespago do cilindro.

== !

i :Ey |
'

W

Figura 3.34: Sec¢ao do prisma e do cilindro

Note que as areas das bases tanto do cilindro quanto do prisma sao iguais. Chame as
areas da base do cilindro e da base do prisma de Sp = A e S; = A, respectivamente. Do
estudo de prisma sabe-se que Vp = A - h, ou seja, Vp =712 - h.

Qualquer plano paralelo a « que seccione o cilindro, secciona também o prisma, origi-
nando dessa seccao regioes planas equivalentes as bases, tanto no cilindro quanto no
prisma, pois a secgao é transversal. Chame as areas dessas regioes de S;, e S, respecti-
vamente. Assim a area S;, é igual a area da base do cilindro e a area S| é igual a area da
base do prisma. Se Sp = A =S5}, entdo Sy, = A = S|. Assim, pelo Principio de Cavalieri
o cilindro tem volume igual ao volume do prisma, ou seja

Ver = Vp
= 772} (3.6)
Entao, o volume do cilindro pode ser enunciado assim

O volume de um cilindro de raio da base r e altura h é dado pelo produto
da area da base pela medida da altura, isto é

Vop=m-12-h

3.4 Cone

Definigao 3.12 Sendo C um circulo de centro O e raio v contido no plano o e A um
ponto nao pertencente a «, define-se como cone o solido geométrico formado pela reuniao
de todos os segmentos de reta que tém uma extremidade em A e a outra em um ponto do
circulo C.
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Figura 3.35: Cone

3.4.1 Elementos do Cone

No cone da figura acima, pode-se identificar.

1.

ook W

A Base ¢é o circulo C.

O Veértice é o ponto A.

A Altura é a distancia do vértice A ao plano da base.
O Raio da base ¢ o raio do circulo C.

O Eixo ¢ o segmento de reta AO.

A Geratriz(g) é qualquer segmento que tem uma extremidade em A e a outra na
circunferéncia da base.

3.4.2 Classificacao dos Cones

A classificacdo de um cone é definida de acordo com a posicao do seu eixo em relacao
ao plano da base.

1.

Se o eixo do cone for perpendicular ao plano da base serd dito cone reto.

Observacao 3.5 Somente no caso do cone reto as geratrizes apresentam o mesmo
comprimento.

Figura 3.36: Cone reto
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2. Se o eixo do cone for obliquo ao plano da base sera dito cone obliquo.

Figura 3.37: Cone obliquo

Relagao entre Geratriz, Altura e Raio da Base de um Cone Reto

Considere o cone reto de altura h, geratriz g e raio da base r abaixo.

Figura 3.38: Cone reto de geratriz g e altura h

Note que no cone o triangulo AOB é retangulo em O, logo pelo Teorema de Pitagoras,
tem-se
g> = h*+1r°

3.4.3 Seccao de Cone

Seccao transversal. E a seccao feita por um plano paralelo ao plano da base que
intersecta todas as geratrizes em pontos distintos do vértice. Da seccao transversal de um
cone obtém-se um circulo paralelo ao circulo da base.

Seccao meridiana. E a seccao feita no cone por um plano que contém o seu eixo.
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Secgio transversal

Secgido meridiana

Figura 3.39: Secgoes do cone

Observacao 3.6 A seccao meridiana em um cone reto € um tridngulo isdsceles.

Figura 3.40: Seccao meridiana no cone reto

Observacao 3.7 Se a seccao meridiana de um cone reto for um tridngulo equildtero, o
cone é chamado de cone equildtero.

Figura 3.41: Cone equilatero

3.4.4 Area da Superficie de um Cone

Para calcular a area da superficie de um cone, torna-se necessaria a sua planificacao.

Considere um cone de geratriz g e de base um circulo C' de raio r.
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Figura 3.42: Planificacao do cone

2

Note que a superficie lateral desse cone é um setor circular de raio g, com arco de
comprimento igual ao comprimento da circunferéncia da base e angulo central a. Ja a
superficie da base é o circulo de raio r.

Area Lateral. Sabendo-se que a superficie lateral de um cone ¢ um setor circular de
raio g, com arco de comprimento igual ao comprimento da circunferéncia do circulo da
base e angulo central «, entao a area lateral A; é igual a area desse setor.

Figura 3.43: Superficie lateral do cone

Para calcular a area desse setor, calcula-se primeiro a medida do angulo o em funcao
de g e r. Para isso, utiliza-se a regra de trés abaixo.

Angulo central | Comprimento do arco
@ 2mr
27 2mg
2r-g-av = 2m-2m -1
27 - 2w -r  2m-r
& a = = rad.
27 - g g
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De modo anéalogo, utilizando a regra de trés simples envolvendo angulo central e area,
tem-se

Figura 3.44: Area lateral do cone

angulo central | Area do setor
27 T g°
(0% Al

or- Ay =a-m- g%

Mas, a = 2T rad. Assim,
21 -
2r - A = T r-7r-92:27r-7"-7r-g.
g
O -1 -
2m

Area total. A area da superficie total A4; de um cone é dada pela soma da area lateral
com a area da base. Dessa forma

A=A+ A,

Como a base é um circulo de raio 7, sua area é 7 - r2. Sendo assim

Ay = morgt+mori=a-r-(r+g).

3.4.5 Volume do Cone

Para deduzir a formula do volume do cone considere uma piramide de altura hy = h e
area da base by = b e um cone de altura ho, = h e 4drea da base b, = b apoiados em um
mesmo plano com vértices V; e V5 nao pertencentes ao plano da base, respectivamente.

Note que o cone e a piramide tém alturas congruentes e bases equivalentes (mesma
area). Se um plano paralelo ao plano da base, intersecta o cone a uma distancia k do
vértice, também intersecta a piramide a uma distancia k& do seu vértice, gerando sec¢oes
semelhantes as suas respectivas bases, de areas b} na piramide e b}, no cone.
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Figura 3.45: Seccao do cone e da piramide

Sabendo que a razao entre as suas areas ¢ o quadrado da razao de semelhanca, entao

% _ (%)2 (3.7)

% - (%)2 (3.8)

/

De (3.7) e (3.8), tem-se que % = Z—z, como by = by = b, vem que % = % Multiplicando

a igualdade por b, tem-se b] = b, isto significa que as sec¢oes tém a mesma area. Logo,
pelo Principio de Cavalieri o cone tem volume igual ao volume da piramide, ou seja
Ven = Ve
Como o volume da piramide é %Ab - h, conclui-se que

O volume de um cone é dado por um terco do produto da area da base pela
medida da altura.

1
VCNngbh

3.5 Esfera

Definicao 3.13 Dados um ponto O e um segmento de reta com medida R, denomina-
se esfera de centro O e de raio R o conjunto de todos os pontos P do espacgo tal que

d(0,P) < R.

Observacao 3.8 A esfera também pode ser considerada como sdlido de revolugio gerada
pela rotacao de um semicirculo em torno de um eixo que contém o seu didmetro.
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Figura 3.46: Esfera

3.5.1 Seccao da Esfera

A seccao feita por um plano secante a uma esfera é um circulo.

Figura 3.47: Seccao da esfera

Relacao importante. Sejam R o raio da esfera, r o raio do circulo obtido através de
uma seccao e d a distancia do plano secante ao centro da esfera.

Figura 3.48: Triangulo retangulo

Observe que o triangulo OO’A é retangulo em O'. Aplicando o Teorema de Pitagoras

surge a relacao
R*=d* + 1%

Observacao 3.9 Se o plano secante a esfera contém o seu centro d = 0, a seccao é
chamada de circulo mdximo da esfera.
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Figura 3.49: Circulo maximo da esfera

3.5.2 Volume da Esfera

Para a deducao da formula do volume da esfera, é preciso utilizar um sélido que ja se
saiba a formula para calcular o seu volume e que quando seccionado por um plano gere
uma regiao que tenha a mesma éarea que a seccao na esfera feita pelo mesmo plano.

O solido usado nessa deducao é a anticlepsidra, que é o solido obtido retirando-se dois
cones de um cilindro equilatero de raio R de bases coincidindo com as bases do cilindro e
de vértices comuns coincidindo com o centro do cilindro.

2R

Figura 3.50: Anticlepsidra

Assim, o volume da anticlepsidra é dado por

= Ver—2-Von
1
= W-R2-2R—2-§7T~R2-R

27 - R3
- 9r-R%—
" 3

6m- R —21- R3
3

V;lnticlepsidra

A1 - R3
5
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Deduzida a féormula para o volume da anticlepsidra, pode-se deduzir a formula para o
volume da esfera.

Considere uma esfera de raio R e uma anticlepsidra obtida de um cilindro equilatero
de raio R sobre um mesmo plano e no mesmo simiespaco.

Considerando um plano « paralelo ao plano da base, que seccione a esfera a uma
distancia d do seu centro, esse mesmo plano secciona a anticlepsidra a uma distancia
também d do seu centro.

Figura 3.51: Secc¢ao da esfera e do cilindro

Na esfera, a seccao é um circulo de raio r.
Entao, sua area A é
A=7mr? mas R®=r+d*> = r’=R* - &

Assim, chamando essa area de A, tem-se que A; = 7.(R? — d?).

Na anticlepsidra, a seccao ¢ uma coroa circular de raios R e d.

(D

Figura 3.52: Coroa circular

Note que M N PQ), figura 3.51, é um quadrado em que PM e N() sao suas diagonais,
as quais se intersectam no centro formando angulos retos.

Note também que o tridangulo VM N é isosceles e VO é bissetriz do angulo do vértice
V. Assim, o tridngulo VO'S também é isosceles, pois se ele é reto em O, o angulo no
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vértice V' mede 45°, entao o angulo no vértice S também mede 45°, logo V' .S é a base do
triangulo isosceles VO'S e VO' = 0’5, logo med(VO') = med(O'S) = d.

Dai, a area da coroa circular A, é dada por Ay = 7.(R? — d?). Dessa forma A; = Aj.
Pode-se concluir, através do Principio de Cavalieri, que a esfera tem volume igual ao
volume da anticlepsidra, isto é

VE = V;mticlepsidra

A - R3 .
= T sendo R o seu raio.

3.5.3 Area da Superficie Esférica

Considere duas esferas concéntricas de raios r e r+k, (k > 0), com volumes V; = %-ﬂ-r3
e Vo = 3 - 7(r + k)3, respectivamente.

Figura 3.53: Esferas concéntricas

O volume V' compreendido entre as esferas é dado pela diferenca entre os volumes V5 e
Vi, logo

V=%V

. 4 .
= -7r(7"+/<)3—§-7r~7"5
7[rd + 3kr? + 3k*r + Kk — r?]

m[3kr? + 3k°r + k7). (3.9)

O NICY IINJCI N

Observe que esse resultado representa o volume do solido compreendido entre as duas
esferas que é formado pela reuniao de todos os segmentos de comprimento k£ perpendicu-
lares as duas esferas.

Assim, de modo intuitivo, pode-se considerar a medida k& como sendo a medida da
altura para o céalculo do volume desse s6lido, onde a base seria a superficie da esfera de
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raio r e de drea A . Assim, o volume V poderia ser representado por
Ak = V, usando (3.9) fica
4
= §7r(3k;7"2 + 3k*r + k%)

4
= 3™ k(3r% + 3kr + k?) dividindo por k fica,

4
A = §7r(37~2 + 3kr + k?).

Fazendo k se aproximar de zero, as parcelas 3kr e k? também se aproximam de zero,
tornando-se insignificantes. Dessa forma

4
A = 571"37"2
= 47 -2

Dai, a area da superficie esférica pode ser enunciada assim

A area da superficie esférica é obtida pelo quadruplo da area de um de seus
circulos maximos.

Observacao 3.10 OQOutra forma para deduzir a formula da drea da superficie
esférica.

Considere uma esfera como sendo a reuniao de solidos que se aproximam de piramides
com bases na sua superficie e vértice no seu centro, como na figura abaixo.

Figura 3.54: Esfera dividida em piramides

Mesmo sabendo que em toda piramide a base é uma figura plana e nesses solidos as
bases sao arredondadas, considere esses solidos com base minima possivel. Dessa forma,
as bases arredondadas se aproximam de regioes planas, tornando-se aceitaveis tais solidos
como "piramides".

Sendo assim, pode-se aceitar que o volume da esfera é igual & soma dos volumes de
todas as "piramides" que a compoem e a area da sua superficie é igual a soma das areas
das bases dessas "piramides".

Note que a altura de cada "piramide" corresponde & medida do raio da esfera. Suponha
que uma esfera de raio R tenha sido dividida em n piramides (n suficientemente grande)
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de areas das bases A, As, A3, ..., A, entdo a area A da superficie esférica é dada pela
soma A= A; + A+ A3+ ... + A,. Do exposto

1 1 1 1
Vg = §A1R + gAQR + §A3R + ...+ gAnR

1
= §(Al+Az+Ag+...+An)-R.

Mas, A=A, + Ay + A3+ ... + A, logo

1

Por outro lado, sabe-se que o volume da esfera é dado por %W.R?’, assim

4 1
Cr RP—-A-R
3" 3

A=dr - R%.

3.5.4 Aplicacao do Principio de Cavalieri: Volume da Esfera

Considere um hemisfério H de raio r e um cilindro C' de raio e altura r, do qual é
retirado um cone de base coincidindo com a base superior do cilindro e vértice localizado
no centro da base inferior.

Figura 3.55: Hemisfério e cilindro

Seccionando os dois sblidos por um plano paralelo ao plano das bases do cilindro, situado
a uma distancia h, percebe-se que as secgoes sao um circulo no hemisfério e uma coroa
circular no cilindro com o cone retirado.

Para determinar a area do circulo obtido apés seccionar o hemisferio, precisa-se de uma
relagao.

No s6lido H observa-se um triangulo retangulo.
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Figura 3.56: Triangulo retangulo

Aplicando o Teorema de Pitagoras, tem-se

r? = hE4r?
s 2 = 2o p?
A 2 2
< T = Vr?2—h?,
onde 1’ é o raio do circulo da seccao.

Dai a area do circulo é

A = m"?
= 7(Vr? — h2)?
= 7w(r? — h?).

Por outro lado, na seccao do cilindro com o cone retirado, nota-se a figura de uma coroa
circular e os triangulos semelhantes.

Figura 3.57: Triangulos retangulos semelhantes

- = Z<:>7"9c:7’h<:>yc:h.
h x

Logo, a coroa circular apresenta os seguintes raios
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(9

Figura 3.58: Coroa circular

Entao, sua area é

A = mr®—7h?

= 7(r* — h?).

Como as secc¢oOes sao equivalentes, ou seja, apresentam a mesma area, pelo Principio
de Cavalieri os volumes do hemisfério e do cilindro com o cone retirado sao iguais, isto €,
VH = VCL — VCN- Portanto,

Ve = 2-Vy
= 2 (Ver — Ven)
1
= 2. (ar’r — =ar’r)
3
r
= 2. s_
(e~ T
3mrd — 3
= 2.
(it
_ . 273
3
_ Amr?
-3
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Capitulo 4

Superficies e S6lidos de Revolucao

4.1 Superficie de Revolugao

Considere em um plano uma reta e e um segmento de reta g nao perpendicular a e.
Ao girar esse segmento de reta g em torno da reta e serd gerada uma superficie que é
chamada de superficie de revolugao. A reta e chama-se eixo.

Figura 4.1: Tronco de cone

Observe que cada ponto P € g descreve uma circunferéncia de raio igual a distancia de
P ao eixo. Reunindo-se todas as circunferéncias assim descritas, forma-se a superficie de
revolucgao.

4.2 Sélido de Revolucao

Considere em um plano uma reta e e uma linha fechada (figura plana) ou uma linha
em que suas duas extremidades pertencam ao eixo. Ao girar de 360° essa figura ou essa
linha em torno do eixo serd descrito um solido que é denominado sélido de revolucgao.
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Figura 4.2: Esfera de revolugao

4.3 Conhecimentos Preliminares

O estudo de superficie de revolugao bem como o estudo de sélidos de revolucao requerem
alguns conhecimentos e resultados preliminares que servem de ferramentas indispenséveis
para o calculo de areas de superficies de revolucao e volumes de solidos de revolucao.

4.3.1 Centro de Gravidade G(7,7)

Diz-se que um ponto pertencente a uma figura plana, segmento de reta ou arco é seu
centro de gravidade se esse ponto mantém a figura plana, o segmento de reta ou o arco
em equilibrio quando levantado(a) por um fio fixado nesse ponto.

Para determinar o centro de gravidade de uma figura plana ¢ preciso dispor dos seguintes
axiomas.

1. O centro de gravidade de um segmento de reta é o seu ponto médio;

s AG=CB
A

Figura 4.3: Segmento de reta

2. Se uma figura plana possui eixo de simetria, entao o seu centro de gravidade pertence
a esse eixo. No caso da figura possuir mais de um eixo de simetria, o seu centro de
gravidade fica determinado pela interseccao dos eixos de simetria.

O Processo pratico para determinar o centro de gravidade de uma figura plana segue os
seguintes passos.

1. Desenhe uma figura em uma placa de madeira;
2. Recorte a figura e marque dois pontos P; e P, em lados distintos;

3. Pendure a figura por um fio fixado em P; e trace uma reta r; contendo o fio;
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4. Pendure a figura por um fio fixado em P, e em seguida trace uma reta ro contendo
o fio;

5. Marque o ponto G que é a interseccao das duas retas, r; e ry, tracadas nos passos
3 e 4. Esse ponto é o centro de gravidade da figura.

4.3.2 Centro de Gravidade de uma Poligonal

Segundo [1], se uma poligonal P é formada por segmentos consecutivos Iy, la,l3, -+ 1,
de comprimentos ay, as, as,- - - ,a,, respectivamente, e sendo (zx,yx) o ponto médio do
segmento [y,

Figura 4.4: Poligonal

o centro de gravidade de P é o ponto G = (Z,7), onde

_ a171 + aexe +asxs + -+ apxy
T = : (4.1)
ap +az +az+---+ap

_ ay1 t+ agys +asys + -+ apy,
U= : (4.2)
a1 +as+as+---+a,

Demonstracao. Supondo-se que os lados [y, [5,[3,- - - , 1, dessa poligonal sejam varetas
feitas de mesmo material, assim a massa de cada vareta é proporcional ao seu compri-
mento, isto é, my = ¢ - ay.

Considerando que os pontos médios dessas varetas sejam os pontos (z1,y1), (T2,92),
(23,93), "+, (Tn,Yn), eles representam os centros de gravidade das varetas, uma vez que
o centro de gravidade de um segmento de reta ¢ o seu ponto médio, por (4.3.1 1).

Conforme o estudo fisico de Energia Potencial, adotando-se um sistema de particulas de
massas mzi, Mg, M3, * - , My, localizadas nos pOIltOS (xh yl); (x27 ?J2)7 (I37 ?JS); Tty (xna yn)J
respectivamente, o centro de gravidade desse conjunto sera o ponto (7,7), onde

miTi + Moy + m3x3 + -+ - + MypTy
my +me +ms+---+my,

S

M1y + MaoYo + M3ys + - - + MypYn
my +mg +mg+ - +my '

y:
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Assim, o centro de gravidade da poligonal é o ponto(z,7), onde

ca1xy + casxo + cazxs + - - - + capxy,

S cay + cas + cag + - - - + cay,
_clarmy F aswy + azxs + -+ anTy)
B cla; +ag+az+ -+ ay,)
1Ty + QT2 + A3T3 + v+ Aply
B ay +ag +azg+ -+ + ay

7 = caryy + cagys + cazys + - -+ capyn

cay + cas + casg + - -+ + cay,
clarys + azys + asys + - - - + anyn)

c(a1+a2+a3+---+an)
a1y1 + oYz + azys + -+ Apln

ap+ag+az+---+a,

4.3.3 Centro de Gravidade de um Arco

Conforme [11], se uma fun¢ao continua f em [a,b] define um arco de comprimento L
de extremos (a, f(a)) e (b, f(b)), e tem sua derivada também continua em |a, b], o centro
de gravidade (Z,7) desse arco é dado por

T = %/ z\/ 14 [f'(z)|?dx . (4.3)

v = 1 [ VI e (1.4

4.3.4 Centro de Gravidade de um Poligono

Antes de considerar um poligono qualquer, define-se o centro de gravidade nos trian-
gulos.

Definicao 4.1 Mediana é o segmento de reta que liga um vértice ao ponto médio do lado
oposto.

Proposicao 4.1 O centro de gravidade da superficie limitada por um tridgngulo é o ponto
de interseccao de suas medianas.
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Figura 4.5: Centro de gravidade do triangulo

Demonstragao. Da definicao de mediana, tem-se que ela é um eixo de simetria do
triangulo, sendo assim, por (4.3.1 2), a intersecgao das trés medianas representa o centro
de gravidade do triangulo. O

Utilizando o fato de que o centro de gravidade de um triangulo é a intersec¢ao de suas
medianas, pode-se pensar na divisao de poligonos em n triangulos para determinar o seu
centro de gravidade.

Considere um poligono de n lados. Dividindo esse poligono em tridangulos tem-se k =
(n — 2) triangulos, Ty, Ty, T3, - - - , T}, de areas Ay, Ay, Ag, -+, Ay.

Sejam xy e y as coordenadas do baricentro (centro de gravidade) do triangulo T}, com
1<k<n-—2,keN eum sistema de coordenadas que contém o poligono. Utilizando-se
os conhecimentos da Fisica e supondo que o poligono seja confeccionado em uma chapa de
madeira uniforme de espessura constante e em seguida recortado, tem-se que sua massa
é proporcional a sua area, ou seja, my = cAg, mas o poligono foi dividido em k =n — 2
triangulos de massas mq,mg, mg3, -+ ,my e de areas Ay, Ag, As,- -+, A, respectivamente.
Entao, a massa total é dada por m = mq + ms + m3 + --- + my e a area total por
A=A+ A+ Az + - + Ay

Analogamente, adotando-se um sistema de coordenadas e um conjunto de particulas de
massas my, mg, mg, - -+ ,my localizadas nos pontos (z1,y1), (z2,y2), (z3,v3), -+, (Tk, Yr),
respectivamente, o centro de gravidadde desse conjunto sera o ponto (Z, ), dado por (4.1)
e (4.2)

Assim, no caso do poligono o centro de gravidade é o ponto (Z,7), onde

cAi1x1 + cAsxo + - - - + ATy
cA1 4+ cAy+ -+ -+ cAy

c(Ayxy + Agzg + - - - + Agay)
(A1 + Ay + -+ Ap)

Ajxy + Asmo + - - - + Apay,
A+ A+ + A

8|
|
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cAyyr + cAoys + - - + cAryr
CA1+CA2+"‘+CAk

c(Avyr + Asyo + -+ Apyi)
C(A1+A2++Ak)

Ayyr + Agyp + -+ Ay
A+ A+ A

Centro de Gravidade de um Poligono Via Integral

Para demonstrar a formula do centro de gravidade de um poligono via integral, precisa-
se definir alguns conceitos que serao pré-requisitos para tal demonstracao. Inicialmente,
seré definido momento de massa.

Considere duas particulas p; e ps de massas m; e mo apoiadas em um bastao de massa
desprezivel, em lados opostos de um ponto onde o bastao se encontra apoiado e cujas
distancias a esse ponto sao indicadas por d; e ds.

Segundo Arquimedes, através da lei da Alavanca, o bastao ficarda em equilibrio se,
somente se, mid; = Mads.

Figura 4.6: Alavanca em equilibrio

Considere esse bastao sobre o eixo x com p; na posicao x; > 0, ps na posicao xs > 0 e
o ponto de apoio T, 1 < T < xs.

[mA04=Xxy X dp=xyX[m2  x
0 x
1

i X
A 2

Pl 2N :
Ponto de Apoio
Figura 4.7: Alavanca sobre o eixo x

Utilizando a lei do Equilibrio (Lei da Alavanca)
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myd; = mads,

=4 ml(f—xl) = m2<l’2—f)7
& MT — MiTy = Melo — Mo,
& MT + Mo = M + Moo,
& (my+me)T = myzy + mata,
AN T —  mazitmoxg
mi+ms2

Os niimeros mix; € moxs sao chamados de momentos das massas m; e mo em relagao
a origem e a soma dos momentos é chamada momento do sistema em relacao a origem,

ou seja,
n
i=1

Note que o centro de gravidade é dado pelo quociente entre a soma dos momentos de
massa e a soma das massas. Assim

D iy MU _ D iy M

T = - =
D i1 M m
n
= mI = g m;x;,
i=1

onde m é a massa total do sistema e a soma dos momentos individuais M = > m;x; é
chamada de momento do sistema em relacao a origem.

Considerando um sistema de n particulas com massas my, ms,--- , m,, localizadas nos
pontos (x1,y1), (2,Y2), -+ , (Tn, yn) do plano OXY, o momento de massa das n particulas
em relacao ao eixo y ¢ dado, analogamente ao caso unidimensional por

n
My: E m;x;.
=1

Similarmente, em relacao ao eixo x é dado por

n

M, = my:.

i=1

Figura 4.8: Sistema de particulas
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O centro de massa esta localizado no ponto (7,7), onde

mT = Y., mz; =M,
& T = My,

my = Y myi = M,
T — M

Teorema 4.1 [5] O centro de gravidade de uma regiao plana R limitada por uma fungdo
continua f, pelo eixo x e pelas retas verticais © = a e x = b estd localizado no ponto

G(T,7).

=l
'
|
!
|
i
|
r
|
|
!
'
'
|
|
'
i
|
S|

-

Figura 4.9: Centro de gravidade de uma regiao plana

Onde

__ 1
T = Z/a zf(x)dx e (4.7)

b
7= 5[ sl@rds (1.9

Demonstragao. Considere uma regiao R, limitada pelas retas verticais x = a, x = b,
pelo gréfico da fungdo continua e positiva y = f(z) no intervalo [a, b] e pelo eixo .

Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos [zg, 1], [z1, 2], -+, [Tn_1, T,] de larguras
iguais a Az, tem-se n retangulos de altura f(7;), onde T; = % Assim a area de cada

retangulo é dada por f(7;) - Ax.
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Figura 4.10: Particoes da regiao R

Considerando que a regiao R foi coberta por uma placa plana com densidade uniforme
p, a sua massa ¢ dada pelo produto de sua densidade pela area que ela ocupa, entao

m=p- f(T;) - Az.
Sendo assim, o momento de cada retangulo R; em relagao ao eixo y é expresso por

= [p- f(m) Azx] -7
= p-Ti- f(T) - Az,

onde T; é a distancia do centro de massa ao eixo y.

Somando-se os momentos dos n retangulos, obtém-se o momento da aproximagao poli-
gonal a R. Supondo que n — 0o, 0 momento da regiao R em relagao ao eixo y é

M, = lim > p-7 f()- Az
n—oo
i=1
b
= p/x-f(a:)dx.

De modo analogo, deduz-se o momento de cada retangulo R; em relagao ao eixo x.

Mm<Rz) = m-y;

Somando os momentos dos n retangulos e tomando-se o limite quando n — oo, obtém-se
o momento da regiao R em relacao ao eixo z.
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Por outro lado, tem-se que

Assim,

<
|

= JL%Z” % [f(z))? - Az
o [ 5P

a1/ x- f(x)dx
%
Sy f@Pde [ 5 [f@)Pds
p [, f(x)dz J, f(@)da
b 1 )
5| 5 f@)]de

O

Observacao 4.1 Se a regiao R estiver entre as curvas y = f(x) ey = g(x), com f(x) >

g(x) para todo x € [a,b),

Figura 4.11: Centro de gravidade de regiao plana limitada por duas fungoes
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o centro de gravidade é o ponto (T,7), onde

- 5 [ @ -g@i . (1.9)
7= 5 [ 5 U@ - ) (1.10)

4.3.5 Calculo de Volume de Sélidos de Revolugao Via Integral

Considere um so6lido S obtido pela rotacao em torno do eixo y de uma regiao R limitada
pelas curvas y = f(z), com f(z) >0;y=0,x=aex =0, com0<a<b.

B

Figura 4.12: So6lido de revolucao

Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos [z;_1, ;] de largura uniforme Az, existe
T; tal que T; = %ﬂl

Observe que cada subintervalo [z; 1, z;] representa a base de um retangulo de altura
f(@), o qual quando girado em torno do eixo y gera uma casca cilindrica de raio médio

T; e espessura Ax.
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Figura 4.13: Casca cilindrica

Logo, o volume dessa casca cilindrica ¢ dado por

V= wilf(@) - mal (7).
= w(af —a,) (@)
= m(x;—xi-1) (s + 1) - f(75), mas Azr =x; —x;_q, entdo
= 7m-Ax-(x;+ 1) f(T).

~ ara BT
= 21T f(T) - Aa.

- f(75). Como 7; = %, entao

Como o intervalo [a,b] foi dividido em n subintervalos, a rotacao da regido R gera
n cascas cilindricas e dai, o volume aproximado do s6lido S é dado pelo somatério dos
volumes dessas n cascas.

V= zn: Vi = Z 2T f (77) Aw.
=1 =1

Fazendo n — o0, esse volume aproximado torna-se praticamente igual ao volume do
solido S, que é equivalente ao limite abaixo.

nhjEO Z; 277, f (7;) A
Mas pela definicao de integral,

n b
nh_>r£102127rmif(a:i)Ax :/ 2rx f(x)dz.

a

Assim,

b
V:/ 2rx f(z)dr, 0 < a <b.
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Obsevagao. Se a regido R for limitada por duas curvas y = f(z), y = g(x) e pelas
retas verticais x = a e x = b, sendo f e g continuas em [a,b], coma > 0e f(x) > g(z) > 0,
para todo x € [a,b], o volume de S é dado por

b
V = 27r/ z[f(z) — g(x)]dz. (4.11)

4.4 Teoremas de Pappus

O caso da &area do tronco de cone servird para ilustrar o primeiro Teorema de Pappus.

1° Teorema de Pappus. Considere em um plano « uma reta e e um segmento de
reta AB nao-paralelo e nao-perpendicular a e. Ao girar esse segmento de reta em torno
da reta e (eixo) forma-se uma superficie lateral chamada tronco de cone.

Figura 4.14: Tronco de cone

Sendo C' o ponto de interseccao da reta que contém o segmento AB com a reta e,
R a distancia de A a reta e e r a distancia de B & reta e, entdao o tronco de cone fica
determinado pelo corte e retirada do cone de raio r e geratriz BC' do cone de raio R e
geratriz AC', obtidos através da rotacao do triangulo retangulo ACO; abaixo em torno
do eixo e.

Figura 4.15: Triangulo retangulo ACO;

Da semelhanga dos triangulos AO1C' e BO,C', (caso: angulo, angulo), tem-se

R o R—r
AC  BC AC — BC’
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Entao,
BC(R—r)=(AC — BC) -r.

Como AB = AC — BC', tem-se
BC(R—r)=AB-r

Por (3.7) a area lateral do cone ¢ mRg, onde R ¢ a medida do raio da base do cone e g
¢ a medida de sua geratriz. Assim, a area lateral do tronco do cone é

A= 7 R-AC—7m-r-BC
= n-R-(AB+BC)—m7-r-BC
= n1m-R-AB+7n-R-BC—m-r-BC
= n1-R-AB+7n-(R—r)-BC.

Mas, (R —r)- BC = AB - r. Logo
A = n-R-AB+7n-AB-r
= 7 (R+r) - AB.

Seja x a distancia do centro de gravidade de AB (representado pelo ponto M) ao eixo
e, entao pela semelhanca dos tridngulos BMN e BAP,

e

o}

Figura 4.16: Centro de gravidade

conclui-se que

R—r _ AB _ 2
T—7r ~ BM 1
& 2r—2r = R-—r
& 2x = R+r .

Substituindo 2x = R + r na area A obtida acima, tem-se
A = 71 (R+r)-AB=7-2x-AB =271 -1 - AB,

onde 27 - x é o comprimento da circunferéncia de raio =, que é a distancia do centro de
gravidade de AB ao eixo e e AB é a medida da geratriz do tronco de cone. Assim

A = 27ZL. (4.12)
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Antes de enunciar o primeiro Teorema de Pappus, serd demonstrado um lema referente
a area de superficie de revolucao via integral.

Lema 4.1 /5] Seja f uma funcdo positiva e com derivada continua em |a,b]. A drea A
da superficie obtida pela rotac¢io da curva y = f(x), com a < x <b, em torno do eizo x
€ dada por

A:27r/ y- (V1T [F@P)de. (4.13)

No caso da rotagao ser em torno do eizo y, a drea A € dada por
b
A= 27?/ - (V14 [f(x)]?)de. (4.14)

Demonstragao. Para demonstrar a expressao do calculo da area da superficie de
revolucao via integral ¢ preciso deduzir a formula para o calculo do comprimento de arco.

De fato, suponha que uma curva C' seja definida pela fungao continua y = f(z) em
[a, b].

\//\

Figura 4.17: Grafico da funcao f(x)

Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de extremos g, 1, - - , , e com larguras
iguais a Ax.

Se y; = f(x;), entdo o ponto (z;,y;) pertence & curva C' e o poligono de vértices
Py, Py, -+, P, representa uma aproximacao para C. Sendo assim, o comprimento L de
C ¢é aproximadamente o comprimento desse poligono. Quanto maior for o ntmero de
parti¢oes do intervalo [a, b], melhor sera a aproximacao.

o

Figura 4.18: Particoes do grafico de uma funcao
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Assim, o comprimento L da curva C, definida por y = f(z) com a < z < b é dado pela
soma dos comprimentos dos segmentos P;P;, 1, ou seja

L= |PPyl
=0

Fazendo n — oo, tem-se

L= lim Z |P,Pyy]. (4.15)

n—oo

Note que | P, P, 1] representa a distancia dos pontos P; = (x;,y;) € Piy1 = (g1, Yiv1),
logo pode-se escrever

|PPiyi| = \/($¢+1 — %)% + (Yir1 — ¥i)?
= V(Az)? + (Ay)2.

Utilizando o Teorema do Valor Médio no intervalo [z;,x;;1], nota-se que existe um
namero x; entre x; e ;41 tal que

frip) = flo) = f(@y) - (37z+1 ;)
< Yi+1 — Yi = f’( )
< | PPy = /(Azx)?+ [f’(l“;-k)}2 - (Az)?

VB (L1 [ @)P)
- VI @)PA

Logo, voltando a (4.15).

L = lim Z V1 2Ax = / V14 [f'(x)]?d. (4.16)

n—oo

Assim, tem-se deduzida a formula para o calculo do comprimento de arco em (4.16).

Agora, segue a demonstracao do lema. Considere uma superficie obtida pela rotacao
da curva y = f(x), com a < 2 < b em torno do eixo z, onde f(x) > 0 e tem derivada
continua em [a, b].

. ity

a b x

Figura 4.19: Grafico de y = f(x)
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Figura 4.20: Solido obtido pela rotacao de f(x)

Se o intervalo [a, b] for dividido em n subintervalos com extremos zg, x1, - - , Z, e largura
Ax e forem tomados os pontos P; e P, sobre a curva, é possivel notar que girando o
segmento P;P;1; em torno do eixo x é obtido um tronco de cone com comprimento da
geratriz g = |P;Pi4q| e raio médio 7 = 1(y; + yi41) (distancia do centro de gravidade ao
eixo x). Assim, usando (4.12) a area da superficie é

A =2nxL,
sendo T =1 = %(yZ +yit1) e L =g =|P,Pii1|, obtém-se
AZQW.% | PPyl

Como |P, P = /1 + [f'(x})]?Ax, com z} € [z, i11].
_ Yi + Yit1 YRR
A—27T~T'\/1+[f ()2 Ax.

Tomando Az muito pequeno, y; = f(x;) e yir1 = f(x;41) tornam-se muito proximos,
assim y; ~ y;11 ~ f(x7) e nesse caso

A = 2Wf(£:);‘f(x:) 1+[f’(xf)]2AI
= 2m- (@) VT [ @)PA.

Logo, a area total aproximada da superficie de revolucao é dada pelo somatorio

Z 27 - f(xf) - /14 [f'(x})]?Az (Soma de Riemann).

Esta aproximagao tem resultado ideal (aceitavel) se n — oo. Entdo, passando o limite
tem-gse

h_)m 2271' flzl) -1+ [f'(z Ax—/ 27 - f(x) - /1 |2dzx.
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Portanto, a area da superficie obtida pela rotacao da curva y = f(x), a < z < b, em
torno do eixo x é dada por

A= / 2r f(x)\/1 4 [f'(z))?d.

Por outro lado, se a superficie ¢ obtida pela rotacao da curva x = g(y), c <y < d, em
torno do eixo y, a area é dada por

A:/ 2ra/1 4+ [f'(y)]2dy.
U

Continuando sera enunciado e demonstrado por casos o primeiro Teorema de Pappus.

Teorema 4.2 Se uma linha gira em torno de um eixo de seu plano, a drea da superficie
gerada € igual ao comprimento dessa linha multiplicado pelo comprimento da circunferén-
cia descrita de rato tgual o distdncia entre o eizo de rotagao e o centro de gravidade dessa
linha.

Demonstragao.
(i) Linha poligonal. Considere uma poligonal plana com n lados medindo aq, as, - - - , a,,
logo o comprimento da poligonal L = a; + as + - -+ + a,, com x1, 2o, -+ ,x, sendo

as distancias dos pontos médios (centros de gravidades) dos lados ao eixo e.

Figura 4.21: Rotacao de uma poligonal

A rotagao de cada lado em torno de e gera a superficie lateral de um tronco de cone,
logo, a area da superficie de revolucao obtida a partir da poligonal é a soma das
areas das superficies de todos os troncos de cones. Entao,

A = 2mzyay + 2wx0ay + - - + 2w2,a, por (4.12)

= 2m(z1a1 + xeag + - - + THay).

Sendo T a distancia do centro de gravidade da poligonal ao eixo, por (4.1), tem-se

Tri1a1 + Toag + -+ - + TpQp
air+as+---+ay,
~ f(a1+a2+---+an) = I1a1 + ToGo +  + Tpay.
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Mas, L = a; + as + - - - + a,, entao
L = r101 + T2a3 + - - + Tpay,.

Assim, a area da superficie de revolucao gerada pela rotacao da poligonal em torno
de um eixo e é

A = 27%L, (4.17)

onde 27T é o comprimento da circunferéncia descrita de raio igual a distancia do
centro de gravidade da poligonal ao eixo e e L é o comprimento da poligonal.

(ii) Caso geral. Suponha que uma func¢ao y = f(z), continua em [a, b], gere um arco de
extremidades nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Rotacionando esse arco em torno do
eixo y serd gerada uma superficie cuja expressao da area dada por (4.14) é

b
A= 27T/ (V14 [f(x)]?)dz.

Multiplicando por L e 1 simultaneamente a expressio do 2° membro da equacido

L
anterior, vem

b
A=2r-L- %/ z(y/1+ [f'(2)])?)dx.

Mas, por (4.3) T = %f;x( 1+ [f"(x)]?)dz, entdo,
A = orlz, (4.18)

onde L é o comprimento do arco rotacionado e 27T é o comprimento da circunfe-
réncia de raio T que ¢ a distancia do centro de gravidade do arco ao eixo de rotagao
(eixo y).

De maneira analoga, obtém-se a expressao da area com o arco rotacionado em torno
do eixo .

A = 2nly. (4.19)
2° Teorema de Pappus. Para ilustrar o 2° Teorema de Pappus, considere um retan-

gulo de base a e altura h e um eixo e paralelo a um de seus lados e distante d do lado
mais proximo.

Figura 4.22: Rotacao do retangulo
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Ao girar esse retangulo de drea A = a - h em torno do eixo e, obtém-se um solido de
revolucao cujo volume é dado pela diferenca entre o volume do cilindro de raio a + d com
altura h e o volume do cilindro de raio d com altura h.

Figura 4.23: Invélucro cilindrico

Por (3.6), o volume do cilindro é dado pelo produto da area da base pela medida da
altura, assim

V = w(a+d)?h—nd’h
= 7(a® + 2ad + d*)h — nd*h
ra’h + 2radh + wd*h — wd*h
= mwah(a + 2d)
= 27rah(% +d) mas A = ah, assim

- 2m(% +d).

Observando a figura, antes da rotagao, 5 +d = T, ou seja, 5 +d ¢é a distancia do centro
do retangulo (centro de gravidade) ao eixo de rotagao. Dessa forma

V = 21 AT, (4.20)

onde A é a area do retangulo rotacionado e 27 é o comprimento da circunferéncia de
raio T que ¢ a distancia do centro de gravidade ao eixo de rotacao.

Teorema 4.3 [1]. Se uma figura plana de drea A, de centro de gravidade (T,7y), gira em
torno de um eizo de seu plano (que ndo a intersecta), o volume do sdlido gerado é igual &
drea dessa figura multiplicada pelo comprimento da circunferéncia descrita de raio igual
a distancia entre o eixo de rotagao e o centro de gravidade.

Demonstragao.

(i) Figuras planas que podem ser divididas em retdngulos. Seja F' uma figura plana
dividida em n retangulos, Ry, Ro, -+ , R,, de areas Ay, As, - - , A, respectivamente.
Se A é a area da figura F, entao A = A; + Ay + --- 4+ A,,, se x; é a distancia do
centro do retangulo Ry ao eixo e, que é paralelo a um dos lados desse retangulo
e nao-secante a nenhum deles, entao o volume do sélido de revolucao gerado pela
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rotacao de F' em torno de e ¢ dado pela soma dos volumes dos s6lidos gerados pela
rotacao de cada retangulo Ry (k=1,2,3,---n) em torno de e. Assim, por (4.20)

V = 2nAixq +21Asxg + -+ + 2w AT,
= 271'(141%1 + Agl’z +--+ AnJ,’n)

Sendo T a distancia do centro de gravidade da figura F' ao eixo e, entdo por (4.5)

Ay + Aszo + - + Apzyy
A+ A+ + A,

T =

Mas, A=A+ Ay +---+ A,. Assim

= Atz +Aszo+- 4 Apnty

Lo = A
& AT = All’l + Agl’g + -4 AnZEn, lOgO (421)
< Vo= 2T A,

onde A é a area da figura I’ que foi rotacionada e 27T é o comprimento da circun-
feréncia de raio T que é a distancia do centro de gravidade da figura F' ao eixo de
rotagao.

(ii) Caso geral (Figura arbitrdria). Para demonstrar o caso geral, utiliza-se conhecimen-
tos de Calculo.

Considere uma regiao plana R de area A, limitada pelas fungbes continuas em [a, b],
y = f(z), y = g(x), com f(x) > g(x) > 0, e pelas retas verticais * = a e x = b.
Seja S o solido de revolucao obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixo y.
Por (4.11), o volume V de S ¢é

- 27?/ 2[f(z) — gla)]de.

Multiplicando a expressao do 2° membro da equacdo anterior por A e %, simulta-
neamente, onde A é a area da regiao R rotacionada, tem-se

V= 27T-A-%/a z[f(x) — g(x)|dx.

Mas, por (4.9) T = %fbx[f(:p) — g(x)]dz, assim

a

V = 2rAT, (4.22)

onde A é a area da figura rotacionada e 27T é o comprimento da circunferéncia
descrita de raio igual & distancia do centro de gravidade ao eixo de rotacao (eixo y).

De modo analogo, obtém-se o volume do s6lido quando a figura é rotacionada em
torno do eixo x.

V = 2rAy. (4.23)
O

Demonstrados os Teoremas de Pappus, serao tratados area e volume dos principais
solidos de revolucao.
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4.5 Cilindro de Revolucao

Definicao 4.2 O cilindro de revolucao é o solido obtido pela rotacao de um retdngulo em
torno de um eiro e que contém um de seus lados.

Considere o retangulo ABC'D e o eixo e que contém o lado AD.

AB

Figura 4.24: Cilindro de revolugao

Sejam r = med(AB), h = med(BC), 7, = w = 5 (distancia do centro de

gravidade do retangulo ao eixo e) e Ty = AB = r (distancia do centro de gravidade
do segmento BC' ao eixo e).

Por (4.17), a area da superficie lateral de um sélido de revolugao ¢ dada por

A =2r7TL.

Neste caso, T = Ty = med(AB) =1 e L = med(BC) = h, assim
A = 27rh.
Obsevando a figura acima, nota-se que r = med(AB) ¢ a medida do raio da base do
cilindro e h é a altura. Portanto,

A area da superficie lateral de um cilindro é dada pelo produto do compri-
mento da circunferéncia da base vezes a medida da altura.

Por (4.21), o volume de um soélido de revolugao é dado por

V =277 A.
Neste caso, T =T, = w =t e A= ABh =rh, assim
r
V = 2m=rh
T
= 7r’h.

Como na figura acima, r = med(AB) ¢ o raio da base e h é a altura, tem-se que 7r? é
a area da base do cilindro. Logo, o volume de um cilindro é dado pelo produto da
drea da base vezes a medida da altura.
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4.6 Cone de Revolucao

Definicao 4.3 O cone de revolucao é o sdlido obtido pela rotacao de um tridngulo retdn-
gulo em torno de um eixo e que contém um de seus catetos.

Considere o triangulo retangulo ABC, retangulo em A, e o eixo e que contém o cateto
AC.

Figura 4.25: Cone de revolugao

Obsevando a figura 4.25, 7; (distancia do centro de gravidade da poligonal BC' ao eixo
e) tem medida igual & metade do lado AB. Note que os triangulos HCG; e ABC' sao
semelhantes e como CGy = %C’B, entao,

T CG
AB B’
— 2
- OB,
& OBz, = —AJ%CB
<~ T = %

Sabendo que o baricentro de um tridngulo é o ponto que pertence a mediana, localizado
a uma distancia equivalente a % de um vértice considerado e denotando por GG, o baricentro
da mediana relativa ao lado AB, tem-se que CGy = %C’M. Sendo T, a distancia do eixo
ao ponto (o, entao pela semelhanca dos tridangulos CGyl e AMC, tem-se

I = . o
& OMz, = 2AM-CM
<~ To = %AM

Por (4.17), a area da superficie lateral de um sélido de revolugao é dada por

Al = 27’(’5[/,
onde L = BC = g (geratriz) e T =T, = 42. Portanto,
AB
A[ = 277'79
= mwABgy.
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Obsevando a figura 4.25, nota-se que AB é o raio do cone de revolucao, assim

A area da superficie lateral de um cone de revolugao de raio AB e geratriz
g € dada pelo produto de 7m vezes as medidas do raio da base e da geratriz.

Por (4.21), o volume de um solido de revolugao ¢ dado por
V = 21T A.

AB-AC

Nestecaso,T:@:’%BeA: 5

, assim

AB AB-AC
p— 2 .
Vv T 3 5

T(AB)?AC
R

Obsevando a figura 4.25, AB representa o raio da base do cone e AC' a altura. Sendo
assim, m(AB)? ¢ a area da base do cone. Entao,

O volume do cone de revolucao é igual a um terco do produto da area da
base pela medida de sua altura.

4.7 Esfera de Revolugao

Definicao 4.4 A esfera ¢ um solido de revolugao obtido pela rotacao de um semicirculo
em torno de um eizo e que contém o seu didmetro.

Considere o semicirculo A, de centro O e raio r e o eixo e contendo o seu diametro.

-

o e T ]
1]

Figura 4.26: Esfera de revolucao

A superficie esférica é gerada pela rotacao de uma semicircunferéncia em torno de
um eixo que contém o seu diametro. Adotando-se um sistema cartesiano ortogonal com
origem no centro da semicircunferéncia e em seguida rotacionando essa semicircunferéncia
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em torno do eixo x, nota-se que houve a rotacao de um arco de equacao dada por y =

V12 —ax?, com —r <z <r.

A area da superficie esférica, segundo (4.19) é dada por
A =2nyL,

onde, L = mr é o comprimento da semicircunferéncia e 7 é definido segundo (4.4) como
Y= / y\/ 1+ [f'(x)]?dx.

Como

f@) = V=

= (r* - xQ)%.

Sua derivada é

Dessa forma

_ (4.24)

Substituindo (4.24) e L = 7r em A = 277L, tem-se

2
A = 27r-—r-7r7’
T

= 4ar’.
Entao,
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A 4rea da superficie de uma esfera de raio r é igual a quatro vezes a area
de um de seus circulos maximos, ou seja, o circulo obtido pela seccao de um
plano que contém o seu centro.

Para deduzir a féormula do volume da esfera, considera-se um semicirculo de raio r e um
sistema cartesiano ortogonal OXY | com origem no seu centro. Girando esse semicirculo
em torno do eixo OX, obtém-se uma esfera cujo volume, conforme (4.23) é dado por

V =2nyA,

onde A é a area do semicirculo rotacionado e g, segundo (4.8), é definido por
1 /"1
7= [ sl

Mas, A= e f(x) = 1% — 22, com —r < 2 < r. Assim

2

1 "1
Ry L GaraR

2 —Tr
T T 2
= 3 2/_T(7" x%)dx
1, x3T
= gk
1 r3 (—r)3
S iy R Rk
1 r3 r3
= el oyl
B 1 43
omr2 3
4r
— 4.25
o (4.25)

Substituindo A = ”—72"2 e (4.25) em V = 277 A, tem-se

dr 72
Vo= op. LI
T 3r 2
_ 473
3

Entao, o volume de uma esfera é igual a quatro tergcos de 7w, vezes a medida
do seu raio ao cubo.

91



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

13l

4]

[5]

6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

A. C. Morgado; E. L. Lima; P. C. P. Carvalho; E. Wagner. Colecao do Professor de
Matemdtica: A Matemdtica do Ensino Médio, v.2. 5* Edicao, SBM, Rio de Janeiro.
(1998).

E. L. Lima. Medida e Forma em Geometria, 2* Edi¢cao, SBM, Rio de Janeiro (1991).

H. Eves. Introducao a Historia da Matemdatica. Traducao de H. H. Domingues, Edi-
tora Unicamp, Campinas (2004).

J. Stewart. Calculo: Volume I, 4* Edicao, Pioneira Thomson Learning, Sao Paulo
(2006).

J. Stewart. Calculo: Volume II, 5* Edicao, Pioneira Thomson Learning, Sao Paulo
(2006).

L. R. Dante. Matemdtica: Contexto e Aplicacées, v. 2, 2* Edicdo, Atica, Sdo Paulo
(2013).

M. Paiva. Matemdtica do Ensino Médio: Volume I, 2* Edicao, Moderna, Sao Paulo
(2013).

O. Dolce; J. N. Pompeo. Fundamentos de Matemdtica Elementar. Geometria FEspa-
cial: Posi¢cdo e Métrica, v.10. 6* Edigao, Atual Editora, Sdo Paulo (2005).

O. Dolce; J. N. Pompeo. Fundamentos de Matemdtica Elementar: Geometria Plana,
v.09. 7* Edi¢ao, Atual Editora, Sdo Paulo (2006).

O. G. Janior. Matemdtica por Assunto: Geometria Plana e Espacial, v.6. 8 Edicao,
Editora Scipione, Sao Paulo (1988).

R. R. Rautenberg. Dissertacao de Mestrado: Os Teoremas de Pappus para Solidos
de Revolu¢ao. Universidade Tecnologica Federal de Parana-PROFMAT, (2013). Dis-
ponivel em: http://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/bitstream/1/471/1/CT_
PROFMAT_M_Rautenberg, %,20Robson’%20Raulino_2013.pdf. Acesso em 30 de abril de
2015 as 10h06.

Sites Utilizados Para as Figuras da Dissertagao

Figura 1.7. Disponivel em: http://imgkid.com/decagono.shtml. (Adaptada).
Acesso em 23 de margo de 2015 as 20h37.

92


http://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/bitstream/1/471/1/CT_PROFMAT_M_Rautenberg,%20Robson%20Raulino_2013.pdf
http://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/bitstream/1/471/1/CT_PROFMAT_M_Rautenberg,%20Robson%20Raulino_2013.pdf
http://imgkid.com/decagono.shtml

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22|

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

Figura 1.10. Disponivel em: http://imgkid.com/decagono.shtml. (Adaptada).
Acesso em 23 de marco de 2015 as 20h40.

Figura 3.1. Disponivel em: hpdemat.apphb.com/Espacial. (Adaptada). Acesso em
28 de marco de 2015 as 11h15.

Figura 3.2. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. Acesso em 13 de margo de 2015 as 21h30.

Figura 3.3. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. Acesso em 13 de marco de 2015 as 21h33.

Figura 3.4. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. Acesso em 13 de marco de 2015 as 21h37.

Figura 3.5. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. Acesso em 13 de marco de 2015 as 21h39.

Figura 3.6. Disponivel em: http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/
matematica/prismas-677833.shtml. (Adaptada). Acesso em 29 de marco de 2015
as 16h48.

Figura 3.7. Disponivel em: http://www.prof2000.pt/users/nunof/pagina/
poliedros.htm. Acesso em 30 de marco de 2015 as 21h57.

Figura 3.8. Disponivel em: http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/
matematica/prismas-677833.shtml. (Adaptada). Acesso em 29 de margo de 2015
as 16h48.

Figura 3.9. Disponivel em: http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup22.shtml.
(Adaptada). Acesso em 27 de margo de 2015 as 22h21.

Figura 3.10. Disponivel em: http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup22.shtml.
(Adaptada). Acesso em 27 de margo de 2015 as 22h26.

Figura 3.13. Disponivel em: http://educacao.uol.com.br/matematica/
aprendendo-a-medir-volumes. jhtm. (Adaptada). Acesso em 27 de margo de
2015 as 22h10.

Figura 3.14. Disponivel em: https://matematicasafa.wordpress.com/category/
segundo-de-eso/unidad-10-medida-del-volumen/. (Adaptada). Acesso em 29 de
marco de 2015 as 18h03.

Figura 3.15. Disponivel em: http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/
2012/12/225-piramides.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de 2015 as
10h15.

Figura 3.16. Disponivel em: http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/
2012/12/225-piramides.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de 2015 as
10h17.

Figura 3.17. Disponivel em: http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/
2012/12/225-piramides.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de 2015 as
10h20.

93


http://imgkid.com/decagono.shtml
hpdemat.apphb.com/Espacial
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/matematica/prismas-677833.shtml
http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/matematica/prismas-677833.shtml
http://www.prof2000.pt/users/nunof/pagina/poliedros.htm
http://www.prof2000.pt/users/nunof/pagina/poliedros.htm
http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/matematica/prismas-677833.shtml
http://guiadoestudante.abril.com.br/estudar/matematica/prismas-677833.shtml
http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup22.shtml
http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup22.shtml
http://educacao.uol.com.br/matematica/aprendendo-a-medir-volumes.jhtm
http://educacao.uol.com.br/matematica/aprendendo-a-medir-volumes.jhtm
https://matematicasafa.wordpress.com/category/segundo-de-eso/unidad-10-medida-del-volumen/
https://matematicasafa.wordpress.com/category/segundo-de-eso/unidad-10-medida-del-volumen/
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html

[29]

30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

136]

[37]

38

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

Figura 3.18. Disponivel em: http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/
2012/12/225-piramides.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de 2015 as
10h25.

Figura 3.20. Disponivel em: http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-
site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202. (Adaptada). Acesso
em 14 de marco de 2015 as 20h30.

Figura 3.22. Disponivel em: http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-
site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202. (Adaptada). Acesso
em 14 de marco de 2015 as 20h39.

Figura 3.23. Disponivel em: http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-
site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202. (Adaptada). Acesso
em 14 de marco de 2015 as 20h40.

Figura 3.24. Disponivel em: http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-
site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202. (Adaptada). Acesso
em 14 de marco de 2015 as 20h50.

Figura 3.25. Disponivel em: http://educacao.uol.com.br/matematica/
aprendendo-a-medir-volumes. jhtm. (Adaptada). Acesso em 27 de margo de
2015 as 22h15.

Figura 3.26. Disponivel em: hpdemat .apphb.com/Espacial. (Adaptada). Acesso em
28 de marco de 2015 as 11h15.

Figura 3.27. Disponivel em: http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.
htm#GE0140104. (Adaptada). Acesso em 13 de margo de 2015 as 19h46.

Figura 3.28. Disponivel em: http://alfaconnection.net/pag_avsm/geol1401.
htm#GE0140104. (Adaptada). Acesso em 13 de marco de 2015 as 19h50.

Figura 3.29. Disponivel em: http://alfaconnection.net/pag_avsm/geol1401.
htm#GE0140104. (Adaptada). Acesso em 13 de marco de 2015 as 19h58.

Figura 3.30. Disponivel em: http://alfaconnection.net/pag_avsm/geol1401.
htm#GE0140104. (Adaptada). Acesso em 13 de marco de 2015 as 20h06.

Figura 3.31. Disponivel em: http://professor.pauloalexandre.com/cilindro-
geometria-espacial-1-de-5/. (Adaptada). Acesso em 13 de marco de 2015 as
22h21.

Figura 3.33. Disponivel em: http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.
htm#GE0140104. (Adaptada). Acesso em 13 de marco de 2015 as 19h40.

Figura 3.34. Disponivel em: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/
2009/12/0-principio-de-cavalieri.html. (Adaptada). Acesso em 17 de margo
de 2015 as 21h40.

Figura 3.36. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de
2015 as 14h14.

94


http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://portfoliodematematica.blogspot.com.br/2012/12/225-piramides.html
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://www.clickideia.com.br/cgi-local/lib-site/galeriaExercicios/bloc_exc.pl?cod=EM_MAT_200202
http://educacao.uol.com.br/matematica/aprendendo-a-medir-volumes.jhtm
http://educacao.uol.com.br/matematica/aprendendo-a-medir-volumes.jhtm
hpdemat.apphb.com/Espacial
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://professor.pauloalexandre.com/cilindro-geometria-espacial-1-de-5/
http://professor.pauloalexandre.com/cilindro-geometria-espacial-1-de-5/
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1401.htm#GEO140104
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/12/o-principio-de-cavalieri.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/12/o-principio-de-cavalieri.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html

[44] Figura 3.37. Disponivel em: www.todamateria.com.br/cone. (Adaptada). Acesso
em 28 de marco de 2015 as 14h26.

[45] Figura 3.38. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de
2015 as 14h14.

[46] Figura 3.39. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de
2015 as 14h25.

[47] Figura 3.42. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. (Adaptada). Acesso em 28 de marco de
2015 as 14h32.

[48] Figura 3.43. Disponivel em: www.todamateria.com.br/cone. (Adaptada). Acesso
em 28 de marco de 2015 as 14h30.

[49] Figura 3.45. Disponivel em: www.todamateria.com.br/cone. (Adaptada). Acesso
em 28 de marco de 2015 as 14h12.

[50] Figura 3.46. Disponivel em: http://www.alunosonline.com.br/matematica/
volume-de-solidos-geometricos.html. (Adaptada). Acesso em 28 de mar¢o de
2015 as 14h09.

[51] Figura 3.52. Disponivel em: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/
2009/12/0-principio-de-cavalieri.html. (Adaptada). Acesso em 27 de margo
de 2015 as 20h52.

[52| Figura 3.56. Disponivel em: http://slideplayer.com.br/slide/364967/. Acesso
em 12 de marco de 2015 as 21h46.

[53| Figura 4.13. Disponivel em:  http://www.e-scola.edu.gov.cv/index.php?
option=com_rea&id_disciplina=&id_materia=6&id_capitulo=72&id_pagina=
164&Itemid=483. Acesso em 30 de abril de 2015 as 13h47.

[54| Figura 4.14. Disponivel em: http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-
cap3/. (Adaptada). Acesso em 22 de abril de 2015 as 21h49.

[55] Figura 4.15.1. Disponivel em: http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-
cap3/. (Adaptada). Acesso em 22 de abril de 2015 as 21h29.

[56] Figura 4.15.2. Disponivel em: http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-
cap3/. (Adaptada). Acesso em 22 de abril de 2015 as 21h37.

[67] Figuras 4.20 e 4.21. Disponiveis em: http://ecalculo.if.usp.br/integrais/
aplicacoes_integral/volumes_solidos/volumes_solidos.htm. (Adaptadas).
Acesso em 18 de abril de 2015 as 21h55 e as 21h59, respectivamente.

[58] Figura 4.25. Disponivel em: https://digitalsignal.files.wordpress.com/
2010/05/aula01_lourdesi_sem_2.pdf. (Adaptada). Acesso em 12 de margo de 2015
as 9h14.

95


www.todamateria.com.br/cone
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
www.todamateria.com.br/cone
www.todamateria.com.br/cone
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://www.alunosonline.com.br/matematica/volume-de-solidos-geometricos.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/12/o-principio-de-cavalieri.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/12/o-principio-de-cavalieri.html
http://slideplayer.com.br/slide/364967/
http://www.e-scola.edu.gov.cv/index.php?option=com_rea&id_disciplina=&id_materia=6&id_capitulo=72&id_pagina=164&Itemid=483
http://www.e-scola.edu.gov.cv/index.php?option=com_rea&id_disciplina=&id_materia=6&id_capitulo=72&id_pagina=164&Itemid=483
http://www.e-scola.edu.gov.cv/index.php?option=com_rea&id_disciplina=&id_materia=6&id_capitulo=72&id_pagina=164&Itemid=483
http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-cap3/
http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-cap3/
http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-cap3/
http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-cap3/
http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-cap3/
http://phylos.net/matematica/hist-calculo/hc-cap3/
http://ecalculo.if.usp.br/integrais/aplicacoes_integral/volumes_solidos/volumes_solidos.htm
http://ecalculo.if.usp.br/integrais/aplicacoes_integral/volumes_solidos/volumes_solidos.htm
https://digitalsignal.files.wordpress.com/2010/05/aula01_lourdes1_sem_2.pdf
https://digitalsignal.files.wordpress.com/2010/05/aula01_lourdes1_sem_2.pdf

	Introdução
	Ideias Intuitivas de Área e Volume
	Ideia Intuitiva de Área
	Área do Retângulo
	Área do Paralelogramo
	Área da Região Triangular
	Área Limitada pelo Trapézio
	Área Limitada pelo Losango
	Área de um Polígono Regular
	Comprimento da Circunferência
	Área do Círculo
	Área da Coroa (ou anel) Circular

	Ideia Intuitiva de Volume
	Sugestão de Atividade Didática


	Princípios de Cavalieri
	Histórico
	Princípio de Cavalieri para Área
	Princípio de Cavalieri para Volume
	Teorema de Cavalieri para Área
	Teorema de Cavalieri para Volume
	Aplicação do Princípio de Cavalieri sobre Área
	Área da Elipse


	Sólidos Geométricos
	Prisma
	Elementos do Prisma
	Classificação dos Prismas
	Secção de um Prisma
	Natureza de um Prisma
	Área da Superfície do Prisma
	Volume do Prisma

	Pirâmide
	Elementos de uma Pirâmide
	Classificação ou Natureza de uma Pirâmide
	Área da Superfície da Pirâmide
	Secção de uma Pirâmide
	Volume de uma Pirâmide

	Cilindro
	Elementos do Cilindro
	Classificação dos Cilindros
	Secção de um Cilindro
	Área da Superfície de um Cilindro
	Volume do Cilindro

	Cone
	Elementos do Cone
	Classificação dos Cones
	Secçao de Cone
	Área da Superfície de um Cone
	Volume do Cone

	Esfera
	Secção da Esfera
	Volume da Esfera
	Área da Superfície Esférica
	Aplicação do Princípio de Cavalieri: Volume da Esfera


	Superfícies e Sólidos de Revolução
	Superfície de Revolução
	Sólido de Revolução
	Conhecimentos Preliminares
	Centro de Gravidade G(x, y)
	Centro de Gravidade de uma Poligonal
	Centro de Gravidade de um Arco
	Centro de Gravidade de um Polígono
	Cálculo de Volume de Sólidos de Revolução Via Integral

	Teoremas de Pappus
	Cilindro de Revolução
	Cone de Revolução
	Esfera de Revolução

	Referências

