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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é, usando bases de Grobner, apresentar um
método algébrico capaz de determinar a solucao, quando existir, de sistemas de
equacoes polinomiais nao lineares. Para tanto, necessitamos inicialmente apresentar
alguns conceitos e teoremas ligados a anéis de polinémios com varias indeterminadas
e de ideais monomiais, dentre os quais destacamos o algoritmo extendido da divisao, o
teorema da Base de Hilbert e o algoritmo de Buchberger. Além disso, usando nogoes
bésicas da Teoria de eliminacao e extensao, apresentamos uma solugao algébrica para
o problema da coloracao de mapas usando trés cores, bem como uma solugao geral

para o puzzle Sudoku.

Palavras chave: Sistemas de equagoes polinomiais, Algoritmo extendido da divisao,
Ideais Monomiais, Bases de Hilbert, Algoritmo de Buchberger, Base de Grobner,

coloracao de mapas, Sudoku.



Abstract

The main objective of this dissertation is to present an algebraic method capa-
ble of determining a solution, if any, of a non linear polynomial equation systems
using Grobner basis. In order to accomplish that, we first present some concepts
and theorems linked to polynomial rings with several undetermined and monomial
ideals where we highlight the division extended algorithm, the Hilbert Basis and the
Buchberger’s algorithm. Beyond that, using basics of Elimination and Extension
Theorems, we present an algebraic solution to the map coloring that use 3 colors as

well as a general solution to the Sudoku puzzle.

Keywords: Polynomial equation systems, Division extended algorithm, monomial

ideals, Hilbert Base, Buchberger’s algorithm, Grobner basis, map coloring, Sudoku.



Introducao

“Uma vida sem desafios nao vale a pena ser vivida”

Sdcrates

Uma equagao é algo tao comum em nossa vivéncia matematica que muitas vezes
nao nos damos conta de quao fascinante ela é. Descobrir o “valor desconhecido”em
uma determinada igualdade intriga o homem desde os tempos remotos. Entre os hin-
dus, por exemplo, um passatempo muito popular e que rendia ao vencedor grande sta-
tus eram as competicoes publicas de resolucao de problemas matematicos, nas quais
um competidor propunha problemas para o outro resolver. A matemaética naquela
época era bastante exclusivista. Nao havia sinais, nem variaveis, apenas algumas pou-
cas “mentes privilegiadas”eram capazes de resolver problemas, muitas vezes usando
complexos artificios e/ou trabalhosas construgdes geométricas. O que fascinava esses
homens era o desafio.

Para os egipcios, babilonicos e hindus, resolver uma simples equacao do tipo ax +
b = c era um desafio. Ja para gregos e, principalmente, arabes, esse era um problema
de simples solugao.

E interessante ver como a busca por algoritmos capazes de resolver tipos especificos
de equacgoes sempre instigou o homem. Entre os gregos era um desafio determinar a
solucao de igualdades do tipo az?+bz+c = 0, eles resolviam algumas dessas equacoes
por meio de construgoes geométricas com régua e compasso. Ja entre os drabes, um
matematico que viveu no século IX chamado Al Khowarisma fez grandes avancos que
ajudaram o matematico Bhascara Akaria a desenvolver, no século XII, um algoritmo
capaz de resolver qualquer equagao desse tipo, que conhecemos hoje como férmula de
Bhaskara.

O primeiro matematico a desenvolver um método para resolver equagoes do ter-
ceiro grau foi o francés Scipione del Ferro em meados do século XVI. Ele descobriu

uma solucao algébrica para equacoes do tipo z3 + pr = ¢q. Mas foi Nicoli Fontana,
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mais conhecido como Tartaglia, o primeiro a apresentar um método geral para re-
solucao de uma ctibica completa da forma ax® + bx?* + cx + d = 0. Coube a Lodovico
Ferrari, matematico bolonhés, apresentar uma solucao geral para equacoes de quarto

grau.

Entretanto o desafio de determinar um método para resolver equagoes de grau
maior que 4 ficou em aberto até que Evariste Galois, um polémico porém brilhante
matematico francés, mostrou que, para o caso de equagoes de grau maior ou igual a
cinco, nao ¢ possivel apresentar uma férmula resolvente utilizando um nimero finito
de adigoes, multiplicacoes e extragao de raizes. Ao chegar a essa conclusao, Galois
nao sé resolveu um antigo desafio, como acabou criando uma nova ramificacao da

algebra abstrata: a teoria dos grupos.

Aprender a resolver uma equacao é uma habilidade cujo desenvolvimento é incen-
tivado desde as séries iniciais do ensino basico, quando um professor propoe ao aluno

o desafio de descobrir o termo desconhecido em

10+0=15 ou 8xO=40

Durante o ensino bésico, o processo de resolucao de sistemas de equagoes polino-
miais lineares é abordado por meio da regra de Cramer e do método de eliminacao
de Gauss, mais conhecido como escalonamento. Desse modo, uma pergunta natural
seria: e se alguma dessas equacoes fosse nao linear? Como esse sistema poderia ser
resolvido? E curioso perceber que em nenhum momento um método para resolucao de
sistemas polinomiais desse tipo seja sequer citado, mesmo que estes surjam natural-
mente quando se estuda a intersecao de figuras geométricas como elipses, hipérboles,

ete.

Responder a pergunta acima é um desafio que inspira muitos matematicos. Na
segunda metade do século XX, dois matematicos em particular, Wolfgang Grobner e
Bruno Buchberger, professor e discipulo, usando um conjunto especial gerador de
um ideal I, denominado base de Grébner, em um anel de polindmios, desenvol-
veram um algoritmo capaz de, entre outras coisas, determinar se um sistema de
equacoes polinomiais tem solucao, caso possua, como estima-las e se estas forem
em numero finito, como obté-las. A principio, a comunidade cientifica nao deu a
devida importancia a esse trabalho mas, a partir dos anos 80, talvez por conta da
massificagao/popularizagdo dos microcomputadores, pesquisadores passaram a inves-

tigar mais profundamente essa nova teoria, o que fez surgir uma ampla variedade de
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aplicacoes desta. Neste trabalho pretendemos usar bases de Grobner para, em um
primeiro momento, definir se um polinomio f pertence ou nao a um ideal polinomial
I e, em um segundo momento, apresentar um método algébrico para resolver um
sistema de equacoes polinomiais nao necessariamente lineares.

No capitulo 1 deste trabalho apresentaremos algumas propriedades algébricas dos
anéis de polinomios 1teis para o desenvolvimento do texto. Neste capitulo damos uma
definicao formal para anéis de polindmios, apresentamos uma prova para o algoritmo
da divisao de polindmios em uma variavel e discutimos sobre as diferencas entre
polindmio e fungao polinomial, assim como sob que condigoes estas coincidem.

Iniciaremos o capitulo 2 dando uma definicao formal para um sistema de equagoes
polinomiais em um dado anel de polinomios e, em seguida, apresentaremos algumas
proposigoes relacionadas ao conjunto solucao do sistema. Além disso, daremos uma
abordagem histérica e mostraremos como modelar, usando um sistema de equacgoes
polinomiais, dois conhecidos problemas: o da coloracao de mapas usando apenas 3
cores e o puzzle Sudoku.

No capitulo 3, ponto central deste trabalho, discutiremos sobre as Bases de Grobner
e suas aplicagoes. Antes disso, porém, apresentaremos o conceito de ordenagao mono-
mial, ideais monomiais, bem como alguns teoremas fundamentais para o desenvolvi-
mento do texto, entre os quais destacamos: o algoritmo extendido da divisao, o Lema
de Dickson, o teorema da Base de Hilbert e o critério de Buchberger. Finalizando o
capitulo, usando base de Grobner, apresentaremos uma solugao para o problema da
coloracao de mapas com apenas trés cores, assim como uma solugao para uma versao

mais fraca do Sudoku, o Shidoku.
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Capitulo 1

Generalidades sobre anéis de

polinomios

O objetivo deste trabalho é estudar conjuntos solugoes de sistemas de equagoes
polinomiais em varias variaveis. Assim, para uma melhor compreensao do referido
assunto, faz-se necessario o conhecimento de algumas particularidades dos anéis de
polinomios. Com isso em mente, elaboramos o presente capitulo, cujo o intuito é apre-
sentar propriedades algébricas dos anéis de polinomios tteis para o desenvolvimento
do texto. Observamos que as demonstracoes de alguns resultados desse capitulo serao
omitidas, pois este nao é o foco principal do trabalho. Focaremos somente nas provas
de proposigoes que serao generalizadas mais adiante ou que sejam menos elementares.
Assumiremos como conhecido nogoes basicas de teoria de anéis comutativos como as

defini¢oes de anel, subanel, dominio, corpo, ideal, homomorfismo de anéis, etc.

1.1 Sobre a definicao de anel de polinémios

Segundo alguns autores (ver por exemplo [1, Capitulo 3]), um polinémio com

coeficientes em um anel A é uma expressao da forma
CL0+6L1X—|—CL2X2+...+CL”X”

onde ag, ai, as, ..., a, sao elementos de A chamados coeficientes do polinomio. Dessa
forma, polindmios sao completamente determinados por seus coeficientes, ou seja,
dois polinomios sao iguais se seus coeficientes correspondentes sao iguais.

Apesar da definicao acima prestar-se util na pratica, entende-se que a frase “uma

12



expressao da forma”em uma definicdo matematica nao atende aos padroes modernos
de rigor. De acordo com tais padroes, sempre que possivel, devemos construir novos
conceitos a partir de algum outro previamente conhecido. A definicao abaixo da um

tratamento mais formal aos polinomios.

Definicao 1.1.1. Seja A um anel. Um polinomio em uma varidvel com coeficientes
sobre A é uma sequéncia (ag, ay, ..., ay,...), onde a; € A para todo i e a; # 0 apenas
para um nuimero finito de indices.

Denotemos o conjunto de todos os polindomios com coeficientes sobre A por A.

Definimos uma adi¢do e uma multiplicacao em A, respectivamente, por:

+: Ax A — A
(ag,ay,...), (bo,b1,...) +—— (ag+bo,ar +b,...)
Ax A — A
(ag,ar,...), (bo,b1,...) +—> (co,C1,--2)

i
onde ¢; = > agb;_y.
k=0

E de fécil verificagao que A com as operagoes de adigao e multiplicacao acima

definidas é um anel onde:
(i) o elemento neutro da adigao é (0,0,0,...).
(ii) o elemento neutro da multiplicacao é (1,0,0,...).

(iii) o inverso de (ag, a1, ..., ay,...) com respeito a adigao é (—ag, —a, ..., —ay, .. .).
Se (ag, ay,...) é um elemento de A, entao (ag,as, ...)" representa o elemento

(ao,ab...)-(ao,al,...)-...-(ao,al,...z

v~
n vezes

Note ainda que:

{
{



Desse modo, um polinémio (ag, a1, ... ,a,,0,0,...) pode ser escrito como a soma

abaixo

(a0,0,0,...) + (a1,0,0,...) - (0,1,0,0,...) + ... + (an,0,0,...) - (0,1,0,...,0,...)"

Se usarmos o simbolo X para representar o elemento (0, 1,0,...) e a; para repre-
sentar (a;,0,0,...), concluimos que o elemento (ag, a, ..., a,,0,0,...) é igual a soma

ay+ a X + ...+ a, X", ou seja,

A:{ZaiXi;neNeaiEA}.

i=0
Denotamos o anel (A, +,-) por A[X] e o denominamos anel de polinémios em

uma varidvel com coeficientes sobre A.

Definicao 1.1.2. Seja A um anel e seja f(X) = ag+ a1 X + ... + a, X" € A[X]
com a, # 0. Definimos o grau de f(X), ou simplesmente gr(f(X)), por esse nimero
natural n. Além disso, o coeficiente a,, é chamado coeficiente lider de f(X). Observe

ainda que nao definimos a noc¢ao de grau para o polinomio nulo.
Convém observar que:

(i) Se A é um dominio, entao grau(f(X) - g(X)) = grau f(X) + graug(X), para
todo f(X),g(X) € A[X]\ 0.

(ii) A[X] é um dominio se, e somente se, A é um dominio.

Podemos ainda definir um anel de polinomios em n varidveis Xi, ..., X, induti-

vamente por

A[Xy, . X = (A[XL, . X)) [ X

1.2 Divisao Euclidiana em anéis de polinomios

No estudo da aritmética de Z aprendemos que uma ferramenta muito 1til é a
divisao euclidiana em Z (por exemplo, no calculo do maximo divisor comum de dois
nimeros inteiros fazemos uso da divisao euclidiana de maneira sistemdtica). No

contexto dos anéis de polinomios temos a seguinte versao de divisao euclidiana.
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Teorema 1.2.1. Seja A[X]| um anel de polinémios em uma varidvel com coeficientes
sobre um anel A. Sejam f(X),g(X) € A[X], com g(X) nao nulo e tendo coeficiente

lider invertivel em A. Entao,

(i) Existem t(X),r(X) € A[X] tais que f(X) = g(X)-t(X)+7(X) com gr(r(X)) <
gr(g(X)) ou r(X) =0.

(ii) Tais polinomios t(X) e r(X) sao unicamente determinados.

Prova. (i) Provaremos inicialmente a existéncia. Notemos que os casos em que
grf(X) < gr(g(X)) s@o triviais pois, fazendo ¢(X) = 0 e r(X) = f(X) tem-se o
desejado. Suponhamos entao f(X) # 0 e gr(f(X)) = n > gr(g(X)) = m. Digamos

que

f(X) =a, X" +an_1Xn_1 + ...+ a1 X +ag
g(X) =bp, Xm0 X b X 4 b

Definamos
r(X) = f(X) = anby X" g(X).

m

Note que gr(f(X)) > gr(r(X)). Se ri(X) = 0 ou gr(ri(X)) < gr(g(X)) entao a

prova esta encerrada. Caso contrario, defina
ro(X) = r1(X) — apn, b, X™ ™ - g(X),

onde ay,, ¢ o coeficiente lider de r(X) e ny = gr(ri(X)). Note que gr(f(X)) >
gr(r1 (X)) > gr(ra(X)). Se ro(X) = 0 ou gr(r2(X)) < gr(g(X)), entao

F(X) = (anb, ) X™ ™ + a1, b, XM ™) g(X) + 12(X)

e a prova estd encerrada. Caso contrario, construimos 73(X) de forma andloga a
r9(X). Procedendo de maneira iterada construimos uma sequéncia desses r;. Note
que esse processo nao pode continuar indefinidamente, ou seja, em algum momento
ri(X) =0ougr(r;(X)) < gr(g(X)), pois, caso contrario, construiriamos uma sequéncia

infinita decrescente

er(f(X)) > gr(n (X)) > gr(ra(X))...
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de inteiros positivos. Digamos, entdao que ¢ seja o indice tal que ry(X) = 0 ou

gr(ry(X)) < gr(g(X)). Somando as igualdades abaixo

HX) = FX) - g XT g(X)

TQ(X) = rl(X) _ alnlb:annl—m . g(X)

ro(X) = rei(X) — arip, b XM g(X)
obtemos

FX) = 1(X) - (X) + (X)
com
t(X) = anbr—ann—m + &1nTb7_n1Xn1_n 4.+ agflwflb;lX”éfl—m

€

’I“(X) — ’l“g(X)

satisfazendo as propriedades desejadas.

(ii) Suponha que ¢(X) e 7(X) ndo sejam tnicos. Assim, existem ¢;(X),r;(X) €
A[X], com 7 (X) =0 ou gr(ri (X)) < gr(g(X)) tais que

F(X) = g(X) - 1(X) +r(X) = g(X) - 12(X) + i (X).

Assim,
9(X) (t1(X) — 1(X)) = r(X) — ri(X)

g(X) (t1(X) — (X)) # 0 pois 7(X) — ri(X) # 0.

Desse modo, concluimos que
gr (g(X) (01 (X) — (X)) = gr(g(X)) + gr(t1(X) — 1(X)) = gr(g(X))

Ou seja,
gr (r(X) — (X)) = gr(g(X))
o que é uma contradigao. O

Os polinémios f(X), g(X), t(X) e r(X) do teorema acima sao chamados respec-
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tivamente de dividendo, divisor, quociente e resto da divisao euclidiana.

Observagao 1.2.2. A prova do Teorema 1.2.1 nos fornece um algoritmo para calcular
de forma explicita o quociente e o resto. De fato, nao é dificil perceber que esse
algoritmo nada mais é que o algoritmo que utilizamos desde o ensino basico para

efetuar a divisao entre dois polinomios.

A condicao na proposicao 1.2.1 do coeficiente lider é automatica se supusermos

que o anel A é um corpo. Assim, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.3. Seja A[X] um anel de polinomios em uma varidvel com coefici-

entes sobre um corpo A. Sejam f(X), g(X) € A[X] com g(X) ndo nulo. Entdo,

(i) Existem t(X),r(X) € A[X] tais que f(X) = g(X)-t(X)+7(X) com gr(r(X)) <
gr(g(X)) our(X) =0.

(ii) Tais polinomios t(X) e r(X) sdo unicamente determinados.

Para entendermos um pouco mais sobre a utilidade da divisao euclidiana, consi-

deremos previamente algumas defini¢oes.

Definig¢ao 1.2.4. Dado um polinémio f(X7,..., X,) = Z ay X7t X0 e AlXy, .., X
veN™
e um elemento (aq, ..., a,) € A", definimos a avaliagdo de f( X1, ..., X,) em (aq, ..., ),

denotada f(a,...,a,), pela seguinte igualdade

flag,...,0p) = Z ayayt - apn.

veNn

E de facil verificacdo que para cada f(Xy, . 0, X)), 9(X0, .., X)) € AlX, .., X))

e (ag,...,a,) € A" tem-se

(f+9)ar,...,an) = flal,...,an) +glag,...,a)

(f-g)at,...,an) = flag,...,an) - glaq, ..., an),

ou seja, em linguagem mais elaborada estas igualdades nos dizem que para cada
(cq,...,,) € A™ a aplicagao de A[Xy,..., X,,] em A que envia f(X,...,X,) em

f(aq,...,a,) é um homomorfismo de anéis.
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Dizemos que (a1, ...,q,) € A" é raiz (ou zero) de f(Xq,...,X,) se

flag,...;a,) =0.

No caso de uma tunica variavel, temos o seguinte critério para decidir quando um

elemento de A é raiz de um polinomio

Proposicao 1.2.5. Seja A um anel e f(X) € A[X] um polinémio ndo constante.
Um elemento o € A € raiz de f(X) se, e somente se, o resto da divisdao de f(X) por

X — « € zero.

Prova. (=) Se a ¢ raiz de f(X) entao, por definicdo f(«) = 0. Além disso, pela
divisdo euclidiana de f(X) por X — «, existem ¢(X),r(X) € A[X] tais que

f(X) = q(X)(X —a) +r(X)
onde r(X) = 0 ou gr(r(X)) < gr(X —«a) = 1. Assim, 7(X) = § com € A. Desse

modo,

Avaliando f(X) em «, temos
0=fla)=¢g(@).(a=—a)+5=0

ou seja, f(X) = ¢(X).(X — a) donde concluimos que (X — «) divide f(X).
(<) Se (X — ) divide f(X) entao existe ¢(X) € A[X] tal que

Portanto,

A proposicao acima generaliza-se para n variaveis da seguinte maneira

Coroldrio 1.2.6. Seja A um anel e f(X1,...,X,) € A[Xy,...,X,] um polinomio

nao constante. Um elemento (aq, ..., a,) € A" € raiz de f(Xq,...,X,) se, e somente
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se, existem g1, ...,gn, € A[Xy, ..., X,] tais que
f( Xy, ., X)) =Xy —a)gr + ..+ (Xo — an)gn
Prova. Se f(Xi,...,X,) = (X1 —a1)g1 + ... + (X, — ay)gn entdo
flag,...,an) = (a1 —ar)gi(aq, ..., an) + .o+ (@ — ap)gnl(ar, ..., a,) =0

o que mostra que (g, ...,q,) éraiz de f(Xy,...,X,).

Para provar a reciproca aplicaremos inducao sobre o nimero de variaveis. Para
n = 1 o resultado segue da Proposicao 1.2.5. Agora suponhamos o resultado vélido
para n — 1 (n > 1). Fazendo a divisdo euclidiana de f(Xi,...,X,) por X, — a,

obtemos a igualdade

f(Xy, . 0, X)) = (X0 —an)gn +1
onde r um polinémio constante na varidavel X,. Desse modo, r € A[Xy,..., X,,_1].

Além disso,
r(ag,...,an1) = flag,...,an) — (@ — an)g(ag, ..., a,) =0.
Logo, por hipétese de inducao, devemos ter
r=(Xi—a)g+ ...+ (Xn-1 — @n1)gn-1

com gi,...,9n1 € A[Xy,..., X 1] C A[Xy,...,X,]. Portanto, f(Xi,...,X,) =
(X1 —a1)g1 + ...+ (X, — ap)gn como desejdvamos. O
Uma consequéncia da caracterizagao contida na Proposicao 1.2.5 acima é o se-

guinte resultado:

Proposigao 1.2.7. Seja A um dominio e f(X) € A[X] um polinémio nao constante

de grau n. Entdo f(X) contém no mdzimo n raizes.

Prova. Seja f(X) =ap+ a1 X + ...+ a, X" € A[X] um polinémio de grau n. Em
particular a,, # 0. Provaremos essa proposi¢ao por indugao sobre n = gr(f(X)).
Sen =0, entdao f(X) = ap # 0 para todo x € A. logo f(X) ndo tem raizes em A

e, portanto, a proposicao ¢é valida.
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Suponhamos que a proposi¢ao seja valida para todo polinémio ¢(X) € A[X] tal
que gr(g(X)) = n. Considere f(X) € A[X] tal que gr(f(X)) =n+ 1.

Se f(X) nao possui raizes em A nao ha o que demonstrar. Suponhamos entao
que f(X) tenha uma raiz o € A, ou seja, f(a) = 0. Pela Proposicao 1.2.5 segue que
(X — a) divide f(X) em A[X]; logo, existe ¢(X) € A[X] tal que

Note que gr(q(X)) = n assim, por hipétese de indugao, ¢(X) tem no maximo n

raizes em A. Note ainda que

B éraiz de f(X) <= 0= f(8)=qB)B—a)
<~ ¢q(f)=0ouf—-—a=0

<= [ éraizde ¢(X)oup=a.

Logo, f(X) tem no méximo n + 1 raizes em A, o que conclui a demonstragao. [

Observagao 1.2.8. Notemos que os resultados contidos nas trés tltimas proposicoes
acima dizem respeito a discussao das raizes de um polinomio particular. Para deduzir
todas essas afirmagoes foi imprescindivel a utilizacao do algoritmo da divisao. O que
iremos discutir mais adiante é uma versao mais geral de algoritmo da divisao que

permita realizar uma discussao mais ampla sobre raizes de polindmios.

1.3 Distingao entre polinémios e funcoes polino-
miais.
Dado um polindémio f(Xi,...,X,) € A[X,...,X,] definimos a seguinte fungao

f com dominio em A™ e contradominio em A

f: A" — A
(a1, ) = flag,...,ap)
Esta funcgao fé denominada de fung¢do polinomial (induzida pelo polinomio f).
Notemos que desde o ensino fundamental somos apresentados as fungoes polino-

miais, sendo que neste contexto bésico a énfase ao estudo dessas fungoes é dada para

aquelas em que o nimero de variaveis é 1 e o grau é pequeno, tipicamente 1 ou 2.
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Outra particularidade do ensino das func¢oes polinomiais em nivel elementar é o anel
envolvido, que neste caso é R ou C.

Como ¢ claro pela definicao, as funcoes polinomiais surgem de polindmios e, por-
tanto, sao objetos formalmente distintos. Inclusive, a correspondéncia f — fnéo é

necessariamente bijetora como nos mostra o seguinte exemplo

Exemplo 1.3.1. Considere A = Z,, com p primo. Os polinomios p(X) = 0 e
¢(X) = X? — X sao distintos. Contudo, como o — a = 0 para cada a € Z,, (vide
pequeno teorema de Fermat em [6, capitulo 7]) temos que p e ¢ induzem as mesmas

funcoes polinomiais.

Apesar da distin¢ao formal entre as nogoes de polinémio e funcao polinomial, na
maioria dos livros de ensino médio tal distincao nao é mencionada. De fato, o que
veremos na proposicao a seguir é que tal postura adotada pelos livros didaticos nao

é absurda e, em um certo sentido, é correta.

Proposicao 1.3.2. Seja A um dominio infinito e f(X) € A[X]. Entao f(X) € o
polinomio nulo se, e somente se, a funcdo polinomial correspondente € identicamente
nula. Em particular, dois polinomios em A[X] sdo iguais se, e somente se, as res-

pectivas fungoes polinomiais sao iguais.

Prova. (=) Se f(X) é o polinémio nulo, entdo f(a) = 0 para todo o € A, ou seja,
a correspondente fungao polinomial é f(X) = 0.

(<) Suponha que o polindémio f(X) seja nao nulo. Pela Proposi¢ao 1.2.7 esse
polindmio possui uma quantidade finita de raizes. Se a funcao polinomial correspon-
dente é identicamente nula, entdo f(a) = 0 para todo @ € A. Como A é infinito,
entao f(X) tem infinitas raizes, o que contraria a hip6tese. Logo f(X) é um polindémio
nulo.

Para a segunda parte da proposicao, sejam f(X) e g(X) dois polinémios em A[X]
tais que f(a) = g(«) para todo a € A. Considere o polinémio f(X)—g(X). Notemos
que todo o € A é raiz desse polindmio. Assim, pela primeira parte da proposicao, o

polinémio f(X) — ¢g(X) deve ser nulo. Logo, f(X) = ¢g(X). A reciproca é trivial. O

1.4 Teorema da base de Hilbert

Seja A um anel. Um subconjunto I de A é chamado um ideal de A se satisfaz as

seguintes condigoes:
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(i) 0.
(ii) Sea,be I entao a —b € I.
(ii) Seac Aebe I, entaoa-be l.

Exemplo 1.4.1. Em um anel A, temos que I = {0} ¢ I = A sdo exemplos ébvios

de ideais. Tais ideais sao chamados ideais triviais de A.

Exemplo 1.4.2. Dado um anel A e um subconjunto S de A, consideremos o seguinte
conjunto

I={ax1+...+ayz, |a; € A, z; €S, neN}

E de f4cil verificacao que I assim definido é um ideal de A. Dizemos neste caso que
I é um ideal gerado por S ou que S é um conjunto gerador de I. Também é comum
dizermos que S é uma base para o ideal I. Doravante, utilizaremos a notacao I = (S)

para denotar que I é gerado por S.

Dentre todos os ideais, os mais manejaveis sao aqueles que possuem um conjunto

finito de geradores. Tais ideais sao chamados de ideais finitamente gerados.

Definicao 1.4.3. Um anel A é dito anel Noetheriano se todo ideal de A ¢é finitamente

gerado.
Teorema 1.4.4. Seja A um anel. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) A € anel Noetheriano.

(ii) Para toda cadeia ascendente de ideais de A, I, C Iy C ... C I, C ... existe

ng € N tal que I, = I, para cada n > ny.

(iii) Toda familia § ndo vazia de ideais de A possui elemento mdzimo (com respeito

a ordem de inclusao).

Teorema 1.4.5. (Teorema da base de Hilbert) Se A ¢é anel Noetheriano entio A[X]

também é anel Noetheriano.

Prova. Mostraremos que se I é um ideal de A[X] entao ele é finitamente gerado.
Note que se I = {0} entdo nao hé o que provar. Assim, considere I # {0} e defina
f1 como sendo um polinémio de I que possua grau minimo. Se I = (f}), entao a

prova esta encerrada. Caso contrario, escolhemos fo € I — (f;) com grau minimo e
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se I = (f1, fo) encerramos a prova. Continuando dessa maneira de forma indutiva,
definamos para cada i,

a; := coeficiente lider de f;.

Temos assim uma cadeia ascendente de ideais (a;) C (aj,as) C ... em A. Como A é

Noetheriano, existe indice m tal que esta cadeia estabiliza em (ay, . .., a,,). Afirmamos
que I = (f1,..., fm). Caso contrério, o processo de escolha acima seleciona um ele-
mento fr1 € I—(f1,..., fm). Note que podemos escrever a,,+1 = u1a1 +. . . + Up G,

Como o grau de f,,11 ¢ pelo menos max{gr(f;) | 1 <i < m}, entdo podemos definir

o seguinte polinomio tendo o mesmo grau e coeficiente lider de f,, 11

g = Zujijgr(fm+1)—gr(fj) € fryeos fn)

i=1

Note que fir1—9g € 1 — (fi,.--, fm) € g(fims1 — 9) < gr(fms1), 0 que contraria a

escolha de f,,11. d
Corolario 1.4.6. Se A ¢ anel Noetheriano, entao A[Xy,...,X,]| também é anel
Noetheriano.

Prova. Em virtude da igualdade A[X7, ..., X,| = (A[X1, ..., X,,_1])[X,], o resultado

segue utilizando inducao e o Teorema da Base de Hilbert O
Corolario 1.4.7. Se k é um corpo, entao k[X1,...,X,]| € um anel Noetheriano.

Prova. Ora, os Unicos ideais de um corpo k sao os triviais que sao finitamente
gerados (de fato, {0} = (0) e k = (1)). Assim, k é Noetheriano. Logo, pelo coroldrio

acima temos o desejado. O
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Capitulo 2
Sistemas de equacoes polinomiais

Neste capitulo apresentamos o principal objeto deste trabalho, ou seja, os sistemas
de equagoes polinomiais. Destacamos a relacao existente entre os conjuntos solucoes
de tais sistemas e os ideais de um anel de polinémios apropriado. Esta relacao sera a
ponte para as bases de Grobner, como veremos no capitulo 3. Colocaremos também,
em relevo, a importancia dos sistemas de equacoes polinomiais para a matematica e

para problemas do mundo real.

2.1 Terminologia

Seja k um corpo (que para fixacdo de ideias podemos pensar k =R ou k = C) e

n um inteiro positivo. Diante desses dados, podemos pensar nos seguintes universos:

kE[X1,..., X, (de natureza algébrica) e k" = k x ... X k (de natureza geométrica).
———
n vezes
Primeiro estabelecemos uma correspondéncia de k[ X1, ..., X,| para k™ através da

seguinte defini¢ao.

Definigao 2.1.1. Seja S um subconjunto de k[X7,..., X,]. O conjunto dos zeros de
S, denotado Z(S), é

Z(S)={(a1,...,an) € k" | f(a1,...,a,) =0 para cada f(Xq,...,X,) € S}.

Se S é finito, digamos S = {fi,..., fi}, entdo Z(S) é o conjunto solugao do
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sistema de equacoes polinomiais

fl(llfl,...,l'n) =

fg(l‘l,.'..,l'n) = (21)

fm(xl,...,a:n) =0

Exemplo 2.1.2. Para k = R, n = 2, os seguintes exemplos nos sao familiares desde

0 ensino basico:

(a) Para S = {2X +3Y — 1}, Z(95) é a reta determinada pelos pontos (—1,3) e
(2,-1).

(b) Para S = {X?+Y? —1}, Z(S) ¢ a circunferéncia unitéria centrada na origem.

(c) Para S = {4X? +9Y? — 36}, Z(S) é a elipse com focos nos pontos (—/5,0) e
(V5,0).

A seguir mostramos como os conjuntos de zeros comportam-se diante da relagao

de inclusao

Proposicao 2.1.3. Sejam Sy e Sy subconjunto de k[X,..., X,] tais que S; C Ss.
E?’Lt(iO, Z(Sl) D) Z(SQ)

Prova. Seja p um ponto de Z(S;). Como, S; C Sy e p é anulado por todo polindémio
de S5, entao, por mais forte razao p é anulado por todo polinomio de S;. Logo, p

também pertence a Z(S1). Portanto, temos a inclusao desejada. ad

A proposigao a seguir nos mostra que para qualquer S C k[X1, ..., X,], o conjunto
Z(S) pode ser visto como o conjunto solu¢ao de um sistema de equagoes polinomiais

tal como em (2.1)

Proposicao 2.1.4. Seja S C k[Xy,...,X,| e I = (5). Entio, Z(S) = Z(I). Em
particular, existem fi,..., fn € k[ X1, ..., X,] tais que Z(S) = Z(f1,..., [+)-

Prova. Como S C I, entao pela Proposi¢ao 2.1.3 temos Z(I) C Z(S). Agora,
suponhamos (a1, ..., a,) um ponto de Z(S). Um elemento arbitrario f(Xi,...,X,)

de I se escreve na forma

f(Xl, e 7Xn) = hl(Xla . 7Xn)gl(X17 e ,Xn)—l— . —|—hm(X1, e aXn)gm(le . ,Xn)

25



onde hy, ..., hy, € E[Xq,..., Xnl e 1( X1, .., X))y oo gm(Xq, ..., Xp) € S. Assim,

flag,...;an) = hi(ag,...;on)g1(ar, ... an) 4+ oo+ hp(on, . oo ) gm(a, ... ap)
= h(ag,...,0n) 0+ ...+hp(ag,...,a,) - 0=0.

Portanto, (aq,...,q,) é zero de qualquer polindémio de Z(I). Logo, a igualdade
Z(S) = Z(I) segue.
Pelo teorema da base de Hilbert temos a existéncia de fi,..., f,. tais que I =

(f1,.-., fr). Usando a primeira parte da proposi¢ao conluimos que Z(S) = Z(f1, ..., f+)-
Ul
Diante desse resultado, podemos agora restringir a discussao a sistemas de equagoes

como em (2.1). A pergunta natural é:
Questao 2.1.5. Como determinar o conjunto solug¢ao de um sistema como em (2.1)7?
Esta questao, por sua vez, nos remete a um outro questionamento

Questao 2.1.6. O que significa determinar o conjunto solu¢ao de um sistema de

equacoes polinomiais?

No caso em que o conjunto solucao é finito, o termo “determinar” fica melhor
comprendido. De fato, em tal caso determinar significa listar todas as solugoes. En-
tretanto, quando o conjunto solugao ¢ infinito o termo fica meio vago. Nessa situacao,
determinar pode significar fornecer propriedades qualitativas que individualizem um
dado conjunto solucao de sistema de equagoes polinomiais, ou fornecer uma descricao
paramétrica para o conjunto solucao. Neste trabalho, estamos mais interessados no
segundo significado.

Notemos que quando os polindémios f; em (2.1) sao de grau 1, sabemos por métodos
da algebra linear como parametrizar as solucoes. Nesse caso particular as parame-
trizacoes sao obtidas efetuando-se operacoes sisteméaticas com as equagoes e obtendo
sistemas equivalentes cada vez mais simples. De fato, essa é uma filosofia que de certa
forma sobrevive ao caso geral como veremos no Capitulo 3.

Agora apresentamos uma correspondéncia que vai no sentido contrario da que

definimos em 2.1.1.

Definigao 2.1.7. Seja X um subconjunto de £". Definimos o conjunto 1(X) por
I(X)={f(X1,....Xn) € k[X1,..., Xy] | f(au,..., o) =0 para cada (aq,...,a,) € X}.
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E de facil verificacdo que o conjunto I(X) é um ideal de k[X1, ..., X,].

Exemplo 2.1.8. Para X = {(aq,...,a,)} C k" temos que o ideal I(X) ¢é igual a
(X1 —aq,..., X, —ay). Ainclusdo (X7 —aq, ..., X, —a,) C K[Xy,...,X,] é trivial.

Esta afirmacao é consequéncia imediata do Corolario 1.2.6.

Temos, assim, as seguintes correspondéncias

{subconjunto de k[X]} 2 {subconjunto de k"}

{subconjunto de £"} 4 {subconjunto de k[X]} .

Temos as seguintes propriedades

Proposicao 2.1.9. Se Vi, V5 sdo subconjuntos de k™ tais que Vi C Va entao 1(V3) C
1(Vh).

Prova. Seja f um polinomio de I(V3). Entao, cada elemento de V5 é zero de f.
Como Vi C Vs, entao, por mais forte razao, cada elemento de V; é zero de f. Logo,

f € I(V1). Portanto, temos a inclusdo desejada. O

2.2 Problemas modelados por sistemas de equacoes

polinomiais

Estudar conjuntos solucoes de sistemas de equacgoes polinomiais é algo interessante
tanto do ponto de vista tedrico quanto de suas aplicagoes. Teoricamente eles sao
utilizados, por exemplo, para realizar estudos aproximados de objetos mais complexos.
Por outro lado, também temos diversas situacoes reais que sao diretamente descritas
por conjuntos solucoes de equagoes polinomiais. Nessa se¢ao apresentaremos algumas

destas situacoes.

2.2.1 Conjunto de configuracoes de um braco mecanico

Apresentamos um modelo simples de brago mecanico composto por duas hastes

de comprimentos 1 e 2 como nos mostra a Figura 2.1
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(z,y)

(z,w)

£
b

Figura 2.1:

A configuracdo do brago é completamente determinada pelas coordenadas (z,y)
e (z,w) como ilustrado na figura. Assim, se quisermos determinar todas as confi-
guragoes possiveis para esse brago mecanico, devemos determinar o conjunto solucao

do seguinte sistema de equagoes polinomiais

X% 4+Yv? = 4
(X =22+ (Y —W)? =

2.2.2 O problema de coloracao

A histéria envolvendo problemas sobre coloracao de mapas comecou em meados
do século XIX, quando Francis Guthrie tentava colorir os distritos do mapa da In-
glaterra de modo que dois distritos vizinhos tivessem cores distintas. Apds analisar
cuidadosamente o problema, Francis Guthrie conjecturou que qualquer mapa poderia
ser colorido com apenas quatro cores, porém nao conseguiu desenvolver uma prova
formal para o problema.

Apesar de diversas tentativas terem sido feitas por renomados matematicos, a
demonstracao para a conjectura proposta por Francis ficou em aberto por cerca de 120
anos, até que em 1976, com a ajuda de um IBM 360, Kenneth Appel e Wolfgang Haken
apresentaram uma prova do que é conhecido hoje como teorema das quatro cores.

Entretanto, o fato de Appel e Haken terem usado computadores de alta velocidade por
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mais de mil horas para concluir a demonstracao do teorema nao agradou a comunidade

cientifica, que julgava impossivel verificar os calculos apresentados.

Desse modo, muitos matematicos continuaram a buscar uma prova mais simples
para o teorema das quatro cores. Em 1994, Paul D. Seymour apresentou uma prova
que reduzia a quantidade de cédlculos a niveis bastante aceitdaveis, entretanto nao
conseguiu dispensar o uso do computador. Uma prova que nao necessite do auxilio

de computadores é uma questao que até hoje continua em aberto.

Como ja foi citado acima, é sempre possivel colorir um mapa com quatro cores.
Em algumas situagoes especificas é possivel usar menos cores. Por exemplo, se o mapa
nao tiver regides de triplice frontera, ou seja, uma regiao que tem fronteira com outras
duas, podemos colori-lo com apenas duas cores. Entretanto, sob que circunstancias
podemos colorir um mapa com apenas trés cores? Seria possivel, por exemplo, usar
apenas trés cores para colorir o mapa da regiao nordeste do Brasil? Nessa secao
apresentamos como estas questoes podem ser traduzidas por meio de um sistema de
equacoes polinomiais. No capitulo seguinte, depois de apresentada a ferramenta da

base de Grobner, mostraremos a solucao final do problema.

Como queremos usar trés cores para colorir o mapa, com o intuito de “algebrizar”o
problema, vamos representar cada cor por uma raiz ctibica da unidade, ou seja, cada
cor serd uma raiz do polinomio f = X2 — 1 e cada regidao por uma incégnita X;
que pode assumir apenas um desses trés valores/cores possiveis. Entao temos que

X3 —1=0 para todo i = 1,...,n, onde n representa o niimero de regides do mapa.

Como duas regioes vizinhas X; e X; sao raizes da unidade, temos

ou seja, X2 = X;’. Logo,
X - XP=0= (X; — X;)(X] + X;X; + X}) = 0.
Como X; # X; (pois sao regides vizinhas), temos

X?+XiX;+ X7 =0.

Desse modo, o problema da coloragao de mapas usando trés cores se resume a

obter as solugoes do seguinte sistema de equagoes polinomiais:
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X?—1=0, para 1<i<n

2.2
X2+ X, X, + X]2 =0, sempre que X;e X, forem regioes vizinhas. (22)

Observemos agora o mapa da regiao nordeste do Brasil:

Figura 2.2: Regiao nordeste do Brasil

A cada um dos nove estados que compoem esta regiao vamos atribuir uma varidavel

de C[X1, ..., Xy|. Definamos entao, sem perda de generalidade, que
X, = Sergipe X, = Paraiba X; = Piaui
Xy = Alagoas X5 = Rio Grande do Norte | Xg = Maranhao
X3 = Pernambuco | Xg = Ceara X9 = Bahia

Assim, temos a seguinte distribui¢cdo no mapa:

30



Figura 2.3: Estados do nordeste representados por variaveis X; com ¢ =1,...,9.

Determinar se é possivel colorir o mapa acima com apenas trés cores € o mesmo

X —1=
oX3—-1=0
oX3—-1=0
X} —-1=0
oX3-1=0
X —-1=0
QX?—IZO
oX3-1=0
oX3—-1=0

P+ X1 Xo+X2=0
X2+ X1 Xo+X2=0
X+ XoX3+X3=0
o X2+ XoXg+ X2 =0
X2+ X3 Xy +X7=0
X2+ X3Xo+X2=0
X+ X3Xg+Xi=0
X2+ X3X;+X2=0
X2+ X, X5+ X2 =0

OXZ —+ X4X6 + X62
o X2+ X5 X+ X2
o X? + X X7+ X2

que determinar as solugoes, se existirem, do seguinte sistema de equacoes polinomiais:

QX$ + X7X8 —I— X82 —

o X?+ X Xo+ X2 =

Na 1ltima secao do capitulo 3 mostraremos como esse sistema pode ser resolvido

a luz das bases de Grobner.

31



2.2.3 O Puzzle Sudoku

O Sudoku é um puzzle (ou quebra cabega) que se tornou muito popular no Japao,
pais onde jogos numéricos sao bem mais populares que jogos do tipo palavras cruzadas
e caca palavras, no ano de 1986, quando a Nikoli, revista de raciocinio légico oriental,
que descobriu o jogo em 1984, resolveu leva-lo para aquele pais. Apesar de muitos
acreditarem que o sudoku é de origem niponica, ele foi projetado pelo arquiteto e
designer norte-americano Howard Garns em 1979, que batizou o puzzle por Number
Place, nome que é usado até hoje nos Estados Unidos.

A partir de 2004, quando o jornal britanico The Times passou a publicar o Sudoku
em suas edi¢oes diarias, o jogo finalmente se tornou mundialmente popular.

O jogo ¢é composto por uma grade 9 x 9 dividida em nove sub-grades 3 x 3 onde
algumas cédulas ja contém numeros entre 1 e 9. O objetivo do jogo é preeencher as
cédulas vazias, com um numero em cada cédula, de modo que em cada linha, coluna
ou sub-grade, os nimeros de 1 a 9 aparecam apenas uma vez. Segue abaixo um

exemplo e sua respectiva solucgao:

o

)

w

=
wn|o|N|p|o|=|o v
plo|ol=|n|u]o|w|w

Ul lw|o|ole|r|s

Np|u]o|o|w|w|m|o

O(=lwinju|o|s|o|~N

o|lo|~]s|w|=]Nn|u|o

= lo|no|w|s|u|lw|o

~N|w|o|u|o|v]|o|s |-
olu|s|o|=|w|~|o|rn

Figura 2.4: Exemplo Figura 2.5: Solugao

Embora o objetivo seja resolver o jogo usando basicamente o raciocinio logico,
¢ perfeitamente possivel obter sua solugao associando-o a um sistema de equagoes
polinomiais. Para tanto, vamos transformar o problema de resolver um sudoku em

um problema de coloracao de mapas de modo que:
(i) cada cédula serd uma regiao do mapa a ser pintada.

(ii) duas regioes serao consideradas vizinhas (ou adjacentes) se estiverem na mesma

linha, coluna ou sub-grade.
(iii) duas regioes vizinhas nao poderao ser pintadas de uma mesma cor.

Desse modo, a solucao desse problema se dara de maneira bastante semelhante ao

problema de coloracao do mapa da regiao nordeste discutido anteriormente. Nesse
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caso, queremos colorir o mapa (grade 9 x 9) usando 9 cores (nimeros de 1 a 9) sem
que regioes vizinhas sejam pintadas com a mesma cor. Assim, associando cada cor
a uma raiz nona da unidade, e cada regiao a uma incégnita que sé pode assumir
um desses nove valores/cores possiveis, temos 81 equagoes do tipo X? — 1 = 0 com
i €{1,...,81} compondo o sistema. Além disso, sendo X; e X; duas regides distintas

do mapa, temos que:

XV =Xy =0 e (X)) - (X)) =
& (XP - Xj)(X6+X3X3+X6)_o

& (X — X)X+ XX, + X)(X)+ XX+ X0) =0
& Xi—ijoou(Xi2+Xin+XJ2)(X¢6+X?X?+XJ6):O

Quando X; e X sao regioes vizinhas, X; — X; # 0, entao
(X7 + XX, + X)(XP+ XPXP + X9) =0 (2.4)

sempre que X; e X, tem fronteira em comum. Note que cada regidao do mapa/tabuleiro

faz fronteira com com 20 outras regides, como mostra a seguinte figura

Figura 2.6: Regioes de fronteira

Como o mapa tem 81 regioes e cada uma delas faz fronteira com outras 20, o

81-20
2

equagoes do tipo X? — 1 = 0, temos um total de 810 + 81 = 891 equagdes.

sistema terd = 810 equacgoes do tipo 2.4. Adicionando a esse numero as 81

Embora o processo de resolucao do Sudoku usando bases de Grobner seja perfei-

tamente possivel por tudo que discutimos acima, o grande ntimero de equagoes que
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compoem o sistema torna o processo demasiadamente longo, mesmo com o auxilio de
softwares. Assim, decidimos descrever o processo de resolucao de uma versao mais
fraca do Sudoku conhecida como Shidoku.

O Shidoku consiste numa grade 4 x 4 dividida em 4 subgrades 2 x 2 onde algumas
cédulas ja contém numeros entre 1 e 4. O objetivo do jogo é preeencher as cédulas
vazias, com um numero em cada cédula, de modo que em cada linha, coluna ou

sub-grade, os nimeros de 1 a 4 aparegcam apenas uma vez.

Vamos entao determinar a solucao do Shidoku abaixo:

Figura 2.7: Shidoku

Note que esse ¢ um problema de coloracao de mapas usando 4 cores. Vamos entao,
inicialmente, representar cada cédula (regiao) por X; com € {1,...,16} como mostra

a seguinte figura:

X, | X | X5 | X,

Xs | Xs | X7 | Xs

Xo | X1o | X1 | Xa2

Xi3 | Xia| X5 | Xig

Figura 2.8: Cada regiao é representada por X; com i € {1,...,16}

Como queremos colorir o mapa com 4 cores, vamos associar cada cor (1,2,3,4) a

uma raiz quarta da unidade (1,7, —1,—) tal que
11, 21 3 -1, 4 —i.

Desse modo, temos 16 equagoes do tipo X! —1 =0 com i € {1,...,16}. Além

disso, dadas duas regioes X; e X, quaisquer, temos
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()" = (X)* =0

J

2 2 2\ __
X)(X2+X2) =0

J

X; -

X;

(
(X — X5) (X7 + X X5 + XPX; + X7) =0
i =0ou (X]+X; X7+ X7X; + X7) =0

Assim, sempre que X; e X sao regioes vizinhas temos que

Como cada regiao ¢ vizinha de outras 7 regides, teremos um total de

56 equagdes do tipo (2.5), ou seja, o sistema de equagdes polinomiais associado

X+ XiX;+ XX+ X =0.

(2.5)

7x16
2

problema sera formado por 16 + 56 = 72 equagoes, a saber

oXt—1=0
eX3—-1=0
eX3-1=0
eX,+1=0
o X5+1=0
oXd—-1=0
e X7 —1=0
ng—l

ng—IZO
eXio+1=0
X} —1=0
eXi2o—1=0
eXi3—1=0
X}t —1=0
oXi —1=0
X —1=0

X+ X1 X2+ X2Xo+X3=0
X+ X1 X2+ X2X3+X3=0
X+ X1 X2+ XXy +X5=0
X+ X1 X2+ X2X5+X3=0
X3+ X1 X2+ X2Xe+ X2 =0

o X3+ X1 X2+ X2Xg+X3=0

o X3+ X1 X% + X2X134+ X3, =0
X3+ XoX2 + X2X3+ X3 =

X3+ XoX?+X2X4+X3=0
X3+ Xo X2+ X2X5+ X3 =0
X3+ Xo X2+ X2X6+ X2 =0

o X3+ Xo X% + X2X104+ X5, =0
o X3+ Xo X2, + X2X144+ X3, =0
o X3+ Xs X7+ X2Xy4+X3=0

o X3+ X3 X2+ X2ZX7 4+ X3 =0

o X3+ XsXZ+ XZXg+ X3 =0

o X3+ X3 X + X23X11+ X3, =0
o X3 + X X% + X2X 154+ X35 =0
X3+ XuXZ+ X3X7+X23=0
X3+ XuXZ+X3Xs+X3=0

o X3+ XuX2 + X2X124+ X3, =0
o X3+ XuX% + X2X16+ Xj5=0
X3+ X5 X2+ X2Xe+ X3 =0

o X2+ X5 X2+ X2X7+X23=0

o X2+ X5 X2+ X2Xs+ X2 =0

o X2+ X5 X2+ X2X9+X3=0

o X3+ X5 X% + X2X134+ X3, =0
X2+ XeXZ+X2X7+X2=0

o X2+ XeXZ+X2Xs+ X3 =

o X3+ Xe X% + X2X104+ X3, =0
o X3+ XeXZ, + X2X144+ X3, =0
X2+ X7 X2+ X2Xs+ X3 =

o X3+ X7 XE + X2X11 4+ X3, =0
o X3+ X7 X3 + X2X154+ X35, =0
ng’ + X3X122 + X82X12 + X%Z =0
o X3+ Xg X% + X2X164+ X35 =0
o X3+ Xo X% + X2X104+ X3, =0
o X3+ Xo X% + X2X11+ X3, =0
o X3+ Xo X% + X2X12+ X3, =0
X3 + Xo X% + X2X13+ X33 =0
X3+ XoX?, + X2X14+ X3, =0
o X5+ X10X? + X3 X1+ X3, =0
o X3 + X10X% + X3 X12+ X3, =0
o X3+ X10X% + X3 X153+ X3, =0
o X3+ X10X2 + X3 X1u+ X3, =0
o X3P + X1 X+ XE X2+ X3, =0
X3 4+ X11 X7 + X3 X15 + X35 =0
X3+ X11 X%+ X} X166+ X5 =0
o X3y + X12X% + X7, X15 + X5 =0
o X3, + X12X% + X3 X16+ X35 =0
o X3P+ X153 X%, + X X1u+ X3, =0
X3P, + X153 X3 + X34 X15+ X35 =0
o X3P + X135 X% + X5 X6+ X5 =0
o X3 + X1uXE + X3 X5+ X5, =0
o X3 + X1 X%+ X3 X6+ X35 =0
o X3P + X15 X% + X% X16+ X35 =0

ao

(2.6)

Desse modo, para determinar a solucao do problema do shidoku devemos resolver
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esse sistema de equacoes polinomiais. Assim como no caso do problema de coloragao
do mapa da regiao nordeste, apresentaremos a solucao desse sistema de equacoes

polinomiais na ultima secao do capitulo 3 utilizando as bases de Grobner.
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Capitulo 3
Base de Grobner

Neste capitulo, estudaremos a teoria das bases de Grobmner para anéis de po-
linomios, desenvolvida por Bruno Buchberger em 1965, que foi assim batizada em
homenagem a seu orientador Wolfgang Grobner. Nosso objetivo é usar as bases de
Grobner para resolver sistemas de equagoes polinomiais de qualquer grau e com qual-

quer numero de varidaveis no corpo dos Complexos.

3.1 Ordem monomial

Definicao 3.1.1. Uma relagao R sobre um conjunto S é uma relagao de ordem se
(i) (Vx)(z € S = xRx) (R é reflexiva)
(ii) (Vz,y € S)(zRy e yRx = = = y) (R é anti-simétrica)
(iii) (Vz,y,z € S)(xRy e yRz = xRz) (R ¢ transitiva)

Vemos que a relagao dada por a < (8 sobre N, Z,Q ou R, assim como a relagao
a|f sobre N sao relagoes de ordem. Entretanto, a relacdo a|f sobre Z,Q ou R nao
¢ de ordem pois 1| — 1 e —1|1, porém —1 # 1 o que mostra que a relagdo nao é

anti-simétrica.

Definicao 3.1.2. Uma relacao de ordem R sobre um conjunto S é dita relacdo de

ordem total se para qualquer z,y € S, xRy ou yRx.

Note que a relagao de ordem a < 3 é total sobre N, Z,Q ou R pois dados «, 3
quaisquer nesses conjuntos temos que a < f ou f < a ou @ = . Ja a relagao de

ordem «|f nao é total sobre N.
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Definigao 3.1.3. Polinomios em C[X7, ..., X, ] da forma X" --- X% com (a1, ...,q,) €

n

', sao chamados de monomios.

Notacao: Para cada o = (aq,...,q,) € Z' representaremos simplificadamente o
monomio Xi* - X por X*.

Quando trabalhamos com polindomios em uma variavel, existe uma relacao de
ordem trivial para os monomios: a relagao que os organiza no polinéomio em ordem
decrescente (ou crescente) de grau. No caso de polinémios em varias varidveis nao
existe, a principio, uma ordenagao trivial. Em geral é possivel ordenar os monomios
de um polindbmio em varias varidaveis de diversos modos dependendo, entre outros
fatores, de qual varidvel é “mais significativa”.

A seguir definiremos uma ordena¢ao monomial e apresentaremos trés tipos de
ordenacao que podem ser usadas para ordenar monomios em um polinomio com

varias variaveis.

Defini¢ao 3.1.4. Uma ordenagcio monomial sobre C[X;, ..., X,]| é uma relagao >
sobre Z}, ou equivalentemente, uma relagao > sobre o conjunto dos monomios X =

X' X com a € Z, satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) > é uma relacao de ordem total sobre Z'
(i) Sea> ey € Z}, entdo a +v > B+ 1.

(ili) > é uma boa ordenagdo em Z7, ou seja, todo subconjunto nao-vazio de Z’ tem

um elemento minimo sobre >.
O lema abaixo é uma reformulacdo da condigao (iii) na defini¢ao acima.

Lema 3.1.5. Uma relagdao de ordem > sobre Z € uma boa ordenacgao se, e somente

se, toda sequéncia estritamente decrescente em 2.1}
a(l) > a(2) > a(3) > ..

€ finita.

Prova. Usando a contrapositiva, queremos mostrar que existe uma sequéncia infinita
estritamente decrescente em Z} se, e somente se, > nao ¢ uma boa ordenacao em Z; .

(<) Se > nao ¢ uma boa ordenagao em Z'}, entdo algum subconjunto nao vazio
S C Z% nao tem um menor elemento. Considere a(1) € S. Note que a(1) nao é
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o menor elemento de S. Assim, existe «(2) € S tal que a(1) > «(2) e @(2) nao é o

menor elemento de S. Continuando esse processo, concluimos que
a(l) > a(2) > a(3) > ...

é uma sequéncia infinita estritamente decrescente.
(=) Se S = {a(1),a(2),«(3),...} C Z% é uma sequéncia infinita estritamente
decrescente, entao S nao tem um elemento minimo, o que mostra que > nao é uma

boa ordenacao. O

Observagao 3.1.6. Notemos que a ordem usual dos elementos de Z,
>m+1l1>m>...>3>2>1>0

satisfaz as trés condigoes da Definicao 3.1.4. Assim, o grau de ordenagao de monomios

em C[X] é uma ordenag¢do monomial.
Nas subsecoes a seguir apresentaremos trés tipos de ordenacao monomial sobre

n-uplas.

3.1.1 Ordenagao Lexicografica

Definicao 3.1.7. Sejam a = (ay,...,an) ¢ 8 = (51, ..., Bn) € Z7. Dizemos que « €
uma ordenacdo lexicogrdafica em B, ou simplesmente o >, 5 , se no vetor diferenca

a — 3 € Z} a coordenada nao-nula mais a esquerda ¢ positiva.
Os exemplos a seguir ilustram bem a definicao acima:
(a) a=1(3,4,2) > B =(1,5,2) pois a — 5 = (2,—1,0).
(b) a=(1,2,5) >z B =(1,2,3) pois a — 3 = (0,0, 2)
Proposicao 3.1.8. A ordenagao lexicogrdfica sobre Z} é uma ordenagao monomial.

Prova. (i) A justificativa para >, ser uma ordenagao total segue da defini¢ao e do
fato de que a ordem numérica sobre Z, ser uma ordenacgao total.

(il) Se @ >, B, entao ag — Py > 0, onde k é a posigao da primeira coordenada
nao nula de o — 8. Note que, dado v € Z%, (e +7) — (B +7) = a — . Assim, a

primeira coordenada nao nula é novamente oy — 55 > 0.
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(iii) Suponha por absurdo que >, ndo é uma boa ordenagao. Assim, pelo Lema

3.1.5, existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente
(1) >pep a(2) >1e:> a(3) >pes -

de elementos de Z7 . Considere a primeira coordenada de cada um dos vetores
a(i) € Z7. Pela definicdo de ordem lexicogréfica, estas coordenadas formam uma
sequéncia nao crescente de numeros inteiros nao negativos, portanto devem se esta-
bilizar. Assim, existe um k tal que a primeira coordenada de todos os a(7) com i > k
é igual.

A partir de a(k), as segundas coordenadas determinam a ordem lexicografica
e, pelo mesmo motivo apresentado acima, formam uma sequéncia nao crescente de
nimeros inteiros nao negativos e, portanto, devem também se estabilizar. Continu-
ando esse processo vemos que para algum ¢, «(f), a(¢ + 1), ... sdo todos iguais, o que
é um absurdo pois a(f) >, a(l + 1). O

Convém observar que uma ordenagao lexicografica estd associada ao modo como as
variaveis estao ordenadas. Assim, para evitar dibias interpretagoes, quando usarmos
a ordenacao lexicografica, iremos considerar X; > ... > X,.

Desse modo, numa ordenacao lexicografica, uma variavel domina qualquer monomio

que contem varidveis menores. Assim, se X >Y > Z entao X? >, XY°?Z3.

Observacao 3.1.9. O termo ordem lexicografica é usado para determinar o modo
como as palavras aparecem no dicionario. Observe que, de certo modo, € isso que esta-
mos fazendo com os monomios. Se, por exemplo, escrevéssemos os mondmios X 2Y3Z
e X2Y273 como as “palavras’ XXYYY Z e XXYY ZZ 7, entao a “palavra’ X XYYY 7
apareceria antes no dicionario, o que coincide com a ordem lexicografica dos monomios

em questao.

3.1.2 Ordenacao lexicografica graduada

Definigao 3.1.10. Sejam «, 3 € Z'}. Diremos que o > g, 3 se

la| = Za(i) > |B| = ZB(@') ou quando |a| = |B] e a >, 5.
i=1 i=1

Assim, a ordem glex ordena primeiro pelo grau total e usa a ordem lex quando hé
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igualdade no grau total dos monomios. Abaixo seguem alguns exemplos para facilitar

o entendimento:
(a) a=(1,3,2) >ge: 5= (2,1,2) pois |a]| =6 > 5= |f|
(b) a=1(1,3,4) >y 5= (1,1,6) pois || =8 =|B| e (1,3,4) >y (1,1,6)

(¢) X2Y3Z2 > ., X3Y 22

3.1.3 Ordenacgao Lexicografica Graduada Reversa

Definigao 3.1.11. Sejam «, 3 € Z'}. Diremos que & > g evier 3 s€

n

o] =) a(i) > [8] = ZB ou quando |a| = |f]

i=1

e em « — (3, a coordenada nao nula mais a direita é negativa.

Alguns exemplos:
(8) &= (1,3,2) >grevtea B = (2,1,2) pois |a] =6 > 5 = ||
(b) a=(3,3,4) >greviex B = (1,5,4) pois |a| =10 = || e « — f = (2,—2,0)

Agora vamos ver como aplicar uma ordenacao monomial a polinémios em geral.

Para isso, considere f =) a,X* em C[X7, ..., X,,]. Se selecionarmos uma ordena¢ao

monomial >, entao é possivel ordenar os monémios de f de modo nao ambiguo com
respeito a >. Por exemplo, seja f = XY3Z + XY32? + X273 € C[X,Y, Z]. Entao,

colocando os termos de f em ordem decrescente,

(i) Considerando a ordenacao lex, temos:
f=X*Z2+ XY 722 + XY?Z
(ii) Considerando a ordenacao grlex, temos:
f=XY’Z?+ X*Z° + XY?Z
(iii) Considerando a ordenagao grevlex, temos:
f=XY*Z? + XY’ Z + X*7°
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Definig¢ao 3.1.12. Seja f = > 4o X um polindémio nao nulo em C[X7, ..., X,,] e seja

> uma ordenagao monomial.
(i) O multigrau de f é:
multigrau(f) := max{a € Z"; aq # 0}
onde o maximo € escolhido com respeito a >.

(ii) O coeficiente lider de f é:

CL(f) = amultigrau(f) S C
(iii) O mondmio lider de f é:

ML(f) — Xmultigrau(f)

(iv) o termo lider de f é:
TL(f) == CL(f) - ML(f)
Exemplo 3.1.13. Seja f = 2X2Y7Z—-3X°Y 244+ XY 28— XY*+4X°Z3 € C[X, Y, Z].

e Considerando a ordem >, temos:
multigrau(f) = (6,0,3), CL(f) =4, ML(f)=X%2Z% e TL(f)=4X°%2Z3
e Considerando a ordem > g, temos:
multigrau(f) = (5,1,4), CL(f) = -3, ML(f)=X°YZ* e TL(f)=-3X°YZ.

e Considerando a ordem > g ¢yiep t€mos:

multigrau(f) = (2,7,1) CL(f) =2 ML(f)=X?Y'Z e TL(f) =2X?*Y"Z.

No lema a seguir listamos algumas propriedades basicas da funcao multigrau.
Lema 3.1.14. Sejam f,g € C[Xy, ..., X,] polinomios nao-nulos. Entdo:
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(i) multigrau(f - g) = multigrau(f) + multigrau(g)

(i) Se f+g # 0, entao multigrau(f+¢) < max{multigrau(f), multigrau(g)}. Além

disso, se multigrau(f) # multigrau(g), entao

multigrau(f + ¢) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

Prova. (i) Sejam f = ZaX"‘ @ eg = Zb XAU) polinomios em C[X7, ..., X,].

Suponha sem perda de generahdade que multlgrau( f) = a(1) e multigrau(g) = B(1).

Assim,
f-g = ZaZXO" Zb XA0G)
= Z Z a;b; X +80)

i=1 j=1
n

N 0 X L SN g xa+0)
Z V1 +ZZ 1Vj

i=1 i=1 j=2

= b XA 4 Z ;b XO+BM) | Z Z a;b; X +B0)-

i=2 i=1 j=2

Como a(l) + B(1) > a(i) + B(j) paratodo 1 <i<mn,1 <j<mea -b #0

(pois C é um corpo), entao

multigrau(f - g) = (1) + B(1) = multigrau(f) + multigrau(g).

(ii) Se f e g sao polinomios tais que f + g # 0, entdo o multigrau(f + g) esta
definido. Suponhamos a principio que multigrau(f) # multigrau(g). Nesse caso, é

facil ver que
multigrau(f + ¢) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

Entretanto, se multigrau(f) = multigrau(g) temos que analisar duas possibilidades:
(1) TL(f) = =TL(9g).
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Neste caso os termos lideres se anulam e, por isso,
multigrau(f + ¢g) < multigrau(f) = multigrau(g),

ou seja,

multigrau(f + ¢) < max{multigrau(f), multigrau(g)}.

(2) TL(f) # —TL(g).

Neste caso, os termos lideres nao se anulam e, por isso,

multigrau(f + ¢) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

3.2 Algoritmo da Divisao em C[X1,..., X,]

Apos estabelecer critérios através dos quais conseguimos ordenar os monomios
que compdem um polindémio em C[Xy, ..., X,], a pergunta que naturalmente surge
é: seria possivel estender o algoritmo da divisao para polindmios de uma variavel de
modo a utilizd-lo em problemas com polinémios de varias variaveis? Veremos em
seguida que a resposta para essa pergunta € sim.

Em geral, nosso objetivo é dividir f € C[X},..., X, por fi,..., fs € C[Xy,..., X,],

ou seja, queremos expressar f na forma
f=afi+.. . tafs+r

onde os “quocientes”’ay, ..., as e 0 “restos”r pertencem a C[X7,..., X,].
Basicamente vamos proceder com n do mesmo modo que com uma variavel: ten-

taremos cancelar o termo lider de f (fixada uma ordem monomial) subtraindo-a pelo

produto de alguma f; por um monomio convenientemente escolhido. Antes de forma-

lizar o algoritmo vamos considerar alguns exemplos.

Exemplo 3.2.1. Dividir f = XY? +1por f; = XY +1e fo =Y + 1, usando a
ordenagao lexicografica com X > Y. Colocando os divisores f; e fy na chave e os

quocientes a; e ap abaixo dela, temos o seguinte esquema:
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XY?+1| XY +1
Y +1

aj -
a9
Note que os termos lideres TL(f;) = XY e TL(f;) =Y dividem o TL(f) = XY?.

Vamos entao dividir primeiro f por f;. Assim, para iniciar o processo, inicialmente

dividimos XY? por XY cujo resultado ¢ Y, e subtraimos f do produto de Y por fi,

obtendo:
XY?+1| XY +1
Y+1

—Y+1 CLliY
a9

Em seguida repetiremos o mesmo processo para —Y + 1, porém dessa vez dividi-
remos por fy pois TL(f;) = XY nao divide o TL(—=Y + 1) = =Y. Assim,

XY24+1| XY +1
Y +1
—Y+1 a1:Y
2 ay:—1

Como os termos lideres de f; e fy nao dividem 2, o processo de divisao acaba de

modo que 7 = 2. Assim, temos
f=XY?4+1=Y(XY + 1)+ (-1)(Y +1)+2

No préoximo exemplo veremos uma inesperada sutileza que pode ocorrer quando

trabalhamos com polinomios com mais de uma variavel.

Exemplo 3.2.2. Dividir f = X?Y + XY?2+Y por f1 = XY —1le fo =Y?2 -1
considerando a ordenagao lexicografica com X > Y.
As etapas iniciais do processo de divisao seguem do mesmo modo que no exemplo

anterior, lembrando que quando os dois termos lideres dividem f usamos o primeiro:
XY + XY?+Y? | XY -1
YZ-—1
XY? 4+ X+Y? a: X+Y
X+Y?24+Y  ay:
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Observe que os termos lideres de fi e f; nao dividem o TL(X + Y2 +Y) = X.
Porém X + Y2+ Y nao ¢ o resto pois TL(f,) divide Y. Desse modo, “movendo” X
para o resto podemos continuar a divisao.

A fim de deixar o algoritmo organizado, vamos criar uma coluna para o resto r, a
direita dos divisores, onde colocaremos os termos que o compoem.

Além disso, denominaremos cada polinomio abaixo do dividendo por dividendo

intermedidrio, e continuaremos o processo até que ele se anule.

XY +XY?+Y? | XY —1 resto
Y2 -1
XY?4+X+Y? a: X+Y
X+Y?’4+Y  ay:1 — X
Y24+Y
Y +1 — Y +1
0 r=X+Y+1

Assim, orestoé X +Y +1e

f=XY + XY+ YV =(X+Y) XY - 1) +1(Y* - 1)+ X+ YV +1

Convém observar que o resto dessa divisao é uma soma de monomios nao divisiveis
pelos termos lideres de f; e fs.

Finalmente, vamos enunciar o algoritmo da divisao em C[Xq, ..., X,].

Teorema 3.2.3. (Algoritmo da divisao em C[X1,..., X,]) Fize uma ordem mo-
nomial sobre 77 e seja F' = (fi,...,fs) uma s-upla ordenada de polinémios em
C[X1,...,Xy]. Entao todo f € C[Xy,...,X,] pode ser escrito como

f=a1fi+...+asfs+r

onde a; € C[Xy,...,X,] er =0 our é uma combinagdo linear de mondémios com
coeficientes em C, de modo que nenhum deles é divisivel por algum termo lider de
fi,---, fs. Chamaremos r de um resto de f numa divisio por F. Além disso, se
fi #0, entao

multigrau(f) > multigrau(a; - f;)

Prova. Podemos ter as seguintes situacgoes:
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(A;) ou existe TL(f;,) que divide T'L(f)

(By) ou nao existe T'L(f;,) que divida T'L(f).

Definamos

) f—=(TL(f)/TL(fi,))fi, caso aconteca (A;)
b= f—TL(f) caso acontega (By)

Em todo caso, podemos escrever

f= (Zaifi) +pitn

onde 71 = 0 ou r; = TL(f)
Se T'L( f;) nao divide nenhum termo de p; para qualquer 1 < i < s ou p; = 0 entao
o teorema fica provado, basta fazer r = p; 4+ r;. Caso contrério, temos as seguintes

situacoes:

(As) ou existe T'L(f;,) que divide T'L(p;)

(B2) ou nao existe TL(f;,) que divida T'L(py).
Definamos

Dy = p1— (T'L(p1)/TL(fi,))fi, caso acontega (As)
? p1— TL(py) caso acontega (By)

Em todo caso, podemos escrever

f (Zaifi)+p1+T1:(Zaz‘fi)‘i‘p2+7‘1+7’2

onde 1y = 0 ou 79 = T'L(py).

Se T'L( f;) nao divide nenhum termo de p, para qualquer 1 < i < s entao o teorema
fica provado, basta fazer r = py + r; 4+ ry. Caso contrario, de maneira analoga cons-
truimos um ps e assim sucessivamente. Afirmamos que esse processo de construcao
dos p; nao pode continuar idefinidamente. Para verifcar esta afirmacao notemos que,

em virtude do Lema 3.1.14 e da forma que os p; sao definidos, temos

multigrau(p;_;) > multigrau(p;)
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caso p; # 0 Mas, pelo Lema 3.1.5, a sequéncia
multigrau(p;) > multigrau(ps) > ...

¢ finita. Assim, devemos chegar a uma certa etapa j em que p; = 0. Consequente-
mente, o processo de construcao dos p; deve encerrar nessa etapa e temos o teorema
demonstrado. O

Notemos que o algoritmo da divisao no caso do anel de polinomios em uma tnica
variavel C[X] decide completamente se um polinémio pertence ou ndo a um determi-
nado ideal. De fato, neste caso temos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para
um polinémio f pertenca a um ideal I = (g) é que o resto r da divisao de f por
g seja zero. No caso de um anel de polinémios em vérias varidaveis C[X7, ..., X,],
¢ fato 6bvio que se o resto da divisao de um polinomio f por polinomios fi,..., fs
é zero entao f € (f1,..., fs), ou seja, o resto ser zero é condigao suficiente para f
pertencer ao ideal (fi,..., fs). Todavia, o resto ser zero nao é condi¢do necessaria

para f pertencer ao ideal como nos revela o seguinte exemplo

Exemplo 3.2.4. Sejam f; = XY +1e f, = Y?—1 € C[X,Y]. Considere a ordenacao
lexicografica. Dividindo f = XY? — X por fi, f» temos que

XY?2-X | XY +1
Y2 -1

-X-Y a:Y

—X-Y ay:0

ou seja,
f=XY? - X =Y(XY+1)+0Y*-1)+(-X —-Y)

Note que este resultado, a principio, nao garante que f € (fi, fa).

Entretanto, dividindo f por fs, fi temos:

XY?2-X|Y?-1
XY +1

0 ap : X

0 as : 0

donde obtemos
f=XY - X=XY?-1)+0XY +1)+0
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o que mostra que f € {f1, fo)

Assim, do ponto de vista do problema de pertinéncia de um elemento em um ideal,
podemos concluir que o algoritmo da divisao em C[X7, ..., X,] é uma generalizacao
imperfeita do algoritmo da divisdo em C[X]. Levando em considera¢ao que quando
lidamos com uma cole¢ao de polindémios fi, ..., fs em C[Xy,..., X,] é desejavel de-
terminarmos o ideal gerado por eles, uma pergunta que naturalmente surge é: qual
seria um bom conjunto gerador de I7 Para tal conjunto, queremos que o resto r seja
unicamente determinado e que » = 0 seja condi¢ao necessaria e suficiente para que
f pertenca ao ideal. Mais a frente veremos que as Bases de Grobner sao justamente

esse bom conjunto gerador de I.

3.3 Ideais Monomiais

Nesta secao estudaremos, de modo cuidadoso, as propriedades dos chamados ideais

monomiais. Inicialmente, definiremos ideais monomiais em C[Xj, ..., X,].

Definicao 3.3.1. Um ideal I C C[Xjy,...,X,] é um ideal monomial se existe um
subconjunto A C Z'} de modo que I consiste de todos os polinémios que sao somas
finitas da forma ZhaXa, onde hy € C[Xq,...,X,], a € A. Nesse caso, vamos

acA
escrever | = (X*: o € A).

O lema abaixo nos da uma caracterizacao alternativa para saber quando um dado

monomio pertence a um ideal monomial

Lema 3.3.2. Seja I = (X*: a € A) um ideal monomial. Um monémio X? pertence
a I se, e somente se, XP € divisivel por X para algum o € A.

Prova. Se X? ¢é miiltiplo de X%, entdo, pela definicio de ideal, concluimos que

XP € I. Reciprocamente, se X? € I, entao X? = > h; X onde h; € C[Xy, ..., X,]
i=1
e a; € A. Escrevendo cada h; como uma combinagao linear de monomios, distribuindo

os produtos e agrupando os termos semelhantes, temos que
t
X7 =3 "a, X™

k=1

onde a,, € C.
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Note que cada parcela do lado direito dessa igualdade ¢é divisivel por algum X<

com «; € A. Além disso, se o lado esquerdo da igualdade é um monomio, entao o
t
lado direito também é. Assim, XP = >~ a,, X7 se, e somente se, t = 1 e a,, = 1, ou
k=1

seja,
Xﬁ = X1,

Como X% divide X1 entdo X% divide X?, o que conclui a demonstracao. O

Observe que XP é divisivel por X® quando X? = X . X7 para algum ~ € 7y,

ou seja, B = a + 7. Assim, o conjunto
a+Z ={a+y:veZi}

é formado pelos expoentes de todos os monodmios divisiveis por X¢.
Se, por exemplo, I = (X*Y?% X3V X?2Y®) entao os expoentes dos monomios em

I formam o conjunto
((4,2) +Z3) U ((3,4) +Z3) U ((2,5) + Z%) .
O lema abaixo mostra se é possivel decidir se um polinémio f pertence ou nao a

um ideal monomial verificando os monomios de f.

Lema 3.3.3. Seja I um ideal monomial e seja f € C[Xy,...,X,]. Entao sio equi-

valentes:
(i) fel.
(ii) Todo termo de f pertence a I.

(iii) f € uma combinagao linear de monomios em I.

Prova. As implicagoes (iii) = (i) = (i) sdo triviais. Assim, basta mostrar que

(i)=-(iii). Se f € I entdo, por definicao de ideal monomial,

k
f= hX
i=1

onde hy € C[Xy,...,X,] e a), € A.
Se expandirmos cada hy como combinacao linear de monomios, efetuarmos os

produtos e agruparmos os termos semelhantes, é facil ver que toda parcela do lado
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direito da igualdade é divisivel por algum X**. Assim, pelo Lema 3.3.2 , cada parcela

de f pertence a I. Portanto f é uma combinacao linear de monomios de 1. O

Corolario 3.3.4. Dois ideais monomiais sao iguais Se, e somente se, contém os

Mesmos Monomios.
Finalmente podemos enunciar o importante lema abaixo.

Lema 3.3.5. (Lema de Dickson). Um ideal monomial I = (X* : o € A) C

C[Xy,...,Xy] pode ser escrito na forma
I = (XM X))

onde a(1),...,a(s) € A. Em particular, I tem uma base finita.

Prova. Vamos provar esse lema por indugao sobre o niimero n de variaveis.

Se n =1, entdo I é um ideal em C[X;]| gerado por monémios do tipo X7, onde
a; € A C Z,. Seja f o menor elemento de A. Como [ < «; para todo ¢, temos que
X f divide todos os outros geradores X{", ou seja, I = (X f ), donde concluimos que o

Lema de Dickson vale para n = 1.

Suponhamos agora que n > 1 e que o lema seja valido para n—1. Representemos as

variaveis como Xi,..., X,_1,Y. Assim, os monomios em C[Xy,...,X,_1,Y] podem
ser escritos como X - Y™ onde o = (aq,...,q,_1) € Z?r_l em € L.

Suponhamos que I C C[Xy,...,X,,_1,Y] seja um ideal monomial. Seja J um
ideal em C[Xj, ..., X,,_1] gerado por monomios X tais que XY™ € [ para algum

m > 0. Como J, por construcao, ¢ um ideal monomial temos, por hipétese indutiva,

que J possui um nimero finito X* de geradores, isto é
J= (XWX,

Note que X*@.Y™ ¢ [ para todo 1 < i < s e para algum m; > 0. Seja m o maior
dos m;. Assim, para cada k entre 0 e m—1, consideremos o ideal J, C C[ X7, ..., X,,_1]
gerado pelos monémios X? tais que XA® . Y* € I. Por hipétese indutiva J, tem um

niimero finito de monémios geradores, digamos J;, = (X1 Xax(sk)),
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Podemos entao afirmar que I é gerado pelos monomios da seguinte lista:

de J = Xe®.ym X)) .ym
de Jy : Xeo) - Xo(so)
de J; : Xy, | Xeal)y

de Jyoq @ XomoiDym=l o Xem-i(smo1)ym=1

Note primeiramente que todo monémio em [ é divisivel por algum monoémio da

lista. Para justificar esse fato basta considerarmos um monémio X*Y? € I. Assim,
(i) Se p > m, entdo X*Y? ¢ divisivel por algum X*®Y™ pela construcio de .J.

(ii) Se p < m — 1, entdo X*Y? é divisivel por algum XU Y? pela construcio de
JP

Assim, pelo Lema 3.3.2, os monomios acima geram o ideal I. Pelo Corolario 3.3.4,
isso implica que os ideais sao iguais, o que prova nossa afirmacao.

Para completar a demonstracao desse importante lema, precisamos ainda mostrar
que um conjunto finito de geradores pode ser escolhido a partir de um dado conjunto
de geradores (possivelmente infinito) do ideal.

Seja I = (X*: a € A) C C[Xy,...,X,] um ideal monomial. Queremos mostrar
que I é gerado por um ntimero finito de monémios X2® € I. Pelo que argumentamos

anteriormente, sabemos que I tem um numero finito de geradores, ou seja,
I = (XPW_  XPE)y

para certos monémios X ¢ I. Como X ¢ [ = (X* : a € A), temos que, pelo
Lema 3.3.2, cada XA ¢ divisivel por X*) para algum (i) € A e, portanto

X80 — p. X0

onde h; € C[Xy,..., X, parai=1,2,...,s.

Assim, dado f € I, podemos escrever

i—1

=1
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onde a;h; € C[X1,...,X,] e, portanto f € (XM . X)),

Logo, I = (XM . X)) o que completa a demonstracao. |

3.4 Base de Grobner

Nessa secao veremos como solucionar definitivamente o problema da descrigao
de um ideal, ou seja, seremos capazes de reconhecer quando um polinomios f de
) Y
C[Xjy, ..., X,] pertence ou nao a um ideal I desse mesmo anel. Nosso estudo nos
guiard a bases ideais com “boas”propriedades relativas ao algoritmo da divisao em
ClXy, ..., X,]. A ideia chave é que, uma vez escolhida uma ordem monomial, todo
7 ) ) 7
olinomio f em C|Xq,...,X,| terda um tnico termo lider T'L( f). Assim, para qualquer
9 9 9
ideal I, podemos associd-lo a um ideal de termos lideres, como sugere a definicao

abaixo.
Definicao 3.4.1. Seja I C C[X4,...,X,] um ideal nao nulo.

(i) Denotamos por T'L(I) o conjunto formado pelos termos lideres dos elementos
de I, isto é

TL(I) = {cX% existe f € [ com TL(f) = cX*}.

(ii) Denotamos por (T'L(I)) o ideal gerado pelos elementos de T'L(I)
Proposicao 3.4.2. Seja I C C[Xy,...,X,]| um ideal.

(i) (T'L(I)) € um ideal monomial.

(i) Ezistem gi,...9s € I tais que (T'L(I)) = (T'L(g1),...,TL(gs)).

Prova. (i) Os monomios lideres M L(g) de elementos de g € I — {0} geram o ideal
monomial (ML(g) : g € I —{0}). Note que T'L(g) e ML(g) se diferem apenas por

uma constante nao-nula, logo
(ML(g) : g € I —{0}) =(TL(g) : g € I —{0}) = (T'L(I))
ou seja, (T'L(I)) é um ideal monomial.
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(ii) Observe que (T'L(I)) é gerado por monémios M L(g) com g € I —{0}. Assim,

pelo Lema de Dickson, temos
(TL(I)) = (ML(q1), - .., ML(gs))

para um ndmero finito de ¢gy,...,9s € I. Como ML(g;) e TL(g;) se diferem apenas

por uma constante nao-nula, concluimos que

(TL(I)) = (TL(91), - -, TL(gs))

0 que completa a demonstracao. O

Como pudemos ver na secao 3.2 deste capitulo, os termos lideres de um po-
linomio tém grande importancia no algoritmo da divisao. Isso nos mostra uma su-
til, porém importante, ponto a cerca do (T'L(I)). Mostra que dado um conjunto
gerador finito para I, por exemplo I = (fi,..., fs), entdao (T'L(f1),...,TL(f,)) e
(TL(I)) podem ser ideais diferentes. Como TL(f;) € TL(I) C (T'L(I)) temos que
(TL(f1),...,TL(fs)) € (TL(I)). Entretanto, (I'L(I)) pode ser estritamente maior.

Para observar esse fato, consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.4.3. Seja I = (fy, fo), tal que fi = X3 —2XY e fo = X?Y —2Y? + X.

Usando a ordenagao lexicografica graduada em C[X,Y] com X > Y temos
X (XY —2Y2 4+ X) - Y - (X - 2XY) = X?

donde concluimos que X? € I. Assim, X? = TL(X?) € (T'L(I)). Porém X? nao
é divisivel por TL(f;) = X? nem por TL(f,) = X?Y; logo, pelo Lema 3.3.2, temos
X? ¢ (TL(f1), TL(f2))-

Finalmente, chegamos a definicao do que é uma base de Grobner

Defini¢ao 3.4.4. Seja I um ideal de C[X7, ..., X,]. Um conjunto {gi,...,g,} de ge-
radores de I é chamado de base de Grébner de I se a inclusao (T'L(fy),...,TL(fs)) C
(T'L(I)) for uma igualdade.

Teorema 3.4.5. Fize uma ordem monomial. Entdo todo ideal I C C[Xy,...,X,]

nao nulo tem uma base de Grobner.

Prova. Se I = {0} nao hé o que demonstrar. Suponhamos entdo que I contém

algum polinéomio nao nulo. Assim, pela Proposicao 3.4.2, existem g¢1,...,gs € I tais
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que
(TL(I)) = (TL(g1), - .., TL(gs))

Vamos provar que I = (g, ...,gs). Notemos inicialmente que (gi,...,gs) C I pois
cada g; € I. Reciprocamente, se f é um polinomio qualquer tal que f € I entao, se

dividirmos f por g1, ..., ¢gs chegaremos a uma expressao do tipo
f=aigi+...tasgs+r

onde r nao ¢é divisivel por nenhum dos termos lideres de ¢4, ..., gs. Reescrevendo a

expressao acima de modo conveniente temos
r=f—ag1+ ...+ asgs.

Se r # 0, entdo TL(r) € (TL(I)) = (TL(¢1),...,TL(gs)). Entao, pelo Lema
3.3.2, temos que T'L(r) é divisivel por algum T'L(g;), o que é uma contradi¢ao. Logo

r = 0 e, portanto
f=ag+... +ayg, € (TL(I)) = (TL(g1), ..., TL(gs))

o que mostra a inclusao I C (g1, ..., gs)- O

3.5 Propriedades das Bases de Grobner

Na segao anterior, vimos que todo ideal em C[Xj, ..., X,]| possui uma base de
Grobner. Veremos agora algumas propriedades das bases de Grobner que nos permi-
tem decidir se um polinémio pertence ou nao a um ideal. Mais precisamente, veremos
que o resto obtido no algoritmo da divisao é tinico quando dividimos por uma base
de Grobner.

Proposicao 3.5.1. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grébner para um ideal I C
ClX1,..., X, eseja f € ClXy,...,X,]. Entdo, existe um tunico r € C[Xq,...,X,]

com as sequintes propriedades:
(i) Nenhum termo de r é divisivel por algum dos TL(g1),-..,TL(gs).
(ii) Ewmiste g € I tal que f =g+ .
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Em particular, v € o resto da divisdo de f por g, nao importando como os elementos

de G estao ordenados quando usamos o algoritmo da divisao.

Prova. (FEzisténcia) Sabemos, pelo algoritmo da divisao que
f=aigi+...tasgs+r

tal que r, pela construgao do algoritmo da divisao, satisfaz 7). Como g¢1,...,¢9s € I,
entao a1g1 +...+asgs =g € I. Assim, f = g+r com g € I, o que prova a existéncia
de r.
(Unicidade) Suponhamos que existam gi, ga, 71,72 tais que f = g1 +r; = g2 + 79
que satisfagam (i) e (ii). Assim, ro — 7 = g1 — g2 € I. Se r; # 19, entdo T L(ry —
r) € (TL(I)) = (T'L(¢1),...,TL(gs)). Desse modo, pelo Lema 3.3.2, concluimos que
TL(ry —ry) é divisivel por algum T'L(g;) o que é uma contradi¢ao pois nenhum termo
lider de r; ou ry é divisivel por T'L(g1),...,TL(gs). Logo, 1 —rs = 0 e, portanto,
T = To. U
Note que a propriedade acima garante que quando dividimos um polinomio por
uma base de Grobner o resto é Unico, independente da ordem dos geradores. Entre-
tanto os quocientes a; produzidos pelo algoritmo da divisao em f = a;g1+. ..+ asgs+7r

provavelmente mudam se listarmos os geradores em uma ordem diferente.

Notagao: Se G = {g1, ..., gs} é uma base de Grobner de um ideal I entdao denotamos

o resto da divisao de um polinomio f por G pelo simbolo ?G.

Segue abaixo um critério para determinar se um polinémio pertence ou nao a um

ideal.

Corolario 3.5.2. Seja G = {q1,...,9s} uma base de Grébner para o ideal I C
C[Xy,...,X,] e seja f € C[Xy,...,X,]. Entao f € I se, e somente se, o resto da

divisao de f por G € zero.

Prova. Ser =0entao f =a1g1+...4+asgs € I pois g1, ...,gs € I. Reciprocamente,
se f € I entao a igualdade f = f+0 satisfaz as duas condicoes da proposi¢ao anterior,
ou seja, zero ¢é o resto da divisao de f por G. O

Defini¢ao 3.5.3. Sejam f, g € C[Xj,...,X,] polindmios nao nulos.
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i) Se multigrau(f) = a e multigrau(g) = B3, consideramos XA = (Aq,...,\,), onde
A\, = max(ay, ;) para todo i = 1,...,n. Chamamos X* o minimo muiltiplo
comum de ML(f) e ML(g) e escrevemos

X* = MMC(ML(f), ML(g)).

ii) O S-polinémio de f e g é a combinagao

XA XA
TL() | T TL

S(f,9) =

)
Vejamos um exemplo para ajudar a fixar esse conceito.

Exemplo 3.5.4. Sejam f = X?Y2 + X3 + XY?2 +2X e g = X2 + X° 4+ 2XY
polinémios em C[X,Y]. Considere a ordenagao lexicogréfica graduada com X > Y.

Assim, pela defini¢ao acima, A = (4,2) e

X4y? X4y?
S(f9) = Xzyz'(X2Y2+X3+XY2+2X)—W

= X2 (XY24+ XP 4+ XY? 4 2X) — (X'Y? + X° +2XY)
= X*Y?42X? - 2XY.

C(XHY? + XP 4 2XY)

Observe que um S-polinémio S(f,g) é construido de modo que haja cancelamento
de termos lideres. O lema abaixo mostra que todo cancelamento de termos lideres

entre polinomios com mesmo multigrau resulta desse tipo de cancelamento.

Lema 3.5.5. Considere a soma ) c¢;f;, onde ¢; € C e multigrau(f;) = 6 € Z%
i=1
para todo v =1,...,s. Se multigrau (Z c,fz) < 4, entdo > ¢;f; € uma combinagdio
i=1 i=1
linear com coeficientes em C dos S-polinomios S(fj, fi), para 1 < j,k < s. Além

disso, multigrau (S(f;, fx)) < 6.

Prova. Seja d; = CL(f;),, de modo que ¢;d; é o coeficiente lider de ¢; f;. Como ¢;f;

S
tem multigrau = d e a soma tem multigrau estritamente menor, segue que » _ ¢;d; = 0.
i=1
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Considere p; = g— Note que C'L(p;) = 1. Considere ainda a soma

S

Zcifi = Zcidipi
i=1

=1

= adi(pr —p2) + (c1di + cad2)(p2 — p3) + ... +
(crdy + ...+ cso1ds—1)(ps—1 — ps) + (crdy + ... + csds)ps.

Por construgao, TL(f;) = d;X%. Logo, o MMC(M L(f;), ML(fi)) = X? e portanto

X9 X2
S = eyt Tyt
X? X0
— de(sfj - de(;fk
= p;j— Dk (3.1)

S
Usando esta equagao e »_ ¢;d; = 0, a soma telescopica acima torna-se
i=1

s

Z = c1d1S(f1, f2) + (crdy + cad2) S(fo, f3) + ...+ (crdy + ... + co—1ds—1) S (fo-1, fs)
i=1

que é a soma da forma desejada. Como p; e pj tém multigrau & e coeficiente lider 1,
entao multigrau(p; — pi) < 0. Pela equagao (3.1), o mesmo vale para S(f;, fi) e isso

conclui a demonstragao. O

Usando S-polinémios e o Lema 3.5.5, podemos finalmente provar o Critério de

Buchberger que determina quando uma base de um ideal é uma base de Grobner.

Teorema 3.5.6. (Critério de Buchberger) Seja I um ideal polinomial. Entdo a base
G={g1,...,9s} de I é uma base de Grébner de I se, e somente se, para todo i # j,

o resto da divisdo de S(gi,g;) por G (listados em qualquer ordem) € zero.

Prova. (=) Se G é uma base de Grébner entdo, como S(g1,9;) € I, o resto da

divisdo por G ¢ zero (vide Corolario 3.5.2).

(<) Seja f € I um polindmio nao nulo. Nosso objetivo é mostrar que se todos os

S-polinomios tém resto zero quando divididos por G, entao TL(f) € (T'L(¢1),...,TL(g;))-
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Dado f € I ={gi,...,q:), existem polinomios h; € C[X, ..., X,] tais que

t
f= Z hig;. (3.2)
i=1
Pelo Lema 3.1.14, temos

multigrau(f) < max(multigrau(h,g;)). (3.3)

Se a igualdade nao ocorrer, entao deve ocorrer o cancelamento dos termos lideres
de (3.2). Como, pelo Lema 3.5.5, todo cancelamento de termos lideres se da por
S-polinomios, entao podemos reescrever isto em termos deste. Desse modo, ja que
por hipdtese os S-polindomios tém resto zero, podemos substitui-los por expressoes
que envolvam menos cancelamentos. Assim, vamos obter uma expressao para f com
menos cancelamentos dos termos lideres. Continuando esse processo, obteremos em

alguma etapa uma expressao para f tal que

multigrau(f) = max(multigrau(h;g;))

para algum 7, ou seja, TL(f) ¢ divisivel por T'L(g;). Dai concluiremos que T'L(f) €
(T'L(g1),-..,TL(g)) e isso completara nossa prova.

Seja (3.2) uma expressdao para f e m(i) = multigrau(h;g;). Seja ainda § =

max{m(1),...,m(t)}. Temos entdao que

multigrau(f) < 6.

Considere agora todos os possiveis modos de escrever f na forma (3.2). Para
cada possibilidade, temos possivelmente um & diferente. Porém, como toda ordem
monomial é uma boa ordenacao, podemos escolher uma expressao para f tal que 9 é

minimo.

Devemos mostrar que para este § minimo escolhido, o multigrau(f) = 4, pois
assim, vale a igualdade (3.3) e, consequentemente, TL(f) € (T'L(g1),...,TL(gs)).

Suponhamos por contradigao que multigrau(f) < & e escrevamos f conveniente-
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mente de modo a isolar os termos de multigrau o

f = Z hzgz‘l' Z hzgz

m(i)=68 m(i)<d

= Z (TL(h) + hi = TL(hi))gi + Z higi
m(i)=8 m(i)<8

= Y TL(hi)gi+ > (hi—TL(hi))gi + Z higi. (3.4)
m(i)=5 m(i)=6 m(i)<8

Note que todos os polinomios que aparecem na segunda e terceira somas da terceira
linha tém multigrau < §. Desse modo, a hipétese de que multigrau(f) < & implica

que a primeira soma tem multigrau menor que 9§, ou seja,

multigrau Z TL(h;)g; | <.
m(i)=4

Seja TL(h;) = ¢;X*). Entao

Z TL(h Z X0,

m(i)=

satisfaz as hipéteses do Lema 3.5.5 com f; = X*g, e portanto este cancelamento
pode ser escrito como uma combinagdo linear de S-polinémios S(X*W g, Xk ).
Contudo,

[ o

S(xallg, Xelgy — X xaG, R ya,

X XaOTL(g;) 77 X TL(gy)
X9 X9
gj — Ik

TL(g;)™  TL(gx)

X7tk X7tk

= 95 — Ik

TL(g;) TL(gr)
= X°S(g;, gr)

onde XYt = MMC(ML(g;), ML(gy). Logo, existem constantes c;j; € C tais que

> TL(hi)gi =Y cipX®%8(g5, gi)- (3.5)

m(i)=0 Jk
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O préximo passo é usar nossa hipétese de que o resto de S(g;, gx) na divisdo por
g1, ---, 9 € zero. Usando o algoritmo da divisao, isso significa que cada S-polinomio

pode ser escrito na forma

g]agk Z QijkYi, (36)

onde a;;, € C[Xq, ..., X,].

Sabemos ainda, pelo algoritmo da divisao, que
multigrau(a;jrg;) < multigrau(S(g;, gr)) (3.7)

para todo 1, j, k.

Intuitivamente, isso mostra que quando o resto é zero, podemos encontrar uma

expressao para S(g;, gr) em termos de G onde nem todos os termos lideres se cancelam.

Para explorar isso, multipliquemos S(g;, gi) por X9~k para obter
X6 ’”kS g]agk mekgzv

onde by, = X‘s_“’ikaijk. Entao, pelo Lema 3.5.5, temos

multigrau(byjrg;) < multigrau(X°7%S(g;, gx)) < & (3.8)

Substituindo a expressao acima em (3.5) obtemos

Y. TL(h)g = Y epX’7745(g5,01)
m(i)=68 Jk

= Z Cik (Z biiji)
jk i
= Z ﬁigi

donde concluimos que multigrau(ﬁigi) < 6, para todo 1.

Finalmente, substituindo Y TL(h)gi = 3 hig; em (3.4), obtemos uma ex-
m(i)=0 i
pressao para f como combinagao dos polinomios g;s, onde todos tém multigrau menos

que 9, o que contradiz a minimalidade de § e conclui a prova do teorema. O
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O teorema acima é conhecido como “critério dos S-pares de Buchberger’e é um
dos resultados chave na teoria das Bases de Grébner pois fornece um método simples
para identificar quando uma base dada é uma base de Grobner. Mais a frente veremos
que esse teorema nos levara a um algoritmo para encontrar as bases de Grobner de

um determinado ideal. Para fixar melhor esse teorema, vejamos o exemplo abaixo.

Exemplo 3.5.7. Seja o ideal I = (=Y + X% —Z + X3). Vamos mostrar que G =
{—=Y + X? —Z + X3} é uma base de Grobner considerando a ordem lex com Y >
Z > X. Considere f = —Y + X? e g = —Z + X3. Note que multigrau(f) = (1,0,0)
e multigrau(g) = (0,1,0). Assim,

X* = MMC(ML(f), ML(g)) =Y Z.

Logo, o S-polinomio S(f, g) é dado por

XA XA
YZ YZ
= YX*-XZ*

Dividindo S(f, g) por f e g, temos
YX3 - X7% = - X3(-Y + X?) + X*(—Z + X?).

Entao, pelo Teorema 3.5.6, concluimos que GG é uma base de Grobner para I.

3.6 Algoritmo de Buchberger

Ja sabemos, pelo Teorema 3.4.5, que todo ideal nao nulo I C C[X3,..., X,,] tem
uma base de Grobner. Entretanto este teorema nao nos mostrou como produzir
a referida base. Nesta secao apresentaremos o Algoritmo de Buchberger, capaz de
computar uma base de Grobner de um ideal I C C[X7,..., X,].

A ideia chave desse algoritmo é tentar expandir o conjunto original de geradores
a uma base de Grobner, adicionando os restos nao nulos de S(f;, f;) na divisao por
F, onde F' é o conjunto de geradores em um determinado momento do processo.

Porém, como podemos garantir que o processo termina em algum momento?
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Observe que, em cada etapa do processo, se o resto de S(f;, f;) na divisao por F
é diferente de zero, ou seja, se S(fi—,fj)F # 0, faremos f;, = S(fl—,fj)F e 0 acrescen-
taremos a F' obtendo um novo conjunto F’ de geradores. Note ainda que, em cada
etapa, o conjunto antigo de geradores (digamos, F}) estd contido no novo conjunto
de geradores (Fj41). Dessa inclusdo temos que (TL(Fj)) C (TL(Fj41)). Assim, se o
processo de construcao desses Fj, fosse infinito, terfamos uma cadeia ascendente de

ideais do tipo
(TL(Fy)) C (TL(Fy)) C ... (TL(Fy)) C (TL(Fy41)) C ...

que cresceria indefinidamente, o que é um absurdo visto que C[X7, ..., X,] é um anel
noetheriano.
Para fixar melhor essa ideia, vejamos o seguinte exemplo.
Exemplo 3.6.1. Seja I = (f1, fo) = (X?Y — 1,XY? — X) € C[X,Y] e considere
a ordem lexicografica com X > Y. Temos multigrau(f;) = (2,1) e multigrau(fs) =
(1,2). Assim,
X?y? X?Y?

XWJX%ﬁ—U-HY?;uWﬁ—X):XQ—Y

S(fl,f2) =

Notemos que, pelo Teorema 3.5.6, {f1, fo} ndo é uma base de Grdbner pois, consi-
derando F' = (fi, f2), temos que S(f, fg)F = X2 —Y # 0. Porém se adicionarmos

f3 = X% —Y ao conjunto original de geradores, S(fi, fg)F = 0. Entretanto,
X%y X%y
= XY —1)— XP-Y)=Y*-1
S(i fs) = Sy (XY = 1) = g (X7 - Y)
ou seja, S(fi, fg)F =Y? —1+# 0. Entao, acrescentemos também f, = Y? — 1 & base
de geradores de I, o que faz com que S(f, fg)F = 0. Note ainda que
X2Y? X2 9
S(f1, fa) = O (XY —-1)— v (Y°=1)=X"-Y = f3,
ou seja,
F
S(fh f4) =0
Porém,
X?2y? 5 X2, 5 3



de modo que S(f, fg)F = —X24+Y3+£0. Assim, devemos adicionar f5 = —X? 4+ Y3
a base de geradores, o que faz com que S(fs, fg)F = 0. Temos ainda que,

S(fi, f5) =Y = 1= (Y + )(Y2 = 1) = (Y2 +1)- f = S(f1, 5) =0,

S(for f) = 0= S(for fa) =0,
S(fa f5) = —X*+Y° = S(f27f5)F =0,
S(fs. f1) = X2—Y® = —fs = S(fs, fa) =0,

S(fs fs) = Y ' Y2=Y2(Y2 = 1) = Y2 f, = S(fs, f5) =0,

- F
S(fa, fs) = =X*+Y° = S(fs, f5) =0.
Assim, pelo Teorema 3.5.6,
{f17f27f37f47f5} = {XQY - 17XY2 - Xa X2 - Y7 Y2 - 17 _X2 + YS}
é uma base de Grobner.

Em geral, bases de Grobner construidas através do algoritmo de Buchberger sao
maiores que o necessario. O lema abaixo nos mostra como podemos, eventualmente,

eliminar geradores “desnecessarios”.

Lema 3.6.2. Seja G uma base de Grobner do ideal I. Seja P € G um polinomio tal
que TL(P) € (TL(G — {P})). Entao G — {P} também é uma base de Grébner para
1.

Prova. Ja sabemos que (T'L(G)) = (T'L(I)). Se TL(P) € (I'L(G — {P})), entao
(TL(G — {P})) = (TL(G)). Logo, por defini¢ao, G — {P} também é uma base de
Grobner para 1. O

Definicao 3.6.3. Uma Base de Grobner Minimal para um ideal polinomial I é uma
base de Grobner G de [ tal que:

(i) CL(P)=1 VP eG.
(ii) VP € G, TL(P) ¢ (TL(G — {P})).
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Observe que, usando o algoritmo de Buchberger e o Lema 3.6.2, podemos construir
uma base de Grobner minimal para um determinado ideal nao nulo. Consideremos,

por exemplo, a base de Grobner obtida no exemplo 3.6.1:

fi = XY -1
fo = XY?-X
fs = X?-Y
fi = Y?*—1
fs = —X*+Y?

Notemos que TL(f1) = X?Y =Y - TL(fs;). Entao, pelo Lema 3.6.2, podemos retirar
f1- Do mesmo modo podemos retirar f e f5 pois TL(fs) = XY? = X - TL(f,) e
TL(fs) = —X? = (—1) - TL(f3). Consequentemente,

fs=X2-Y, e fi=Y?-1

formam uma base de Grobner minimal de [

Definicao 3.6.4. Uma base de Grobner reduzida para um ideal I é uma base de

Grobner G para [ tal que:
(i) CL(P) =1 para todo P € G.

(ii) Para todo P € G, nenhum monémio de P pertence a (T'L(G — {P})).

3.7 Teoria de eliminacao

Na segao anterior apresentamos um algoritmo para encontrar uma base de Grobner
de um ideal polinomial /. Nessa se¢ao vamos mostrar como podemos usar bases
de Grobner para resolver sistemas de equacoes polinomiais em varias variaveis. A
ideia basica dessa técnica é transformar um dado sistema de equacoes com varias
varidveis em outro sistema equivalente (com as mesmas solugoes) de modo que este
seja composto por equagoes com menos variaveis. Assim, podemos considerar essa
técnica como uma generalizacao do método de Gauss para resolucao de sistemas de
equacoes lineares.

Para entender como o processo de eliminagao funciona, consideremos o seguinte

exemplo.

65



Exemplo 3.7.1. Resolver, em C2, o sistema de equacoes

(3.9)

X2 4+ 92Y2 = 3
X2 + XY + Y2 = 3

Inicialmente consideremos o ideal

I=(X?+2Y? -3 X?*+ XY +Y?-3).

Note que a solugao do sistema acima é simplesmente o conjunto de pontos de Z(1).
Pela Proposicao 2.1.4, sabemos que podemos determinar Z(I) usando qualquer base
de I (uma base de Grobner por exemplo). Considerando F = {f; = X? +2Y? — 3,
fo = X?+ XY +Y? -3} e usando o algoritmo de Buchberger, vamos determinar uma
base de Grobner para I. Para isso, fixemos a ordenagao lexicografica com X > Y.
Observe que o multigrau(f;) = multigrau(fe) = (2,0). Entao

2

X? X
S(fi, o) = 5 (X +2Y* = 3) (X2 4+ XY +Y2-3)= - XY 4+ V?

X2
e, consequentemente, S(fi, fg)F = —XY +Y? # 0. Adicionemos entdo o po-
linbmiof; = —XY +Y? a F. Continuando a usar o algoritmo de Buchberger, temos
que
X%y X%y .
S(fi, f3) = Ve (X?4+2Y? - 3) — Xy(—XY +Y?) = XY?+2Y? - 3Y

portanto S(fi, fg)F = 3Y3 - 3Y # 0, ou seja, devemos adicionar f; = 3Y? —3Y a F

também. Efetuando os cédlculos necessarios, obtemos

S =S fs) =S(afa) =S J) =0

0 que mostra que

fi = X*+2Y? -3

fo = X*+XY+Y?-3
fs = —XY 4+Y?

fi = 3Y*-3Y
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é uma base de Grobner para [I.

Desse modo, segue que o sistema (3.9) e

i =0
fa = 0
fs3 =0
Ji = 0

sao equivalentes, ou seja, tém o mesmo conjunto solugao. De f; = 0 temos
3Y? -3y =0=Y(Y*-1)=0

donde concluimos que os possiveis valores de Y = —1 ou Y = 0 ou Y = 1. Substi-
tuindo esses valores nas outras equagoes do novo sistema obtemos facilmente todos

os pares (z,y) que sao solugao do mesmo, a saber
<_\/§7 O)? (\/3’ O)? (17 1)7 <_1> _1)'

Observe entao que a ideia basica da Teoria da Eliminacdo consiste de duas etapas:

Etapa Eliminagao: Nessa etapa buscamos encontrar um gerador f; onde figure
apenas uma varidvel (no exemplo anterior, f; = 3Y3 — 3Y).

Etapa Extensao: Uma vez encontradas as raizes da equagao mais simples f; = 0,
extendemos estas solugoes para a solucao do sistema original.

Caso o leitor deseje ter uma visao mais aprofundada sobre o tema sugerimos ver

por exemplo [2, Capitulo 3].

3.8 Aplicagoes

Nesta secao mostraremos como certos sistemas de equacoes polinomiais apresen-

tados no captitulo 2 podem ser resolvidos mediante o uso das bases de Grobner.

3.8.1 A solucao do problema de coloragao do mapa da regiao

nordeste

Recordemos que para resolver o problema da coloracao do mapa da regiao nordeste

devemos determinar a solucao do seguinte sistema de equagoes polinomiais
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on’— =0

oX3—-1=0
o;X;§ —1=0
X} —-1=0
oX3—-1=0
X —-1=0
oX:—-1=0
X3 —-1=0
oX3—-1=0

X2+ X1 Xy + X3=0
o X2+ X1 Xg+ X2 =
o X2+ Xo X3+ X2 =
o X2+ XpXg+ X2 =0
X2+ X3 Xy +X7=0
o X2+ X3Xg+ X2 =0
o X2 + X3Xg+ X2 =
o X2+ X3 X7+ X2 =
X2 4+ X, X5+ X2=0

o X2+ X, X¢+ X2 =

o X2+ X5Xs+ X2 =

o X2+ XeXr+X2=0

o X2+ X;Xg+ X2 =

X2+ X7 X+ X5 =0 (3.10)

Para isso, iremos determinar inicialmente uma base de Grobner G para o ideal I cujos

geradores sao os polinomios que compoem o sistema de equagoes acima. Devido ao

nimero elevado de operagoes, utilizaremos o software Macaulay 2 para determinar

tal base, como mostra a figura abaixo.

Macaulay2, version 1.6
with packages: ConwayPolynomials, Elimination, IntegralClosure
LLLBases,

il

PrimaryDecompasition, ReesAlgebra, TangentCone

R=00[x_1..x_9,MonomialOrder=>Lex]

ol=R

ol

PolynomialRing

i25

i=pl+p2+p3+pd+pS5+p6+p7+p8+p9+pl@+pll+pl2+pl3+pld+pl5+pl6+pl7+plE+pl9

+p20+p21+p22+p23
025 : Ideal of R
i26 : g=gb i
026 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree
6]
026 : GroebnerBasis
127 : I=gens g
027 = | x_9"3-1 x_8"3-1 x_7x_8-x_Tx_9+x_8"2-x_ 972 x_7"2+x_7Tx_9+x_9"2
X_6-X_9 x_5+x_T+X_9 X_4-x_7 X_3+x_T+x_9 x_2-x_T x_1+x_7+x_9 |
Assim, considerando a ordenacgao lexicografica com X; > Xy > ... > Xy, uma

base de Grobner para o ideal I é

G = {Xo—Xo, X5+ X7+ Xo, Xy — X7, X5+ X7+ Xo, Xo — X7, X5 + X7+ X,
XoXg+ X2 — XoXg — X2, X2+ XX+ Xg, Xg — 1, X3 -1}
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Desse modo, o sistema (3.10) tem o mesmo conjunto solugdo do seguinte sistema:

X3—1=0

X3 —1=0

Xo— Xo=0

Xs+ X7+ X =0
Xi— X7 =0
Xs+ Xr+ Xog=0

X, — X:=0

X1+ X;+Xg=0

X X5+ X2 — X7 Xg— X2 =0
X2 4+ X7Xo+ X2 =0

(3.11)

\

Denotando 1, £ e €2 como as raizes cibicas da unidade, é fcil provar que as tinicas
solugoes da equagao ry + 12 + r3 = 0 com r; € {1,¢, &2} sao aquelas onde 71,79 € 73
assumem valores distintos. Como cada variavel do sistema de equagoes polinomiais
(3.11) é uma raiz cibica da unidade e cada uma destas raizes estd associada a uma

cor que ira colorir o mapa, vamos atribuir
=verde &= Amarelo &2 = Azul
Analisando agora as equagoes que compoem o sistema (3.11), observamos que:

(i) Como na segunda equacao figura apenas a variavel Xo, podemos atribuir a esta,
sem perda de generalidade, qualquer raiz ctibica da unidade. Consideremos

entao Xg = 1.
(ii) Da terceira equacao, concluimos que Xg = Xo, ou seja, Xg = 1.

(iii) Na quarta equagao, temos que X5+ X7+ X9 = 0 apenas se cada varidvel assumir

valores distintos. Como Xy = 1, entao vamos considerar X5 = £ e X; = £2.
(iv) Na quinta equagio temos Xy = X7. Logo, Xy = £2.

(v) Na sexta equagao, o fato de X3+ X7+ X9 = 0 implica em dizer que X3, X7 e X,
sdo rafzes ciibicas distintas da unidade. Como X7 = &2 e Xy = 1, concluimos
que X3 =¢&.
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(vi) Da sétima equagio temos X, = X7. Desse modo, Xy = &2
(vii) Da equagao nimero 8, temos X; + X7 + X9 = 0, ou seja, X; = &.
(ix) Da nona equacao, temos

XoXg+ X2 - XaXg—X2=0 & Xq(Xg— Xo) + (Xg+ Xo)(Xg — Xg) =0
& (Xs—Xo)( X7+ Xs+Xo) =0
& Xg=X9 ou Xo4+Xg+Xg=0
& Xg=1 ou Xg=¢

Note que apesar de nao termos feito nenhuma observacao com relagao as equagoes
1 e 10, os resultados obtidos através das outras equacoes do sistema satisfazem per-
feitamente estas igualdades.

Assim, temos duas possiveis solugoes para o problema proposto:

X1 = X3 = X5 = 5 (Amarelo) X1 = X3 = X5 = Xg :g (Amarelo)
Xo =X, = X; = &% (Azul) ou Xo =X, = X; = &% (Azul)
Xﬁ = Xg = Xg =1 (Verde) X6 = Xg =1 (Verde)

Desse modo, o problema da coloragao do mapa da regiao nordeste do Brasil usando

trés cores apresenta as seguintes solugoes:

L

Figura 3.1: opgao 1 - quando Xg = X Figura 3.2: opcao 2 - quando Xg # Xy
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3.8.2 A solucao do Shidoku

Pelo que discutimos na subsecao 2.2.3, para resolvermos o problema do Shidoku

devemos determinar a solugao do seguinte sistema de equagoes polinomiais

oXi{—1=0 X5+ Xo X7+ X2X4+X3=0 o X3+ X7 X3 + X2X11 + X5, =0
oX3—-1=0 X3+ Xo X2+ X2X5+ X2 =0 o X3+ X7 X% + X2X15+ X3, =0
oX4—-1=0 o X5+ Xo X2+ X2Xs+ X2 =0 X3 + X X% + X2X12+ X3, =0
X, +i=0 o X3+ Xo X2 + X23X104+ X =0 X2+ XaXP5+ XZX16+X35=0
X5 +i=0 X35+ Xo X2 + X2X14+ X3, =0 X3+ XoXZ)+X2X10+X3,=0
oXti—1=0 o X3+ Xs X7+ X2X4+X3=0 X3+ XoX% + X2X11 + X3, =0
X7 —i=0 X3+ X3X2+ X2X7+X2=0 o X3 + Xo X2 + X2X12+ X3, =0
oXi—1 X3 + X3X2+ X2Xs+X3=0 X3+ XoX% + X3X13+ X3, =0
oXi-1=0 o X5 + X3 X2 + X2X11+ X, =0 X3+ XoX?, +X2X14+ X3, =0
eX10+1=0 X3 + X3 X? + X2X15+ X5 =0 X3y + X10X7, + X7 X11 + X3, =0
X} —1=0 o X+ XuX2+ XX+ X2=0 o X3+ X10X% + X3 X12+ X3, =0
eX12—1=0 o X+ XuXZ+X}Xs+X2=0 X3P+ X10X% + X3 X153+ X3 =0
eX13—1=0 X3+ XuXhH + X3 X12+ X35, =0 X+ X10X3 + X2 Xuu+ X3, =0
Xt —1=0 X3+ XuXEH + X3 X16+ X35=0 X} + X11X5H + X2 X124+ X3,=0
Xl —1=0 o X3+ Xs X2+ X2Xs+ X2 =0 o X3 + X1 XE + XL X5+ X3,=0
X —1=0 X3+ X5 X2+ X2X7+X3=0 o X3+ X11 X%+ X% X166+ X5 =0

oXP+ X1 X2+ X}Xo+X3=0
oXP+ X1 X2+ X}X3+X3=0
X3P+ X1 X7+ XXy +X5=0
X+ X1 X2+ X}Xs+X3=0
X+ X1 X2+ X} X6+ XE=0
oX{ + X1 X2+ X?Xo+ X3 =0
X} + X1 X% + Xi X5+ X3, =0
o X3+ Xo X2+ X2X5+X3=0

o X3+ Xs X2+ X2Xg+ X3 =0
o X3+ X5 X2+ X2Xg+ X3 =0
o X3+ X5 X2 + X2X13+ X3, =0
o X3+ X X2+ X2X7+X3=0
o X3+ X X2+ X2Xg+X3=0
o X3+ X X%+ X2X10+ X3, =0
X3+ XX+ X2X14+ X3, =0
o X2+ X7 X2+ X2Xs+ X2 =0

o X5, + X12X2 + X34 X15+ X35 =0
o X3, + X12X% + X% X16+ X35 =0
o X5, + X13X? + XZB X1+ X3, =0
o X5, + X13 X% + X34 X15+ X35 =0
o X3, + X135 X% + X% X16+ X35 =0
o X3, + X1uX3 + X3 X15+ X3, =0
X3 4+ X14 X3+ X3y X16 + X5 =0
o X3+ X15X% + X7 X16+ X5 =0
(3.12)

Assim, vamos entao determinar uma base de Grobner G para o ideal I cujos
geradores sao os polindmios que compoem o sistema de equacoes acima. Mais uma
vez, devido ao niumero elevado de operagoes, utilizaremos o software Macaulay 2 para

determinar tal base.
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Last login: Sun Mar 1 20:33:33 on ttys0ol

MacBook-Pro-de-Zaqueu:~ Zaqueu$ /Applications/Macaulay2-1.6/bin/M2 ; exit;

Macaulay2, version 1.6

with packages: ConwayPolynomials, Elimination, IntegralClosure, LLLBases,
PrimaryDecomposition, ReesAlgebra, TangentCone

i1 : R=CClx_1..x_16,MonomialOrder=>Lex]
o1 =R

o1 : PolynomialRing

075 : Ideal of R

i76 : generators I

076 = | x_17-1 x_2°4-1 x_3°4-1 x_4+i x_5+i x_6™4-1 x_7-i x_8%4-1 x_9%4-1 x_10+1

x_1174-1 x_12-1 x_13-1 x_14%4-1 x_15"4-1 x_1674-1

X_1734x_172x_24x_1x_2"2+x_2"3 x_1"3+x_172x_3+x_1x_3"24x_3"3

X_1734+x_1°2x_4+x_1x_4"2+x_4"3 x_1"3+x_1°2x_5+x_1x_5°2+x_5°3

X_173+x_172x_6+x_1x_6"2+x_673 x_1"3+x_172x_9+x_1x_9°2+x_9"3

X_1734x_1°2x_13+x_1x_13724x_13%3 x_2"3+x_2"2x_3+x_2x_3"2+x_3"3

X_2734X_2°2x_4+x_2x_4"2+x_4"3 x_2"3+x_2°2x_5+x_2x_5°2+x_5°3

X_2734x_2"2x_6+x_2x_6"2+x_63 x_2"3+x_2"2x_10+x_2x_10"2+x_10"3

X_2734x_2"2x_14+x_2x_14"24x_14"3 x_3"3+x_3"2x_4+x_3x_4"2+x_4"3

X_3734x_3"2x_7+x_3x_7"2+x_7"3 x_3"3+x_3"2x_8+x_3x_8"2+x_8"3

X_3734x_3°2x_114+x_3x_11724x_11"3 x_3"3+x_3"2x_15+x_3x_15"2+x_15"3

X_4"3+x_4"2x_T4+x_8x_T72+x_7"3 x_4"34x_4"2x_8+x_4x_8"2+x_8"3

X_473+x_4"2x_12+x_4x_12"2+x_12"3 x_4"3+x_4"2x_16+x_4x_16"2+x_16"3

X_5734x_5"2x_6+x_5x_6"2+x_673 x_5~3+x_5"2x_T+x_5x_7"2+x_1"3

X_573+x_5"2x_B+x_5x_8"2+x_8°3 x_5"3+x_5"2x_9+x_5x_9"2+x_93

X_5734+x_5"2x_13+x_5x_13724x_13"3 x_6"3+x_6"2x_T+x_6x_7"2+x_1"3

X_6"3+x_6"2x_8+x_6x_872+4x_8"3 x_6"3+x_6~2x_10+x_6x_10"2+x_10"3

X_673+x_6"2x_14+x_6x_14"24x_14"3 x_7"3+x_7"2x_8+x_Tx_8"2+x_8"3

X_7734x_7°2x_11+x_Tx_11724x_1173 x_7"3+x_7"2x_15+x_7x_15"2+x_15"3

X_873+x_8"2x_12+x_8x_12724x_12"3 x_8"3+x_8"2x_16+x_8x_16"2+x_16"3

X_9734x_9"2x_10+x_9x_10~2+x_10~3 x_9"3+x_972x_114x_9x_11"2+x_11"3

X_9734+x_9"2x_12+x_9x_12724x_12"3 x_9"3+x_972x_13+x_9x_13"2+x_13"3

X_9°34x_9"2x_14+x_9x_14"2+x_14°3 x_10°3+x_10"2x_11+x_10x_11"2+x_11"3

x_1073+x_1072x_12+x_10x_12"2+x_12"3 x_10"3+x_10"2x_13+x_10x_13"2+x_13"3

X_1073+x_1072x_14+x_10x_14"24x_14"3 x_11"3+x_11"2x_12+x_11x_12"2+x_12"3

X_1173+x_1172x_15+x_11x_15%24x_15"3 x_11"3+x_11"2x_16+x_11x_16"2+x_16"3

X_12°3+x_1272x_15+x_12x_15%24x_15"3 x_12"3+x_12"2x_16+x_12x_16"2+x_16"3

Xx_1373+x_1372x_14+x_13x_14"2+x_14"3 x_13734x_1372x_15+x_13x_15"2+x_15"3

X_1373+x_1372x_16+x_13x_16"2+x_16"3 x_14"3+x_14"2x_15+x_14x_15"2+x_15"3

X_14%3+x_14%2x_16+x_14x_16"2+x_16"3 x_15"3+x_15"2x_16+x_15x_16"2+x_16"3 |

1 72
076 : Matrix R <-—— R

i77 : g=gb T
—- warning: experimental computation over inexact field begun

077 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree 5]

077 : GroebnerBasis

=gens g

078 = | x_16-i x_15+1 x_14+i x_13-1 x_12-1 x_11+i x_10+1 x_9-i x_8+1 x_7-i x_6-1

X_5+i x_4+i x_3-1 x_2-1 x_141 |

1 16
078 : Matrix R <-— R

Figura 3.3: Célculo da base de Grobner usando o Macaulay 2

Desse modo, considerando a ordenagao lexicografica com X; > Xy > ... > Xy,

uma base de Grobner para o ideal I é

G = {X04+1,Xs—1,Xs— 1, X4+, Xs + 4, Xe — 1, X7 — i, Xg + 1,
Xo— 0, X0+ 1, X114+4, X2 —1, X33 — 1, X94+ 4, X15 + 1, X46 — 4}

ou seja, o sistema 2.6 tem o mesmo conjunto solucao do seguinte sistema:
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Logo, concluimos que:

X1+1:0

Xo—i=0
X3—1=0
Xy+1=0
Xs+1=0
Xe—1=0
X;—1=0
Xg+1=0
Xg—i=0
Xio+1=0
Xi1+1=0
Xip—1=0
Xi3—1=0
Xiu+1=0
Xi5+1=0
Xig—1=0

(3.13)

X; =—1(cor 3) X, =i (cor 2)
X5 =—i(cor 4) Xg=1 (cor 1)
Xg=1i(cor 2) Xjp=—1 (cor 3)
Xi3=1(cor 1) X4 = —i (cor 4)

X3 =1 (cor 1) X4 = —i (cor 4)

X7 =1 (cor 2) X = —1 (cor 3)

Xi1 = —i (cor 4) X;3 =1 (cor 1)

X5 =—1 (cor 3) X5 =1 (cor 2)
(3.14)

ou seja, a solucao do Shidoku representado na figura 2.7 é

Figura 3.4: Solucao do puzzle Shidoku

Note que, usando base de Grobner, conseguimos transformar um sistema de 72

equacoes polinomiais, muitas delas nao lineares e com mais de uma incognita, em um
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sistema equivalente (mesmo conjunto soluc¢ao) formado por apenas 16 equagoes, todas
elas lineares e com apenas uma incégnita. E claro que isso nem sempre ocorrera, mas

¢é fato que, em geral, o novo sistema ¢é mais “simples”que o original.
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Conclusao

Um elemento crucial no processo de construcao do conhecimento é sem duvida o
questionamento. Sem este ingrediente nos tornamos meros receptores de informacao,
incapazes de exercer a critica e de fornecer nossa propria contribuicao ao desenvolvi-
mento do conhecimento. No tocante ao papel do professor, acreditamos que o mesmo
deve constantemente levantar indagagoes e incitar seus alunos a faze-las.

Nessa perspectiva, nosso objetivo com este trabalho foi evidenciar como perguntas
simples, que podem ocorrer de forma natural no ambito do ensino basico, podem levar
a um universo de conhecimento fascinante tanto do ponto de vista tedrico quanto
pratico.

De fato, como se pode antever pelo proprio titulo do trabalho, esta dissertacao foi

essencialmente norteada pela seguinte questao:
(%) Como resolver um sistema de equagoes polinomiais em vdrias varidveis?

Como é bem sabido, aprendemos a responder () ainda no ensino béasico em si-
tuagoes bastante particulares, como por exemplo, para um sistema constituido por
uma Unica equacao em uma Unica variavel e com grau no maximo 2, ou para um
sistema constituido unicamente por equacoes lineares. E no minimo intrigante que,
diante da amplitude de (*), s6 consigamos respondé-la no ensino basico apenas para
uma quantidade infima de situagoes. Dessa maneira, uma outra pergunta que surge

é:
(xx) O que impossibilita responder (x) de maneira mais ampla no ensino bdsico?

Para responder (xx) de forma honesta, faz-se necessério a pesquisa. O professor
sem conhecimento de causa - e sem interesse de té-lo - responderia de forma simplista
e genérica, dizendo, por exemplo, que nao se ensina porque é dificil. Todavia, o

professor comprometido com seu oficio e com a verdade deve procurar conhecer o real
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motivo estudando e capacitando-se. Acreditamos que a importancia deste trabalho
para o ensino basico esteja nesse sentido, pois ele revela, de maneira detalhada, quais
sao as dificuldades técnicas de se responder (x) de forma mais ampla.

Como ficou claro pelo que foi apresentado no trabalho, os métodos utilizados para
resolver (%) envolvem conhecimento e maturidade matemaética que talvez inviabilize
o uso do mesmo no ensino basico. Entretanto, em nossa opiniao, um bom professor

de matematica deve ter trés caracteristicas fundamentais:
1. ter paixao pelo que faz - algo fundamental em qualquer profissao;

2. enxergar matematica sob um ponto de vista mais amplo ao que ensina - qua-

lidade que s6 pode ser obtida através de um processo continuo de capacitacao;

3. ser habil em instigar a curiosidade do aluno - fundamental para desenvolver o

interesse deste pela matematica.

E interessante perceber que hd uma relacao reciproca entre professor capacitado e
aluno curioso. Um professor capacitado gera alunos curiosos e alunos curiosos exigem
professores capacitados.

Entendemos que, para que o ensino da matematica a nivel basico se torne mais
eficiente, é necessario que o professor se sinta mais bem preparado para desempenhar
sua funcao. E importante que ele se sinta seguro para enfrentar o desafio de responder
perguntas dificeis que eventualmente surgem de alunos curiosos, como: “professor, e
se o sistema tiver equagoes nao lineares?”. Por isso, ¢ fundamental que haja um
investimento constante no processo de capacitagao do professor e que seja dada a ele
a oportunidade de desenvolver o interesse pela pesquisa académica.

Apesar do uso de base de Grobner como ferramenta de resolugao de sistemas
de equacoes polinomiais nao se encaixar de modo satisfatéorio na grade curricular
do ensino basico, entendemos que, principalmente com o auxilio de softwares como
Macaulay, Maple ou até mesmo o WolfranAlpha, esta é sim uma alternativa que pode
ser usada pelo professor para mostrar que existem modos de se obter a solugao de
determinados sistemas de equagoes nao lineares. Mostrar ao aluno que a matematica
nao se restringe ao conteido normalmente abordado em sala de aula pode, entre
outras coisas, despertar o interesse dele pelo universo académico, além de leva-lo a
perceber que a matematica é uma ciéncia que esta em constante desenvolvimento;
cada vez que se resolve um problema, automaticamente outro é criado. Esse processo

é continuo e, por isso mesmo, fascinante.
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Finalmente, mostrar como uma ferramenta abstrata como a base de Grébner pode
ajudar a resolver problemas reais, como o problema da coloracao de mapas, que faz
parte da rotina escolar desde as séries iniciais e o problema de um puzzle tao conhecido
como o Sudoku, nos ajuda a perceber a estreita relacao que existe entre o abstrato e
real; nos ajuda a perceber que a algebra abstrata so existe por conta de desafios reais
que precisam ser vencidos, ou seja, ela so existe por causa do mundo real e o mundo
real s6 se desenvolve por causa da algebra abstrata.

Desse modo, concluimos nosso trabalho agradecendo a Al Khowarisma, Bhas-
cara Akaria, Scipione del Ferro, Nicoli Fontana, Girolamo Cardano, Lodovico Ferrari,
Evariste Galois, Niels Henrik Abel, Wolfgang Grobner, Bruno Buchberger, entre tan-
tos outros, por terem aceitado o desafio de dedicar boa parte de suas vidas a desenvol-
ver ferramentas e teorias que a principio se mostravam tao abstratas e sem aplicacao,

mas que hoje nos ajudam a resolver tantos problemas no mundo real.
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