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Resumo

Neste trabalho, sob a luz da algebra comutativa, estudaremos redugoes de um ideal, tal
conceito foi introduzido por Northcott e Rees. Em um primeiro momento, daremos nogoes
preliminares sobre teoria de dimensao, polinomio de Hilbert, polinomio de Hilbert-Samuel,
regularidade de médulos e elementos superficiais. Na sequéncia discutiremos o tema principal
da dissertacao, no qual falaremos de fecho integral de um ideal, reducao e a algebra de
Rees, além disso, estabeleceremos conexoes entre esses conceitos. Por fim, discutiremos
algumas aplicacoes na teoria de multiplicidade e polinomio de Hilbert-Samuel, no qual sera
apresentado alguns resultados recentes.

Palavras Chave: Polinomio de Hilbert-Samuel, Fecho Integral, Reducao de um Ideal,
Algebra de Rees, Redugoes minimais.
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Abstract

In this work, under the view of commutative algebra, we will study reductions of an ideal,
the concept was introduced by Northcott and Rees. First of all, we will give preliminary no-
tions about dimension theory, Hilbert’s polynomial, Hilbert-Samuel’s polynomial, regularity
of modules and superficial elements. Next we will discuss the main theme of this dissertation,
where we will talk about integral closure of ideal, reduction and the Rees algebra, moreover,
we will establish connections between these concepts. Finally, we will discuss some applica-
tions in Hilbert-Samuel’s polynomial and multiplicity theory, in which some recent results
will be presented.

Keywords: Hilbert-Samuel’s polynomial, integral closure, reduction of an ideal, Rees alge-
bra, minimal redution.
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Lista de simbolos

Simbolo ‘ Descricao

Ar(M)
dim M
ht(7)
Spec R
Specm R
V(I)
frac(D)
K(P)
gr.try(9)
Rred
u(l)

Comprimento do R-médulo M.
Dimensao do k-espaco vetorial V.
Dimensao de Krull do R-moédulo M.
Altura do ideal I.

Conjunto dos ideais primos do anel R.
Conjunto dos ideais maximais do anel R.
Conjunto dos ideais primos do anel R contendo o ideal 1.
O corpo de fracoes do dominio D.
frac(R/P), no qual P € Spec R.

O grau de transcendéncia de R C S.

O anel reduzido R/+/(0).

Numero minimo de geradores do ideal I.
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Introducao

Sejam J C I ideais de um anel R, J é dito ser reducao de I sempre que I"*t = JI"
para algum n € N. Se J nao contém propriamente nenhuma redugao de I, entao é dito que
J é uma reducao minimal de I, nesse caso definimos r;(/) como sendo o menor n em que
I = JI". O nimero de redugao global de I é dito como sendo o infimo dos r;(I), para
todo J redugao minimal de I. Dito isso, nos perguntamos quais condi¢oes sao necessarias
para (/) existir. O conceito de redugoes foi inicialmente apresentado em [11] por Northcott
e Rees, nesse mesmo artigo eles provaram que no caso em que R ¢ local noetheriano, redugoes
minimais irdo existir, e consequentemente (/) também.

O objetivo deste trabalho serd estudar as propriedades das redugoes minimais. Bus-
caremos condi¢oes para que possamos estabelecer conexoes com outras teorias da algebra
comutativa, dentre elas: algebra de Rees, fecho integral e polinomio de Hilbert-Samuel.

No Capitulo 1 discutiremos resultados preliminares. Inicialmente, definiremos polinémio
de Hilbert-Samuel de um ideal relacionado a um moédulo, com o objetivo de provar que o grau
do polinomio serd igual a dimensao do médulo. Na sequéncia daremos énfase aos modulos
Cohen-Macaulay, para isso apresentaremos as nocoes de sequéncia regular e do invariante
grade. Por fim, faremos uma breve introducao de elementos superficiais, tendo em vista o
estudo da Secao 2.5.

Estudaremos reducao de um ideal no capitulo 2. Para entrar no tema principal deste
trabalho, precisaremos antes desenvolver a teoria de fecho integral para ideais, no qual apre-
sentaremos alguns resultados para que possamos relacionar esses dois conceitos. Dado um
ideal podemos definir sua algebra de Rees e se o anel for local definiremos também sua fibra
especial. Nesse mesmo capitulo introduziremos o conceito redugoes minimais de um ideal.

No capitulo central, veremos que os melhores anéis para o estudo de redugoes minimais
sao do tipo (R, m) local noetheriano, com corpo residual infinito. Mostraremos que se [ é
ideal de R e J reducao minimal de I, entao a dimensao da fibra especial de I é igual ao
numero minimal de geradores de J. Provaremos na Secao 2.5 que nesse caso J é gerado por
uma sequéncia superficial.

Por fim, exibiremos algumas aplicagoes de redugoes minimais no estudo do polinomio de
Hilbert-Samuel. Para isso o anel além de ser local noetheriano com corpo residual infinito,

devera ser Cohen-Macaulay. Finalizaremos nosso trabalho apresentando os resultado de Valla
[16] e Mafi-Naderi [9)].

vi



Capitulo 1

Preliminares

Durante este trabalho assumiremos que todos os anéis sao comutativos com unidade. Serd
pré-requisito do leitor, um conhecimento bésico em Algebra Comutativa, tais como modulos
graduados, localizacao, produto tensorial, médulos noetherianos, topologia de Zariski, dentre
outros. Alguns resultados constantemente usados nessa dissertagao como Lema de Nakayama
(global, local e homogéneo), Principio Global-Local, Prime Avoidance (e suas variagoes),
Teorema das desigualdades das dimensoes, Teorema da Normalizacdo de Noether (e sua
versao graduada) e outros, podem ser encontrados em Atiyah [2], Eisenbud [5] e Borges [3].

Nesse primeiro capitulo introduziremos a nocao de anéis Cohen-Macaulay, polinomio de
Hilbert e elementos superficiais. As Secoes 1.1 e 1.2 deste capitulo sao essenciais para o
desenvolvimento do Capitulo 3, ja a secao 1.3 serd aplicada no Capitulo 2.

1.1 Teoria da Dimensao

Neste primeiro momento estaremos dando enfoque a teoria de dimensao de médulos. O
conceito de dimensao na geometria surge de forma natural, porém na &algebra comutativa
nao foi tao intuitivo tratar de dimensao de médulo, visto que varios matematicos, ao longo
da histéria, apresentaram suas definigoes de dimensao. Na década de 30, Wolfgang Krull,
sugeriu uma dimensao que baseava-se em comprimento de cadeia de primos. Esse conceito
é um dos mais importantes invariantes da algebra comutativa e foi batizado como dimensao
de Krull de um mdédulo, e é aceito até hoje como a versao definitiva para dimensao de anéis
e modulos.

Para desenvolver a teoria precisaremos tratar dos polinomios de Hilbert e Hilbert-Samuel.
Ao fim dessa secao apresentaremos o Teorema da dimensao de Krull, que é nosso objetivo
principal.

1.1.1 Polinémio de Hilbert

A funcao de Hilbert tem sido objeto de estudo de varios matematicos nos ultimos 100
anos, trazendo grandes avancos, tanto para Algebra Comutativa, quanto para Geometria
Algébrica. Inicialmente Hilbert (Uber die Theorie der algebraischen Formen - 1890) mostrou
que se I é um ideal homogéneo em C[xq, xs, ..., x,], entdo a aplicagdo dimg(1,,) coincide com



um polinomio para n suficientemente grande, no qual I,, é o C-espago vetorial gerado pelas
formas homogéneas de grau n de I.

Inicialmente trataremos de polinémios binomiais, que sao construidos a partir de con-
ceitos combinatérios. Também introduziremos a ideia do operador diferenca e funcao tipo-
polinomial. Apresentaremos uma noc¢ao geral da fun¢ao de Hilbert para médulos com gra-
duagao padrao. Nosso objetivo principal é generalizar a ideia de Hilbert para esse tipo de
modulo, ou seja, mostrar que a funcao de Hilbert é tipo-polinomial.

Definigao 1.1.1. Fize um d € Z. Um polinémio binomial é um polindmio em Q[z| da

forma,

(x) B x(:x—l)(x—?'...(x—d—i—l)y wd> 0

d 0, . sed < 0.

Claramente, se d € N, entao (m) ¢ um polinomio de grau d.

d

Definicao 1.1.2. Seja f : Z — C uma fung¢ao. Definimos o operador diferenca (ou
derivada discreta) por:

Af(n):= fln+1) = f(n).
Recursivamente definimos A’ f(n) := A™[Af(n)] para todo i € Z,.

Definigao 1.1.3. Uma funcao f : Z — C € dita ser de tipo-polinomial, se eventualmente
coincide com um polinomio g(x) € Q[z], isto €, f(n) = g(n) para todo inteiro n suficiente-
mente grande.

Note que se f : Z — C é tipo-polinomial, entao ela concordara com um tinico polinomio.
De fato, sejam g(x),h(x) € Q[x] tais que eventualmente concordam com f(z), entdo para
todo n >> 0 teremos g(n) = h(n), ou seja, g(x) — h(zx) é o polinémio nulo, logo g(z) = h(z).
Dessa forma, definiremos o grau de f como sendo o grau do polindmio que eventualmente
concordara com f. Convencionaremos que o grau do polinémio nulo ¢é igual a —1.

Lema 1.1.4. Para todod € Z, c€ C e f,g: Z — C teremos:

(1) Alcf(n) +g(n)) = cAf(n) + Ag(n);

(2) Suponha que f seja tipo polinomial. Entao, Af(n) = 0 para todon >> 0 se, e somente
se, f concorda com um polinomio constante para todo n suficientemente grande;

7200) = %)

Demonstracao:

(1) Note que A(cf(n)+g(n)) = A(cf+g)(n) = (cf+g)(n+1)—(cf+g)(n). Rearranjando
o ultimo termo da igualdade temos o desejado.

(2) Se Af(n) =0 para todo n >> 0, entao f(n+ 1) = f(n) para todo n >> 0, suponha
ng o primeiro n ocorrendo a igualdade, assim basta tomar f igual ao polindmio constante
f(no), para todo n >> 0. A reciproca é trivial.

(3) Defina f(x) = (Izlrl) — (fl) — (dfl), note que, para todo n > d, temos a identidade
combinatoria

(ngl):@*(dﬁl)’

2



ou seja, f(n) = 0 para todo n >> 0, implicando que f(z) é um polinémio em Q[z] anulando-
se em uma infinidade de pontos, logo f(x) é o polinémio nulo, o que encerra nossa prova.
|

Proposicao 1.1.5. Seja p(x) € Q[x] um polinémio de grau d. Entdo p(n) € Z para todo
inteiro n >> 0 se, e somente se,

p(g;>:ad<fl) +ad1<df1) +...+a0(‘g),

com aq # 0 e a; € Z para todo i € {0,1,...,d}.

Demonstragao: Se p(x) é combinagao Z -linear de polinémios do tipo (‘f), entao para todo
n > i teremos (7;) € N, logo p(n) € Z. A outra implicagao verificaremos usando induc¢ao em
d. Se d =0 ou d = —1, entao existe ¢ € Z em que p(n) = ¢ para todo n >> 0. Logo temos
trivialmente o resultado.

Suponha d > 0. Afirmamos que {(f) }ien € uma Q-base de Q[z]. De fato, note que
(g) =1, (91”) =x, 2(”2”) — (91”) = 22 e de forma geral se z* é escrito como combinacao Q-linear

de {(%)}ien, entao note que (,7,) = 2¥*/(k + 1)! + O(k), no qual O(k) sdo polinémios de

grau menores que k + 1, ou seja, ¥ = (k + 1)!((

xr
k41
ver que {(f) bien gera {1,z,2%,...}. Como para cada i € N temos que (f) ¢ um polinémio
de grau i, entao qualquer combinacao Q-linear igual a zero, de polindmios em {(f) }ien com
graus dois a dois distintos, serd a combinagao trivial. Logo provamos nossa afirmacao.

Assim
T T T
p(x):ad(d> —|—ad_1<d_1> +...+a0<0),

com a; € Q, para todo ¢ € {0,1,...,d}. Por fim, mostraremos que a; € Z. Pelo Lema 1.1.4,

Ap(x):ad(dfl) +ad1<df2)+...+a1(g).

Como Ap(n) = p(n+1) —p(n), segue que Ap(n) € Z para todo n >> 0. Agora pela hipdtese
de inducao e do fato que {(f }ien € uma Q-base teremos ay, as, . .., aq € Z. Além disso, note

wmsra) o) o)

logo ay € Z. O

) — O(k)). Logo por recursao podemos

Observacao 1.1.6. Seja f(z) € Q[z]\{0}. Se f(n) € N para todo n >> 0, entao o coefici-
ente lider de f serd maior que zero. De fato, se f(x) € constante nao hd o que fazer, sendo
assim suponha deg(f(z)) =d > 0. Escreva f(z) = bgx® + bg_12¢ 1 + ...+ by, no qual b; € Q
e by # 0. Logo n%(bg + (1/n?)(bg_1n®t + ...+ by)) > 0 para todo n >> 0, como n? > 0 para
todo n € N, entao

ba bd,lnd_l + ...+ by

— > (
1+ nd -

3



para todo n >> 0, fazendo n — oo temos by > 0. Note que, pela proposi¢cao anterior, f pode
ser escrito como combinacao Z-linear de (f), com coeficiente lider aq, mas como ag/d! = by,
temos ag > 0 também.

Claramente se f = 0, entdo o coeficiente lider de f serd zero. Assim podemos dizer que
se f(x) € Q € tal que f(n) € N para todo n >> 0, entdo o coeficiente lider de f(z) é ndo
negativo

Lema 1.1.7. Seja f : Z — 7Z uma funcdo. Entdo f € de tipo-polinomial de grau d se, e
somente se, Af € de tipo-polinomial de grau d — 1.

Demonstragao: Suponha f tipo-polinomial de grau d, sabemos que Af(n) = f(n+1) — f(n)
para todo n € Z, assim A f é tipo-polinomial, pois para n >> 0 ela coincidird com a diferenca
de dois polinomios. Usando a Proposicao 1.1.5 e em seguida o Lema 1.1.4 concluimos que o
grau de Af é d — 1. Para mostrar a reciproca, usando a proposicao anterior obtemos

Af(”):ad(dﬁl) +ad_1(dﬁ2) +...+a1(g),

para todo n >> 0. Se definirmos

g(n)ad(Z) +“d—1<dﬁ1) +...+a1(711>,

entdo Ag(n) = Af(n), escrevendo de outra forma A(f — g)(n) = 0, para todo n >> 0.
Pelo Lema 1.1.4, ap = f(n) — g(n) é constante para todo n suficientemente grande. Logo
f(n) = g(n) + ap, para todo n >> 0, encerrando a prova.
U
Note que no lema acima poderiamos tomar f : N — Z.

Definigao 1.1.8. Seja R = @, ., R, um anel graduado e M = €, ., M, um R-mddulo
graduado, suponha que M, possui comprimento finito para todo n. Definimos fungao de
Hilbert por:

h(M,.):Z — N
n+— Ar, (M,).
No qual Ag,(M,,) é o comprimento da componente M,, vista como Ry-médulo.

Exemplo 1.1.9. Seja k um corpo e R = k[xy,...,x.]. Defina R, como sendo a componente
graduada de R formada pelos monomios de grau n, tais monémios formam uma k-base de

R,. Dai,
1
h(R,n) = dimy, Ry, — (””1 )
r —

¢ uma funcgao polinomial de grau r — 1.

Proposigao 1.1.10. Seja R = @, ~, R, um anel graduado. Suponha que Ry € artiniano
e R ¢ finitamente gerado como dlgebra sobre Ry, onde os geradores pertencem a R,. Se
M = @,-, M, é R-mddulo graduado finitamente gerado, entio cada componente M, ¢é
finitamente gerada como Ry-mddulo.



Demonstragao: Sejam ay, as,...,a, € Ry os geradores de R como Ry-dlgebra, ou seja, existe
um mapa natural sobrejetor

QDIRo[tl,tz,...,tn] — R
[t ta, o tn) — flar, ag, ... an)

que induz uma sequéncia exata
0 — kerp — Rylty,to,...,t,) — R —> 0.

Como Ry é artiniano, segue que ele também sera noetheriano, pelo Teorema da base de
Hilbert Ro[tq,ts,...,t,] é noetheriano, implicando R ser noetheriano. De forma andloga,
como M ¢ finitamente gerado sobre R, segue que existe k& € N e um morfismo canonico
1 : R¥ — M que induz uma sequéncia exata

0 — kery) — R¥ — M — 0.

Assim, M é noetheriano, logo para todo n > 0, M, é finitamente gerado com R-mddulo.
Para cada n > 0 defina N,, = @, -, M,,, como M é noetheriano, implica que N,, ¢ finita-

mente gerado sobre R, digamos que por 1, Ts, ..., 2; . Desde que N,, = M, @(6D, -, M),

entao para cadai € {1,2,...,t} podemos escrever z; = y;+z;, comy; € M, e z; € @m>n M,,.

t
Mostraremos que y1, yo, . . . , Y geram M,, sobre Ry. Sey € M,,, entao y = Z a;x; coma; € R.
i=1

De forma analoga, a; = b; + ¢; com b; € Ry e ¢; € @j>0 R;. Logo

t

y =Y (bi+e)(ys + ).

i=1
Como b;z;, c;yi, cizi € D,,-, M, =3 by O
iZiy Cillis CiZi mon Mo, segue que y = > by, 0 que encerra a nossa prova.

Corolario 1.1.11. Supondo as hipoteses do teorema anterior, temos que para todo n > 0,
M,, tem comprimento finito com Ry-mddulo.

Demonstragao: Da proposicao anterior temos que para todo n > 0, M,, é um Ry-modulo
finitamente gerado, logo existe um m € N e uma aplicagao sobrejetora 1 : Rj* — M,, que
induz uma sequéncia exata

0 — keryy — Ry — M,, — 0.

Como R{' ¢ artiniano, M,, ¢ artiniano e noetheriano, ou seja, Ag,(M,) < 0.
0

Teorema 1.1.12. Seja R = D, -, R, um anel graduado. Suponha que Ry € artiniano e R €
finitamente gerado como dlgebra sobre Ry, sendo todos os geradores a4, . .., a, pertencentes a
Ry. Se M =@, ~, M, é R-médulo graduado finitamente gerado, entao sua funcao de Hilbert
¢ do tipo-polinomial de grau no mdzimo r — 1.



Demonstragao: Pelo Corolario 1.1.11 teremos que, a funcao de Hilbert estd bem definida
para M. Verificaremos o teorema por inducao sobre r. Se r = 0, escolha um conjunto finito
de geradores homogéneos de M sobre R. Caso d seja o maximo dos graus desses geradores,
entdao M, = 0 para todo n > d, ou seja, h(M,n) = 0 para todo n >> 0, e como o polinémio
nulo foi assumido previamente de grau —1, logo temos o resultado para esse caso.

Suponha r > 0. Para todo n defina o produto por a, como

pT N Mn e Mn+1
m—— a,m.

Se K,, = ker (p,) e C,, = coker(p,), entao temos uma sequéncia exata
0— K, — M, 2> M,.1 — C, — 0.

Seja K = D,50 Kn e C = €D,,5( Cn, entdo K é um submédulo de M e C' é um quociente
de M. Logo K e C sao R-médulos noetherianos graduados. Pelo Corolério 1.1.11, h(K,n) e
h(C,n) estao bem definidas. Pela aditividade do comprimento teremos

)‘Ro (Kn) - )‘Ro (Mn> + )‘Ro (Mn—i-l) - )‘Ro (Cn) =0,
escrevendo de outra forma,
h(K.n) — h(M,n) + h(M,n+ 1) = h(C,n) = 0,

ou seja, Ah(M,n) = h(C,n) — h(K,n). Note que a, anula C' e K, entdo podemos tomar
S como sendo o subanel de R gerado por aq,...,a,_; como algebra sobre Ry. Assim, K e
C' sao S-médulos que atendem as condigoes de indugao, implicando Ah(M,n) é uma fungao
tipo-polinomial de grau no maximo r —2, e pelo Lema 1.1.7, temos que h(M,n) é uma funcao
tipo-polinomial de grau no maximo r — 1. O

1.1.2 Polindomio de Hilbert-Samuel

Em 1951, Pierre Samuel mostrou que, no trabalho de Hilbert, poderiamos substituir
C por qualquer outro anel Artiniano. Ele também provou que, se (R, m) é um anel local
noetheriano e I um ideal m-primério, entao Ag(R/I™) torna-se um polinémio para um n sufi-
cientemente grande. Essa aplicagao é chamada de polinémio de Hilbert-Samuel. Escrevendo
de forma conveniente o polinomio de Hilbert-Samuel, podemos obter informacoes a respeito
da multiplicidade da variedade algébrica, que sera discutido na Secao 3.1.

Um dos conceitos mais importantes da algebra comutativa é o médulo graduado associado,
que sera apresentado nessa secao.

Defini¢ao 1.1.13. Seja (R, m) um anel local noetheriano. Um ideal I de R € dito ser m-
primdrio (ou ideal de defini¢io) se /T =m.

Observagao 1.1.14. A defini¢ao acima € equivalente a dizer que R/I é artiniano. De fato,
se I € m-primdrio, entdo pelo Teorema da correspondéncia, o unico primo de R/I sera m/I,
ou seja, R/I é noetheriano e todos os seus ideais primos sao maximais, equivalentemente R /I
¢ artiniano. Por fim, suponha que R/I é artiniano, entdao todo primo de R/I € mazximal, pelo
Teorema da correspondéncia e do fato que R € local, teremos V(I) = {m}, escrito de outra

forma, /I =m.



Definicao 1.1.15. Sejam R um anel, I um ideal de R e M um R-modulo. Definimos o anel
graduado associado de R com respeito a I por

gri(R) := @IVF“,

1€EN

no qual o produto de gry(R) é induzido pela multiplicagao I' x I? — I'*7. Chamaremos
de ideal irrelevante a parte positiva de gri(R), denotado por gri(R)" := @,., I'/I""*. Se
(R, m) € local noetheriano, definiremos seu maximal irrelevante por M :=m/I & gr;(R)".
De forma andloga definimos a partir de M o R-mddulo graduado associado

gri(M) == EI'M/I'' M.

1€EN

Note que podemos definir gr;(R) para todo i € Z, basta convencionarmos I* = R para
todo i < 0. Note que gr;(M) é um gr;(R)-médulo graduado. E ainda, se I for finitamente
gerado, digamos por ay, ..., a,, entdo temos um morfismo R[zy,xs,...,x,] — gr;(R), que
é sobrejetor, induzido pela projegao natural R — R/I e a substituicio z; — @; € I/I*. Em
particular, se R for anel noetheriano, entdo gr;(R) também serd noetheriano.

Agora suponha que (R, m) é um anel local noetheriano, I é um ideal m-primério de R e
M um R-médulo finitamente gerado. Entao pelo Coroldrio 1.1.11, Ag/(I"M/I"'M) < oo,
para todo n, em particular M/IM é um R/I-médulo noetheriano e artiniano. Como I anula
I"M/I" ™ M, segue que Ag(I"M/I" ™' M) < oo, para todo n. Da sequéncia exata

0— I"M/I"""M — M/I""'M — M/T"M — 0

e usando indugao sobre n (lembrando que I"™ = R para todo n < 0), temos que Ag(M/I"M) <
0o. Com isso podemos definir a fun¢ao de Hilbert-Samuel.

Definicao 1.1.16. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, I um ideal m-primdrio e M um
R-mddulo finitamente gerado. Definimos a funcao de Hilbert-Samuel de M com respeito a I
por

H[’M(,) 72— N
n+—— Agp(M/I"M).

Teorema 1.1.17. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, I um ideal m-primdrio e M um
R-mddulo finitamente gerado. Suponha que p(I) = r, entao a fungao de Hilbert-Samuel é
tipo-polinomial de grau no mdximo r.

Demonstracao: Suponha que I = (ay,...,a,), logo I/I* = (ay,...,a,), como gr;(M) satisfaz
as hipoteses do Teorema 1.1.12, implica que

h(gri(M),n) = Agyr(I"M/I" ' M) = Ag(I"M/I"' M)
é tipo polinomial de grau no maximo r — 1. Da sequéncia exata
0 — I"M/I"" "M — M/I"™'M — M/I"M — 0,
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temos que AHy p(n) = h(gri(M),n), pelo Lema 1.1.7, Hy p(n) é tipo-polinomial de grau
no mAaximo 7.
|
Se R = M, entdo escrevemos H(n) no lugar de Hj p(n), nesse caso denotaremos Pr(n)
como sendo o polinomio de Hilbert-Samuel de R com respeito a I.

Observagao 1.1.18. Podemos observar que para cada ideal escolhido teremos um polinomio
de Hilbert-Samuel. Um fato curioso € que o grau do polinomio serd sempre o mesmo para
qualquer ideal de defini¢do tomado. Para ver isso, sejam (R, m) um anel local noetheriano
I um ideal m-primdrio de R e M um R-mddulo finitamente gerado, entao para algum t > 0
temos m* C I. Para todo n > 1 obtemos m!™ C I" C m™, da primeira inclusio obtemos uma
sequéncia exata

0 — I"M/m™M —s M/m" M —s M/I"M —s 0,

implicando Ag(M/m™ M) = Ag(I"M/m™ M) + Ag(M/I"M), ou seja, Hupa(tn) > Hypr(n),
fazendo o mesmo processo para a outra inclusao consequimos Hyp(n) > Huyar(n). Caso o
grau de Py pr(n) fosse menor que o de Py p(n), entdo

fim 202l _

n—oo Py pr(n)
tomando € = 1 vai ezistir um n suficientemente grande no qual |Prp(n)| < |Paa(n)], como
esses valores serao nao negativos para todo n >> 0, assim teremos Hyp(n) < Hpar(n),
um absurdo. Se supormos que o grau de Py a(n) fosse menor que o de Pra(n), entdo
fartamos uma argumentacao andloga com Py pr(tn) para chegar em outro absurdo. Logo
temos o resultado esperado.

Exemplo 1.1.19. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e I = (x) um ideal m-primdrio
em que x nao € divisor de zero em R. Afirmamos que Pr(n) = n\r(R/I). De fato, para todo
n > 0 temos a sequéncia exata de R-mddulos

0— I"/I" — R/I™ — R/I" — 0.

Defina ¢ : R — I"/I™ por o(r) = rT", claramente essa aplicagdo é um morfismo sobre-
jetor de R-mddulos, pois I" /1" = (7). Trivialmente I C ker ¢, agora se r € ker p, entdo
o(r) =0=1rT", ou seja, ra™ € I", assim existe a € R tal que rz"™ = ax™*, como x € nao
divisor de zero de R, entao r = ax, logo r € I. Pelo Teorema do Isomorfismo teremos que
R/I = I"/I" que induz uma nova sequéncia exata

0— R/I — R/I"™" — R/I" — 0,

por aditividade do comprimento Ag(R/I"™) = Ar(R/I™) 4+ Ar(R/I), por recursao temos o
resultado.



1.1.3 O Teorema da Dimensao

Nessa secao discutiremos sobre o Teorema da Dimensdo de Krull, que tem por objetivo
relacionar o grau do polinomio de Hilbert-Samuel, a dimensao de Krull e a dimensao de
Chevalley. Finalizaremos a sec¢ao apresentando do Teorema do Ideal Principal de Krull.

Definicao 1.1.20. Sejam (R,m) um anel local noetheriano e M um R-mddulo finitamente
gerado. Dizemos que um conjunto {ai,as,...,a,} C m € um sistema de parametros para
M se Ag(M/(a1,as, ..., a,)M) < oo.

Se tomarmos o conjunto minimal de geradores de m, entao pelo Lema de Nakayama tal
conjunto serd um sistema de parametros de M. Logo, um sistema de parametros vai sempre

existir. Caso R = M, {ay,as,...,a,} € mser um sistema de parametros é equivalente a dizer
que R/(a1,as,...,a,) é anel artiniano, e pelo que discutimos na se¢éo anterior, é equivalente
a dizer que (ay,asg,...,a,) ¢ um ideal m-primério. Denotaremos por d,; o tamanho minimo

de um sistema de parametros em M, que é chamada de dimensao de Chevalley.

Observagao 1.1.21. Como para todo n > 0 temos v/m® = m, e pelo Lema de Nakayama
sabemos que p(m™) = dimp/m(m™/m" ), entao:

5R S dimR/m <%> .

Exemplo 1.1.22. Sejam k um corpo e R = k[z] o anel de séries formais em k. Note que
R € um anel local noetheriano com mazimal m = (x), pelo Exemplo 1.1.19 sabemos que
deg(Pn) = 1. Em virtude da observagdo anterior temos ég < 1, porém se o = 0, entao
VO = (x), um absurdo pois R é dominio, logo ér = 1. Como todo ideal préprio de R
estard contido em m, seque que esse ideal € da forma (x™), para algum n > 0, o que implica

Spec(k[z]) = {(0), (z)}, logo dim(k[x]) = 1.

O que acabamos de exibir no exemplo foi: 0z = dim R = deg P,. O principal teorema
dessa segdo mostrard que esse ndo é um caso particular se considerarmos (R, m) um anel
local noetheriano. Convencionaremos que se M é o médulo nulo, entao d); = —1 = dim M.

Lema 1.1.23. Seja (R, m) um anel local noetheriano, com corpo residual k = R/m. Tome
r€m e escreva S = R/(r). Denote por Pr e Ps os polinomios de Hilbert-Samuel de R e S
respectivamente, com relacdo a seus respectivos mazrimais. Entao:

(1) deg Ps > degPr — 1.

(2) degPs = deg Pr — 1, se r nao for divisor de zero em R.

Demonstragao: Denote por m a imagem de m em S. Assim (S, m) é um anel local noetheriano
com corpo residual S/m = R/m = k. Para todo n > 0, temos os seguintes isomorfismos:

S__ Rty L R L) L ()
mr (mr+(r)/(r)  mr+(r) m®  m*N(r)
induzindo uma sequéncia de R-mdédulos
0— (r) — £ — _ﬁ —0
"N (r) mn "



Da aditividade do comprimento temos

()2 (2) ()

como (r) anula S, segue que Ag (S/mM") = Ag(S/m"), logo a igualdade acima pode ser
reescrita da seguinte forma: Pgr(n) = Ps(n) + Ag((r)/(m™ N (1))).

Vamos estimar o valor de Ag((r)/(m™ N (r))), para isso provaremos as afirmacoes:

(i) Para todo n > 1, temos

An (%) < An (mf_1> — Paln—1).

(ii) Se 7 € R nao ¢é divisor de zero, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo

n >> (0 temos ( ) R
Ar (W) > g <mT) = Pp(n — o).

Primeiro verificaremos a prova de (i). Seja o morfismo sobrejetor de R-mddulos

R (r)
ml mr (1)

Pr -

dado pelo produto por r. Passando por uma sequéncia exata conseguimos

Ar (ﬁ)m) T An(kerg,) = An (mffl) |
o que prova (i),

Por fim demonstraremos (ii). Pelo Lema de Artin-Rees podemos tomar um ¢ > 0 em que
m” N (r) C (r).m" ¢ para todo n >> 0. Que induz um mapa sobrejetor

b

"m0 (r) (r).mn—c’

Tome o morfismo sobrejetor, produto por r

()

iR
P T Gy e

Note que se a € ker ¢,, entao ¢,.(a) = 0, o que implica a.r € (r).m" ¢, logo existe m € m"~¢
tal que a.r = m.r, como r é nao divisor de zero, teremos a = m, isto €, ker ¢, C m"~¢, como
a inclusao contraria é trivial, podemos aplicar o Teorema do Isomorfismo e conseguir

R (r)

Y

mre  (r).mnee

Com isso temos uma nova aplicacao sobrejetora

() R
prow: m” N (r) e
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passando por uma sequéncia exata teremos a prova de (ii).

Por (i), temos Pg(n) > Pr(n) — Pr(n —1) = APg(n—1) para n >> 0 e pelo Lema 1.1.7
sabemos que deg APr = deg Pr — 1, por argumentos similares aos que foram feitos na Secao
1.1.3, conseguiremos que as desigualdades serao preservadas apds passar pelos graus, entao
degPs > deg Pr — 1, provando (1).

Agora supondo r € R nao divisor de zero, podemos usar (ii) para conseguir a desigualdade
Ps(n) < Pr(n) — Pr(n — ¢), similarmente ao caso anterior teremos degPg < degPpr — 1.
Combinado essa nova desigualdade com a obtida para o item (1), teremos a prova de (2).

|

Teorema 1.1.24. Sejam (R,m) um anel local noetheriano e I um ideal m-primdrio de R.
Suponha que temos uma sequéncia exata

0— M —M-—M —0

de R-mddulos finitamente gerados. Entao Py p(n)+ Pryr(n) = Pra(n)+r(n), em que r(n)
€ tipo-polinomial de grau menor que deg(Pya(n)) e coeficiente lider ndo negativo.
Demonstracgao: Como M' C M, segue que M'/(M' NI"M) = (M'+ I"M)/I"M para todo
n >0, e do fato que M /M’ = M" teremos
MMy M MMM
(M + I"M)/I"M ~ M+ I"M (M’ + I"M)/M'  I"M"

Assim temos sequéncia exata
Ml M M/l
— — ——
M N I*M "M 1M
Escreva M, = M' N I"M. Pela aditividade do comprimento e para todo n >> 0 temos
Py ay(n) — Prar(n) = MM'/M)), logo A(M'/M]) é tipo polinomial. Por Artin-Rees existe
m € N no qual I"™"M' C M' N I™"M = I"(M' N 1™M). Assim

Im+nM/ g M/

m-+n

0— — 0.

cC "M’

e passando por sequéncias exatas triviais A(M'/I™"M') > N(M'/M], ) > NM'/I"M').
Para todo n >> 0 os termos da extremidade serdo Pj p(m+n) e Prp(n) respectivamente,
que possuem o mesmo grau e coeficiente lider. Dessa forma conseguimos que \(M’'/M))
possui grau e coeficiente lider igual ao de Py pp(n).

Seja r(n) = Pry(n) — MM'/M]), entao essa funcdo é tipo-polinomial de grau estri-
tamente menor que deg(A(M'/M))). Como deg(A(M'/M])) < deg(Pram(n)), segue que
deg(r(n)) < deg(Pra(n)). Desde que Pra(n) > AAM'/M)) para todo n >> 0, entéo
r(n) > 0 para todo n >> 0. Pela Observacao 1.1.6 teremos que o coeficiente lider de r(n) é
nao-negativo.

Por fim, note que

Pra(n) +r(n) = Prar(n) + Pran(n) — A(M' /M)
= PI:M(n) + PI,M’(TL - PLM(TL) + PLMI/(TL>
= PI,M/(TZ) + PI’M”(n).

N ~—
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Corolario 1.1.25. Sejam (R,m) anel local noetheriano, I ideal m-primdrio e M um R-
mddulo finitamente gerado. Se N é submddulo de M, entdo deg(Prn(n)) < deg(Pra(n)).

Demonstracao: Do teorema anterior sabemos que o grau de 7(n) é estritamente menor que o
de Pra(n). Dessa forma

deg(PLM(n)) = deg(PLN(n) -+ PI,M/N(n))'

A Observagao 1.1.6 nos garante que os coeficientes lideres de todos os polindmios em questao
nao sao negativos, logo

deg(Prn(n)) < deg(Prn(n) + Prayn(n)) = deg(Pra(n)).
[l

Teorema 1.1.26 (Dimensao de Krull). Sejam (R, m) um anel local noetheriano, I ideal
m-primdrio e M um R-mddulo finitamente gerado. Entao 0y = dimM = deg Pr . Em
particular M tem dimensao finita.

Demonstragao: Como ja comentamos, o grau do polinémio de Hilbert-Samuel independe do
ideal de definicao tomado, logo para o restante da demonstracao usaremos I = m. Mos-
traremos que dim M < deg(Pn ) < 0y < dim M. Apresentaremos cada desigualdade por
vez.

12 Desigualdade: dim M < deg(Pn ). Se deg(Pna) = —1, entdo para todo n >> 0
teremos Py (n) = A(M/m"M) = 0, ou seja, M/m"M = 0 e pelo Lema de Nakayama
teremos M = 0. Assim, dim M = —1, dessa forma suponha que deg(Py rr) > 0.

Como M # 0, segue que M tem uma quantidade finita de primos associados, portanto
existe Q € Ass M, no qual dim M = dim R/Q. Dessa forma, M possui um submdédulo
isomorfo a R/Q) e do Corolario 1.1.25, deg(Pn r/q) < deg(Pu, ).

Se provarmos que dim R/Q < deg(Pn r/o), entdo temos o resultado. Seja S = R/Q e
n = m/Q. Mostraremos que se Py C P, € ... € P, é uma cadeia de primos em S, entao
k < deg(P,s). O Caso em que deg(P,s) = —1 ja foi feito no pardgrafo anterior, assim
suponha deg(P, g) > 0. Para conseguirmos o resultado faremos indugao sobre o grau de P, .
Se deg(Py s) = 0, entdao P, s(n) = A(R/(n™)) é constante para n >> 0, logo AX(S/(n")) =0,
que passando por uma sequéncia exata teremos dimg,(n™/n"*!) = 0, assim n"/n"*! = 0,
pelo Lema de Nakayama n™ = 0 e por S ser dominio teremos (0) = V0 = v/n" = 1, logo
dim S = 0.

Suponha deg(P, ) > 0. Seja r € P;\{0} e defina T' = S/(r), pelo Lema 1.1.23 obtemos
deg(Pur) = deg(Pns) — 1. Note que Py /(r) C Py/(r) € -+ C B/(r) é uma cadeia de primos
em T e por hipétese de indugao k — 1 < deg(P,r), logo k —1 < deg(P,s) — 1, o que nos
fornece o resultado desejado.

2% Desigualdade : deg(Punas) < 0p. Se 0y = —1, entdo M = 0 implicando Py = —1.
Suponha dy; > 0, assim M # 0. Tome aq,as,...,a, € m tal que A(M/(ay,as,...,a,)M) <
oo. Seja I = (ay,az,...,a,), P=AnnM e Q = P+ I. Afirmamos que Supp(R/Q) = {m},
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ou seja, V(Q) = {m}. De fato, pois

Supp(M/IM) = Supp(M ® R/I)
= Supp(M) N Supp(R/1)
=V(P)NnV(I)
= Supp(R/P ® R/I)
= Supp(R/(I + P))
= Supp(R/Q).

Se IM = M, entao por Nakayama M = 0, contrariando a hipdtese, portanto teremos m €
Supp(M/IM), ou seja, Supp(M/IM) = {m}, logo temos provado nossa afirmagcao.

Sejam R = R/P, Q = Q/P e m = m, e desde que M ¢ anulado por P, entdo po-
demos considerd-lo como um R-médulo. Assim (R,m) é anel local noetheriano e Q =
(@1, @z, .. .,a;) é um ideal de definigio, pois {m} = V(Q). Pelo Teorema 1.1.17, deg(Pg ;) <
r. Como M/Q"M = M/(Q"+ P)M = M/Q"M, segue que \z(M/Q" M) = Az(M/Q"M) =
AR(M/Q"M). Assim, Pg ,/(n) = Po m(n) e com isso temos deg(FPg ar) < r. Assim, pelo fato
que deg(Pu ) = deg(Pg.ar), segue o resultado.

3* Desigualdade: dp; < dimM. Se dimM = —1, entdao M = 0, implicando &y =
—1. Dessa forma assumiremos que dim M > 0 e com isso M # 0. Note que na primeira
desigualdade provamos dim M < oo, sendo assim, facamos inducao sobre dim M. Se dim M =
0, ent@o todo primo do suporte é maximal, equivalentemente temos A(M) < oo, logo 0,y = 0.

Suponha dim M > 0. Desde que Ass M ¢ finito, entao podemos escolher Py, P, ..., P, €
Ass M tal que dim(R/P;) = dim M para todo i. Como dim M > 0, segue que P; C m, e
pelo Prime Avoidance existe a € m evitando todos os P;. Seja N = M /aM, portanto Np, =
Mp, /Mp, =0, ou seja, Supp N C Supp M\{P,, P, ..., P}, implicando dim N < dim M.

Tome aq,as, ...,a, € m tal que A\(N/(ay,as,...,a,)N) < oo er =dy. Como
M ~ N
(a,a1,as,...,a,) (a1,as,...,a,)N’
segue que M/(a,ay,as,...,a,.)M tem comprimento finito, em particular, dy;y < r + 1. Por
inducao oy < dim N, logo d)y <oy +1 < dim N + 1 < dim M.
[
Exemplo 1.1.27. Seja k um corpo e R = k[x1,xa,...,2,] o anel de séries formais em k,
entao dim R = n. De fato, se combinarmos o Lema 1.1.23 com o Teorema de Krull temos
dim k[xy, z9, ..., xy_1] = dim R — 1, que reescrevemos, dim k1, xo, ..., z,1] + 1 = dim R,

repetindo o processo n-vezes obtemos dim R = n

Corolario 1.1.28 (Teorema do Ideal Principal de Krull). Sejam R um anel noetheriano
e (ri,re,...,mn) © R um ideal. Entdo existe P € V((r1,72,...,7,)) tal que htP < n.

Demonstragao: Seja P € Spec R minimal dentre os primos contendo (ry,7rs,...,7,). Defina
S = Rp/(ri,re,...,mn)p, logo S é um anel local noetheriano, e pelo Teorema da corres-
pondéncia, Spec (S) = {PRp/(r1,72,...,7)p}, ou seja, S é artiniano, implicando o radical
de Jacobson ser nilpotente. Dessa forma +/(ry,rs,...,r,) = PRp, logo g, < n, pelo teo-
rema anterior sabemos dim Rp = dg,,, ou seja, ht P = dim Rp < n. O
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1.2 Anéis e Médulos Cohen-Macaulay

Na algebra comutativa e geometria algébrica, os mdédulos Cohen-Macaulay sao um dos
mais ricos objetos de estudo, no qual temos igualdade entre invariantes algébrico (profun-
didade) e geométrico (dimensao de Krull). Esses mddulos foram batizados em homenagem
aos matematicos Francis Sowerby Macaulay e Irvin Cohen. Nosso objetivo sera discutir tais
modulos e seus resultados basicos, para isso precisaremos falar sobre sequéncias regulares e
grade.

1.2.1 Sequéncia Regular

Apresentaremos o conceito de sequéncia regular de um modulo, no qual discutiremos
alguns resultados bésicos. Mostraremos que poténcias de sequéncias regulares também serao
regulares e ainda, no caso local, permutacoes de sequéncias regulares serao regulares. Veremos
que esse novo conceito tem aplicagoes interessantes no graduado associado, como no caso do
teorema de Valla-Valabrega, que nos fornece condigoes suficientes para o estudo de sequéncias
regulares no graduado associado.

Definicao 1.2.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Dizemos que x € R € um elemento
M-regular quando x nao é divisor de zero de M, ou seja, se m € M e x.m = 0, entao
m =0.

Definicao 1.2.2. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Uma sequéncia € = 1, s, ..., 2, de
elementos de R € dita ser M-sequéncia regular, ou apenas M-sequéncia, se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:
(1) Para todoi € {1,2,...,n} temos que x; é um elemento M /(x1,xs, ..., x;_1)M-reqular.
(2) M/(x1,29,...,0,)M #0.

Se x satisfaz o item (1), entao dizemos que & é uma M-sequéncia fraca. Se R = M, entao
dizemos apenas que x ¢ uma sequéncia regular.

Exemplo 1.2.3. Seja R = k[z1, 9, ..., x,] no qual k é um corpo, entdo x1, s, ..., x, € uma
R-sequéncia.

Exemplo 1.2.4. Seja Z[x] o anel de polinomios sobre Z na varidvel z. Claramente € = 2, x
¢ uma R-sequéncia, mas & nao é uma (Zlx] @z ZLy)-sequéncia, pois 2 € divisor de zero em
Z[.Z’} ®Z Z4.

Nesse ultimo exemplo vimos que a regularidade da sequéncia nem sempre é preservada
por produto tensorial. A proxima proposicao mostra que, sobre determinadas circunstancias,
o produto tensorial nao interfere na regularidade da sequéncia.

Proposicao 1.2.5. Sejam M e N mddulos sobre o anel R. Seja * C R uma M-sequéncia.

Suponha que N seja plano e €(M ®p N) # M ®g N, entao x € uma (M ®@g N)-sequéncia.
Mais ainda, se N for fielmente plano, entao temos a reciproca.
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Demonstragao: Escreva & = x4y, xs, ..., x,, vamos fazer indugao sobre n.

Caso n = 1. Considere o homomorfismo de R-moédulos ¢ : M — M definido por
©(m) = xym, para todo m € M. Claramente esse morfismo é injetor pois z; nao é divisor de
zero em M. Como N é R-plano, entao ¢ @gidy : M @g N — M ®r N é um homomorfismo
injetor. Dessa forma, se m; ® ny + my ® ny + ... + my ® ng € um elemento qualquer de
M ®gr N, temos

Y Qpidy(m) @ny +me @ ng + ... my @ng) = (Mmy) @ny + (ma) @ng + ... (M) @ ng

:x1m1®n1+x1m2®n2+...x1mk®nk:ml(ml®n1+m2®n2+...mk®nk).

Portanto se t € M ®r N é tal que x1t = 0, entdo t € ker (¢ ®p idN) e pela injetividade de
¢ ®p idy segue que t = 0, isto é, 1 é (M ®g N)-regular.
Suponha n > 1. Defina I = (x1, 22, ...,%,_1). Agora note que

(M ®rN)/(I(M®rN)) = (R/I)®r (M @r N) = (R/I ®r M) ®@r N = (M/IM) ®r N.

Como z,, é (M/IM)-regular, seque do caso 1 da inducao que z,, é (M ®g N/I(M ®g N))-
regular. Por hipdtese temos que (M ®@r N) # M Qg N, entao segue o resultado.

Para a reciproca usaremos indugao sobre o comprimento da sequéncia. Sera suficiente
provar o caso em que € = x1, pois o segundo passo da indugao repetird exatamente o mesmo
processo do caso 1.

Defina ¢ : M — M por p(m) = zym. Se denotarmos K = kerp, entdo teremos
K ®r N Cker(p®idy). Note que se t € M ®g N, entao ¢ @ idy(t) = x1t, dessa forma se
x1t = 0 teremos ¢t = 0 pois x1 nao é divisor de zero em M ®g N, ou seja, ker (¢ ® idy) = 0,
implicando K ®g N = 0. Como N é fielmente plano, segue que K = 0, assim teremos x; é
elemento M-regular. Em seguida, note que (M ®r N)/z1(M @z N) = (M/xyM) ®r N. No
caso em que (M/x;M) ®@r N = 0 teremos (M/x;M) = 0, pois N é fielmente plano. Logo,
(M ®@r N)/x1(M ®r N) # 0 se, e somente se, M /x1 M # 0.

O

Corolario 1.2.6. Sejam R anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e & uma
M-sequéncia. Seja P € Supp M tal que contém x. Entao x (em R,) € uma Mp-sequéncia.

Demonstragao: Sabemos que Mp = Rp®g M e pelo fato de P € Supp M, segue que Mp # 0,
assim pelo Lema de Nakayama PMp # Mp, em particular £ Mp # Mp. Como R — Rp é
plano, segue o resultado da Proposigao 1.2.5. O

Proposicao 1.2.7. Sejam R um anel, M um R-mddulo e x uma M-sequéncia fraca. Entao
uma sequéncia exata
Ny 25 Ny 25 Ny 2% M — 0

de R-mddulos induz uma nova sequéncia exata
Ng/ng — Nl/le — No/wNO — M/mM — 0.
Demonstracao: Seja € = x1, s, ..., z, uma M-sequéncia. Faremos por inducao sobre n.
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Para n = 1, ou seja, * = x;. Note que a segunda sequéncia é obtida da primeira
tensorando por R/(x1). Como o funtor _.®p R/(x1) é exato a direita, logo é suficiente checar
a exatidao da segunda sequéncia apenas em Nj/x1Nj.

Da primeira sequéncia, temos um mapa induzido @7 : Ny /21Ny — Ny/x1 Ny, definido
por p1(y + x1N1) = ¢1(y) + 21 Ng. Note que para todo z € Ny temos

P10 P2(z 4+ 21 N2) = Pr(p2(2) + 21 N2) = (1 0 92)(2) + 21 Ng = 0 + 21 Ny,

implicando Im@; C ker 1. Se @1(y +x1N1) = 0+ 21Ny = ¢1(y) + 21V1, entdo ¢1(y) € x1 Ny,
isto é, existe z € Ny tal que ¢;(y) = z1z. Pela exatidao da sequéncia original (g o ¢1)(y) =
0 = z1¢0(z), implicando ¢g(z) = 0, pois 21 nao é divisor de zero em M. Como ker ¢y = Imgy,
existe ¥ € Ny tal que p1(y') = z, assim 1 (y) = x191(y), implicando 1 (y — z1y") = 0, assim
(y — x1y') € ker vy = Imgpy. Logo y + x1 N7 € Imps.

Para completar a prova, podemos supor o resultado vélido para z, s, ..., 2z,_1, tomando
I = (z1,29,...,2,_1), assim temos uma sequéncia exata

NQ/INQ — Nl/[Nl —)N()/INO — M/IM — 0.

Agora, fazendo uma argumentacao similar ao caso anterior, no qual tensoramos a nova
sequéncia por R/(z,), obtemos o resultado.
O

Proposicao 1.2.8. Sejam R um anel e
Pn—1

Ne:...—» N, 2% N, 1 23 N, g —5 ... — N} 25 Ny — 0

um complezxo exato de R-modulos. Se x € uma N;-sequéncia fraca para todo i, entdo teremos
N e @g(R/(x)) € exata.

Demonstracao: Faremos por inducao no comprimento da sequéncia @, para isso é suficiente a
prova do caso € = x, pois o segundo passo de inducao tem argumentacao analoga ao primeiro
passo.

Como x é regular em N;, implica que sera regular em Imy; ;. Logo a sequéncia

Nitg — Nig2 — Nipy — Imp;; — 0
é exata. Pela proposicao anterior
Nit3 ®r R/(2) — Niyo ®p R/(2) —> Nis1 ®r R/(z) — Imp; 1 ®@p R/ (2) — 0
é sequéncia exata, assim temos o resultado. O
Corolario 1.2.9. Sejam R um anel e x € R uma sequéncia de elementos. Seja
0—U-5M-%5N—0

uma sequéncia exata de R-mddulos. Suponha que x seja tanto uma U-sequéncia quanto uma
N-sequéncia, entao x também serd uma M-sequéncia.
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Demonstracgao: Seja € = z1,2,...,2,. Como para cada i € {1,2,...,n} temos que
1, %9, ...,%;_1 € uma N-sequéncia, segue da Proposicao 1.2.7, que

O—>U/("El,%g,...,l’i,l)Ui)M/(l‘l,.l‘g,...,]}i,l)Mi)N/(.Z’l,.Z‘Q,...,Jii,l)N—>O

é uma sequéncia exata. Seja m € M/(x1,2a,...,2;_1)M tal que x;m = 0, logo teremos
zp(m) = Y(z;m) = 0. Como z; nio é divisor de zero em N, temos que (m) = 0,
implicando m € kery = Im®p, isto é, existe w € U/(x1, 29, ..., 7,_1)U tal que B(u) = m.
Note que p(z;u) = z;p(u) = z;m = 0, ou seja, x;u € kerp = {0}, como x; nao é divisor de
zero em U/(xy, 9, ...,2,-1)U, segue que u = 0, implicando que m = 0.

Agora novamente pela Proposicao 1.2.7, temos que

0 —U/xeU — M/xM — N/zN — 0

¢ uma sequéncia exata, assim M # x M, pois caso contrario implicaria N = x N, contrariando

o fato de @ ser N-sequéncia. O
Corolario 1.2.10. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Suponha que x1,xa,...,%; ... 2Ty, €
X1, T2y ..y Xty Ty SGO ambas M-sequéncias, entao Ty, Ta, ..., Ti1, TiTh, Tit1, ... T, € também

uma M-sequéncia.

Demonstragao: Note que para todo k < i temos que xy é M/(xy1,xo,...,xr_1)M-regular.
Logo, sem perda de generalidade, podemos considerar o caso em que ¢ = 1.
Seja & = x12), o, ..., T, Se m € M é tal que x12)m = 0, entao pelo fato de z; nao ser

divisor de zero de M teremos z}{m = 0, por um argumento similar aplicado a z/ conseguimos
que m = 0.

Como z12fM C 1M, temos que ¢ : M/x12yM — M/xyM é um morfismo sobrejetor
de R-médulos induzido pela projecao canonica, que nos fornece uma sequéncia exata

0 — oy M/z 2\ M — M/x2\M 5 M)z, M — 0

de R-mdédulos.

Defina o morfismo sobrejetor ¢ : M — xyM/x12, M por ¢(m) = zym. Note que se
y € )M, entdo y = zm, para algum m € M, assim t(y) = z12im = 0. Implicando
zyM C kertp. Suponha que m € ker, ou seja, ¥(m) = 0 = x;m, logo existe m' € M tal
que xym = x1xim’, como xy é M-regular, teremos m = zim’, que vai implicar ker ) C 2| M.
Pelo Teorema do Isomorfismo, M /2y M = x1 M /x 2} M, logo podemos reescrever a sequéncia
exata anterior como

0— M/2\M — M/x2\M — M/x;M — 0.

Como g, 3, ..., x, ¢ tanto uma (M /xM)-sequéncia quanto (M /x} M)-sequéncia. Pelo Co-
rolario 1.2.9, temos que zs, x3, ..., T, é uma (M /xix|M)-sequéncia, logo x1x], T2, x3, ..., Ty
é uma M-sequeéncia. O

Corolario 1.2.11. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Suponha que xq,x9,...,%; ... %,
¢ uma M-sequéncia, entao x1', x>, ...,x,°" € também uma M-sequéncia, para qualquer
ei € Ly, comi€{1,2,...,n}.
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Demonstragao: Segue direto do Corolario 1.2.10. O

Proposicao 1.2.12. Seja M um mdodulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano R.
Suponha que © = x1, T, ...,x, € uma M-sequéncia pertencente ao radical de Jacobson de R,
entao para todo o € S, temos que Ty = Ty(1), To(2), - - - » Lo(n) € também uma M-sequéncia.

Demonstracao: Como as transposicoes geram o S, serd suficiente provar o resultado para
uma transposigao, que sem perda de generalidade podemos assumir sendo o = (12). Dessa
forma basta mostrar que xo, x4, ..., x, ¢ M-sequéncia.

Inicialmente provaremos que z; nao é divisor de zero em M /xoM. Suponha @ € M /xo M
tal que x1@ = 0, entao ria € ro M, logo existe m € M tal que xya = xom. Desde que x5 nao
é divisor de zero em M /x1 M, entdao m € x1 M, isto é, m = xym’ para algum m’ € M. Dessa
forma zia = xoxym/, por x1 nao ser divisor de zero de M temos a = xym/, implicando @ = 0.

Mostraremos agora que xs nao é divisor de zero de M. Seja N = (0 :p; x2) e tome b € N.
Como por definicdo z.b = 0, passando a classe médulo 21 M teremos 2,0 = 0, porém z, nio
é divisor de zero de M/x1 M, implicando b € x; M. Tome m € M tal que b = xym, logo
xorym = 0, mas como x; nao ¢ divisor de zero de M, segue que xom = 0, ou seja, m € N
e ainda b = xrym € x;N. Assim N = 1N, por Nakayama teremos N = 0, com isso finaliza
nossa prova. O

Corolario 1.2.13. Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel local noetheriano R.
Suponha que x € uma M-sequéncia, entao x, € também uma M-sequéncia para todo o € S,,.

Demonstragao: Segue direto da Proposicao 1.2.12.
|
Note que a hipétese da sequéncia estar no radical de Jacobson foi fundamental na de-
monstragao da proposicao. Aqui estd um exemplo que ilustra bem esse fato.

Exemplo 1.2.14. Seja R = Z[x,y] e € = 3,2z,2y. Claramente x é uma R-sequéncia, mas
2y,2x,3 nao € uma R-sequéncia pois 2x € divisor de zero de R/(2y)R.

Sejam R um anel, M um R-médulo e T' = tq,t,,...,t, indeterminadas sobre R. Escreva
M|[T| para determinar o R-médulo M ®p R[T] e nomeie seus elementos de polinémios com
coeficientes em M. Se x = x1,xo,...,T, é uma sequéncia de elementos de R, entao temos
um morfismo natural de R-dlgebras, ¢ : R[T| — R, definido por ¢(f(T)) = f(z). Assim
temos uma agao natural, que torna M um R[T]-mdédulo,

B:MxR[T] — M
(m, f(T)) — f(z).m

e pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma aplicagao R-linear M[T| —
M, que manda tensores elementares m @ f(T') em f(x).m Para simplificar a notacao, se
F € M[T], entao denotaremos F'(x) a imagem dessa aplicacao.

Como os polinémios monomiais formam uma base R-livre de R[T], segue que os elementos
de M|[T] possuem escrita de forma tnica, logo podemos falar de grau dos elementos de M |[T].

Teorema 1.2.15. Sejam R um anel, M um R-mddulo, € = x1,xs,...,x, uma M-sequéncia
el = (z1,29,...,7,) ideal de R. Se F € M[T] é homogéneo de grau d e F(x) € 19 M,
entdo os coeficientes de F estao em IM.
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Demonstragao: Faremos por indugao sobre n. Se n = 1, entdo F = m ® t?. Caso F(zx) €
I M, entdao podemos escolher m’ € M tal que mad = m’a:‘f“, pela regularidade de x4,
segue que m = x1m’ € IM. Suponha o resultado vélido até n — 1. Para o segundo passo da
indugao, precisaremos da seguinte afirmacgao:

Afirmagao: Se J = (11,29, ...,7,_1), entdo x, é regular em M/J*M, para todo k > 1.
Faremos a prova por inducao sobre k. Se k = 1, o resultado segue da hipdtese do teorema.
Sejak >1ey € M/J*M tal que z,y = 0, ou seja, z,y € J*M. Como J*M C J*1M,
segue da hipétese de inducio sobre k que y € J*"'M, e ainda y = G(x1,23,...,7,_1) com

G € Mlty,ty,...,ty_1]. Como J*! é gerado por elementos da forma z5'z% .. 2’ com

LT,
by +bo+---+b,_1 = k—1, logo podemos tomar GG como polindmio homogéneo de grau k£ — 1.

Defina G' = x,G, assim G’ € M[ty,ta,...,t,_1] e por hipdtese de indugdo sobre n seus
coeficientes estao em JM. Como x, é regular em M/JM, segue que os coeficientes de G
estardao em JM, assim y € J¥M, o que prova a afirmacao.

Voltando ao teorema, faremos mais uma indugao, agora sobre d. Se d = 0, entao o
resultado é trivial. Suponha d > 0. Primeiro note que podemos reduzir ao caso em que
F(z) =0, porque se F(x) € ["'M, entdo F(z) = G(z) com G homogéneo de grau d + 1.
Sendo assim, escreva G = Y ", t;G;, com G; homogéneo de grau d, denote G} = z;G; e
G'=>" G Logo F — G ¢ homogéneo de grau d e (F — G')(z) = 0. Se os cocficientes
de F' — G’ estao em IM, entao os coeficientes de F' estdao em IM, pois cada G tem seus
coeficientes em I M.

Suponha que F(x) = 0. Seja F' = Z;=1 m; ® f;(T), dividindo cada f;(T") por t, te-
mos f;(T) = t,h;(T) + gj(t1,t2, ..., tn1). Logo F' = G + t,H, com H = 37 m; ®
hi(T) e G = 375 m; ® gj(ti,ta, ..., tu1), em que G € M[ty,ty, ..., t,1]. Desta forma
T H (21, 20,...,0,) = —G(x1,79,...,2,1) € JEM, da afirmacao, H(x1,2s,...,1,) € JIM,
como JYM C I?M e por hipétese de inducao sobre d, os coeficientes de H estao em IM.
Por outro lado, H(x) = H'(x1,z2,...,2,_1), no qual H € M|[ty,ts,...,t,_1] é homogéneo
de grau d. Como

(G+x, H' (21,29, .. 2p 1) = G(x1, 29, ..., Tn1) — o H(x1, 29, ..., 2,) =0,

segue da inducao sobre n que os coeficientes de G + x,H' estdao em JM. Desde que x, H’
tem seus coeficientes em I M, entao os de G também estao em I M. Logo segue o resultado.
|

Teorema 1.2.16. Sejam R um anel, M um R-mddulo, © = x1,xs,...,2x, uma M-sequéncia
el = (x1,x9,...,x,) ideal de R. Entao (M/IM)[ty,ts, ..., t,] € isomorfo a gri(M), ambos
vistos como R-moddulos. Caso M = R, entao teremos um isomorfismo de anéis graduados
também.

Demonstragao: Como ja foi comentado (Se¢ao 1.1), temos um morfismo sobrejetor de R-
dlgebras graduadas R[T| — grr(R), que mapeia t; em x; + I?. De forma anéloga, definimos
um morfismo sobrejetor de R-médulos graduados ¢ : M[T| — gr;(M), no qual se F € M[T]
é homogéneo de grau d, entdo ¢(F) = F(x) + 91 M.

Seja F' € IM[T], entao I = 7' i;F;, com i; € [ e F; € M[T]. Note que cada Fj
pode ser escrito como F; = Fj, + Fj, + ... F},, no qual Fj é homogéneo de grau [. Dessa
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forma i, F}, (x) € I'*1M | para todo j e [, implicando IM C ker ¢. Logo existe um morfismo
sobrejetor @ : M[T]/IM[T] — gr;(M), induzido de ¢. Pelos isomorfismos canonicos

MIT]/(IM[T]) = M[T] ®r (R/I) = (M ®g (R/I)) @ R[T] = (M/IM) ®r R[T],

podemos assumir que o dominio de B seja (M/IM)[T]. Seja F € kerp, e escreva F =
Fo + Fy + ... + Fy, no qual F; é homogéneo de grau j, entio p(F) = 0 o que implica
Fj(z) € "' M para todo j € {0,1,...,d}. Pelo Teorema 1.2.15 segue que os coeficientes de
F estdo em IM, logo F = 0 e pelo Teorema do Isomorfismo temos o resultado. O

Definicao 1.2.17. Seja [ ideal de um anel R. A fun¢ao ordy : R — N U {oco} definida por
ordj(z) = sup{m € N |z € I"™} € chamada de ordem de I. Claramente, ord;(z) = oo se,
e somente se, x € I"™ para todo m € N. Quando ord;(z) < 0o, a classe residual de x em
Jordi@) frordi@+1 ¢ chamada de forma inicial de z em gr;(R), que serd denotada por x*.
Se ord;(z) = oo, entao a imagem de x em gr;(R) serd igual a zero.

De agora em diante, guardaremos o simbolo z* para denotar a imagem z em gr;(R).

Proposicao 1.2.18. Sejam R anel noetheriano, I um ideal de R e x1,...,x, elementos de
R. Defina S = R/(x1,29,...,2.), J = (I + (21,22, ...,2,.))/(x1,22,...,2,) e p; = ord;(x;).
Suponha que x5, x5, ... x5 é uma sequéncia reqular de gr;(R). Entao:

(1) (gri(R)/((z1, 25, .-, a7)gri(R)) = gr,(5);
(2) I" N (z1,...,@,) =Y i a I 7P

Demonstragao: Inicialmente, note que para todo i € {1,2,...,r} teremos z} # 0, assim
ordy(z;) = p; < 00.

(1) Faremos por indugao sobre r. Suponha r = 1.

Afirmagao 1: (I"™ : x;) = I"P* para todo n € N. De fato, seja f € (I" : x)\I" P,
segue que f € I"\I**1 no qual k < n —p;. Como x1f € I" e k+p; + 1 < n, segue que
x1f € IMP1HL ou seja, (z1 + [P (f + IF1) = 0, desde que 7} é gry(R)-regular, temos que
f € I um absurdo. A inclusao contréria é trivial, logo temos o desejado.

Afirmagao 2: I" N (xy) = [" P2y para todo n € N. De fato, se a € I" N (z1), entdo
a = x1f para algum f € R, como a € I", segue da afirmacao 1 que f € I"P. Logo
I" N (z1) € I" Pz, como a inclusdo contréria é trivial, segue a prova da afirmagao.

Para todo n € N temos que

L%%M s * s

— fIJlIn_pl + [n+1)/([n+1) - xljn—m + Jn+l

_ I () (@) 1"+ ()
(971 /() (R (21))]0n = % )/ n) - T+ (),

Como xI"7Pt + ["F1 C "1 4 (1), temos um morfismo sobrejetor de R-algebras

} s g (R @)
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definido por ¢, (y + x ["7P' + ["T) = y + [T 4 (z,), para todo y € I". Seja y € I" tal que
On(y+a " P +I") = 0, entdaoy € I +(x;). Logoy € I"N(I" 1 +(z1)) = " +1"N(xy).
Portanto

I+ 10 ()

[P 4 [+l

como a inclusao contréaria € trivial, segue que temos a igualdade. Da afirmagao 2, sabemos
que (x1) N I™ = z1I"P'| entdo g, é um isomorfismo para todo n € N, com isso temos um
isomorfismo induzido de R-dlgebras (ou R/I-algebras)

: % — T (R/(71)).

ker ¢, C

Suponha r > 1.

Escreva G = (gri(R))/((z7,...,zi_1)gri(R)), L = (I + (x1,...,2—1))/(T1,. .., Tr_1),
T = R/(x1,%9,...,2,_1) € Ty aimagem de x,, em 7. Por hipétese de indugao, G = gr.(T),
digamos que ¢ seja tal isomorfismo. Suponha que x* é a imagem de T, em grp(7T), o que
implica p(zf) = =, logo

gri(R) ~ G o _gr(T)
(x3, 2%, ..., x5)gri(R) G x=*grp(T)

Pelo isomorfismo acima, obtemos que x}* é regular em grp (7)), logo pelo caso 1 da indugao
temos (grr(T))/(x;*(9r(T)) = gr(p4zr)/@)(T/(Tr)), desde que T'/(Z;) = R/ (21, %o, ..., %)
e (L+7,)/(z,) = I/(x1,x2,...,x,), entdo temos o desejado.

(2) Novamente sera feito por indugdo sobre r e por conveniéncia usaremos a mesma
notacao do item anterior. Note que o caso r = 1 ja foi feito na afirmacao 2, sendo assim,
suponha r > 1. Note que ord;(z,) = ord;(Z,), pois T, € LP" e caso T, € LPrl entao
z, = b+ Zg;i a;x; com b € It Com isso terfamos z, 4+ [P = Z;: a;x; + 1P+
implicando que x} = 0 em G, que é um absurdo pois z; é regular em G.

Como z* é regular em grp(7T), segue do caso 1 da inducao que L™ N (Z;) = T, L" P, ou

seja, I" N (x1,22,...,2,) C x 0" P + (1,29,...,2,—1). Assim, se y € I" N (1, 22,...,2,),
entdo y = bxr, + a, com b € I"Pr e a € (x1,29,...,2,_1). Como bx, € I", temos que
y—br,=acI"N(x1,x9,...,2,_1), da hipdtese de inducao, segue que a € Z;;i x; ["7Pi o

que encerra a prova.
0

Lema 1.2.19. (Valla - Valabrega) Sejam R anel noetheriano, I e J = (fi1, fo,..., [») ideais
de R. Para todo i € {1,2,...,r} defina p; = ord;(f;) e J; = (f1, fa,---, [i). Suponha que
f1, far ooy fr € wuma R-sequéncia e I" N J = Y. I""Pif;, para todo n > 1. Se R € local ou
J C1I, entao I"N J; = 23:1 I"Pif; para cada i € {1,2,...,7r} e para todo n > 1.

- z . -1 . .
Demonstragao: E suficiente provar que I" N J,_; = 22:1 I"~Pi f; para todo n > 1, pois uma
vez que temos esse caso, sabemos que fi, fo,..., fr_1 € uma R-sequéncia e assim, usando

uma argumentacao similar, podemos provar que I" N J,_o = Z;j I"Pi f; continuando
recursivamente obtemos o resultado.

Claramente Z;;} Im=rif, C I" N J._q, pois para cada j € {1,2,...,7 — 1} temos que
fi VP CIPI [P = [ e f;I"7Pi C J._;. Sendo assim, basta pensar na inclusao contraria.
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Sejaa € I"NJ,_1, entao existem a; € R tais que a = z;j a;f;. Como I"NJ,_1 C I"NJ,
segue que existem b; € I"7P tais que a = Y _;_, b;f;. Assim Z;;} a;jf; = Z;;i bif; + frby,
logo a imagem de f.b, em R/J._; serd igual a zero e pela regularidade de f,., segue que
by € Jo_1. Logo, I" N J,_y © Y021 "7 fi 4 fr (1P 0 my).

Fixe m € N, no qual m <min{p; |1 <j <r—1}. Sen < m+p,, entdo n —p, < p; para
todo j <r—1,logo [Pi C I"Pr e comisso f; € I"Pr, implicando J,_; C I"7P . Note também
que teriamos n — m < p,., implicando [P~ C ["~™ C [""Pi para todoi € {1,2,...,r — 1}, em
particular f, € I"Pi. Além disso,

r—1 r—1

"0 T ©Y TP fi 4 ST N Tey) © Y TP fy o frde

j=1 j=1

e como fif, € f;I"Pi para todo 1 < i < r — 1, segue que f,.J,_1 C Z;;i I"7Pi f;. Logo
teriamos o resultado.

Sendo assim, podemos supor n > m + p, e que para todo t < n — 1 seja verdade que
I'nJ,_, = Zg;i I"Pif;. Se R élocal e p, = 0, entdo

r—1
I"NJ,_1 CY I"Pifi+ f,(I"°NJ._4
J
Jj=1
r—1

C Z I"Pif, 4+ I"0 J
j=1
cI*nd,._.

Logo I"N J,_1 = Z;: I"Pif, + f.(I" N Jy—1), como f, é elemento regular de R, segue que
(fr) é ideal préprio de R, com isso, usamos o Lema de Nakayama para conseguir I" N J,_; =
S I

Suponha p, > 1, desde que n — p, < n — 1, entao

r—1
IO g) = 00 T )

r—1

= Z Inipripjfrfj

Jj=1
r—1

C Z In_pr_pjlprfj

Jj=1
r—1
_ n—pj f.
=N "1y
=1

Logo
r—1 r—1

I"NnJ,_, C [n—pjf. + fr P nJ._,)C ]n_pjf'.
I J

J=1 Jj=1
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Note que a localidade do anel s6 foi necessaria para o caso em que p, = 0, quando J C [ ¢é
sempre verdade que p, > 0, entdo temos o resultado para ambos os casos.
|

Teorema 1.2.20. (Valla - Valabrega) Sejam (R,m) um anel local noetheriano, I e J =
(f1, f2, -, fr) ideais de R. Entdo sao equivalentes:

(1) ff, f5,..., fF € uma gri(R)-sequéncia.

(2) fr, fos ..o, [r € uma R-sequéncia e I" N J = ., I"™Pi f; para todo n > 1. No qual
pi = ordy(x;).

Demonstragao: (1) = (2). Faremos indugao sobre r. Note que da Proposi¢ao 1.2.18 sé
precisamos mostrar que fi, fo, ..., f, € R-sequéncia, do isomorfismo dessa mesma proposicao,
serd necessario apenas o caso em que r = 1. Claramente f; € m, pois caso contrario f; seria
invertivel em gry(R), dessa forma temos que fiR # R. Seja y € R tal que fiy = 0, suponha
que y # 0, desde que N,>oI™ = 0 (pois R é local noetheriano), entao y € I*\I*™! para algum
k € N. Logo (fi + IP**Y)(y + I**1) = 0, como f; é gr;(R)-regular, segue que y € I**1 um
absurdo.

(2) = (1). Recorreremos mais uma vez ao principio indutivo. Para r = 1. Tome
x 4+ I elemento homogéneo de gry(R) no qual (f; + IP**1)(x + ™) = 0, o que implica
fix € ™l Assim fiz € I+ 0 (), mas por hipétese fix € fil(mtpit=r (g
regularidade de f; teremos z € ™!, Logo f; ¢ nao divisor de zero de grr(R) e ainda mais,
como f; € m, segue que f; € M, ou seja, frgri(R) # gri(R).

Suponha r > 1. Pelo Lema 1.2.19 teremos que I" N (f1, f2, ..., fr—1) = Z;;} f;1"7Pi para
todo n > 1, logo pela hipétese de inducao f7, f5,..., fF_; ¢ uma gr;(R)-sequéncia. Através
do isomorfismo obtido na Proposicao 1.2.18, voltaremos ao caso 1 da indugao e finalizamos
nossa prova.

|

Proposicao 1.2.21. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, M um R-mddulo finitamente
gerado de dimensdo n e ay,as,...,a; elementos de m. Entao dim(M/(ay,aq,...,a))M) >
n—t, com a igualdade acontecendo se, e somente se, {ay,az,...,a;} pode ser estendido para
um sistema de parametros de M.

Demonstracao: Para a primeira parte faremos indugao sobre t. Seja t = 1 e escreva N =
M/a;M. Como M tem dimensao finita (do Teorema da dimensao de Krull), segue que
N também terd, assim escolha {b1,bs,...,b.} C m tal que A(N/(by,bo,...,0,)N) < 0 e
r =0y = dimN. Como

N (M/ay M) M

~Y

(bl, bg, e ,br)N N ((bl, bQ, ceey bT)M + alM)/alM a (al, bl, bg, e ,bT)M’
implica que A\(M/(aq, by, ...,b,) M) < oo, logo oy < dy+1, aplicando o Teorema da dimensao
de Krull temos dim(M/a; M) > dim M — 1.
Suponha agora t > 1 e suponha o resultado vélido até t—1. Defina N = M/(aq, ..., a;) M,
pelo caso t = 1 temos que dim(N/a;N) > dim N — 1, por hipdtese de indugao dim N >
dim M — (t — 1). Como sabemos que N/a;N = M/(aq,...,a;)M, segue que

dim(M/(ay,...,a;))M) >dimN —1>dimM — (t —1) =1 > dim M —t.

23



Provaremos agora a segunda parte. Suponha que dim(M/(ay,az, ..., a;)M) = n—t, entdo
podemos escolher um sistema de parametros {a;.1, a4y, ..., a,} para M/(ai,as, ... ,a;)M.
Seja N = M/(a1,as,...,a;)M. Como N quocientado por (ai1,...,a,)N é isomorfo a
M/(ay,aq,...,a,)M, segue que A(M/(aq,as,...,a,)M) < oo, ou seja, {aj,as,...,a,} for-
mam um sistema de parametros para M.

Reciprocamente, se aq,as,...,a; pode ser estendido para um sistema de parametros
{a1,a9,...,a,} de M. Definimos M/(ay,...,a;)M = N, no qual temos um isomorfismo
N/(ayi1, ... a,)N = M/(ay,a9,...,a,)M, ou seja, A(N/(ay1,...,a,)N) < oo. Com isso
teremos 0y < n — t, equivalentemente (Teorema da dimensdo) dim N < n — ¢, como a
desigualdade contraria segue do primeiro caso, logo temos resultado desejado.

|

Teorema 1.2.22. Seja M um mdodulo finitamente gerado sobre um anel local noetheriano R.
Se x1, 29, ..., 2y € uma M-sequéncia, entao {x1,xs,..., 24} pode ser estendido a um sistema
de parametros para M.

Demonstragao: Faremos por indugao sobre t. Seja t = 1, decorre da Proposi¢ao 1.2.21 que
dim(M/x1M) > dim M — 1. Temos que (x1) + ann(M) C ann(M /x4 M), logo existe um
morfismo sobrejetor de anéis

R
(1) + ann(M) - ann(M /x M)’

@

que implica dim(R/ann(M/x;M)) < dim R/((x1) + ann(M)). Defina S = R/(ann(M)).
Note que se y € R e yr; € ann(M), entao para todo m € M temos yxym = 0, pelo fato de x;
ser M-regular segue que ym = 0, logo y € ann(M ), ou seja, a imagem x; em S nao é divisor
de zero em S. Do item (2) do Lema 1.1.23 sabemos que dim(S/x;S) = dim S — 1. Como

S (R/ann(M)) - R

218 ((z1) + ann(M))/ann(M) — (21) + ann(M)’

segue que dim(M/x M) = dim(R/ann(M/z,M)) < dimS — 1 = dim M — 1. Dessa forma,
dim(M/xz1 M) = dim M — 1 e pela Proposigao 1.2.21 temos que x; pode ser estendido para
um sistema de parametros.

Suponha t > 1 e o resultado valido até ¢t — 1. Seja N = M/(x1,xs,...,2,1)M e por
hipotese de indugao 1, xs, ..., 2,1 pode ser estendido para um sistema de parametros, logo
usando a Proposi¢ao 1.2.21 conseguimos que dim N = n — (¢t — 1). Desde que por hipétese
xy ¢ nao divisor de zero de N, entao por uma argumentagao similar ao caso t = 1 temos
dim(N/x;N) = dim N — 1. Pelo fato de que N/x;N ser isomorfo a M/(z1,xs,...,x,)M,
segue que dim(M/(xy, 29, ..., 2)M) =dimN —1=n— (t —1) — 1 = n — t. Por fim, pela
Proposicao 1.2.21 segue o resultado.

|

1.2.2 Profundidade e Grade
Note que se R é um anel noetheriano, M um R-médulo e xy, xo, ..., z; ¢ uma M-sequeéncia,
entdo temos uma cadeia de inclusoes préprias, (x1) € (x1,22) C ... € (21,22,...,7) de
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ideais de R. Pelo fato de R ser noetheriano podemos estender a sequéncia original, a uma
M-sequéncia de comprimento maximo. Dito isto, podemos definir o conceito de M-sequéncia
maximal como sendo uma sequéncia de comprimento maximo. O objetivo dessa subsegao é
apresentar os invariantes algébricos grade e profundidade de um modulo.

Definicao 1.2.23. Sejam R um anel noetheriano e M um R-mddulo. Se xqi,xs9,...,2, €
uma M-sequéncia tal que para todo x,+1 € R, x1,%a,...,%n, Ty nao é M-sequéncia, entao
dizemos que x1,Zs,...,T, ¢ uma M-sequéncia maximal.

Exemplo 1.2.24. Seja R = klz,y, z|/(xz,yz), no qual x, y e z sdo varidveis sobre o corpo
k. Afirmamos que x=1—-7% e y=1—71,1 -7 sao ambas R-sequéncias mazimais. De fato,
imictalmente mostraremos que 1 —Z nao é diwvisor de zero de R, para isso seja f € R tal que

(1 —=2)f =0, isso quer dizer que existem g,h € klz,y, z], no qual
(1—2)f =xzg + yzh.

Assim z divide (1 — z)f, como z € primo e nao divide (1 — z), seque que z divide f, isto é,
existe fi € klx,y,z| em que f = zf1. Fazendo a substituicao na equacao acima e eliminado
0 z, temos

(1—2)f1 =zg+yh,

isto €, (1 — z)f1 estd no ideal primo (x,y), como 1 — z & (x,y), seque que
J1=zg1 +yhy,

com g1, hy € klx,y,z|. Logo f = xzgy + yzhy, noutras palavras, f =0, provando que 1 — %
nao € divisor de zero de R.
Note que

R klx,y, z]/(zz,yz) ~ k[r,y,2]

(1-2)  ((1-2)+(z2,92)/(z2,92) (1 - 2,22,y7)

1

k,

assim ¢ é R-sequéncia e mais ainda o ideal (1 —Z) é mazimal em R, logo a sequéncia x
nao pode ser estendida. Agora fica mais simples provar que y € também uma R-sequéncia
mazximal, porque usando argumentos andlogos ao caso anterior provamos que 1 — T nao é
divisor de zero em R. Como R/(1 —T)R = kly|, seque que 1 — 7y nao é divisor de zero em
R/(1—7Z)R. Por fim, basta ver que R/(1—7T,1—7) = k, novamente pelo caso anterior seque
o resultado.

O exemplo acima mostrou que nem sempre duas M-sequéncias maximais tem o mesmo
comprimento. O préximo teorema mostrara que, sobre determinadas condigoes, teremos a
igualdade dos comprimentos. Antes disso precisaremos do seguinte lema.

Lema 1.2.25. Sejam R um anel, M um R-mddulo finitamente gerado e x1,xs,. .., x, uma M-
sequéncia. Fizei € {1,2,...,n}. Suponha que x;11 € M/(x1,xs,...,x;_1)M-reqular, entdo
Tiyeooy Tio1, Tix1, Tiy- -, Ty € uma M-sequéncia. Em particular, se a sequéncia original for
maximal, entdo a sequéncia alternada serd maximal também.
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Demonstracao: Note que podemos supor ¢ = 1, pois no caso geral bastaria denotar N =
M/(x1,2z9,...,2;_1)M e argumentar o teorema para N. Por hipdtese, ja sabemos que x5 é
regular em M, mostraremos que xy é M /xoM-regular.

Seja my € M tal que x1ymy € x5 M, ou seja, existe mo € M no qual x1m; = xoms. Como
xo é M/x1M-regular, segue que my = xy3ms para algum mg € M, assim xym; = x129m3
e pela regularidade de x; temos m; = x9ms, implicando que 1 é M /zoM-regular. Como

(x1, 29, ..., xi-1)M = (x9,21,...,2;—1)M para todo i > 3, segue que z; é (o, 1, ...,x;_1)M-
regular para todo ¢ > 3, provando que a sequéncia alternada é também uma M-sequéncia.
Por fim, suponha que xy, xs,...,x, é M-sequéncia maximal e que x9, T1, T3, ..., Ty, Tpi1
¢ uma M-sequéncia para algum x,,1 € R. Pelo que acabamos de provar, x1,To, ..., Ty, Tpni1
seria uma M-sequéncia, o que contraria a maximalidade da sequéncia original. O

Teorema 1.2.26. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e I
um ideal de R em que IM # M. Entao todas as M-sequéncias que sao maximais, dentre as
que estao contidas em I, possuem o mesmo comprimento.

Demonstracao: Sejam & = x1,x2,...,T, € Y = Y1, Y2, ..., Y duas M-sequéncias contidas em
I, provaremos que se  é uma sequéncia maximal, entao y também sera. Para isso faremos
inducao sobre n.

n = 1. Como x; é M-sequéncia maximal, segue que I é formado por divisores de zero
de M/xyM. Sabemos que o conjunto dos divisores de zero de M/x1M é a unidao de seus
primos associados, pelo Prime Avoidance existe P € Ass(M/x1M) contendo I, no qual
P = (1M : m) para algum m € M. Portanto, Im C 1M, em particular y;m = z1r para
algum r € M.

Suponha que r € y; M, entao r = y;s para algum s € M. Dessa forma, y;m = x1y15 e
pela regularidade de y; terfamos m = zys, implicando P = (x;M : z1s) = R, contrariando
a primalidade de P, com isso temos que a imagem de r nao é zero em M /y; M. Como
x1rl = yyml, segue que x171 C yyml C yy21 M e pela regularidade de x, teremos rI C y, M.
Logo I é formado por divisores de zero de M /y, M, portanto y; é M-sequéncia maximal.

Suponha n > 1. Para todo i € {1,2,...,n} definiremos B; = M/(xy,...,x;-1)M e C; =
M/(y1,...,yi—1)M, como existem x; e y; que sao regulares em B; e C; respectivamente, segue
que I nao é formado inteiramente de divisores de zero B; e C;, para todo i € {1,2,...,n}.

Logo
n
¢ ( U P),
i=1 » PeAss(B;)UAss(C;)
mais uma vez, pelo Prime Avoidance, existe z, € I evitando todos esses primos associados.
Com isso, z, é regular em B; e C; para todo i € {1,2,...,n}.

Pelo caso 1 da inducao, z, é B,-sequéncia maximal, aplicando o Lema 1.2.25 teremos
que z,,x1,...,T,_1 € M-sequéncia maximal e z,,y1,...,Yy,_1 € uma M-sequéncia. Como
X1, ..., Tpn_1 6 M/z, M-sequéncia maximal, segue da hip6tese de indugao que y1,...,9,_1 €
também uma M/ z, M-sequéncia maximal, ou seja, z,,x1,...,T,_1 é M-maximal e do Lema
1.2.25 sabemos que podemos levar o termo z, ao final da sequéncia que sua maximalidade
serd preservada, equivalentemente z, é M/(y1,. .., yn—1)M-sequéncia maximal e pelo caso 1
da indugao y, também serd maximal em M/(yi,...,y,—1)M, concluindo assim a prova.

[
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Através desse teorema podemos definir um novo invariante de um maédulo.

Definicao 1.2.27. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e I um
ideal de R em que IM # M. Entao definimos o comprimento mazimal de uma M-sequéncia
em I, por “grade” de I em M, que serd denotado por grade (I, M).

Definigao 1.2.28. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e M um R-mddulo finitamente
gerado. Entao o grade de m em M é chamado de profundidade de M, que serd denotado por
depth M.

A partir de agora, toda vez que estivermos utilizando-se do grade de I em M estara
implicito que IM # M.

Proposicao 1.2.29. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado. Se
I e J sio ideais de R em que /T =+/J, entdo grade (I, M) = grade (J, M).

Demonstracao: Como R é noetheriano, segue que todos os seu ideais sao finitamente gerado,
assim existe n € Z, no qual I" C J. Portanto se € = x1,29,...,z, ¢ uma M-sequéncia
contida em /, entao, pelo Corolario 1.2.11, 7, 2%, ..., 2 é uma M-sequéncia contida em J.
Logo grade (I, M) < grade (J, M) e por uma argumentagao andloga teremos a desigualdade
contraria.

[

Proposicao 1.2.30. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e
I um ideal de R. Suponha que © = x1,%o,...,x, € uma M-sequéncia contida em I, entdo
grade (I /x, M /xM) = grade (I, M/xM) = grade (I, M) —r.

Demonstragao: A primeira igualdade é trivial, desde que M/xM é tanto um R-mddulo,
quanto um R/z-médulo, por isso faremos apenas a segunda. Como podemos estender x a
uma M-sequéncia maximal contida em I, digamos que z = 1, %2, ..., Zr, Y1, Y2, - - ., Yk SEja
tal sequéncia. Do Teorema 1.2.26 temos que grade (I, M) = r + k. Claramente y;, vz, .. ., Yk
¢ uma M /xM-sequéncia, mas ela também serd maximal, pois caso contrario, nao terfamos
a maximalidade de z, logo grade (I, M/x M) = k, o que encerra nossa prova. O

Proposigao 1.2.31. Sejam (R,m) um anel local noetheriano e M um R-mddulo, nao-nulo,
finitamente gerado. Entdo depth M < dim R/P, para todo P € Ass M.

Demonstragao: Faremos por indug¢ao em depth M. Se depth M = 0 o resultado é trivial.
Suponha que depth M > 0, entao existe x € m que é M-regular. Como M # 0, segue que
Ass M # (). Seja P € Ass M e defina C' = {Rm|m € M e Pm = 0}. Desde que C # 0 e M é
noetheriano, entao C possui um elemento maximo com respeito a inclusao, digamos que Rm
seja tal elemento.

Suponha que m € xM, entao existe n € M tal que m = zn e pela regularidade de x
terfamos Pn = 0, ou seja, Rn € C'e Rm C Rn. Caso n = my para algum y € R, entao
(xy — 1)m = 0, implicando zy — 1 € (0 : m), o que acarretaria —1 € m. Logo Rm C Rn,
contrariando a maximalidade de Rm, sendo assim, m ¢ xM. Com isso teremos que a imagem
de m em M/xM é nao-nula e mais ainda é anulada por P, ou seja, P é composto por divisores
de zero de M/xM. Como o conjunto dos divisores de zero de M/xM é igual a unidao dos

27



primos associados de M /x M, segue do Prime Avoidance que existe Q € Ass(M/xM) no qual
PCQ.
Como z foi tomado regular, segue que x ¢ P, logo

MY _ Mp M,
aM), (zM)p Mp

ou seja, P ¢ Supp(M/xM). Como Ass(M/xM) C Supp(M/xM), segue que @) estd no
suporte de (M/xM) e com isso P C @, implicando dim R/P > dim R/Q. Por inducao
dim R/Q > depth (M/xM) e pela Proposicao 1.2.30 temos depth (M/xM) = depth M — 1.
Assim dim R/P > depth M — 1, ou seja, dim R/P > depth M.

U

Teorema 1.2.32. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e M um mddulo nao nulo finita-
mente gerado sobre R. Entao depth M < dim M.

Demonstra¢ao: Como Ass M C Supp M e dim M = sup{dim(R/P) / P € Supp M}, segue o
resultado da Proposigao 1.2.31. O

1.2.3 Anéis e Modulos Cohen-Macaulay

Agora teremos uma breve nocao do que sao moédulos Cohen-Macaulay. Mostraremos
alguns resultados com relacao a profundidade e dimensao de tais médulos. Os anéis Cohen-
Macaulay serao de fundamental importancia no capitulo 3.

Definicao 1.2.33. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, M um R-mddulo nao nulo fini-
tamente gerado. Se depth M = dim M, entdo dizemos que M é Cohen-Macaulay. O anel R
é dito Cohen-Macaulay, sempre que visto como R-mddulo ele for Cohen-Macaulay.

Em geral, se R é um anel noetheriano, dizemos que M é Cohen-Macaulay sempre que
M, é Cohen-Macaulay para todo m € Supp M. Por simplicidade, sempre que escrevermos
“(R,m) anel Cohen-Macaulay”, estard implicito que o anel em questao ¢ local noetheriano.

Exemplo 1.2.34. Seja k[z,y] o anel de séries formais nas varidveis x e y sobre o corpo k.
Defina R = K|z, y]/(xy, x*). Afirmamos que R nao é Cohen-Macaulay. De fato, pois (z,y)R
€ o mazimal de R, que por sua vez € anulado por x, ou seja, todo elemento nao-invertivel de
R € divisor de zero, implicando depth R = 0, e como ()R C (z,y)R é uma cadeia de primos
em R, seque que dim R > 1.

Teorema 1.2.35. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e M um modulo Cohen-Macaulay
nao nulo, no qual M € finitamente gerado sobre R. Entao

(1) dim(R/P) = depth M, para todo P € Ass M ;

(2) grade (I, M) = dim M — dim(M/IM), para todo I C m;

(3) x=x1,29,...,2x, € uma M-sequéncia se, e somente se, dim(M/xM) = dim M — r.

Demonstracao:

(1) Seja P € Ass M, pela Proposigao 1.2.31 sabemos que depth M < dim(R/P), pelo fato
de que Ass M C Supp M temos dim(R/P) < dim M, como depth M = dim M, entdo segue
o resultado.
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(2) Faremos por inducao em grade (I, M). Se grade(I,M) = 0, entdao I consiste de
divisores de zero de M. Como o conjunto dos divisores de zero de M é a uniao de seus primos
associados, segue do Prime Avoidance que existe P € Ass M tal que I C P. Sabemos que
Supp(M/IM) = Supp(M)NV (1), entdao P € Supp(M/IM), logo dim(R/P) < dim(M/IM)
e do item anterior temos dim(R/P) = depth M. Logo, o resultado segue do fato que M ¢é
Cohen-Macaulay.

Se grade (I, M) > 0, entao escolha x € I que seja M-regular. Seja N = M /xM, entao
podemos ver que N/IN = M/IM. Pela Proposi¢ao 1.2.21 e o Teorema 1.2.22 teremos
que dim N = dim M — 1. Da Proposi¢ao 1.2.30, grade (I, M/xM) = grade([,M) —1 e
depth (M /zM) = depth M — 1 e assim aplicando a hipétese de inducao

grade (I, N) = dim N — dim(N/IN),
isto é,
grade (I,M)—1=dimM — 1 —dim(M/IM),

nos dando o resultado.

(3) Se & = x4, x, . .., x, é uma M-sequéncia, entao o resultado segue da Proposigao 1.2.21
e do Teorema 1.2.22.

A reciproca sera feita por indugao em r. Se r = 1, entao do item (2) temos grade (z1, M) =
1, ou seja, (x1) possui um elemento M-regular, que serd da forma x1k para algum k € R. Se
m € M é tal que zym = 0, entao z1km = 0 e pela regularidade de x1k segue que m = 0, ou
seja, x1 é regular em M. Suponha r > 1 e defina N = M/(xy, 2z, ...,2,—1)M. Sabemos da
Proposigao 1.2.21 que dim N > dim M — (r — 1), caso a desigualdade fosse estrita terfamos

dim(M/xM) = dim(N/x,N) > dim N — 1 > dim M —r = dim(M/zM),
que é um absurdo, logo dim(M/(xy, s, ..., x,—1)M) = dim N = dim M — (r — 1) e por
inducao x1,xs,...,r,_1 é uma M-sequéncia. Assim
dim(N/z,N) =dimM/zM =dimM —r =dimM — (r —1) =1 =dim N — 1,
pelo caso 1 da indugao, segue que xz, ¢ N-regular. O

Corolario 1.2.36. Sejam (R,m) um anel local noetheriano e M um R-mddulo Cohen-
Macaulay finitamente gerado de dimensao d. Suponha que x = xq,x9,...,x, € uma M-
sequéncia, entao M/xM € um R-mddulo Cohen-Macaulay de dimensdo d-r.

Demonstragao: Pelo item (3) da proposigao anterior sabemos que dim(M/xM) = dim M —r.
Da Proposigao 1.2.30 temos depth (M/xzM) = depth M — r. Por fim, como M é Cohen-
Macaulay segue o resultado.

|

1.3 Elementos Superficiais

Nesse se¢ao falaremos brevemente sobre elementos superficiais. O principal resultado
para esse conceito serd exibido no capitulo 2, em que definiremos sequéncias superficiais e
a partir delas conseguiremos uma gr;(R)-sequéncia. Outro resultado obtido com elementos
superficiais é com respeito a redugoes minimais, que também sera discutido no capitulo 2.
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Definigao 1.3.1. Sejam R uma anel, I um ideal de R e M um R-mddulo. Dizemos que x € I
¢ um elemento superficial de I com respeito a M, se existe ¢ € N tal que para todo n > c,
temos (I"™'M :pp ) N I°M = I"M. Se M=R, dizemos apenas que z é elemento superficial
de I.

Claramente para todo x € I en > ctemos "M C (I M :p; x)NI°M. Entao, em nossos
estudos futuros, s iremos nos preocupar com a inclusao contraria. Quando mencionarmos da

superficialidade de x, estaremos nos referindo a x ser elemento superficial de I com respeito
a M.

Exemplo 1.3.2. Seja R = k[z]/(2?), no qual z é uma varidvel sobre o corpo k. Se definirmos
I = (z)R, entdo afirmamos que todo elemento de I é superficial. De fato, se a € I, entao
basta tomar ¢ = 2, pois para todo n > ¢ teremos (I"™' : a) N I* = (0 : a) N (0) = (0) = I".
Note que esse exemplo € facilmente generalizado, de forma que qualquer elemento de um
wdeal nilpotente I de um anel R é superficial com respeito a I, basta escolhermos um c tal que
I°=0.

Proposigao 1.3.3. Sejam R anel noetheriano, I ideal de R e x € I\I?. Defina x* a imagem
de x em gri(R). Entao x é superficial para I se, e somente se, (0 :gr;(r) *), = 0 para todo
n >> 0.

Demonstracao: Primeiramente, suponha que z seja superficial para I, entao existe ¢ € N tal
que (It :x)NI°¢= I" para todo n > c. Seja a + I"™ elemento homogéneo de gr;(R) em
quen > ce (a+ ") (x+ I?) = 0. Logo ax € I""? e pela superficialidade de z, segue que
a € I"*t ou seja, (0 :g,(r) *), = 0 para todo n > c.

Reciprocamente, suponha que existe ng € N no qual (0 :g,,(r) %), = 0 para todo n > ny.
Sejan > ng, suponha que existe y € (I"*! : z)NI™\I". Defina k = ord;(y), assimng < k <n
e em particular (0 :g,(g) @*)x = 0. Como zy € I"™ e n > k + 1, segue que zy € I**2. Logo
(z+ I?)(y + I") = 2y + "2 = 0, implicando que y + I**! estd em (0 :4r,(r) )k, OU s€]a,
y € I*! um absurdo.

[

Proposicao 1.3.4. Sejam R um anel, I um ideal de R tal que todas as suas poténcias sao
distintas. Se x € I é um elemento superficial para I, entdo x & I*. Em particular, se R for
um anel local noetheriano, em que I seja ideal proprio nao nilpotente, entao todo elemento
superficial de I nao estd em I°.

Demonstracao: Suponha que x € I? seja elemento superficial de I, entdo existe ¢ € N
tal que para todo n > ¢ teremos (["*! : x) N I¢ = I". Escolhendo n = ¢ + 1 obtemos
(Iet2 x)NI¢ = It Sejay € ¢ assim yx € [€]? = [°72 isto é, [¢ C (T2 : z)N[¢ = [°TL,
implicando I¢ = I°"!, contrariando o fato de I ter todas as suas poténcias distintas.
Suponha que R é anel local noetheriano e que I nao é nilpotente. Caso tivéssemos
I" = ™" para algum n > 0, entao por Nakayama I™ = 0, contrariando o fato de I nao ser
nilpotente. Logo I tem todas as suas poténcias distintas, e segue o resultado. O

Proposicao 1.3.5. Sejam R um anel, I um ideal de R e M um R-modulo. Suponha que
x € I € um elemento superficial para I com respeito a M. Entdo para todo m > 1, ™ é um
elemento superficial para I™ com respeito a M.
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Demonstracgao: Por hipétese, existe um ¢ natural no qual (I"™'M :3; ) N I°M = ["M para
todo n > ¢. Afirmamos que para todon > c¢ teremos (Im(”“)M v )™M = ™" M. Para
ver isso, tome r € (1 mA) M 2y x) N I™°M, faremos indugdo em m — ¢, em que provaremos
que rz’ € [ HD=mF N para todo i € {0,1,...,m}.
Se m —i = 0, entdo i = m, logo pela escolha do 7 temos ra™ € I™*+*D=m+m A1 SQuponha
m —i =k com k > 0, implicando i = m — k. Pelo principio de inducao temos que rz™**! ¢
A=k N o ainda, ra™F e (IO 0 ). Como o€ I"M, segue que
ra™ % € I°M, o que nos fornece (J™MHV=RHINL )y N I™M = [™FD=FAf. Sendo
assim, teremos rz™* € [ D=k ) provando a inducao. Por fim se tomarmos m —i = m
conseguiremos r € I™" M.
|

Exemplo 1.3.6. Sejam R = Clx,y]/(y*—2*(z+1)) e I = (Z,7) ideal de R. EntaoT € I é um
elemento superficial com respeito a I. De fato, seja c = 0 e iremos mostrar que (I"*1 : 7) C I,
Se n =0 ¢é trivial, pois (I"™ : T) C R = I°. Suponha n > 0. Seja f € (I : 7), isto é,
fz € I"L, logo existem h; € R tal que

[T = hy1 T+ R TG4 .+ WY T+ hoy T

e comon+1> 2, seque que hoy™™ = hoy" 1 72? = hoy"'T2(T + 1), dessa forma reescreve-

mos a equacao acima com
[T = by T F W TG+ .+ T T+ hoy T (T A4 1),
evidenciando o T, teremos
fT=T(hy1T" + h TG+ ...+ (ha + ho(T + 1)TY" " + M7").
Pelo fato de R ser dominio e T nao ser zero em R, entao teremos f € I™.

No exemplo acima, conseguimos uma equacao mais “limpa”para o calculo de elementos
superficiais, um dos fatores cruciais foi o fato desse elemento tomado nao ser divisor de zero.
Veremos no préximo lema que isso nao ¢ uma particularidade desse exemplo.

Lema 1.3.7. Sejam R um anel noetheriano, I um ideal de R, M um R-mddulo finitamente
gerado e x € I um elemento nao divisor de zero de M. Entao x é elemento superficial de [
com respeito a M se, e somente se, para todo n suficientemente grande (I"M :yy x) = [""1 M.

Demonstragao: Suponha que (I"M :p; x) = I""*M para todo n suficientemente grande,
reescrevendo de forma conveniente teremos (I"**M :j; x) = I"M. Tome ¢ o menor dos
naturais que satisfazem essa igualdade, assim para todo n > ¢ teremos (I"**M :j; x)NI°M =
I"MnOI°M=1"M.

Reciprocamente suponha que x é um elemento superficial de I com respeito a M. To-
mando o submédulo xM de M, podemos aplicar o Lema de Artin-Rees para garantir a
existéncia de um k € N tal que para todon >> 0, I"MNzM = I"*(I*MnNzM) C 21" *M.

Note que se r € x(I"M :p; x), entdo r = xm com m € (I"M :p; x), ou seja, r € I"M,
implicando z(I"M :3 x) C I"M NaM C xzI"*M. Agora se y € (I"M :j; x), entdo
xzy € xI"FM, isto é, xy = xm, com m € I"*M. Pelo fato de = nao ser divisor de zero
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temos que y = m, implicando (I"M :; x) C I" %M. Assim caso tomarmos n > c + k,
teremos (I"M :p; ) N ISM = (I"M :p; x) e ainda (I"M 3y ) N I°M = I""1 M, sendo esta
ultima igualdade decorrente da superficialidade de x. Combinando essas duas igualdades
temos o desejado. O

Lema 1.3.8. Sejam R um anel noetheriano, I um ideal de R e M um R-maodulo finitamente
gerado. Suponha que ﬂnZO(I”M) =0 e que I contenha um elemento nao divisor de zero em
M. Entao qualquer elemento superficial de I com respeito a M nao € divisor de zero em M.

Demonstragao: Seja x € I elemento superficial de I com respeito a M, entao existe ¢ € N, tal
que para todo n > ¢ temos (I"™*M 1y ) N I°M = I"M. Tome r € (0 :p; z)I¢, logo rz = 0,
implicando (0 :p 2)I¢ C (1" M :p 2) N I°M, para todo n > ¢. Assim (0 :py )¢ C "M,
para todo n > ¢, como "M C I"M para todo n > 0, entao (0 :p; x)I¢ C I"M para todo
n > 0. Por hipétese (), <o(I"M) = 0, entao (0 :ps z)I° = 0.

Seja y € I o elemento nao divisor de zero em M, entdo para qualquer r € (0 :p ), temos
ry© = 0, implicando 7 = 0. Dessa forma (0 :j; ) = 0, noutras palavras, x nao é divisor de
zero de M. O

Note que a hipétese de que (), (/" M) = 0 foi essencial. Segue abaixo um contra exemplo
em que falha a tese.

Exemplo 1.3.9. Sejam z e y varidveis sobre o corpo k. Defina R = kz,y|/(x — x*y?),
I=(y) er=(1-7y%)y. Entao I possui um elemento nao divisor de zero, (), ~,(I") # 0,
r € diwisor de zero, porém r € elemento superficial de I. De fato, primeiramente note que
rZ =0 eT ¢ diferente de zero em R. Em sequida, se fy =0, para algum f € R, entdo existe
h € klz,y] tal que fy = (x — 2*y*)h, dessa igualdade e do fato de y ser primo, seque que
h(z,y) = yhy no qual hy € k[z,y], fazendo as devidas substituicoes e cortes, ficamos com

f= (x - x2y2)h1’

logo f =0, implicando T ndo ser divisor de zero de R.

Para mostrar que (),so(I™) # 0, vamos usar indugdo sobre n, para provar que T € I™
para todo n > 0. Sen =0 entdo trivialmente T € R = I°. Suponha que n > 0 e o resultado
vdlido para até n — 1, logo T € I" Y, assim .y € I™, logo T2y € I", o que implica T € I™.

Por fim, provaremos que r € elemento superficial de I. Tome ¢ = 2, se n = 2 entao
claramente (I° : v) N I? C I2. Suponha n > 2, se f € (I"™' . )N I?, entdo evistem g, h € R
tais que f =7%G e fr = hyg™!, equivalentemente

vgly —2y’) —y""h = (x — 2%y?)j,
para algum j € k[x,y|, isolando o y temos
v’ (9(1 —2y®) —y"7*h) = (x — 2%y%)j,

logo, pela primalidade de vy, existe j; € k[z,y] tal que j = y>j1. Cancelando y* e reorganizando
a iqualdade teremos
9 =x(y’g + jr + jrey?) +y" %k,

noutras palavras g € (x,y"?), assim g € (7, y'2) = I"72, essa ltima igualdade seque do
fato que T € I""2. Dessa forma f € I?I""2 = I".
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Lema 1.3.10. Sejam R um anel noetheriano, I um ideal de R, x € R e M um R-mddulo
finitamente gerado. Suponha que x nao € divisor de zero em M ou que existe um ideal J de
Rem que I CV/J, Nyso(J"™M) =0 e z € elemento superficial de J com respeito a M. Entdo
ezriste ¢c € N, tal que para todo n > c,

(I"M :ppz) CO:ppx)+I"°M e (0 :p )N IM =0.

Mais ainda, se x é superficial para I, entao para todo n suficientemente grande, teremos
(I"M :pp ) = (0 :pp ) + 1M

Demonstracao: Pelo Lema de Artin-Rees, existe um k € N tal que para todo n > k, teremos
I"M N aM C zI"*M. Desde que x(I"M :p; x) C I"M N xM, entdao teremos z(I"M :y;
x) Cal"*M. Ser € (I"M :; x), entdo ro = mx com m € 1" *M, assim (r — m)xr = 0,
dito de outra forma (r —m) € (0 :py ). Como r = (r —m) + m, segue que (I"M :j; x) C
(0 )+ I"FM.

Caso x nao seja divisor de zero em M teremos (0 :j; ) = 0, ou seja, (0 13y ) NI*M =0
e (I"M :pr ) CI"FM.

Suponha agora que x ¢é superficial para J com respeito a M e que exista um m > 0 em
que I™ C J. Seja ¢ € N tal que (J"M :py ) N JM = J" 1M e defina e = cm + k. Do
primeiro pardgrafo concluimos que (I"M :p; ) C (0 :py ) + I M, para todo n > e. Para
todo n > 0 temos (0 1y ) C (J"M = z) e [°M = [N = [I*M C JI*M C J°M.
Logo (0 :py @) N I*M C (J"M :pp x) N J°M = J" M para todo n. Como por hipétese
Nyso J"M =0, segue que (0 :p ) N 1M = 0.

Para a segunda parte, podemos considerar I = J e n > e + ¢. Pelo o que acabamos de
mostrar

(I"M :prz) €0y ) + 1M C (0 :p ) + I°M.
Nos dando

(I"M :pr ) = ((0:pp @) + IM)YN(I"M :pp )
=0:px)+{IM)NI"M 5 )
= (0 )+ "M,

O

Exemplo 1.3.11. Seja R = (Zs[x, y]/(xy(2+Y)))(@y)- Entio afirmamos que I = (z,y)R ndo
possui elementos superficiais. Suponha o contrdrio, isto €, exviste r € I que seja superficial
para I. Note que R é um anel local noetheriano e que I nao é nilpotente. Logo pela Proposi¢ao
1.3.4 temos que r € I%, ou seja, a componente de grau 1 de r é nao nula. Por simetria e
possiwelmente mudanga de varidveis, podemos assumir que a parte linear de r estd em (z)R.
Podemos escrever r = ax + by*, com a,b € Zsy[x,y]. Para todo n > max{2,c} teremos
Yy 2z +y)r € I, mas y" A (x +y) € I\ ™.

Como acabamos de ver, elementos superficiais nem sempre existem. O proximo teorema
fornecera condicoes para que tais elementos existam.
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Proposicao 1.3.12. Sejam R um anel noetheriano, I um ideal de R e M um R-mddulo
finitamente gerado. Entao:

(1) Existe m € Z, tal que I"™ possui elemento superficial x com respeito a M. Também
existira um c € N, no qual para todo n > max{m,c} temos (I"M :py x) N I°M = I""™M;

(2) Se R tem corpo residual infinito, entdo no item anterior podemos tomar m = 1;

(3) Se (R,m) € anel local noetheriano com infinito corpo residual, entao I tem um ele-
mento superficial com respeito a M. Nesse caso, se considerarmos a topologia de Zariski,
garantiremos a existéncia de um aberto nao-vazio U de I/mI com a seguinte propriedade,

sempre que r € I e sua imagem em I /ml estd em U, entao r € superficial para I com respeito
a M.

Demonstracao: Note que gr;(M) é um gr;(R)-médulo finitamente gerado. Considere a
decomposigao priméria do zero em gr;(M) por 0 = Ny N Ny N --- N N,. Sendo assim,
para cada i € {1,2,...,7} teremos que P; = \/(N; :gr,(r) gr1(M)) é ideal primo de gr;(R).
Sem perda de generalidade, suponha que P, P, ..., P, contenha todos os elementos de grau
positivo de gr;(R) e que Psy1, Psyo, ..., P, ndo contenha. Dessa forma, I/I* C P; para todo
jeA{l1,2,...,s}, logo existe n; € Z, tal que

Vi [nj+iM
rt 91 M) = D pmeyy
>0

vai estar contido em N;. Em particular se ¢ = max{ny,na, ..., ns}, entdo I°M/I°"'M C Nj,
para todo j € {1,2,...,s}.

O Prime Avoidance garante a existéncia de um elemento positivo h = = + I™"!, com
r € I™ em que h € |J,., F;. Caso R tenha corpo residual infinito, entao podemos tomar
esse elemento de grau 1, ou seja, m = 1.

Faremos por contradi¢ao. Sejam n > max{c,m} ey € (I"M :py x) NIM\ I""™M. Pela
escolha do y vai existir um k € N, no qual y € I*M \ I**' M, entdo ¢ < k < n—m. Note que
(x + 1™ (y + I*IM) = (zy + ™M) = 0, pois 2y € I"M e n > k + m. Da forma que
foi escolhido x 4+ I"™*! e pelo fato de N; ser Pj-primdrio para todo j € {s+1,s+2,--- ,r},
entdo teremos y + I*'M € N1 N Nyo N ... N N,. Pela escolha de ¢, conseguiremos
y+IFIM € NN Nyn---N N,. Logo y + I¥1M = 0, ou seja, y € I¥T1 M, contradizendo a
escolha de k.

Agora com o que acabamos de provar no pardgrafo anterior, se n > max{c,m} entao
nm > max{c,m}, assim (I"™M :p; x) N I°M = I"""™M que podemos reescrever de outra
forma ((I™)"M :p x) N I°M = (I™)" M. Logo os itens (1) e (2) estao provados.

Por fim, suponha que (R, m) é anel local noetheriano e com corpo residual infinito. Seja
I = (ay,as,...,a,), como vimos no primeiro capitulo deste trabalho, existe um morfismo
sobrejetor de R-dlgebras graduadas ¢ : Rz, xg, ..., x.] — gr;(R), no qual z; — a;. Assim
a imagem de P; em I/m/ é definida por

o N P)NT+ml
m/ '

Afirmamos que se j € {s+1,s+2,...,7}, entdo os espagos acima sao (R/m)- espagos vetoriais
préprios de I/mlI. De fato, pois caso contrario terfamos ¢ ' (P;) NI +ml = I e pelo Lema
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de Nakayama, I = ¢~ (P;) NI, ou seja, I C ¢ *(P;). Portanto, ¢(I) = I/I* C P; e como 0s
elementos positivos de gr(R) é gerado por I/I?%, segue que P; contém todos os elementos de
grau positivo, o que é um absurdo pela escolha do j.

Como R/m é infinito, entao o aberto de Zariski evitando todos esses subespagos sera nao
vazio. Pela construgao dos primos Psi1, Psyo, ..., P, teremos a prova do item (3). O

Lema 1.3.13. Seja [ um ideal de um anel noetheriano R. Suponha que gri(R) tem um ele-
mento nao divisor de zero de grau positivo, entdo (I"' : I) = I™, para todo n suficientemente
grande.

Demonstragao: Seguindo os passos da demonstragdo da Proposi¢ao 1.3.12 (para M = R),
podemos escolher h = x + I™*! evitando todos os primos da decomposicao do zero, mais
ainda, como gry(R) tem um elemento nao divisor de zero de grau positivo, entao podemos
tomar h fora de todos os primos associados de gr;(R). Dessa forma nao existe primo, da
decomposigao do zero, contendo todos os elementos de grau positivo de gry(R), sendo assim
podemos tomar ¢ = 0.

Sejan >mey e (I": 1), entdo yr € yI™, pois x € I"™. Note que

yIm — y[Imfl g InJrlImfl — Iner’

implicando y € (I"™*" : ). Pela Proposi¢ao 1.3.12, (I™*" : z) = I", logo y € I". Como a
inclusao contraria é trivial, segue o resultado desejado. O

Corolario 1.3.14. Seja (R, m) um anel local noetheriano com corpo residual infinito. Sejam
I ideal de R e P, Py, ..., P, ideais primos de R mao contendo I. Se M ¢ um R-mddulo
finitamente gerado, entao existe um elemento superficial para I com respeito a M, no qual
esse elemento nao estd contido em P;, para todo i € {1,2,...,7}.

Demonstragao: Seja U o aberto (topologia de Zariski) de I/mI que conseguimos do item (3)
da Proposicao 1.3.12. Defina
W, = PNnl+ml
m/
o subespago vetorial de I/m/. Afirmamos que W; é subespago proprio de I/ml, pois caso
contrario teriamos I = P; N [ + ml e por Nakayama, I = P, N I, implicando I C P;.

Como R/m ¢ infinito, entao W = W, UW,U. . .UW, é subespaco préprio de I/ml. Sendo
assim U" = (I/mI)\ W é aberto nao-vazio. Como dois abertos quaisquer, ambos nao-vazios
na topologia de Zariski, tem intersecao nao vazia, entdo U N U’ # (). Segue da construcao
de U que,sex € [ ex +ml € UNU’, entao x é superficial para I com respeito a M, mais
ainda = ¢ P;. O
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Capitulo 2
Reducao

Neste capitulo trabalharemos o tema principal desse trabalho, que sao reducoes de um
ideal. Esse conceito foi inicialmente apresentado por Rees e Northcott no ano de 1954.
Antes de tudo, estudaremos o fecho integral de ideais, que esta diretamente relacionado com
tema do trabalho. Na sequéncia, discutiremos sobre redugoes de um ideal, apresentando suas
propriedades basicas. Na Secao 2.3 estudaremos a algebra de Rees, definiremos a fibra especial
e observaremos que conexoes podemos fazer com outras secoes. Em seguida, trataremos de
reducoes que sao minimais com respeito a inclusao, veremos quais condicoes precisaremos
ter para que essas redugoes existam. Por fim, retornaremos ao assunto da Se¢ao 1.3, no
qual tentaremos estabelecer critérios para que uma reducao minimal seja gerada por uma
sequéncia superficial.

2.1 Fecho Integral de um Ideal

O conceito de fecho integral de um ideal foi apresentado inicialmente por Zariski e Krull
na década de 30. Esse objeto tem papel fundamental na Geometria Algébrica e Algebra
Comutativa, principalmente no estudo de redugoes de um ideal, multiplicidade, teoria da
singularidade e da Algebra de Rees de um ideal.

Nessa secao iremos fornecer a definicao de fecho integral de um ideal, bem como falare-
mos de suas propriedades bésicas. Veremos que esse conceito se comporta bem diante de
localizacoes e morfismos fielmente planos. Mostraremos também que para o estudo do fecho
integral de um ideal, podemos considerar, sem perda de generalidade, que o anel em que se
encontra o ideal seja um dominio.

Definicao 2.1.1. Seja I um ideal de um anel R. Um elemento r € R € dito integral sobre
I se existe um inteiro positivo n e elementos a; € I, j =1,...,n tal que:

a4 4 aprt +a, = 0.

A equagao acima é chamada de uma equagao de dependéncia integral de r sobre [
de grau n.

O conjunto de todos os elementos de R que sao integrais sobre I é chamado de fecho
integral de I, e é denotado por I. Um ideal I é chamado de integralmente fechado se
I=1. Se I C Jsao ideais tal que J = I, dizemos que J é integral sobre 1.
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Se I é um ideal tal que I™ é integralmente fechado, para todo inteiro positivo n, entao [
¢é dito ser um ideal normal.

Exemplo 2.1.2. Seja R um anel, entdo para quaisquer x,y € R, xy € (22,y?). Para isso
tomen = 2, ay = 0 e ay = —ax*y®. Assim (zy)? + ay(xy) + az = 0 € uma equagao de
dependéncia integral de xy sobre (x2,17?).

Proposicao 2.1.3. Sejam R um anel, J e I ideais de R. Temos as sequintes propriedades
basicas:

(1)1 C1;

(2) Se I CJ, entio I C J;

(3) 1 CVI;

(4) Ideais radicais (consequentemente primos) sao integralmente fechados;

(5) VO CI;

(6)Sel=T1eJ=1J, entioINJ=1NJ;

(7)Se R 5 S é um homomorfismo de anéis, entio p(I) C ¢(I)S. Chamamos essa
propriedade de Persisténcia,

(8) Se R % S € um homomorfismo de anéis e L é um ideal integralmente fechado de S,
entdo o Y (L) é integralmente fechado sobre R. Essa propriedade é chamada de Contragao;

(9) Se R € subanel de S e L um ideal integralmente fechado de S, entao LN R é um ideal
integralmente fechado de R.

Demonstracao:

(1) Para isso, note que se r € I, entdo tomando n = 1 e a; = —r teremos uma equagao
de dependéncia integral de r sobre I.

(2) Se r € I, entdo qualquer equacio de dependéncia integral de r sobre I teremos
ay € I* C J* para todo k, logo a mesma equacao também serd de dependéncia integral de r
sobre J.

(3) Note que se r € I, entdo qualquer equacio de dependéncia integral de r sobre I teremos
™ € (ay,ag, ..., a,) C I, logo r € V1.

(4) Basta aplicar (1) e (3).

(5) Isso ocorre porque se r € V0, entdo " = 0 para algum n > (0, mas isso ¢ uma equagao
de dependéncia integral de r sobre I.

(6) O fato de que I NJ C INJ segue diretamente de (1). Se tomarmos r € I N .J,
entao qualquer equacao de dependéncia integral de r sobre I N J, serd também equacao de
dependéncia integral de r sobre I e de r sobre J, ouseja, r € INJ =1NJ.

(7) Basta aplicar ¢ numa equacao de dependéncia integral de um elemento r sobre I e
conseguiremos uma equagao de dependéncia integral ¢(r) sobre ¢(I)S.

(8) O fato de que o1 (L) C p~1(L) segue trivialmente da propriedade (1). Se r é integral
sobre ¢~1(L), entdo aplicando ¢ numa equacao de dependéncia integral de r sobre o~ !(L),
obteremos uma equacao de dependéncia de (r) sobre L. Como por hipétese L = L, segue
que p(r) € L =L, logor € o !(L).

2

(9) E um caso particular do item (8). O

Exemplo 2.1.4. O ideal (2*) do anel de polinémios k[z,y], no qual k é um corpo, é inte-

gralmente fechado. Pelo item (1) da Proposicao 2.1.5, temos que (x?) C (22). Agora vamos
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mostrar a inclusao contrdria. Seja r € (x2), entdo para algum n, temos
a4 aprt +a, =0,

com a; € (z*), para todo i = 1,2,...,n. Cason = 1, entdo r + a; = 0, implicando
r € (2%). Suponhan > 2, temos que x divide todo termo a;, isolando r™ teremos que x divide
r™. Pela primalidade de x teremos que ele diwidird r, dito de outra forma, vai existir um
[ € k[z,y] tal que r = xf. Como cada a; estd em (z%), seque que existem f; € k[z,y] no
qual a; = fiz?, assim a;r" "t = fipanTifrTt = £ ™ fazendo essas substituicoes na
equacao de dependéncia integral obtemos

fnl,n + flfn—lxn—i-l 4.+ fn—lfoTL_l + fnlﬂn = 0.

Por supormos n maior que 1, entao podemos reescrever a equagao acima como

Jcnl,n — $n+1(_f1fn_1 — = fn—lfxn_Q o fnxn_l)-

Assim x dividird f", e pelo fato de ser primo, x vai dividir f, o que implica x* divide T, logo
r € (%), o que nos fornece a inclusdio contrdria.

Note que esse exemplo pode ser generalizado para o ideal (z™), para qualquer n > 0, isso
mostra que (x) é normal em k[x,y]. E ainda, por argumentos analogos aos que foram usados
nesse exemplo conseguimos mostrar que se R é um DFU, entao todo ideal principal gerado
por um elemento irredutivel é normal.

Os exemplos a seguir nos mostrarao que o fecho integral nem sempre é preservado por
soma e produto.

Exemplo 2.1.5. Sejam R = Zy[z] e I = (2,2) ideal de R. Afirmamos que I% # T’. De fato,
note que (x,2)(z,2) = (2, 2x) e pelo item (5) da proposicao anterior temos que 2 € (x2,2x).
Agora usando o item (4) da mesma proposi¢ao, vemos que

(z,2).(2,2) = (z,2).(z,2) = (2%, 22).

Note que 2 nao pode ser escrito como combinacio de x* e 2x, caso contrdrio iria existir
f(x),9(x) € R tal que 2*f(z) + 2zg(z) = 2, ou seja, 2*f(x) + 2zxg(x) — 2 = 0, implicando
(0)2£(0) +2.(0)g(0) — 2 = 0, mas com isso 2 seria igual a zero em Zy, o que é um absurdo.
Logo temos o resultado desejado.

Exemplo 2.1.6. A soma nem sempre € preservada no fecho integral. Tome os ideais (z?) e
(y?) do anel de polinomios k[z,y|, no qual k é um corpo. Do exemplo 2.1.2, zy € (22,y?),

pelo exemplo 2.1.4 teremos (22)+ (y?) = (2%)+(y*) = (22, y?), porém zy nao estd em (z?,y?).

O exemplo a seguir mostrara que, nem sempre, dois ideais que possuem o mesmo fecho
integral serao necessariamente iguais.

Exemplo 2.1.7. Seja R = Z4, seja I = (2) e, assim I = I pelo item (4_) da Proposicdo
2.1.8, agora usando os itens (3) e (5), dessa mesma proposicao, teremos (0) = 1/(0). Logo
I =(0) em R, mas claramente I # (0).
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A seguinte proposi¢ao mostra que ideais integralmente fechados se comportam bem diante
de localizagao.

Proposicao 2.1.8. Sejam R um anel, I ideal de R e S um conjunto multiplicativo de R.
Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) I=1.

(2) S~'I = S-11.

(3)Ip = Ip, para todo P € Spec R.

(4) In = I, para todo m € Specm R.

Demonstragao:
Para mostrar (1) = (2) note que uma inclusao ¢é trivial, pois S~/ = S~ e S711 C S-1].
Seja = € S71I entao

O+ ()0 e (=) 0+ (1) =8

para algum inteiro positivo n e ‘;—: € S7I*, para todo k =1,...,n. Tome w = biby...b, e

cr = sPwhLagby .. . by_1bpt1 - .. b,. Multiplicando a equacao acima por (sw)™, temos:

(wr)” + ey (wr)" ' + .+ eqwr + ¢, 0
1 e

Assim existe um ¢ € S tal que t(wr)"+tcy (wr)" ' +. . . +te,_qwr+te, = 0, igualdade vista
em R, no qual ¢; € I*. Se multiplicarmos por t"~! obteremos uma equacio de dependéncia
integral de twr sobre I, ou seja, twr € [ = 1. Como Z"U—g ==, segue que T € S1I.

(2) = (3) e (3) = (4) sao triviais.

Para mostrar (4) = (1), tome r € I, entdo qualquer equagao integral de r sobre [
pode ser vista no anel localizado através do mapa de localizacdo p : R — S™!'R, portanto
p(r) € I, = I, para todo maximal m. Considere o seguinte complexo de R médulos:

0— T T+ (r)—0,

no qual a aplicacao central é homomorfismo inclusao. Localizando por m, conseguimos a
sequéncia abaixo:
0— (Dar = (I +(r))m — 0.

Porém (I + (7))m = Im + (7)m = In, ou seja, a ultima sequéncia é exata, e pelo principio
global-local, a primeira sequéncia também serd exata, logo teremos uma igualdade de R
modulos I = I + (r), em particular r € I, o que encerra nossa prova.

|

A proposicao seguinte reduzird nosso estudo de fecho integral, ao caso em que R é um

dominio de integracao.

Proposicao 2.1.9. Sejam R um anel e I um ideal de R.

(1) A imagem do fecho integral de I em R,eq € 0 fecho integral da imagem de I em R,cq.
Noutras palavras: IR,eq = IRyeq.

(2) Um elemento r € R pertence a 1 se, e somente se, para qualquer primo minimal P
de R, a imagem de r em R/P pertence ao fecho integral de (I+P)/P.
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Demonstracao:
(1) Pela propriedade de persisténcia (Proposicao 2.1.3), IR,..q € IR,.q.- Para a outra
incluséo, tome r € R tal que r + V0 € TR,q. Entdo existird n > 0 em que

a4 a4+ ay, = f,

comay € I* k=1,....,ne f € 0. Assim existe um m > 0 em que f™ = 0, expandindo
a poténcia no lado esquerdo da igualdade teremos uma equagao de dependéncia integral (de
grau kn) de r sobre I, implicando 7 + v/0 € TR,cq.

(2) Pela propriedade de persisténcia, teremos que a projegao de I em R/P estéa contida
no fecho integral de (I+P)/P. Para a reciproca considere o seguinte conjunto:

S={r"+ar '+ ... +a,r+a,/n €Ly a, €I}

Note que esse conjunto é fechado para o produto, podemos incluir o elemento 1 nesse conjunto,
pois caso 1 € S, basta tomar o conjunto 7" = S U {1}, dessa forma se P € Spec R é tal que
PNT =0, entao PNS = 0. Sendo assim, S é um conjunto multiplicativo. Se 0 € S, entao
r é integral sobre I. Suponha o contrario, ou seja, que 0 € S, logo S™'R # 0, implicando a
existéncia de ao menos um maximal, que por sua vez sera primo. Sabemos que todo primo
de S7'R é da forma S7'Q, com Q € SpecRe QNS = 0.

Escolha um primo @ de R no qual QNS = (), tome um primo minimal P contido em Q.
Dessa forma PNS C QNS =, o que é um absurdo, pois por hipdtese o lado esquerdo da
inclusao é sempre nao vazio.

|

Uma situacao interessante da proposi¢ao anterior ocorre quando Min(R) < oo, pois uma
equacao de dependéncia integral de r sobre I, pode ser construida através das equagoes de
dependéncia de r sobre I médulo cada um dos primos minimais Py, ..., P,. A construcao
é simples, para cada j, existem a;;, € I* e k € {1,...,n;}, tais que f; € Pj e f; = 1 +
ajlr”j_l + o A, 17 + ajp,. Entao f € V0 no qual f = fifs... fim, logo existe um inteiro
[ positivo no qual f' = 0, o que fornecera uma equacao de dependéncia integral de r sobre I.

A préxima proposicao fornecera uma caracterizacao interessante para os elementos do
fecho integral, que sera de fundamental importancia para o estudo da secao seguinte.

Proposicao 2.1.10. Sejam R wm anel, r € R e I wm ideal de R. Entdo, r € I se, e somente
se, existe um inteiro positivo n tal que (I + (r))* = I(I + (r))" L.

Demonstracdo: Seja r € I. Entdo, para qualquer equacio de dependéncia integral de grau n
de r sobre I temos 7" € I(I + (r))"'. Note que

LI+ ()" S+ ()T + ()" =T+ ()",

a inclusao contréria decorre do fato que os elementos de (I + (r))" sao gerados por produtos
da forma i*r!, com [+ k =mn e i € I, todos os termos mistos e i" estdo em I(I + (r))""!, o
termo " conseguimos da hipotese.

Reciprocamente, se (I + (r))" = I(I + (r))"!, entdao r" = byr" ' + ...+ b,_17 + b,, com
b, € I*,k = 1,...,n, rearranjando a igualdade acima, temos uma equacdo de dependéncia
integral de r sobre I. O
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Corolario 2.1.11. Sejam R um anel, I um ideal de R er € R. Entao as sequintes condigoes
sao equivalentes:

(1) r € integral sobre I.

(2) Existe um R-mddulo M finitamente gerado tal que rM C IM, e sempre que aM =0
para algum a € R entdo r € /(0 : a). E mais ainda, se I € finitamente gerado e contém um
elemento nao divisor de zero, r € integral sobre I se, e somente se, existe um R-maddulo fiel
M, tal que IM = (I 4 (r))M.

Demonstracao: Seja ™ + a; 7" ' + ... + a,_1r + a, = 0 uma equacao de dependéncia de r
sobre I. Como para cada i € {1,2,...,n} temos a; € I', segue que a; é a soma de elementos
da forma x1;x9; . .. z;;, no qual cada um dos termos desse produto estd em I. Considere J o
ideal gerado por todos esses x;;, entao J C I e a; € J*. Portanto r é integral sobre J e pela
proposicao anterior, vai existir um inteiro nao negativo n tal que J(J + (r))" ' = (J + (r))".
Seja M = (J + (r))" ', logo

rM=r(J+ ()" C(J+ NI+ @) =+ )" = I+ ()" =M CIM.

Agora, se existe a € R tal que aM = 0, entao tomando v~ € M teremos ar" ! = 0, o que

implica € \/(0 : a).
Note que quando I ¢ finitamente gerado, basta escolher I = J e M = (I + (r))""!. Seja
aM = 0 e suponha que I nao contém um divisor de zero b, entao

ab" ' =0<a=0
< ann(M) =0
< M é fiel.
Reciprocamente, suponha que (2) é verdade. Seja M = Ruv; + Rvs + ... + Ru,,, tal que

rM C IM, assim, paratodoi € {1,2,...,m} teremos rb; € I M, implicando rb; = 27:1 a;;v;
com a;; € I. Seja

apnp — T a2 T A1m U1
a21 Qo2 —T -+ A2m %) ~
A= . : . ) e v = .| . Entao Av = 0,
Q1 Am2 e Apm — T Um

multiplicando pela adjunta classica de A temos: adj(A)Av = det(A)v = 0. Portanto para
todo € {1,2,...,m}, implicando det(A)M = 0, e por hipétese r € /(0 : det(A)). Entao
existe um n > 0 tal que r"det(A) = 0, expandindo o determinante teremos uma equagao de
dependéncia integral de r sobre I. O

2.2 Reducao de Ideal

O objetivo desta secao sera definir o que sao redugoes de um ideal e ver algumas propri-
edades basicas. Mostraremos que, no caso finitamente gerado, estudar o fecho integral de
um ideal é equivalente a estudar suas reducoes. Com isso, podemos finalmente provar que
o fecho integral de um ideal é um ideal integralmente fechado. Mostraremos que redugoes
comportam-se bem diante de localizagoes (principalmente no caso noetheriano) e morfismos
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fielmente planos. Provaremos também que redugoes sao preservadas por soma e produto.
Outro resultado importante para o estudo de reducoes diz repeito ao anel, em que para o
caso noetheriano, podemos considerar o anel como sendo um dominio.

Definigao 2.2.1. Sejam J C I ideais de um anel R. O ideal J é dito uma redugao de I se
existe um inteiro nao negativo n tal que JI™ = I"*1,

Corolério 2.2.2. Sejam R um anel, J ideal de R e r € R. Entao, J C (J + (r)) € redugdo
se, e somente se, r € J.

Demonstragao: Segue da Proposicao 2.1.10. O

Exemplo 2.2.3. Sejam R um anel e I = (27,25, 2%y5, y") um ideal de R[z,y], em que x
e y sdo varidveis sobre R. Entao J = (x7,y") e L = (27, 2% + y") sdo redugoes de I, pois
JI*=1° e LI? = I*.

Exemplo 2.2.4. Seja x uma varidvel sobre um anel R. Defina S = R[z]/(x?). Sejam I =
(2)S e J = (0) ideais de S, entao JI = I*. Podemos generalizar esse exemplo dizendo que
para qualquer anel S, (0) C I € redugao se, e somente se, I € nilpotente.

Observagao 2.2.5. Agora note que se R é um anel, J C I sao ideais de R e existe algum
n € Z em que JI™ = I"*' entdo para todo m € Z, teremos I™+" = J[m+n-1 = j2[min=2 —
<= J™I"™. Em particular I C J™,

Proposicao 2.2.6. Sejam K C J C [ ideais de um anel R.

(1) Se K é uma reducgdo de J e J uma redugao de I, entao K é uma redugao de I. Chamamos
essa propriedade de transitividade de reducoes.

(2) Se K é uma redugdo de I, entdo J é uma redugdo de I.

(3) Se I € finitamente gerado, J = K + (r1,79,...,7m) € K é uma redugdo de I, entio K
¢ uma reducao de J.

Demonstracgao:

(1) Como K C J e J C I sao redugodes, segue que existem m e n inteiros nao negativos tais
que KJr = Jvtl e JI™ = ™+ Assim Jmt(nt+l) — Jntipm — [ nm C K Jmtn C Jmt(n+1)
Logo KI™™™ = ™+l ‘implicando que K é uma reducao de I.

(2) Como K é uma reducio de I, segue que existe n > 0 tal que KI™ = I"™! mas note
que KI" C JI", pois K C J e JI™ C I"*'. Logo KI" = [""%,

(3) Por hipdtese vai existir um n tal que KI" = [""! usando o que foi provado em
(2) teremos que para cada ¢ € {0,1,...,m}, K + (ry,re,...,7r;_1) é uma redugao de I (se
i = 0 note (rq,re,...,7_1) como o ideal nulo). Como r; € I e pela escolha do n temos
rid™ C KI" C (K4 (r1,r2,...,7-1))I" Se al™ = 0, para algum a € R, entao ar] = 0, como
1™ ¢é finitamente gerado podemos usar o Corolario 2.1.11 para garantir que r; é integral sobre
K + (r1,72,...,7i_1), agora usando o Corolério 2.2.2 temos K + (rq,79,...,7;_1) redugao de
K + (r1,79,...,7;). Assim temos uma cadeia de redugoes:

KCK+(r)C...CK+(ri,re, .. stm-1) €K+ (ri,re, ..., Tm)-

Por transitividade K ¢é reducao de J.
[
O préximo exemplo ilustra bem o porqué, no item trés da proposicao anterior, exigirmos
que [ fosse finitamente gerado e J = K + (11,79, . .., 7).
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Exemplo 2.2.7. Sejam k um corpo, x ey varidveis sobre k, e R,, = klx,y] para todon € Z..
Defina R=@,. Ri, K = @B,-(2",y"), J = B0’ y' 2y ") e I = @P,oo(z,y)". Note que
I, J e K sao ideais de R, em que K C J C I. Afirmamos que K € redugao de I, mas K C J
nao € uma reducao.

De fato, primeiramente mostraremos que K C I é uma redu¢ao. Fixe um i > 0, provare-
mos que (2%, y)(z,y)" = ((z,y))% Note que (x,y)* é gerado por elementos da forma x™y",
com m+n = 21, assim m > i oun > i, sem perda de generalidade, suponha m > 1. Dessa
forma, x™y" = X (x™ Y™, e como m — i +n = i, seque que x™ ‘y" € (x,y), implicando
(2™ Yy € (2, y")(x,y)". Portanto (z',y")(z,y)" 2 ((z,y)")?, como a inclusio contrdria é
trivial, seque que temos a igualdade, logo K1 = I?.

Por fim, suponha que existe n > 0 em que KJ" = J"T'. Assim, se tomarmos o (n + 1)-
ésimo somando de R, entao teriamos (z™ 1yt 1) (xn L oyt pym) = (2L, yn L ayn)n L
Em particular 2"yt e (2t gt (2" vt 2™, Note que (2", y"tY) ¢ gerado
por elementos da forma (z" )% (y"*t1)°, em que a + b = 2, enquanto que (x™+1 y" L zy™)"
¢ gerado por (z"™H)"(y" s (zy™)t, no qual r + s +t = n. Noutras palavras, os elemen-
tos da forma a:.a(n-l—l)+7’(n+1)+tyb(n+1)+s(n+1)+tn’ geram (mn—&-l’yn—&-l)(xn-i-l,yn—&-l’xyn)n. Como
deg(xn—i-lynQ-}—n) — (n + 1) + (n2 + n) e $n+1yn2+n c (:En—&-l’yn-l—l)(xn—i-l’yn—&-l’xyn)n’ seque que

n*4+2n+1>aln+1)+r(n+1)+t+bn+1)+s(n-+1)+tn,
no qual a+b=2 er+ s+t =n. Reescrevendo a desigualdade acima
n+12%>m+1)(a+r+b+s+t),

ou seja, n+ 1> (a+0b)+ (r+s+t) =2+n, o que € um absurdo. Logo, K nao pode ser
reducao de J.

Corolario 2.2.8. Sejam K C I ideais em um anel R, tal que I € finitamente gerado. Entao
K € reducdo de I se, e somente se, [ C K.

Demonstragao: Se K é uma reducao de I, entdao pelo item (3) da proposicao anterior K é
uma redugao de K + (r), para todo r € I, e do Corolario 2.2.2 implica r € K. LogoI CK.

Reciprocamente, suponha I = (r1,79,...,7,) € K. Entdo, para todo j € {1,2,...,n}, r;
¢ integral sobre K, consequentemente sobre K + (r1,r2,...,7;_1). Fazendo uso do Corolario
2.2.2, teremos uma cadeia de redugoes:

KCK+(r)C...CK+(ri,re,...,mn1) S K+ (r1,re,...,1) = I.

Por transitividade obteremos o resultado desejado.
|

Coroldrio 2.2.9. Sejam R um anel e I um ideal de R. Entao I é um ideal e T=1. Noutras
palavras, o fecho integral de um ideal é um ideal integralmente fechado.

Demonstracao: Inicialmente mostraremos que I é um ideal. Trivialmente 0 € I. Se r € I,
entao para algum inteiro nao negativo n e a; € I? teremos r" + a;r™ ' + .-+ 4+ a, = 0. Se
b € R, entao b™r™ + b"a;r™ ' + ... + b"a, = 0, que pode ser reescrito da seguinte forma:
(1b)™ + ba1 (rb)" ' 4 ...+ b"a, = 0. Assim 7b € I. Falta mostrar que I é fechado para soma.
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Sejam r,s € I e 7" +a;r" ' 4. .. +a, = 0 uma equacio de dependéncia integral de r sobre 1.
Podemos tomar um ideal I’ C I finitamente gerado tal que r € I’, de forma andloga s € I”
em que [” C I é ideal finitamente gerado.

Considere o ideal L = I'4+ 1", assim r, s € L. Sejam J = L+(r) e K = L+(r,s) = J+(s),
pelo Corolério 2.2.2, L é uma reducao de J e J uma reducao de K, assim L é reducao de K.
Como J, K e L sao finitamente gerados, segue da Proposi¢ao 2.2.6 que L C L+ (r+s) C K
sao reducoes e, pelo Corolario 2.2.2, r+s € L C I.

Note que para mostrar I = I, basta provar que T C I, pois a inclusdo contraria segue do

item (1) da Proposicao 2.1.3. Seja r € 1, entdo existe um ideal finitamente gerado J C I em
que r € J. Digamos que J = (j1, jo, ..., jx), de forma andloga para todo i € {1,,2,... k}
existem K; C I finitamente gerados no qual j; € K;, tome K o ideal gerado por todos os
geradores dos K;, o que implica j; € K. Assim K +J C Ke K+ J+ (r) C K+ J,
pelo Corolario 2.2.8, K C K+ Je K+ J C K+ J + (r) sao redugoes, por transitividade
K C K+ J 4+ (r) é uma reducdao. Pelo Coroldrio 2.2.8 teremos K + J + (r) C K, logo
rekK - 1. O

Exemplo 2.2.10. Seja Clz,y] anel de polinémios nas varidveis x e y, sobre o corpo C e
tome o dominio R = Clz,y]/(y* —2*(x +1)). Nesse exemplo T ey representardo as imagens
de x e y respectivamente em R. Se m = (7,7y), I = (T) e J = (y), entao I C m € redugao
mas J C m nao é.

Primeiramente mostraremos que m C I. Como I € ideal, basta mostrar que T e § estdo
em I. Note que 3> + 0.5 — T2(T + 1) =0 € uma equagdo de dependéncia integral de § sobre
I, como trivialmente T € I entdo temos o resultado desejado. Do fato que m € finitamente
gerado, pelo Coroldrio 2.2.8 teremos que I C m € reducao.

Para a sequnda parte, note que V(J) = {m, (T+1,7)}, logo v/ J = (T+1)7,7). Faremos
mais uma vez uso do Coroldrio 2.2.8. Sem C J C /J = ((T+1)T,7), entdo da mazimalidade
de m teriamos J = m e pelo Teorema da correspondéncia, (z(z + 1),y) seria mazimal em
Clz,y], o que ndo € o caso.

Proposicao 2.2.11. Sejam J C I ideais de um anel R. Considere os sequintes itens:
(1) J uma redugao de I;
(2) S7YJ € uma reducao de ST'I, para qualquer conjunto multiplicativo S de R;
(3) Jp uma redugao de Ip para todo P € Spec R;
(4) Jm uma redugao de I, para todo m € Specm R.
Temos que (1) = (2) = (3) = (4). E caso R seja noetheriano temos (4) = (1).

Demonstracao:

(1) = (2). Por hipétese existe n > 0 tal que JI™ = I"*!. Visto que localizagdo comuta
com produto, temos (S™'J)(STH)* = STH(JI™) = ST = (ST

(2) = (3) e (3) = (4). Sao triviais.

Falta entao mostrar que (4) = (1) quando R é noetheriano, para isso tome a seguinte
cadeia de ideais em R:

J:DHCJI:IHCJr.-r*yc...cJr:rmhHc....

Como R é noetheriano, existe um [ > 0 tal que para todo n > [ obteremos (JI': ['*1) =
(JI7: [,
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Nosso objetivo é mostrar que (JI' : I'*') = R, entdo vamos supor o contrario, ou seja,
que (JI': I'*1) é um ideal préprio de R, logo ele vai estar contido em algum maximal, que
podemos chamar de m. Localizando R por m, temos que J, é uma reducao de I, assim
existe um n, que podemos supor maior que I, em que JuI? = I"*'. Como qualquer ideal
de R ¢ finitamente gerado, segue que qualquer localizagao comuta com o ideal quociente, ou
seja,

(JI" Ty = (T L2 I = (124 Y = R,

Logo (JI™ : I"™) N (R — {m}) # 0 implicando (JI': I'™) € m, o que é uma contradigao.
Assim (JI' : I"Y) = R. Com isso teremos 1 € (JI' : I*Y), logo I C JI' e como
trivialmente temos JI' C I'*!, segue que J é uma reducao de I. O

Lema 2.2.12. Sejam ¢ : R — S um homomorfismo de anéis e J C I ideais de R.

(1) Se J € uma reducao de I, entao ¢(J).S é uma redugio de p(I).S.

(2) Se S € fielmente plano sobre R e ¢(J).S é uma redugio de p(I).S, entao J é uma
reducdo de I.

Demonstracao:

(1) Como J é uma redugao de I, segue que existe n > 0 tal que JI™ = I"*! aplicando ¢
temos @(J)p(I)™ = o(I)"** o que implica (¢(J).S)(¢(1).S)™ = (¢(I).5) .

(2) Por hipétese (¢o(J).S)(p(I).9)" = (p(I).S)"", para algum n inteiro nao negativo,
como S é fielmente plano sobre R, segue que o(I)" = (o(I).5)" ™ Np(R) e o(J)p(I)" =
(0(J).8)(o(I).5)" N p(R). Logo p(JI™) = o(I"), como ¢ é injetora (pois S é fielmente
plano sobre R) temos que J é uma reducao de 1. O

Proposicao 2.2.13. Sejam J = (a1, as,...,a;) C I ideais de R.

e J é uma reducdo de I, entao para qualquer m > 0, e (al',ad,...,a") sao
1) Se J ¢ ducio de I, entd l >0, J" e (al',ap,....aP) sd
reducoes de I™.

(2) Se para algum m > 0 temos que (ai*,ay’,...,a}") ou J™ é reducdo de I"™, entdao J é

uma reducdo de 1.

Demonstragao:

(1) Seja um inteiro n > 0 tal que JI" = "' assim para todo m > 1 J™[" = ["t™,
Multiplicando por I™"~™ obteremos, J™(I™)" = (I™)"*! ou seja, J™ é redugao de I™.

Afirmamos que J™ Ve = (g . ... al) (a1, ag, . .., ap)FDY ] Para isso serd su-
ficiente mostrar que JM VL C (a7 o, ... a)(a1,az,. .., a,)* DD porque a inclusdo
contréria é trivial. Note que os elementos de J™~V¥+1 s30 gerados por elementos da forma
ai*ay? . ..ap* com Zle n; = (m—1)k+1. Separatodoi € {1,2,...,k} tivermos n; < (m—1),
entao

(m —1k+1—2nl_ m— 1k < (m—1)k+1,

um absurdo. Logo existe um n; > m, que podemos supor sem perda de generahdade que
i=1 SejazeZ, talquen; = m+z, assim m+ z+ (ng +---+ng) = k(m—1) + 1,
o que implica z +ng + - +nx = km —k—m+1 = (k —1)(m — 1). Dessa forma,
aiay?...a* € (ar,ag, ..., ap) k=DM Jogo

m z , N2

ng m . m m k—1)(m—1
al'ajay® ...a* € (af ,a2,...,ak)(al,ag,...,ak)( )(m=1),
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provando a afirmagao.

Multiplicando ambos os lados por J™*%~1 teremos, J™+™ = (a7, al,. .. ,a}C")Jmk, ou
seja, (J™F = (a7, ..., a)(J™)". Com isso temos que (af,ay’, ..., a") é uma redugio
de J™ e por transitividade (a{",a}’,--- ,a}") é uma reducao de I™.

2) Basta usar o fato de que J™ é reducao de I™, pois caso (a}*,ad’,...,a}") seja uma
s 9 192%2 y Yk

reducao de I™, entao pela Proposicao 2.2.6 temos que J™ é reducao de I™. Logo existe
um n tal que J™(I™)" = (I™)"*) assim [™tm C jpmrtm=l C o pmetm o Com isso temos o
resultado desejado. O

Proposicao 2.2.14. Sejam R um anel e Jy, Jo, 11, I5 ideais de R tais que J; € reducao de I,
e Jo € uma reducao de Iy. Entdo:

(1) Jy + Jo € uma redugao de I + I.

(2) J1.Jo € uma reducao de I.15.

Demonstracgao:
1) Tome um inteiro n > 0 tal que J, I = I"™! e J 17 = I""!. Entéo:
1 1 1 1

(]1 + 12)2n+1 C I{lﬂ(h + IQ)” + Igﬂ(h + IQ)” = J1[?(I1 + IQ)” + JQI;L(Il + 1—2)n7
note que
ST (L 4 L)+ Jo Iy (I + )" = (J1 + Jo) ([ + ]2)2n C (L + [2)2n+1>

assim temos o resultado desejado.

(2) Basta tomar um n € Z, suficientemente grande, que satisfaga a equacao de redugao
tanto para J; C I} quanto para Jo C I. Logo, (I1 )" = JyLIZIy, ou seja, Ji.Jo é uma
reducao de I.15. O

Teorema 2.2.15. Sejam (R, m) anel local noetheriano e xq1,xs, ..., x, uma R-sequéncia. Se

I=(xy,29,...,13,), entdio INIT2=11.
Demonstracio: Como I é finitamente gerado, segue do Coroldrio 2.2.8 que I C I é uma
reducao. Da proposicao 2.2.14, I? C T’ ¢ uma redugao, novamente pelo Corolario 2.2.8
teremos 72 C I2. Desde que IIC 72 - ﬁ, entao IT C INI2.

Para a inclusdo contraria faremos inducéo sobre r. Suponha que 7 = 1. Seja y € I N 12,
entao y = x1k para algum £ € R en € N tal que

(z1k)" 4+ 23by (21k)" ™ + o+ 23 b (21k) + 27D, = 0,
no qual b; € R para todo i € {1,2,...,n}. Pela regularidade de z,
K" + 2101 K" 4 2y b,k + 2, =0,
ou seja, k € I. Logo y € I1. o
Suponha r > 1. Seja y € I N I?, escreva S = R/(z1), J = I/(z1) e w a imagem de y em

S. Por indugao w € JJ, ou seja, y € IT+ (11), assim y = a+a1p, coma € IT e p € R. Note
quey —a=uz1p € INI2 Defina T = R/(x9,23,...,2,) e L =1/(x3,x3,...,,). Denote por
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z e ¢ as imagens respectivamente de x; e p em 7. Como R local, segue do Corolério 1.2.13

que T, T3, . . ., Ty, 1 ¢ também uma R-sequéncia. Pelo caso 1 da inducdo, zq € LL = (z)@

Do fato que z é T-regular teremos ¢ € L, ou seja, p € I + (9,23, ...,2,), dessa forma temos
r1p € 211 + 1 (29,23, ...,2,) CII+ 1> =11. Logoy € I1.

|

O teorema acima é um caso particular do que Itoh provou em [7]. No artigo em questao

ele mostrou que se R é anel noetheriano e I é ideal de R gerado por uma R-sequéncia, entao

I" N Intl = "] para todo n > 1.

Lema 2.2.16. Sejam R um anel noetheriano, m o radical de Jacobson, Jy, Jo, I ideais de
R e L um ideal contido em miI. Suponha J, CI, Jo CI e Ji+L=Jy+ L. Entao J, € uma
reducdo de I se, e somente se, Jy € uma reducdao de I.

Demonstragao: Suponha que J; é uma reducgao de I. Entao existe um inteiro nao negativo
n tal que JiI" = I"*1. Logo I"*t = JijI" C (J; + L)I" C (Jo +mI)[" C I"™ o que vai
implicar JoI™ + mI™™! = ["*1 aplicando o Lema de Nakayama (versao global) conseguimos
It = J,I™ e assim J, é reducao de I. A reciproca pode ser feita de forma andloga.

|

Lema 2.2.17. Sejam R um anel e J C I ideias de R. Se J C I € uma redugao, entao
Min(R/I) = Min(R/J), VT = /J e ht(I) = ht(J). Noutras palavras, se J C I uma redugdo
entao I e J definem a mesma variedade em Spec R. Em particular, se R é anel noetheriano e
M é um R-mddulo finitamente gerado em que IM # M, entao grade (I, M) = grade (J, M).

Demonstragao: Mostraremos que V(1) = V(J). Como J C I, segue que todo primo contendo
I também contera J, ou seja, V(I) C V(J). Tome P € V(J), logo P 2 JI" = I""! e por P
ser primo segue que P D [, assim temos a inclusao contraria.

Como V(I) = V(J) e pelo Teorema da correspondéncia, conseguiremos Min(R/I) =
Min(R/J).

Para ver a segunda igualdade note que:

Vi= (\ P= () P=V1J

Pev(I) Pev(J)

Na terceira igualdade temos: ht(I) = min{dim Ap|P D I} = min{dim Ap|P D J} = ht(J).

Supondo que R é noetheriano e M é um R-moddulo finitamente gerado em que IM # M,
entao claramente JM # M, logo o grade estd bem definido tanto para I, quanto para .J.
Completamos o argumento com a Proposicao 1.2.29. O

Exemplo 2.2.18. Sejam I = (x) e J = (2?) ideais do anel k[x,y], no qual k é um corpo.
Claramente /I = \éj, porém J C I nao € uma redugdo,_pois caso contrdrio pelo Coroldrio
2.2.8 teriamos I C J, mas pelo exemplo 2.1.4 temos que J = J, o que é um absurdo.

A préxima proposicao mostrard que, em anéis artinianos, fecho integral e reducao nao
sao conceitos tao interessantes, ja que sao equivalentes ao radical.

Proposicao 2.2.19. Se R é um anel artiniano e J C I sao ideais de R tais que VI =+,
entio J € uma reducio de I. Em particular, para todo I ideal de R temos T = /T
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Demonstragao: Sendo R é artiniano, segue que R sera noetheriano. Se localizarmos R por
um de seus maximais teremos duas situacgoes: os maximais contendo I e os que nao contém.
Pela igualdade dos radicais temos que qualquer maximal nao contendo I, necessariamente
nao contera J, logo quando localizarmos por esses maximais teremos que tanto J localizado,
quanto [ localizado serao iguais ao anel localizado e assim temos trivialmente o resultado.

Se m é maximal de R tal que I C m teremos que I, € mR,. Como R, é também
artiniano e o radical de Jacobson sera igual ao seu maximal, segue que mR,, ¢é nilpotente,
logo teremos que I, é também nilpotente, implicando J,, C I, ser reducao e assim aplicando
a Proposicao 2.2.11 temos o desejado.

A segunda parte, basta ver que para todo I ideal de R teremos VI =VVI, logo I C Vi
é uma reducio, como R é noetheriano podemos usar Coroldrio 2.2.8 para obter VI C I, a
inclusao contraria segue da Proposigao 2.1.3 item (3). O

Lema 2.2.20. Sejam J C [ ideais de um anel noetheriano R. Entao J C I € reducao se, e
somente se, J(R/P) C I(R/P) € redugdo para todo P € Min(R).

Demonstragao: Suponha que J C I é uma reducao e P um ideal qualquer. Aplicando o Lema
2.2.12 na projecao candnica em R/P, segue que J(R/P) C I(R/P) é uma redugao.

Reciprocamente, suponha que para todo primo minimal P de R, J(R/P) C I(R/P) é uma
redugao. Como R/P é noetheriano, entao segue do Coroldrio 2.2.8 que I(R/P) C J(R/P).
Se r € I, entdo a imagem de 7 em R/P estéd em J(R/P), pela Proposicio 2.1.9 r € .J, logo
I C J e novamente pelo Coroldrio 2.2.8 segue o resultado.

O

2.3 Conexoes com a Algebra de Rees

No ano de 1954, Oscar Zariski conjecturou uma generalizacao para o 14° Problema de
Hilbert. Entretanto em 1958, David Rees constréi uma algebra que tornaria a conjectura
falsa. Essa algebra foi generalizada e recebeu o nome de Algebra de Rees, ou em termos
geométricos, Algebra do Blow-up. Na Geometria Algébrica ela se tornou fundamental para
o estudo de pontos singulares de uma curva.

Num primeiro momento definiremos a Algebra de Rees Cléssica e Estendida, relaciona-
remos esses novos objetos com o graduado associado e entao calcularemos a dimensao dessas
algebras. Também trataremos da Fibra Especial, um conceito derivado da Algebra de Rees.
Provaremos que a dimensao da fibra, chamado de analitic spread, é limitado pela dimensao
do anel, que por sua vez, serd igual a dimensao do graduado associado.

Nosso objetivo nessa se¢ao sera relacionar essa algebra com o conceito de reducao. Mostra-
remos algumas relagoes com a fibra especial, mais ainda, que o nimero minimal de geradores
de um ideal é no minimo o analitic spread.

48



2.3.1 Dimensao da Algebra de Rees

Definigao 2.3.1. Sejam I um ideal de um anel R e R[t] o anel de polindmios na varidvel t.
A Algebra de Rees do ideal I € o subanel de R[t] dado por:

=P
neN
Definimos também a algebra de Rees estendida do ideal I por:
R[It,t™"] == @1t".
nezZ

Convencionaremos 1™ = R, para todo inteiro n nao positivo.
)

Observagao 2.3.2. Seja [ um ideal do anel R. Note que gri(R) = R[It]/IR[It], pois se defi-

nirmos o morfismo canénico de dlgebras graduadas, que mapeia I"t™ em I™ /1", podemos ver

que o nicleo dessa aplicagao € IR[It]. Temos também que grr(R) = R[It,t ']/t ' R[It,t7!],

basta usar o mesmo morfismo, porém quando n < 0 teremos I"/I"** = (R/R) = 0, ou seja,
t~'R[It,t7'] serd o micleo dessa aplicagao.

Observagao 2.3.3. Note que R[It,t7',-1 = R[t,t7]. De fato, como R[It,t7'] C R[t,t71],
seque que R[It,t71),-1 C R[t,t7 ;-1 = R[t,t7']. Note que t™ € R[It,t7],~1 para todo n <0,
como o conjunto multiplicativo escolhido foi {1,t7*,t72¢t73,.. .}, entdo t" € R[It,t7'];—
para todo n > 0. Como todo elemento de R[t,t™'] € soma formas do tipo a,t™, comn € Z e
an € R, logo R[t,t7'] C R[It,t ]

Lema 2.3.4. Seja I um ideal de um anel R. Entao

dim R[It] = max{ dim G; {#t]) ’ Pe Mm(R)}

dim R[It,t 7] = maa:{ dim (% {#t t~ D ‘ Pe Mm(R)}.

Demonstracao: Inicialmente note que R — R[t,t7!] é uma &lgebra fielmente plana, entao
para todo ideal J de R temos que JR[t,t™*]N R = J, logo:

JCJR[I)NRC JR[It,t ') NRC JR[t,t 7 NR=J.

Assim, J serd a contracao de ideais de R[It] e R[It,t!]. Dessa forma temos

R R[It] c R[It,t7!] - R[t, t71]
J T JR[It,t )N R[It] — JR[It,t )N R[It, ¢t ~— JR[t,t71]

Em particular se P € Min(R), entao PR[t,t7'] N R[It] e PR[t,t~'] N R[It,t™'] serao
primos minimais de seus respectivos anéis. Como qualquer elemento nilpotente tanto de
R[It], quanto de R[It,t™'], serao nilpotentes em R[t,t™!], segue que esse elemento estard em
NPR[t,t7!], com P variando sobre todos os primos minimais de R. Logo cada primo minimal
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de R[It] ou de R[It,t'] é a contragao de PRI[t,t!], que por sua vez serd primo minimal de
R[t,t7], no qual P € Min(R). Implicando

Min(R[I1]) = {PR[It,t ] N R[I#] | P € Min(R)}

Min(R[It,t7 ') = {PR[It,t '] N R[It,t"']| P € Min(R)}.

Defina o morfismo canoénico

R{IT+J

Rt — — | ——1
oimii — 5|0
que mapeia I"t" em ((I" + J)/J)t". Se > ,a;it" € R[It] é tal que o> 1 a;it’) = 0,
entdo a; € J para todo i € {0,1,...,n}. Como J = JR[It,t7'] N R, segue que kerp C
JR[It,t7'] N R[It], a inclusdo contraria ¢ trivial, logo temos a igualdade. Pelo Teorema do
Isomorfismo:

R ]+Jt' N RI[It]
J| J | JR[It,tYNR[It]

Por uma argumentacao analoga ao caso anterior:

- t t*l_ ~ R[It7t71]
| JR[It N R[]

Assim temos o desejado. O

Teorema 2.3.5. Sejam R um anel noetheriano e I um ideal de R. Entao R tem dimensao
finita se, e somente se, R[It] ou R[It,t71] tem dimensdo finita. Caso dim R < oo, entdo
dimR+1, sel ¢ P, noqual P € Spec R e dim(R/P) = dim R.
dim R, caso contrdrio.

(2) dim R[It,t7'] = dim R + 1.

(3) Se m € o unico mazimal de R e I Cm, entao mR[It,t |+ I[tR[It,t™ )+t 'R[It,t"]
¢ um mazimal de R[It,t7] com altura dim R + 1.

(1) dim R[It] =

Demonstracao:
(1) Pelo Lema 2.3.4, podemos supor que R ¢ um dominio, sendo assim iremos mostrar
que dim R[It] = dim R, caso I seja o ideal nulo, e dim[[t] = dim R + 1 caso contrario.

Claramente se I = (0), entao dim R[[t] = dim R. Suponha que I néo seja o ideal nulo. Se
P € Spec(R|[It]), entao pelo Teorema da desigualdade das dimensoes temos

ht(P) + gr.tr, pag) (K(P)) < ht(P N R) + gr.trz(R[I1]).

Note que 2/(PNR) C R[It]/P C R[t]/PRIt], logo gr.tr, pag) (k(P)) < gr.tr, prg) ((PRt])).
Como gr.tr, prp) (K(PR[t])) = 0, segue que gr.tr, pag)(£(P)) = 0. Agora note que, R[It] C
R[t] e gr.trp(R[t]) = 1, pelo fato do I ser nao nulo, seque que gr.trp(R[It]) = 1. Logo,
ht(P) < ht(P N R) + 1. Escolha P € Spec(R[It]) tal que ht(P) = dim R[], assim

dim R[It] < ht(PNR) + 1 < dim R + 1.
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Para provar a desigualdade contraria vamos definir Py = ItR[It]. Podemos ver que
Pyn R = (0). Como It C Py, segue que ht(FPy) > 0. Seja ¢ : R[I[t] — R o morfismo
sobrejetor de anéis, definido por ¢ (ag+ayt +- - -+ apt®) = ag, entdo teremos que keryp = Py e
pelo Teorema do Isomorfismo temos R[It]/ Py = R, ou seja, Py € Spec(R[It]). Logo teremos

dim R[It] > dim(R/Py) + ht(Fp) = dim R + ht(F) > dim R + 1.

(2) Mais uma vez faremos uso do Teorema da desigualdade das dimensoes, no qual teremos
dim R[It,t7'] < dim R + 1. Seja S = {1,t7,¢72,t73,...}, da Observagao 2.3.3 temos que
STY(R[It,t7']) = R[t,t7], logo

dim R[It,t"'] > dim R[t,t '] = dim R + 1,

nos fornecendo o resultado desejado.

(3) Seja Py C P, C --- C P, = m uma cadeia saturada de primos em R, com h = dim R.
Defina Q; = P,R[It,t7'] N R[It,t7!]. Como Q; N R = P;, segue que Qo € Q1 S -+ C Qp
é uma cadeia de primos em R[It,t7!]. Podemos notar que Q, = mR[t,t7] N R[[t,t71] =
mR[It,t7'|+ I[tR[It,t'], mais ainda, Q;, estd estritamente contido no ideal Qp,+t ' R[It,t7],
que por sua vez é primo, pois (R[It,t7])/(Qn + t ' R[It,t71]) = (R[It])/(P,R[It]). Como
P, R[It] € Spec(R[It]) , segue que esse quociente é um dominio. Logo ht(Qp,+t ' R[It,t7']) =
dim R + 1, ou seja, Qp, + t ' R[It,t7!] é ideal maximal de R[It,t™}]. O

Definicao 2.3.6. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e I um ideal de R. A fibra especial
com respeito a I é dada por:

_ R[11]
FilR):= mR[It]

Definimos também o analitic spread, com respeito a I, como a dimensao de Krull de F;(R)
e denotaremos por ¢(I).

Observacgao 2.3.7. Note que na fibra especial temos

BRI R T I I
mR[[t] m ml wmlZ2 m[

Para ver isto basta definir o homomorfismo sobrejetor de R[It] no somatdrio do lado direito,
que mapeia os elementos do tipo ait® em ap + mI*. Note que o miicleo desse homomorfismo
¢ mR[It], e pelo Teorema do Isomorfismo temos o resultado.

Observacgao 2.3.8. Seque da Observacao 2.3.2 e do Teorema do Isomorfismo que:

gri(R)

f](-R) = mng(R)‘

Proposigao 2.3.9. Seja (R, m) um anel local noetheriano. Entao para qualquer ideal I de R
teremos
(1) < dim(gr;(R)) = dim R.
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Demonstragao: pela Observagao 2.3.8, teremos dim(F;(R)) = dim(gr;(R)/mgr;(R)), ou seja,
¢(I) < dim(grr(R)). Como ¢! é nao divisor de zero em R[It,t~'], segue que ele nao pertence a
nenhum primo minimal de R[I¢,t7!], logo dim(R[It, ¢t |/t ' R[It,t7']) < dim(R[It,t1]) —1.
Pela Observacio 2.3.2 temos gr;(R) = R[It,t71]/t "' R[It,t71]. Agora usando o item (2) do
Teorema 2.3.5 teremos dim(gr;(R)) < dim R.

Seja Q = mR[[t,t7 ) + [tR[It,t '] + t *R[It,t7!], entao dim(gr;(R)) > dim((gr;(R))g).
Desde que t7! € QR[It,t7!]g, entao podemos usar o item (b) do Lema 1.1.23 e o Teorema
1.1.26 para garantir que

dim((R[It,t™"))g/(t ' R[It,t71))g) = dim((R[It,t '])g) — 1 = htQ — 1.

Segue do item (3) do Teorema 2.3.5 que ht@ — 1 = dim R, logo dim(gr;(R)) > dim R.

2.3.2 Algebras de Rees e Reducgoes

Teorema 2.3.10. Sejam J C I ideais de um anel noetheriano R. Entao J é uma reducgao de
I se, e somente se, R[It] é um R[Jt]-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Suponha que J é uma reducao de I, entao existe um inteiro nao negativo n
tal que I"=! = JI", assim para todo k > 0 temos I"** = J*I". Com isso temos (R[It])}1n =
[ktnghin — Jkpngkin — Jktkngn = (R[Jt])I"t". Como R é noetheriano, segue que todo
ideal ¢ finitamente gerado, digamos que z;1, Z;9, . . ., T, sejam os geradores de I’ para cada
i € {0,1,...,n}. Assim {x11,%19, .., T1ky, T21, T2, -+« s Tokys -+ - s L1y T2, - - - Tk, | gETAM
R[It] como R[Jt]-mddulo.

Reciprocamente, suponha que R|[It] seja um R[Jt]-mddulo finitamente gerado. Como am-
bos esses anéis sao N-graduados, segue que existe um conjunto finito de geradores homogéneos
de R[It] sobre R[Jt], tome n o maior grau dentre os elementos desse conjunto gerador. Por
questoes de grau "1+ = (R[It]),1 = S0 Ji#H (1" =17+171) . Se tomarmos um termo
desse somatoério, teremos

Jiti([n+17itn+17i) — JiInJrlfithrl — Ji71JIn+17itn+1 C Ji71[n+17i+1tn+1
Repetindo o processo acima, (i — 1)-vezes, obtemos:

Ji]n+1—itn+1 C Ji—l[n-‘rl—i-‘rltn-‘rl C...C Ji—(i—l)[ﬂ-‘rl—i-‘r(i—l)tn-i-l _ J[ntn-i-l

Como JI™t"+t1 C I"T1¢"*+! Jogo teremos a igualdade, implicando JI™ = I"*1 o que nos dé o
resultado desejado.
[

Corolario 2.3.11. Sejam J C [ ideais de um anel noetheriano R. Entao o menor inteiro
tal que It = JI™ € o maior grau de um elemento em um conjunto minimal de geradores
homogéneos de R[It] sobre R[Jt].

Demonstragao: Segue por uma argumentacao similar a que foi usada na demonstragao do
teorema anterior. O
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Proposigao 2.3.12. Sejam (R,m) um anel local noetheriano com corpo residual k = R/m,
n um inteiro positivo, J e I ideais de R, com J C I"™ e B uma k-subdlgebra de Fi»(R) gerado
por (J +mI™)/mI". Entao J C I™ é uma redugao se, e somente se, Fr(R) € um B-mddulo
finitamente gerado.

Demonstragao: Suponha que J é uma redugao de ™, pelo Teorema 2.3.10 temos que R[I"t] é
um R[Jt]-mddulo finitamente gerado, ou seja, R[Jt] C R[I"t] é uma extensao finita de anéis,
logo

R[Jt] - R[]
R[Jt] N mR[I™t] = mR[I"]
é também uma extensao finita. Afirmamos que
R[Jt]
R[Jt] N mR[I"t)’

= Fin(R)

1

B

de fato, basta definir o homomorfismo candnico sobrejetor R[Jt] — B, que mapeia os
elementos at® em @;t*, no qual a barra representa a projecdo em B. Note que o nticleo desse
morfismo é R[Jt] N mR[I"t] e pelo Teorema do Isomorfismo temos o resultado. Dessa forma
temos que B C Fi«(R) é uma extensao finita de anéis. Pela Observacao 2.3.7 podemos ver
que Fr(R) é um médulo finitamente gerado sobre Frn(R). Por transitividade teremos que
Fi(R) é finitamente gerado sobre B.

Reciprocamente suponha que F;(R) é um B-mddulo finitamente gerado. Note podemos
supor sem perda de generalidade que n = 1, pois se provarmos que J C [ é uma reducgao
entao, pela Proposicao 2.2.6, J C I" é uma redugao. Escolha um conjunto finito de geradores
homogéneos de F;(R) tal que d é o méximo dos graus. Logo teremos

1w (Y

m/dtt — m/ m/d) — m[dt!
implicando 79t! = JI? + mI4t!. Usando o Lema de Nakayama teremos 1?1 = JI4, isto é,
J é uma reducao de I. O

Corolario 2.3.13. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, J e I ideais de R. Suponha que
J C I é uma reducdo, entao o nimero minimal de geradores de J é pelo menos ¢(1).

Demonstragao: Como J ¢é uma redugao de I, segue da proposicao anterior que B C Fj é

extensao finita de anéis, o que implica dim B = dim F; = ¢(I). Seja J = (a1, as,...,aq)
e T1,Ts,...,Tq variaveis sobre R/m no qual d = u(J). Dessa forma teremos um morfismo
sobrejetor de R/m-algebras graduadas ¢ : (R/m)[zy, x9,..., x4 — B, que mapeia z; em
a; +ml. Logo ¢(I) = dim B < dim((R/m))[x1, 22, ..., zq]) = dim((R/m)) +d = 0+ u(J).

[

2.4 Reducao Minimal

Em geral, nos anéis noetherianos, nao ha nenhuma condicao sobre cadeias descendentes.
Assim, dado uma cadeia descendente de redugdes nao temos garantia que ela estacionara,
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ou seja, que existe uma redugao que é minimal com respeito a inclusao. O exemplo abaixo
ilustra bem esse fato.

Exemplo 2.4.1. Defina R = k[z,y, z] o anel de polinémios sobre o corpo k nas varidveis z, y
e z. Sejam I = (2°2,9°(2 — 1), 23y%2, 2% (2 — 1)) e J; = (P2 —y°(2 — 1), 23y?2!, 2?3 (2 — 1))
ideais de R. Afirmamos que J; € reducdao de I para todo | > 0, mas Mi=oJ; nao € reducao de
I.

Inicialmente veremos que se l € Z,, entao J; C I é uma reducao. Se l = 1, temos a
sequinte equagao de dependéncia integral

(172 = (%2 — (= — 1)’z — (a¥y22) (e (= — 1)) = 0,

ou seja, 1°z € Jy e desde que 2°2 — y®(z — 1) € Jy, entio y*(z — 1) € J;. Dessa forma,
I C Ji, assim o Coroldrio 2.2.8 nos garante que J, C I é uma redugdo. Agora provaremos que
(J1)m C (J1)m € uma redugao, para todo ! > 0 em € Specm R, por consequéncia da Proposi¢ao
2.2.11 teremos que J; C J; € uma reducao e por transitividade teremos o resultado esperado.

Como /J; = \/J1, seque que s6 € necessdrio nos preocuparmos com os ideais mazimais

que contém Ji. Nessa situacao, se m € um mazximal contendo Ji, entdo teremos trés possi-
bilidades:

e 2 e z— 1 ndo estao contidos em m;
e m contém z;
e m contém z — 1.

No primeiro caso, temos (J)m = (2°2 — y°(z — 1), 2%y* 22y®)n para todo | > 0, nos
fornecendo trivialmente o resultado.

Para o caso em que z € m, seque da maximalidade do ideal que z — 1 & m, assim
(J)m = (2°2 —y°(2 — 1), 2%922", 2%°)w. Primeiro analisaremos o caso em que | = 2. Pela
equacao de dependéncia integral

(2°2%) = (2°2" = 2(2 — 1)2"2" — (2%y*2") (a%y") (2" — 2) = 0,

seque que x°2° € (Jo)m. Dessa forma teremos que x3y*z € (Jo)m, pois

(a%y*2)" = (a%y*)(a%y") (272%)2 = 0.

Pelo Corolario 2.2.9, (Jo)m = (J2)m, assim (J1)m C (J2)m, ou seja, (J2)m € uma redugdo de
(J1)m. Note que

(272 = (2 = 1),2°)°) + (2%y*2%) = (Jo)u + (27y?2%),
como z € MRy, e 2%y?z € (J))m, seque do Lema 2.2.16 que (2°z — y°(2 — 1), 2%9%)m C (J1)m
¢ uma redugao. Como (2°z — y°(z — 1), 2%y )m C (J))m C (J1)m, seque da Proposicao 2.2.6
que (J))m € uma redugdo (Jq)m.
O 4dltimo caso, no qual z — 1 € m, podemos fazer uma argumentacao andloga ao caso
anterior, para consequirmos o resultado desejado. Logo temos provado a primeira parte do
exemplo.
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Para a sequnda parte do exemplo, denote J = (2°2 — y° (2 — 1), 2522, 2%¢%(z — 1), 2%¢?),
mostraremos que Ni=oJ; € J. Antes de tudo, mostraremos que x>y € Ni=oJ;, para isso fize
um I > 0 e seja m um mazximal de R. Temos duas possibilidades: z € m ou z ¢ m. Pelo

primeiro caso teremos z—1 € m, o que implica (J))w = (2°2 —1y° (2 — 1), 2%y22, 22y* ), assim

23y% € (J)m. Caso z & m, entdo (J))m = (22 — y°(2 — 1), 2392, 2%y3 (2 — 1)), implicando
23y3 € (J))m. Pelo principio global-local temos x3y> € J;, como | foi tomado arbitrdrio, seque
que z°y* C Miso ;.

Seja a € Moy, em particular a € Jy, ou seja, existem f1, fo, f3 € R tais que
a=fi(z’z —y°(z — 1)) + for®y?z + fz2*y*(z — 1),

multiplicando a equagdo por x, obtemos fox*y?*z = ax — frx(x®z —y®(z — 1)) — fzzdy®(z — 1),
assim foxty?z € MisoJ;. Para todo f € R denotaremos por deg,(f) o grau da varidvel z do
polinomio f . Seja deg_(f2) = n. Como for'*y*z € J, o, seque que

f2x4y2z — gl(lf)z _ yS(z _ 1)) + g2x3y22”+2 +ggl’2y3(2 _ 1)n+27

em que g1, gz, g3 € R. Como x ey ndo dividem (z°z —y°(z — 1)), seque de suas primalidades
que ambos dividirdo gy, assim existe g; € R no qual g, = gjx*y*. Dessa forma, podemos

reescrever a equagao acima como
for?z = (2°2 — y5(z —1))g) + 22" gy +y(z — 1) 2gs,
equivalentemente

vz(for — gy — 2" ge) = y(y' (1 — 2)g) + (2 — 1)"g3),

por y ser um elemento primo que ndo divide xz, seque que y diwide (foxr —xtg] — 2" 1gs), ou
seja, existe h € R, no qual fox = xtg) + 2" gy + yh. Dividindo h e g; por 2" obtemos:
h=z""Yq+r, comqgre Rer=0oudeg,r<n-+1.

gy =2""q +1, comqg, " €eRer' =0 oudeg, " <n+1.

Portanto, foxr = ' 4+ yr + 2" (2'¢ + g2 + yq). Como supomos que deg,(fox) = n,
seque que 2" zt'q + g2 + yq) = 0. Assim for = '’ + yr. Como x é um elemento
primo que nao diwvide y, seque que x divide r, isto €, existe s € R tal que r = xs. Portanto
fo = ¥y*z+ys, implicando foxy?z = xby?2r'+a3y32s, isto € fordy?z € (25y?2, 2%y?). Agora
note que se multiplicarmos a por y teremos f3x’y*(z —1) € Mi=0J;, assim podemos fazer uma
argumentagdo andloga ao caso anterior para termos fsx’y®(z—1) € (2?y%(2 —1),2%y?). Logo
a € J, ou seja, Nisod; C J.

Finalmente provaremos que NisoJ; nao € reducao de I. Suponha o contrdrio, ou seja,
Ni>0d; € uma redugao de I, assim teremos Ni~oJ; € J C J; C I. Pela Proposicao 2.2.6, J
¢ uma redugao de J;. Sejam = (x,y,2), S = Ryn/(2°2 — y°(2 = 1)), L = JS, K = (J;)S
en=mS. Como 2°z — y°(z — 1) é elemento primo de R, seque que (x°z — y°(z — 1)) €
ideal primo, pois R € DFU, assim S é um dominio local. Se X, Y e Z sao respectivamente
as imagens de x, y e z em S, entao L = (X3Y3 XY?Z X?Y"), K = (X3Y?Z, X?Y?3) e
n=(X,Y, 7).
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Como ja vimos que reducoes se comportam bem diante de localizacao e quociente, assim
seque que L € redugdo de K. Note que X3Y?3 = (X?Y3)(X), X°YV?Z = (X3Y?Z)(X?) e
X?2Y% = (X?Y3)(Y?), ou seja, todos os geradores de L estao em nK, implicando L C nK.
Desde que L+ L = L+ (0), entao pelo Lema 2.2.16 temos que (0) € redugao de K, mas pelo
que foi comentado no Exemplo 2.2.4, isso so € possivel quando K € nilpotente. Pelo fato
de S ser dominio temos que seu tunico ideal nilpotente é o nulo, logo K = (0), implicando
J1 C (%2 —y®(z — 1)), o que é um absurdo. Enfim, concluimos nosso exemplo.

Durante essa secao mostraremos que se R é anel é local noetheriano e [ ideal de R, entao
I contém uma reducao minimal. Provaremos também que qualquer reducao de I gerada por
¢(I) elementos serd uma reduc¢ao minimal, com a reciproca sendo verdadeira sempre que o
corpo residual de R for infinito. Por fim, exibiremos uma estimativa para o analitic spread
de I.

Definigao 2.4.2. Uma redugao J de I € dita minimal se nao estiver estritamente contida
em nenhum ideal que também seja reducao de I. O conjunto de todas as redugdes minimais
de I é denotado por MR(I). Se I ndo possui nenhuma redugao a nao ser ele mesmo, chamamos
I de basico.

Exemplo 2.4.3. Todo ideal de Z € basico. De fato, sejam (a) e (b) ideais de Z, e suponha
(b) C (a) uma redugdo, seja n > 0 um inteiro tal que (b)(a)™ = (a)™™', o que implica
(ba™) = (a"™Y). Logo existe j € Z tal que a™™ = ba"j, ou seja, a = bj e assim teremos

(a) € (b).

Note que esse exemplo pode ser generalizado para todo R que seja DIP, e mais ainda,
pelo Corolério 2.2.2, teremos que todo ideal de R é integralmente fechado (consequentemente
normal). Porém o mesmo nao acontece com DFU, para isso basta tomar R = C[z,y],

teremos que pelo exemplo 2.1.2 que z,y € R, xy € (22,4?) e pelo Corolario 2.2.2 temos que
(22, y?) C (2%, zy,y?) é uma redugao.

Definigao 2.4.4. Seja J uma reducdo de I. O ntimero de redugao de I com respeito a J
é:
ry(I) :=min{n € N| """ = JI"}.

Definimos também o nimero (global) de redugao de I, como:
r(I):=min{r;(I)|J € MR(I)}.

Proposigao 2.4.5. Seja (R, m) um anel local noetheriano. Suponha que J € uma redugao
mintmal de I, entao:

(1)JNml =mJ.

(2) Para qualquer ideal K de R em que J C K C I, teremos que qualquer conjunto
minimal de geradores de J pode ser estendido para um conjunto minimal de geradores de K.

Demonstracgao:

(1) Inicialmente note que a mesma agao que define J/J N m/ como um R-médulo fini-
tamente gerado, também vai torna-lo um (R/m)-espago vetorial de dimensao finita. Supo-
nha que dimpg/w(J/J Nml) = ¢, assim teremos um isomorfismo de (R/m)-espacos vetoriais
(R/m)t = J/JNnml. Logo J = (x1,Ta,...,2¢) +JNml, no qual zy,xs, -+ , 24 € J.
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Podemos escrever a ultima igualdade como J +JNml = (zq1, 29, ...,2;) +J Nml. Desde
que JNmI C ml e J C I é uma redugao, entao pelo Lema 2.2.16, (z1,x2,...,2;) C I é
também uma redugao, mas pela minimalidade de J, segue que J = (z1,x9,...,x;). Assim ¢
¢ o niimero minimal de geradores de J, pelo Lema de Nakayama, dimp/m(J//mJ) = t. Dessa
forma J/mJ = J/J Nml, como mJ C JNml, segue que teremos a igualdade esperada.

Para provar (2) note que mJ C JNmK C JNml = mJ, sendo a dltima igualdade obtida
a partir do item (1). Assim

J+mK J o J
mK  JNmK wmJ’
com isso, qualquer base de (J + mK)/mK pode ser estendida para uma base de K/mK.
Por fim, se J é minimalmente gerado por xzi,x»,...,z,, entao pelo Lema de Nakayama,
r1 + mJ,xo + mJ, ...,z + mJ é uma base para J/mJ, pelo isomorfismo acima teremos
que x1 +mK, 2o +mkK, ..., x, +mK é conjunto linearmente independente de mK. Portanto
existem x, 1 +mK, o+ mK, ... 2, 4+mK € K/mK tais que x1+mK, zo+mK, ... xs+mK
formam uma base para K/mK, recorrendo mais uma vez ao Lema de Nakayama teremos que
K é minimalmente gerado por xq, s, ..., xs, 0 que prova do item (2). O

Teorema 2.4.6. Sejam (R,m) um anel local noetheriano, I e J ideais de R. Se J é uma
reducao de I, entao existe um ideal K C J tal que K € uma reducao minimal de 1.

Demonstragao: Seja L o conjunto de todas as redugoes de I contidas em J. Como J € L,
teremos L # (). Pelo fato de R ser noetheriano, segue que I é finitamente gerado, pelo Lema
de Nakayama, I/mI ¢ um (R/m)-espaco vetorial de dimensao finita, em particular é um
(R/m)-médulo artiniano. Defina por S o conjunto dos subespagos de I/ml que sao obtidos
a partir dos ideais de L, j& que (J +mI)/ml € S, teremos S # (), logo existe um K € L tal
que (K +mlI)/ml é o menor desses subespagos com respeito a inclusao.

Sejan = dimpg/w((K+ml)/ml), escolha ki, ks, ..., k, € K as pré-imagens de uma base de
(K+mI)/ml. Escrevendo Ky = (ky, ko, ..., k) teremos que Ko+ml = K +m/ e pelo Lema
2.2.16, Ky é uma reducao de I. Podemos supor, sem perda de generalidade, que Ky = K.
Com isso teremos que K/mK e (K + ml)/ml sao (R/m)-espagos vetoriais de dimensao n,
ou seja, K/mK = (K +wml)/ml = K/KNml, logo KNml =mK.

Afirmamos que K é uma reducao minimal de I. Suponha que K’ C K é uma reducao de I,
pela minimalidade de K com relacao a L teremos (K +ml)/m/ = (K'4+m/)/ml, implicando
K+ml =K +ml. Logo K C(K'+ml)NK =K'+ (mINK) C K, assim pelo que foi
provado no paragrafo anterior K = K’ 4+ (m/ N K) = K’ + mK e por Nakayama K = K'.

[

Corolario 2.4.7. Sejam (R,m) um anel local noetheriano e J C I uma reducao tal que
u(J) =£(I). Entao:

(1) J € redugao minimal de I.

(2) F; é canonicamente isomorfo a subdlgebra de F; gerada por (J+ml)/ml sobre R/m,
que por sua vez serd isomorfo a um anel de polinomios com ((I) varidveis sobre R/m.

(3) Para todo inteiro positivo k, teremos J* N mI*F = mJ*.

Demonstragao: Seja B a subélgebra de F; gerada por (J + mlI)/ml sobre R/m, pela Pro-
posi¢ao 2.3.12, F; é um mdédulo finito sobre B, implicando dim B = dim F; = ¢(I). Por
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hipétese, J é gerado por (1) elementos, entdo B é isomorfo a um anel de polinomios com
¢(I) varidveis sobre R/m.

Note que podemos definir um mapa sobrejetor de algebras graduadas F; — B, que
manda os elementos da forma a;, +m.J* em a; +mI*. Como F; é gerado sobre R/m por £(.J)
elementos, segue que a aplicagao que acabamos de definir é um isomorfismo, assim temos
provado o item (2). Em particular, o niicleo da aplicagio J*/mJ* — (J¥ + mI*)/mI* ¢
0 para todo k > 0. Como (J* +mI*)/mI* = J*/(J* N mI*), segue que mJ* = J¥ N mI*,
provando assim (3).

Se L C J e L é uma redugao minimal de I (que pelo Teorema 2.4.6 sabemos que existe),
entao pela Proposicao 2.4.5, o conjunto minimal de geradores de L pode ser estendido para
um conjunto minimal de geradores de J, ou seja, u(L) < u(J). Pelo Corolario 2.3.13 teremos
u(L) > 0(I) = p(J), assim (L) = p(J). Com isso teremos J = L, implicando J ser redugao
minimal de I, provando o item (1). O

Proposicao 2.4.8. Sejam (R,m) um anel local noetheriano com corpo residual infinito, 1
um ideal de R e r = ((I). Entdo toda redu¢ao minimal de I é gerada por exatamente r
elementos.

Demonstragao: Seja J uma redugao de I e B a subalgebra de F; gerada por (J 4+ m[l)/ml
sobre R/m. Pela Proposi¢ao 2.3.12, F; é um B-mdédulo finitamente gerado, ou equivalen-
temente, B C F; é uma extensao finita de anéis. Pelo Teorema da normalizacao, existem
a1,az,...,a, € (J+ml)/ml tais que A = (R/m)[ay,az,...,a,;] é um subanel de B, no qual
A C B é extensao finita de anéis. Logo F; é um A-modulo finitamente gerado.

Paracadai € {1,2,...,7} escolha a; € J a pré imagem de @;, defina L = (aq, as, ..., a,)R.
Pela Proposicao 2.3.12, L C I é redugdo, pela independéncia integral de {ay, az, . .., a,} sobre
R/m teremos que p(L) = r, usando o Corolério 2.4.7, garantimos que L é redugdo minimal
de I. Assim temos o resultado. O

Proposicao 2.4.9. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, I um ideal de R e r = ((I).
Entao existe um inteiro nao negativo n tal que I™ tem uma redugao minimal gerada por r
elementos.

Demonstragao: Pela versao graduada do Teorema da normalizacao de Noether, existe n € Z
e elementos ay, ..., a, € (Fr), = I"/mI", tais que A = (R/m)[a1,az,...,a,) é¢ um subanel de
Fr, também temos que F; é um A-mdédulo finitamente gerado. Para cada i € {1,2,...,r}
escolha a; € I" a pré imagem de @;, defina J = (ay,as,...,a,)R. Pela Proposigao 2.3.12,
J C I™ é redugao, pela independéncia integral de {a7,az,...,a,} sobre R/m teremos que
pu(J) = r, usando o Corolédrio 2.4.7 garantimos que J ¢é redugao minimal de I™. O

Corolario 2.4.10. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e I um ideal de R. Entdo
dim R > ¢(I) > htl.

Demonstracao: A primeira desigualdade segue da Proposicao 2.3.9. Pela proposi¢ao anterior,
existe um inteiro nao negativo n tal que I™ tem uma reducao minimal J, que por sua vez é
gerada por ¢(I) elementos, pelo Teorema do ideal principal de Krull existe um P € V' (J) tal
que ht P < ¢(I), assim htJ < ¢(I), pelo Lema 2.2.17 teremos htJ = htI™ e como trivialmente
ht1™ = ht] segue que ¢(I) > htl. O
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Exemplo 2.4.11. Seja k[x,y, z] o anel de polinomio nas varidveis x, y e z sobre o corpo k.
Defina R = k[z,y, Z](zy.z, I = (2°2,9°(z — 1), 2%z, 2°y*)R e J = (22 — y°(z — 1), 2*y*)R.
Afirmamos que J € uma reducao minimal de I. De fato, note que no Fxemplo 2.4.1 jd
provamos que J € redugdao de I. Pelos Corolarios 2.3.13 e 2.4.10 temos u(J) > £(I) > ht(1),
como p(J) = ht(I) = 2, ou seja, u(J) = £(I). Por fim, o Coroldrio 2.4.7 nos garante a
minimalidade de J.

Corolério 2.4.12. Seja (R,m) um anel local noetheriano. Se I é um ideal m-primdrio de
R, entao ((I) = dim R.

Demonstragao: Como V(1) = m, entao ht(I) = dim R, pela desigualdade do Corolario 2.4.10
segue o resultado. O

Corolario 2.4.13. Sejam (R,m) anel local noetheriano de dimensdo d e I um ideal m-
primdrio. Suponha que R é Cohen-Macaulay e tenha corpo residual infinito. FEntao toda
reducao minimal de I é gerada por uma sequéncia reqular de comprimento d.

Demonstragao: Da Proposicao 2.4.8 e do Corolério 2.4.12 sabemos que toda reduc¢ao minimal
J de I é gerada por d elementos. Usando o Lema 2.2.17 temos que J também sera m-primario,
sendo assim, da Observagao 1.1.14, segue que R/J é artiniano, ou seja, dim(R/.J) = 0 e com
auxilio do Teorema 1.2.35 finalizamos nossa prova.

O

2.5 Sequéncias Superficiais e Reducoes
Agora daremos continuidade a se¢ao 1.3, porém sob a luz de reducoes. Nosso objetivo sera

mostrar que, em determinadas condigoes, todo ideal possui uma reducao minimal formada
por uma sequéncia superficial.

Definicao 2.5.1. Sejam R um anel, I um ideal e M um R-mddulo. Uma sequéncia x1, ..., x,
de elementos de I é dita ser superficial para I com respeito a M, se para todoi € {1,2,... ,n},
a imagem de x; em R/(x1,xq,...,2,_1) € superficial para I/(x1,xs,...,2;,_1) com respeito a

M/(l‘l,l'g, N ,il?i_l)M.

Lema 2.5.2. Sejam R um anel noetheriano, I um ideal de R, M um R-mddulo finitamente

gerado e x1,xs, ..., Ts uma sequéncia superficial para I com respeito a M. Entao para todo n
suficientemente grande teremos I"M N (1,29, ..., 0,)M = (21,29, ..., 25)[" T M.
Demonstragao: Provaremos apenas que I"M N (xy,z9,...,25)M C (x1,29,...,2,)[" 1M,

pois a inclusao contraria é trivial, para isso faremos por indugao sobre s. Para s = 1, por
hip6tese de superficialidade (I"*'M :j; z1) N I°M = I"M, para todo n > c. Por Artin-Rees
existe [ € N tal que, para todo n > [ teremos I"M Nz M C 2 I"'M.

Sejan > c+ley € I"MNx M, assim y = az; com a € M em particular a € (I"M :p; x1),
pois y € I"M. Como I"M NayM C x,1"'M, entdo y = x1b, em que b € I"~'M, mas pelo
n tomado, segue que b estard em [°M. Logo xi(a —b) = 0, isto é, a — b € (0 :py 1), como
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trivialmente (0 :py 1) € (I"M :py 1) e b=a — (a —b), entdao b € (I"M :p; x1). Com isso,
y € x1((I"M :pp 1) N I°M) e pela superficialidade de x; sabemos que

1 ((I"M :pp 21) N I°M) = 2 (1" M).

Logo I"M NxyM C z(I""'*M), encerrando a prova do caso s = 1.

Suponha que s > 1. Por hipdtese de inducao, existe um k£ € N tal que para todo
n >k, I"MN (21,20, ...,06_1)M = (x1,9,...,05_1)I"*M. Defina I = I/(z1,2s,...,7s1),
M = M/(x1,xq,...,2s_1)M e T aimagem de x; em 1. Aplicando o primeiro caso da inducio
em T, temos que existe ¢ € N, tal que para todo n > ¢ é valido que T"M Nz, M = TSTWIM,
sendo assim (I"M+(z1, o, ..., 2 1) M) (21, o, ..., xs)M = 2 I P MA+(21, 29, ..., 25 1) M.
Logo para todo n > k + ¢ é verdade que I"M N (1, xa,...,xs)M C I"M e ainda

I"M N (zq,29,...,x ) M C (I"M + (x1,22,...,25_1)M) N ((21,22,...,25) M),

como (I"M + (x1,29,...,0s_1)M) N ((x1, 22, ..., 0)M) = (x1,22,..., 25 1)M + z "M,
entao I"M N (z1, T, ..., xs)M C I"M N (21,29, ..., 25 1)M + x, 1" M). Note que

I"M O (21,29, ..., Ts1)M + 2, 0" M) = I"M 0 (21, T, ..., 2 )M + 2 " M
e pela hipotese de indugao temos
I"M N (21, 29,..., 26 ))M + 2,0 "M = (21,29, ..., 251 )" "M + 2,0 M.

Por fim, temos I"M N (z1, 29, ..., x,)M C (1,29, ..., 205 1) [" ' M +x,0""' M, 0 que encerra
nossa prova, pois (1, o, ..., Te 1) I" M + 2, 0" M = (z1,29,...,2,) " M.
[

Corolario 2.5.3. Sejam R um anel noetheriano, I um ideal de R e M um R-mddulo finita-
mente gerado. Suponha que x € I € superficial para 1 com respeito a M. Defina * a imagem
de © na componente homogénea de grau 1 de gry(R), I =1/(z) e M = M/xM. Entao para

todo n >> 0,
{ gri(M)

WL = [grz(M)]n

Demonstragao: Inicialmente, note que se m € I"M, entao (z + I?)(m + I"™'M) = xm +
I""2 M, logo [z*gri(M)], = (xI"'M + I"**M)/(I"** M), implicando

{ gri(M) ] = (I"M) /(I M) N "M

wrgri(M)|, ~ (@I"'M + I"*TM)/(I"F M)~ zI"="M + ["F' M

Defina o morfismo sobrejetor de R-médulos

|25 —

que ¢é induzido pelas projecoes canonicas, noutras palavras, dado um elemento homogéneo
m+ xI" M + I"M M, entao p(m + 1" M + 1" M) =m + T3, Note que,

olm+z"™ "M+ T"M)=0«=me "M < me "M+ M,
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assim m € I"M N (I"T'M + xM) = I""'M + (zM N I"M). Logo

"M+ (zM N I™M)
wIn=IM + [+

ker ¢ =

Do Lema 2.5.2 sabemos que wM N I"M = xI" ' M para todo n >> 0, entdo a partir desse
n conseguimos que ker ¢ = 0, como desejado.
O
Ja vimos que em anéis noetherianos um ideal é reducao do outro se, e somente se, ele
é reducao moédulo todos os primos minimais. Agora com ajuda de sequéncia superficial
provaremos um resultado similar.

Proposicao 2.5.4. Sejam R um anel noetheriano, J C I ideais de R e x1,To,...,xs uma
sequéncia superficial para I contida em J. Defina K = (x1,29,...,x5). Entio J C I é uma
redugao se, e somente se, J(R/K) C I(R/K) é uma redugao.

Demonstragao: Tal qual o Lema 2.2.20, a ida ¢ trivial, sendo assim, mostraremos apenas a
reciproca.
Sejan € Zy tal que I""(R/K) = JI"(R/K). Entao

" C I+ K)n I = JIr+ KNI

Pelo Lema 2.5.2 existe um n suficientemente grande tal que K N I"*' = KI". Se tomarmos
um n >> 0 satisfazendo a equagao de reducao e o lema teremos

"t Jr+ Kie=JI.

|
Teorema 2.5.5. Sejam (R,m) uma anel local noetheriano, I ideal de R e (x1,xa,...,2,)
uma reducao minimal de I, no qual x1,xs, ..., 2T, € sequéncia superficial para I. Fixe r < n

e suponha grade (gry(R)") > r. Entdo x5,235, ..., 2} é uma sequéncia reqular de gri(R).

Demonstragao: Para o caso em que I é nilpotente temos grade (gr7(R)*) = 0 e (0) serd a
unica reducao minimal de I, logo temos trivialmente o resultado. Suponhamos entao que [
nao ¢é nilpotente.

Afirmacao: sejai € {1,2,...,r—1}, defina S; = R/(x1, 2o, ..., ), Ji = I /(x1,29,...,2;).
Entao a imagem de z;,; em S; pertence a J;\J?. De fato, sabemos da Proposicao 1.3.4, que
x; € I\I?, se provarmos que J; nao é nilpotente, entdo podemos recorrer a esta mesma pro-
posigdo para concluir o resultado. Caso J! = 0 para algum [ € N, entdao I' C (2,2, ..., 7;).
Pela proposicao 2.5.2 podemos tomar um n maior que [ e suficientemente grande, onde
I"N (z1,29,...,2;) = (21,22,...,2;) ", mas com isso temos (xy,s,...,z) "1 = I,
quebrando a minimalidade de (x1, 22, ..., x,).

Faremos a prova por inducao sobre 7. Suponha r = 1. Como z; € I\I?, segue da
Proposigao 1.3.3 que existe ng € N tal que (0 :4,(g) 21), = 0 para todo n > ng. Seja
p € gri(R) homogéneo em que prj = 0. Desde que grade (gr;(R)*) > 0, entdo podemos
tomar y € gr;(R)" elemento homogéneo que nao é divisor de zero em gr;(R). Seja ¢ =
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sdegy + degp, onde s é tomado de forma que ¢ > ny. Claramente py°zr] = 0, implicando
que py® € (0 :gr,(r) 27)c = 0 € como y® é também regular (Corolario 1.2.11), segue que p = 0.

Suponha r > 1. Por hipétese de indugao z7,x3,...,25 | é gry(R)-sequéncia, logo da
Proposicao 1.2.18, segue que

gri(R)
(xf, b, ... 2k )gri(R

) = gTJr—l (Sr—l)'

Com a Proposi¢ao 1.2.30 temos grade (gr;,_,(S,—1)*) = grade (¢gr;(R)") — (r — 1) > 1. Seja
T, aimagem de x, em S,_;. Da nossa afirmagao conseguimos que 7, é elemento superficial de
J»_1 que nao estd contido em J? ;. Temos ainda que o ideal x,.S,_; é redugao minimal de .J,_,
pois caso contrario, se existisse K/(x1, za, ..., 2,—1) redugao de J._; contida estritamente em
2, S,_1, terfamos K C (1,2, ..., ) e a Proposi¢ao 2.5.4 nos diz que K seria reducao de I,
quebrando a minimalidade de (x1,za, ..., x,).

Por fim, como estamos equipados com as hipétese do teorema, podemos usar o caso 1 da
indugdo para garantir que z* (imagem de 7, em gry, ,(S,-1)) é regular em gr;,_,(S,-1), do
isomorfismo acima temos que z,x é (grr(R))/((x], x5, ..., 2F_1)gri(R))-regular, assim encer-
ramos a prova.

|
Por fim chegamos ao principal resultado dessa secao.

Teorema 2.5.6. Sejam (R, m) um anel local noetheriano com corpo residual infinito e I um
ideal de R. Entao existe uma sequéncia superficial x1,xo,...,x; para I, com comprimento
l=10() e (x1,29,...,2;) € uma redu¢do minimal de I.

Demonstragao: Faremos indugao sobre ¢(I). Se ¢(I) = dim F; = 0, entao pela Proposicao
2.4.8 temos que (0) é reducdo minimal de I, implicando I ser nilpotente. Sendo assim, a
sequéncia nula, que gera o ideal (0), serd superficial para I, logo segue o resultado.

Suponha que ¢(I) > 0. Da Proposigao 1.3.12 sabemos que existe um aberto (topologia
de Zariski) U de I/mI, com a propriedade de sempre que x € I com x +ml € U, entao x é
superficial para I. Como F; é uma (R/m)-algebra gerada por I /ml e dim F; > 0, segue que
nenhum primo minimal de F; contém todos os elementos de I/ml.

Como R/m é infinito, entao existe um elemento x; + m/ de U evitando todos os primos
minimais de F;. Seja J = I/(x1) ideal de R/(x1). Note que

Fl = (I"+zR)/(r1R)  I"+ xR
T (mI + 21 R) /(e R) ~ mI" + 1R
o1 Fr), (eI mIn)/mlr x4 mln

Como z1 " '4+mI™ C mI"+x, R, entdo temos um morfismo canonico sobrejetor de R-algebras
graduadas

definido nos elementos homogéneos por ¢(a+x [" ' +mI") = a+x R+mI™ no qual a € I".
Do Teorema do Isomorfismo sabemos que F; é isomorfo ao quociente de F;/x1F; por ker ¢,

62



logo dim F; < dim(F;/x1Fr). Como x; foi tomado fora de todos os primos minimais de F7,
entao dim(F;/z1Fr) < dim F; — 1 =¢(I) — 1. Logo dim F; < ¢(I) — 1.

Por hipétese de inducao existem 7z, T3, . . ., T; elementos superficiais de J, com [ = ¢(.J)
e (T2,73,...,7;) C J é uma reducao minimal. Logo J"™! = J"(73,T3,...,T;), para algum
n € Z, ou seja, "™ C I"(xq, x3,...,17) + (1). O que implica

I C (I, .. ) + () NI = (I (2, ., 2)) VT () N T

como (I"(zg,...,x;)) NI"™ C I"(x3,...,1;) e do Lema 2.5.2 temos que para todo n >> 0,
(x1) NI = (21)I™. Assim, tomando um n suficientemente grande

I C I (g, xy) + ()T T (20, 2y) = T2y, 20, .., 2y).

Logo (x1,x2,...,2;) C I é uma redugao e por construcao [ < ¢(I). Seja K uma redugao
minimal de (zy, 2o, ..., 2;), que por transitividade serd redu¢ao minimal de I, pelo item (2)
da Proposicao 2.4.5 sabemos que pu(K) < [, da Proposi¢ao 2.4.8 temos que p(K) = ¢(I),
assim | = ((I) e do item (1) do Corolério 2.4.7 conseguimos o desejado. O
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Capitulo 3
Aplicacoes

Até o momento, as secoes 1.1 e 1.2 deste trabalho quase nao tem relacao com o Capitulo
2. Neste ultimo capitulo, voltaremos a trabalhar no polinomio de Hilbert-Samuel, em que
apresentaremos dois novos conceitos que sao derivados dele. O primeiro deles é multiplicidade
de um ideal, que serd brevemente estudado na se¢ao 3.1. O segundo conceito serd nimero
de postulacao, que sera discutido na secao 3.2 e daremos um enfoque maior. Por fim, sob a
luz do nimero de redugao, faremos a conexao entre os Capitulos 1 e 2.

3.1 Multiplicidade de um Ideal

A teoria moderna de multiplicidade, na algebra comutativa surgiu com o estudo do po-
linémio de Hilbert para anéis locais. Durante essa secao definiremos a multiplicidade de um
ideal (também conhecida como multiplicidade de Samuel), apresentaremos algumas proprie-
dades basicas e por fim, mostraremos como esse conceito se relaciona com reducoes minimais.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam (R, m) um anel local noetheriano de dimensao d, I um ideal m-
primdrio e M um R-mddulo finitamente gerado. Definimos a multiplicidade de I em M, como
sendo d! vezes o coeficiente de grau d do polinomio Py . Denotaremos a multiplicidade por
er(I; M), caso nao haja confusao com o anel escreveremos apenas e(I; M). Se M = R,
entao escreveremos e(1I), enquanto que se I = m e R = M, entdo e(m) = e(R) denotard a
multiplicidade de R.

Se M for um mddulo finitamente gerado sobre um anel local noetheriano R, no qual d’ é
a dimensao de M e d é a dimensao de R, entao, pelo Teorema da dimensao de Krull, sabemos
que Py é um polinomio de grau d’. Com auxilio da Proposicao 1.1.5 podemos escreveé-lo de

forma conveniente:
d )
. n — ]. + 7
P = —1 d=i 4 .
ar(n) =) (=1)" ey ( . )

i=0
Como dim M = dim(R/(0 :g M)), segue que d’ < d. Dessa forma, para obter o coeficiente de
grau d de Py s, basta dividir por n¢ e fazer n tender ao infinito, noutras palavras, podemos
definir a multiplicidade por:

e(l; M) = lim d!w.

n—o0 nd
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Logo
0, se dimM <dmR

er(l; M) = . . .
eg, se dimM =dim R
Note que da Observacao 1.1.6 teremos que ey > 0, logo eg(I; M) > 0. Os casos que
estudaremos no restante desse trabalho sera quando dim R = dim M. Na maioria das vezes
teremos R = M, por isso denotaremos er(I; M) por eg(l) ou apenas eg.

Teorema 3.1.2. Sejam (R, m) anel local noetheriano e I um ideal m-primdrio de R. Se
0 —K-—M-—N-—0
¢ uma sequéncia exata de R-mddulos finitamente gerados, entao e(I; M) = e(I; K)+e(l; N).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.24, segue que Py x(n) + Pry(n) = Pra(n) +r(n), em que
r(n) é tipo-polinomial de grau menor que deg(Ps a(n)). Logo

P P
e(l; K) +e(l; N) = lim g () + lim g ey
n—00 nd n—o0 nd
i a2 *:1 Prn(n)
n—oo n
P
— lim d! I’M(”L* r(n)
n—oo n

= gim 22 gy 7

PI mn
= lim d!’—d(>
n—00 n

=e(I; M).

+0

O

Proposigao 3.1.3. Sejam (R, m) um anel local noetheriano de dimensao d e [ = (x1,...,xq)
um ideal m-primdrio de R.
(1) Se M € um R-mddulo finitamente gerado, entdo para todo n € N teremos:

\ M <A M\ (n+d-1 ‘
"M M d
Em particular e(1; M) < X(M/IM).
(2) Se R é Cohen-Macaulay, entdo

(7)) )

Em particular e(1; R) = AM(R/1).
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Demonstracao:
(1) Inicialmente mostraremos que A\(M/I"M) = Z;:ol ANIPM /I M), para todo n > 0.
Para tal, faremos indugao sobre n. O caso n = 1 é trivial, por isso suponha n > 1. Da

sequéncia exata
0 Im=tM M M 0
M DM M

obtemos A\(M/I"M) = X(I"*M/I"M) + \(M/I""' M), por hipétese de indugao temos que
AM/ITM) = S22 N(IPM )/ TYM), logo obtemos o desejado.

Denote I' = (ay,as,...,ax), no qual k = p(I*). Tome o morfismo sobrejetor de R-
médulos ¢ : [M/IM* — I'M/I***M que mapeia as k-uplas (m; + IM, ... ,my + IM) em
aymy + ...+ apmy + I M. Assim N(ITM /T M) < N([M/IM]*) = p(INN(M/IM). Como

{z]txh~ 2, x| ng +ng+ -+ ng =i} gera I' e esse conjunto tem cardinalidade (d;il),
segue que
n—1 n—1 — d—|—Z 1
A(M/I"M ANIEM/TTIMY <) ANM/ITM)p MIM( _).
[IM) = 3 AMITIM) < 3 2y Z IO
Note que
n—1 . n—1
d+i—1 d d—1
ZA(M/IM)( “ ) = AM/1M)Y ( i ) = A(M/IM) <n+ )
=0 d-1 =0 d

Assim teremos a primeira desigualdade do item (1). Desde que o lado esquerdo da desigual-
dade é o polinémio de Hilbert-Samuel, entdo basta multiplicar ambos os lados por d!/n? e
fazer n tender a infinito que obtemos e(I; M) < N(M/IM).

(2) Como [ é m-primério, sabemos da Observagao 1.1.14 que R/I ¢ artiniano, ou seja,
dim(R/I) = 0 e do item (3) do Teorema 1.2.35 temos que I é gerado por uma sequéncia
regular, o que implica, do Teorema 1.2.16, que gr;(R) é isomorfo a um anel de polindomios
com d varidveis sobre R/I. Dessa forma I'/I**1 é um R/I-mddulo livre, cujo posto é igual
ao numero de monomiais em d variaveis de grau i, ou seja, o posto ¢é igual a (dzjl). Logo
usando uma argumentacao similar ao item anterior temos:

MR/I") = ni AT/ TP+ = ni MR/T) (d ;: 1) — \(R/I) (” * ;l - 1) .

=0 =0

Com isso temos a primeira igualdade, mais uma vez, multiplicando ambos os lados por d! /n?
e fazendo n — oo, conseguimos e(I) = A\(R/I).
|

Proposigao 3.1.4. Sejam (R, m) um anel local noetheriano, J C I ideais de R e M um
R-mdédulo finitamente gerado. Se J é uma redugdo de I, entdo e(I; M) =e(J; M).

Demonstracdo: Seja k € N tal que I¥*! = JI*. Note que para todo n > k + 1 teremos
da Observacio 2.2.5 que [F+t(»=k) — jn=krk om particular I C J"* o que induz uma
sequéncia exata

0—>Jn_kMH M — M — 0
M M Jr=kM
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e pelo fato que J" C I™ temos outra sequéncia exata

"M — M — M — 0

JrM Jr M M ’

Pelas duas sequéncias tiramos que N(M/I"M) > N(M/J"*M) e \(M/J"M) > \(M/I"M).
Podemos tomar um n suficientemente grande, onde Py (n) > Pra(n) > Pray(n — k).

Como ja sabemos (Observagao 1.1.18), o grau de Py e Py sao os mesmos. Podemos ver

que Pjr(n) e Pyy(n — k) possuem o mesmo coeficiente lider, ou seja,

0—

F Pya(n —
e(J; M) = lim g L) o Pra(n — k)

n—00 nd n—00 nd

Logo, e(J; M) > e(I; M) > e(J; M), como desejado. O

Proposicao 3.1.5. Sejam (R, m) um anel Cohen-Macaulay com corpo residual infinito e 1
um ideal m-primdrio de R. Se J é uma redugdo minimal de I entao e(I) = AN(R/J).
Demonstragao: Do Corolério 2.4.13 sabemos que J é gerado por (dim R)-elementos, que pela
Proposigao 3.1.3 nos dé e(J) = A(R/J). Por fim, usando a Proposigao 3.1.4 teremos que
e(l)=-e(J)=AR/J).

|

3.2 Reducoes Minimais e o Nuimero de Postulagao

Durante todo nosso trabalho, vimos a riqueza de informagao que o polinémio de Hilbert-
Samuel oferece, tais como a dimensao do médulo e a multiplicidade do ideal. Sabemos que a
partir de um certo nimero a func¢ao se torna um polinémio, assim é natural nos perguntarmos
qual relevancia esse ntimero tem nessa dissertagao.

Nessa tultima secao investigaremos a relagao entre o niimero de reducao global e o maior
n em que H;(n) # Pr(n), ao qual chamamos de nimero de postulagao. O principal objetivo
sera dar condicoes suficientes para que tal relagao ocorra. Por fim, apresentaremos alguns
artigos que sao de grande ajuda nesse estudo.

Definicao 3.2.1. Sejam (R, m) um anel local noetheriano e I um ideal m-primdrio. Defini-
mos o nimero de postulacao de I por n(I) = max{n € Z | P;(n) # H;(n)}.

Exemplo 3.2.2. Quando (R, m) ¢ anel local noetheriano de dimensdo zero, entdo m € nilpo-
tente, 1sso porque R serd artiniano e por ser local temos que o radical de Jacobson serd iqual
ao seu unico maximal. Em particular, todo ideal m-primdrio I também serd nilpotente, logo o
ideal nulo serd a unica redugdo minimal de I, implicando r(I) = min{n € N|I"*1 = 0}. Com
isso Pr(n) = M(R), para todo n > r(I)+ 1. Seja k < r(I)+ 1 e suponha que \(R) = Pi(k),
entio passando por uma sequéncia exata temos MN(R) = N R/I*) + MI¥), o que implica
AI*) = 0, mas com isso teremos I* = 0, contrariando a minimalidade de r(I). Logo
r(I) = max{n € N| P;(n) # H;(n)} = n(I).

Note que no exemplo anterior conseguimos uma férmula relacionando o nimero de redugao
minimal e o nimero de postulacao, um ponto fundamental para o resultado foi saber a
dimensao do anel. Mostraremos durante essa secao que esse caso nao ¢ particular, claramente
com algumas hipdteses extras.
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Observagao 3.2.3. Como o caso dim R = 0 foi descrito no exemplo, entao a partir de
agora estaremos trabalhando com anéis de dimensao positiva. Estaremos supondo também
que todos os anéis em questao terao corpo residual infinito. Por simplicidade denotaremos
v(I) o grade de gr;(R)". Note que v(I) < dim R, pois se ® € uma sequéncia gri(R)-reqular
contida em grr(R)™, entao do Coroldrio 1.2.6 teremos que x é uma gri(R)m-sequéncia e do
Teorema 1.2.82, depth (gr;(R)om) < dim(gr;(R)on), Como ht(9M) = dim(gr;(R)) = dim R,
seque que y(I) < depth (gr;(R)m) < dim R.

Em algumas bibliografias é dito profundidade de gr;(R) como sendo depth (gr;(R)m),
nesses casos grr(R) é Cohen-Macaulay sempre que sua profundidade ¢ igual a ht(97). Em
alguns resultados dessa segao, o trabalho original refere-se a depth (¢gr;(R)), mas decidimos
por adaptar esses resultados a nossa dissertacao, pois o principal teorema dessa segao refere-se
ao grade de gr;(R)*.

Lema 3.2.4. (Northcoth) Sejam (R,m) um anel Cohen-Macaulay de dimensao 1 e I um
ideal m-primdrio. Escreva Pr(n) = egn — ey, entdo:

(1) Pr(n+1)— Hi(n+1) > Pr(n) — Hi(n) para todo n € Z;

(2) /\(R/[) 2 €y — €1,

(3) €1 Z 0.

Demonstragao:
(1) Seja J uma redugao minimal de I, pelo Corolario 2.4.13 teremos que J = (z), com z
elemento regular de R. Pela Proposigao 3.1.5 sabemos que eo(/) = A(R/(z)). Da sequéncia

exata
O—>[n+1—> i — i — 0
(IL’)]" (IE)]” Jn+1
e da aditividade do comprimento, segue que A\(R/(z)I") > A(R/I"*!) para todo n € Z.
Assim

Pin+1)—Hi(n+1) = (n+1)eg — e; — A(R/I")
> neg+ ey —e1 — A(R/(x)I")
=ney —e1 + A(R/(x)) — MR/(x)I").

Passando por uma sequéncia exata temos A\((x)/(z)I") = M R/(z)) — M(R/(z)I™).

Seja ¢ : R — (x)/(z)I™ o morfismo sobrejetor de R-médulos definido por ¢(r) =
re + (x)I". Podemos observar que todo elemento de I™ pertence a kerp, sendo assim,
tome r € R tal que p(r) = 0, ou seja, rz € (z)I™ e pela regularidade de z, segue que
r € I". Com isso temos um isomorfismo de R-médulos, R/I" = (x)/(x)[™ implicando
A(x)/(z)I™) = M(R/I™) para todo n. Logo

Piin+1)—Hi(n+1) >ney—e; + AM(R/(x)) — M(R/(x)I")
=neg — e1 — A((z)/(z)I")
=ney —e; — AN(R/I")
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(2) Seja ng € Z tal que Pr(n) = H;(n) para todo n > ng. Pelo item (1) conseguimos que
Pr(n) — Hi(n) < Pr(ng) — Hi(ng) para todo n < ng. Logo Pr(n) — H;(n) < 0 para todo n,
em particular Pr(1) — H;(1) = ey —e; — A(R/I) <0.

(3) Do item anterior temos e; > ey — N(R/I) = N(R/(x)) — A(R/I). Passando por uma
sequéncia exata canonica temos A(R/(z)) — A(R/I) = A(I/(x)) > 0, finalizando a prova.

|

Lema 3.2.5. Sejam (R,m) anel local noetheriano, I ideal m-primdrio e x € I\I* tal que
x* € gri(R)-regular. Defina S = R/(x) e J = I/(x). Entao H;(n) = AH;(n — 1) e
Pj(n) = AP;(n — 1) para todo n € Z.

Demonstracao: Por argumentos similares aos usados na demonstracao da afirmacgao 1 da
Proposi¢ao 1.2.18, temos que (I™ : z) = I"™! para qualquer n € Z. Seja o, : R/I" — R/I"
o morfismo produto por z, ou seja, p,(a + I") = ax + I". Desde que I" C (z) + I",
entao definimos também v : R/I" — R/(I" + (x)) o morfismo mudanca de classe, isto é,
Y(a+I") = a+ I" + (z). Podemos ver que Imgp, = ker v e ainda, se ¢, (a + I") = 0, entdo
ax € I" e com isso ker ¢, = (I : x)/I". Logo temos uma sequéncia exata

(I":z) . R oo R v R
Da aditividade do comprimento, A((I™ : z)/I") — M(R/I") + AM(R/I™) — AM(R/(I" + (x))) = 0,
ou seja, A((I" : x)/I") = A(R/(I" + (x))). Logo

HJ(TL) =

Passando por uma sequéncia exata trivial temos A\(I"~1/I") = A(R/I™) — AN(R/I""). Logo
Hj(n) = XNR/I")—=X(R/I") = H;(n)— H;(n—1). Podemos tomar n >> 0 para que ambos
os lados da equagao concordem com seus respectivos polinomios, isto é, P;(n) = AP;(n—1)
para todo n suficientemente grande. Como temos dois polinémios de Q[z] concordando em
uma infinidade de pontos, logo eles sdo iguais, ou seja, P;(n) = AP;(n — 1) para todo n.

U

Teorema 3.2.6. Sejam (R,m) um anel Cohen-Macaulay de dimensao d e I um ideal m-
primdrio. Suponha que y(I) > d — 1. Entdo para todo i € {0,1,...,d} e todo n € Z temos

(—1)* APy (n) — Hi(n)) = 0.
Demonstracao: Inicialmente, note que é suficiente provar o caso em que ¢ = d. Para isso, seja
f(n) = Pr(n) — Hy(n). Suponha que (—1)*?A(f(n)) > 0 para algum i > 0 e todo n € Z.

Entao

(—L) A (f(n) = AM(=1)* AT (f(n)] > 0.
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Contudo, f(n) = 0 para todo n >> 0, implicando (—1)**A*"!(f(n)) = 0. Escreva g(n) =
(=)A= f(n)), assim Al(g(n)) > 0 para todo n € Z, ou seja, g(n + 1) > g(n). Tome
no € Z no qual f(n) =0 para todo n > ng, logo

0> glng) = g(ng — 1) = glny —2) > ---

implicando g(n) < 0 para todo n € Z. Dessa forma, obtemos (—1)¥"C=DA=L(f(n)) > 0,
logo o resultado é valido para i — 1.

Para provar que A(P;(n) — Hy(n)) > 0 para todo n € Z faremos indugao sobre d.
Suponha d = 1. Do Lema 3.2.4, segue que P;(n+1) — Hi(n+1) > Pr(n) — H;(n) e com isso
temos o resultado.

Suponha d > 1. Como y(I) > 0, entao existe um elemento nao divisor de zero de gr;(R)™,
ou seja, evitando todos os primos minimais de gr;(R) e desde que R/m ¢é infinito, podemos
tomar esse elemento tendo grau 1. Digamos que z € I\I? seja tal elemento, do Teorema
1.2.20 sabemos que x é elemento regular de R.

Defina J = I/(x) e S = R/(z). Pelo Teorema 1.2.36 sabemos que S ¢ um anel Cohen-
Macaulay de dimensao (d—1). Pela Proposicao 1.2.18 temos que gr;(S) = gri(R)/(z*gri(R))
e da Proposicao 1.2.30 temos v(.J) = v(I) —1 > d—2. Por inducdo A1 (P;(n)—H;(n)) >0
para todo n € Z.

Do Lema 3.2.5 sabemos que H;(n) = Hy(n) — Hy(n — 1) e P;(n) = Pi(n) — Pr(n —1).
Logo

AU(Py(n) = Hi(n)) = AHAY(Pr(n) — Hi(n))]
= AY(Pr(n +1) = Hi(n + 1)) = (Pr(n) — Hi(n))]

= APy (n) — Hy(n))
> 0.

O

Corolario 3.2.7. Sejam (R,m) um anel Cohen-Macaulay de dimensao d e I um ideal m-
primdrio no qual y(I) > d — 1. Suponha Pr(k) = H;(k) para algum k € Z. Entdo P;(n) =
Hi(n) para todo n > k.

Demonstragao: Pelo teorema anterior temos (—1)4"tAl(P;(n) — H;(n)) > 0 para todo n € Z.
Sabemos que existe m € Z tal que Pr(n) = H;(n) para todo n > m. Se k > m nao hé o que
fazer, sendo assim suponha k& < m, logo

(=) (Pr(k) = Hy(k)) < (1) (Pr(k+1) = Hy(k+1)) < -+ < (=) (Pr(m) — H(m)).

Implicando (—1)4"Y(Pr(n) — Hr(n)) = 0, para todo n > k, ou seja, Pr(n) = Hr(n).
|

Sobre as hipdteses do corolario anterior, podemos redefinir o nimero de postulacao da
seguinte forma: n(l) =min{k € Z | Pr(k+ 1) = H;(k+1)}.

Lema 3.2.8. Seja (R,m) anel local noetheriano com corpo residual ndo necessariamente
infinito. Tome I ideal m-primdrio, x € I\I? e suponha x* € gr;(R)-reqular. Defina S = R/(z)
e J=1/(x), entao n(J) =n(l)+ 1.
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Demonstracao: Pelo Lema 3.2.5, sabemos que H;(n) = Hi(n) — Hi(n — 1) e Pj(n) =
Pr(n) — Pi(n — 1) para todo n € Z. Se n > n(I) + 1, entao

HJ(’TL) = H](n) —H](n— 1) = P[(n) —P](n— 1) = PJ(Tl),

ou seja, n(J) < n(I)+ 1.

Sen(J) <n(I)+1,entao n(J)+1 < n(I)+1. Assim, H;(n(l)+1) = Py(n(I)+1), com
isso, Hy(n(I) + 1) — Hy(n(I)) = Pr(n(I) + 1) — P;(n(I)), implicando H;(n(I)) = P;(n(I))
contrariando a definigao de n(I).

U

Lema 3.2.9. Seja (R,m) anel local noetheriano com corpo residual nao necessariamente
infinito. Tome I ideal de R e J uma redugdo minimal de I. Suponha x € J\I? tal que z* é
gri(R)-regular. Entao

ri@ /() =r;(D).

Demonstracao: Defina S = R/(x), K = I/(z), L = J/(z), n =r;(I) e m = rp(K). Como
JI" = I"1 segue que LK™ = K", Relembrando a demonstracao da Proposicao 1.2.18,
afirmagao 1, sabemos que (I" : ) = I"~! para todo n € N, que é equivalente a dizer que z é
elemento superficial de I. Logo podemos afirmar que L é reducao minimal de K, pois caso
contrério, se A C L é uma redugdo no qual A = B/(x) para algum ideal B de R, entdo da
Proposigao 2.5.4 terfamos B C J reducao, contrariando a minimalidade de J. Dessa forma
m < n.

Tome y € I™T! e escreva 7 a imagem de y em S, logo y € LK™. Portanto, y € JI™+ (x),
ou seja, existem a € JI™ e b € Rno qual y = a+bx. Como bx = y — a, segue que bz € I™,
isto é, b € (I™*! : z) e pelo que foi comentado b € I"™. Por fim, teremos bz € JI™, implicando
y € JI™, logo JI™ = ™+,

|

Enfim, chegamos ao principal teorema dessa se¢ao e um dos mais importantes de nosso

trabalho.

Teorema 3.2.10. Sejam (R,m) um anel Cohen-Macaulay de dimensdo d e I um ideal m-
primdrio de R. Suponha que v(I) > d — 1. Entdo r(I) =n(I)+d.

Demonstragao: Mostraremos que se J é uma redugao minimal I, entao r;(I) = n(I) + d,
para isso faremos indugao sobre d. Suponha que d = 1 e escreva r = r;(I) e k = n(I). Pelo
Coroldrio 2.4.13, sabemos que J = (z), no qual = é elemento regular, assim (z)I" = I"*!.
Pela Observagao 2.2.5, I = (2™ ")I" para todo n > r. Dessa forma para todo n > r teremos
que A(R/I"™) = A(R/(2"~")I"). Passando por uma sequéncia exata trivial temos

AR/ (™)) = AR/ (2"7)) + A(2"7) /(2" )I").

Seja ¢ : R — (2"") /(2" ")I" o morfismo sobrejetor de R-médulos definido por ¢(a) =
ax™ " + (z"7")I". Note que I" C ker p, agora se ¢(a) = 0, entdo az™" € (x"")I" e pela
regularidade de x temos que a € I". Logo temos um isomorfismo de R-modulos

R - (xnfw)

I ()
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Por argumentagao similar ao exemplo 1.1.19 temos A(R/(2"7")) = (n — r)A(R/(z)), logo
AR/I) = MR/ (")) + A((@"77) /(")) = (n = r)A(R/(2)) + A(R/I7).

Como o tdltimo termo da igualdade é um polinomio em Q|z], segue da unicidade do polinémio
de Hilbert-Samuel que A(R/I") = P;(n) para todo n > r. Dessa forma k < r — 1. Agora
seja A(R/I**1) = (k + 1)eg — €1, como da Proposicao 3.1.5 temos eg = A(R/(x)), segue que
AMR/IF) = (k+ 1)A(R/(z)) — e;. Passando por uma sequéncia exata trivial conseguimos
AR/TFH) = MR/(a*+1)) = A(I*H/(2*1)). Logo

MR/THY) = MR/ (™)) = AT/ (")
= (k+ DAR/(x)) = AT/ (254))
= (k+ DAR/(2)) — e1.

Desde que (k+1DAR/(z)) = MR/ (zF1)), entdo e; = A(I¥!/z5+1). Portanto, A(R/I*+2) =
(k +2A(R/(x)) — AMIF/(a™H).

Seja ¢ : IF1 — (2)I*1/(2**2) o0 morfismo sobrejetor de R-médulos definido por
Y(a) = ax + %2, pela regularidade de x temos que kery = z¥+1. Assim, pelo Teorema
do Isomorfismo, A(I¥+1/(zF+1)) = A((z)I*'/(2*?)). Logo A(R/I*™?) = A(R/(z**+?)) —
A((2) 541 /(2442)).

Da sequéncia exata

(z) I+ R R
($k+2> — (.C(Ik+2) — (($)1k+1) — 0

temos que A(R/(2)IF1) = A(R/(@*72)) — A(@)I/(242)), que implica A(R/T?) =
A(R/(x)I**1). Por uma nova sequéncia exata,

0—

Ik+2 R R

00— (z)[F+1 - () IF+1 — Tk+2

— 0,

temos que N(R/(z)I*1) = N(I**2/(z) I*+1) + A(R/I¥+%). Portanto, A(I*+2/(x)I*1) = 0, ou
seja, (z)[Ftt = IF2. Logo r < k + 1.

Suponha d > 1. Se J é reducao minimal de I, entao pelo Corolario 2.4.13 temos que
J = (x1,29,...,24) no qual z1,xs,...,24 é R-sequéncia. Temos do Teorema 2.5.6, que
x1,...,Tq é sequéncia superficial para I. Pela hipdtese de que y(I) > d — 1 > 0, temos
pelo Teorema 2.5.5 que z7,...,25_; é gry(R)-sequéncia. Denote S = R/(z1), L = I/(x1)
e K = J/(x1). Por argumentos similares aos que foram usados na prova do lema anterior,
temos que K redugao minimal de L.

Da Proposigao 1.2.30, y(L) = v(I) =1 > d — 2 e o Teorema 1.2.36 nos diz que S é anel
Cohen-Macaulay de dimensao d—1. Por inducao rx (L) = n(L)+d—1, pela Proposi¢ao 1.2.29
tem-se que grade (I, R) = grade (m, R). Como R é Cohen-Macaulay, segue que grade (m, R) =
dim R = d, e mais ainda, temos por hipdtese geral que d > 0, logo I nao é nilpotente. Pela
Proposicao 1.3.4, 21 € I?, logo dos Lemas 3.2.8 e 3.2.9 segue o resultado.

[

Uma das hipéteses do teorema anterior foi de que (/) > d — 1, com excegao do caso
em que d = 1, essa condi¢ao nao é tao trivial de ser satisfeita. Note que o Teorema 1.2.20
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nos forneceu condigoes suficientes para o célculo de v(I). Sendo assim, o Teorema de Valla
e Valabrega sera fundamental importancia para o restante desse trabalho.

Observagao 3.2.11. Relembrando que quase todas nossas hipdteses sao sempre (R/m) é
anel Cohen-Macaulay de dimensdo positiva e corpo residual infinito. Assim, se I € ideal
m-primario de R e J redugao minimal de I, entao o Teorema 2.5.6 nos diz que J é gerado
por uma sequéncia superficial de comprimento £(I), o Coroldrio 2.4.12 nos diz que ¢(I) = d,
sendo assim, digamos que Ty, Ts, ..., xq seja tal sequéncia gerando J. Pelo Teorema 1.2.35,
XT1,To,...,Tq € uma sequéncia reqular.

FEscreva S, = R/(x1,xo,...,2,) € I, = I/(x1,29,...,2,.), para todo r € {0,1,...,d — 1},
no qual Iy =1 e Sy = R. Como grade (I,) = depth S, = d —r > 0, seque que I, nao € ideal
nilpotente de S,, e pela Proposi¢io 1.5.4 temos que a imagem de x;11 em S; nao estd em IZ,
em particular ;11 € 1%, para todo i € {0,1,...,d — 1}, ou seja, ordr(z;11) = 1.

Logo, para podermos aplicar o Teorema de Valabrega-Valla basta encontrar uma redugao
minimal J de I em que I" N J = JI" ' para todo n > 1.

Proposicao 3.2.12. Sejam (R, m) ¢é anel Cohen-Macaulay de dimensao d e I é um ideal
m-primario em que r(I) < 1. Entao v(I) = d, em particular P;(n) = Hy(n) para todon > 1.

Demonstracao: Se J é reducao minimal de I no qual r;(I) < 1, entdao I"™ = JI"! para todo
n > 1. Dessa forma JNI" = JN JI" ! = JI" ! para todo n > 1. Como é trivial que
INnJ=J, pela Observacao 3.2.11 temos o resultado.
Pelo Teorema 3.2.10, 7(I) = n(I) + d, implicando n(I) + d < 1. Como por hipétese geral
estamos supondo d > 1, segue que n(/) <0, logo P;(n) = H;(n) para todo n > 1.
|

Lema 3.2.13. (Valla) Sejam (R, m) anel Cohen-Macaulay de dimensdo d e I um ideal m-
primdrio. Se J € uma redugcao minimal I, entao

MI/T?) = e(I)+ (d— DNR/T) — N(I?/1J).
Demonstracao: Como J C I, segue que temos sequéncia exata

O—>]2—> ! —>]—>0
JI JI I? ’

implicando \(I/IJ) = A(I?/JI) + X\(I/I?). Da sequéncia exata

temos A(R/IJ) = AR/I) + X(I/IJ), por uma sequéncia andloga teremos A(R/IJ) =
MR/J)+ M(J/IJ). Portanto

MNI/I?) = NI /1T) — N2/ JI)
MR/IJ) — NR/I) — N(1?/JI)
A

(R/J) + N(J/IJ) = N(R/I) — NI%/JI).
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Pelo Teorema 3.1.5, e(I) = A(R/J). Se mostrarmos que A(J/IJ) = d\(R/I), entao teremos
o resultado.

Sabemos do Corolario 2.4.13 que J é gerado por uma sequéncia regular de comprimento
d, digamos que J = (x1,2s,...,74). Seja ¢ : [R/I]¢ — J/IJ o morfismo sobrejetor de
R-modulos definido por p(a; + I,as +1,...,a5+ 1) = Z?Zl a;x; +1J.

Se pla; + I,as + 1,...,aq + 1) = 0, entao Zle a;x; € 1J. Note que um elemento de
1J é da forma Z?:l cid;, no qual ¢; € I e d; € J para todo i, note também que d; =
Zle cijr; com ¢;; € R. Sendo assim, 2?21 a;r; = 2?21 bix;, no qual b; € I, reescrevendo
de outra forma, 2?21(%' —b)z; = 0. Como R é local, segue do Corolario 1.2.13 , que
X1y Tio1, Titl, - - - Tq, T; € também uma R-sequéncia para todo i. Portanto (a; — b_l)m_l =0
em R/J;, no qual J; = (x1,...,2i_1,Tit1,-..,2q), € da regularidade de z; temos a; — b; € J;.
Desde que J; C J C T eb; €1 para todoi € {1,2,...,d}, entao a; € I, portanto ker ¢ = 0.
Pelo Teorema do Isomorfismo, [R/I]? 2 J/IJ, logo dA([R/I]) = A([R/I]%) = A(J/1J).

[

Teorema 3.2.14. (Valla) Sejam (R, m) anel Cohen-Macaulay de dimensio d e I um ideal
m-primdario. Se J é uma redugcao minimal I, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) MI/1?) = e(I) + (d — DYA(R/I);

Em particular, se um dos itens acima ocorrerem, entao v(I) = d.

Demonstragao:
(1) = (2). Pelo Lema 3.2.13 teremos A(I%/1.J) = 0, ou seja, I = 1.J,logo r;(I) < 1le
da Proposicao 3.2.12; segue que y(I) = d.
(2) = (1). Como r;(I) < 1, segue que I? = JI, portanto A\(I?/I.J) = 0 e do Lema
3.2.13 segue o resultado.
U

Teorema 3.2.15. (Mafi-Naderi) Sejam (R, m) anel Cohen-Macaulay de dimensdo d e I ideal
m-primdrio de R, no qual I = 1. Se r(I) < 2, entio Pr(n) = Hy(n) para todo n > 2. Em
particular, y(I) = d.

Demonstracao: A ideia da prova sera usar o Teorema de Valabrega-Valla da forma que foi
descrito na Observagao 3.2.11. Sendo assim, seja J = (21, X9, ..., 24) uma redu¢do minimal
de I em que r;(I) < 2. Pelo Teorema 2.2.15, JNJ2 = JJ, pela Proposicao 2.2.13, J? é uma
reducio de I2. Pelo Corolario 2.2.8 teremos I = J e I2 = J2, implicando J N I2 = JI. Pelo
fato de I ser integralmente fechado temos JI = JI, e como JI C JNI? C JN12, segue que
JNnI?=JI.

Pelo fato de r;(I) < 2, segue que JI"™ = " para todo n > 2, assim I"NJ = [""1J para
todo n > 1. A Observacao 3.2.11 nos diz que y(I) = d, e usando o Teorema 3.2.10 temos
r(I) = n(I) + d, implicando n(I) + d < 2, ou seja, n(I) < 1, logo P;(n) = H;(n) para todo
n > 2. O

Mafi e Naderi provaram em [9] que se d > 2, entao temos a reciproca desse teorema.
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