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RESUMO

Este trabalho tem o propésito de mostrar o ensino da Analise Combinatéria e
Probabilidade, levando em consideragcdo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) e o Referencial Curricular da Rede Estadual de Sergipe. Mostraremos
guestdes formuladas dos conteldos acima a partir de noticias midiaticas utilizando
conceitos matematicos em situacdes problemas para que o professor amplie e
diversifique suas estratégias de ensino, considerando as habilidades cobradas no
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Palavras-chave: Analise Combinatéria. Atividades Metodologicas. Documentos
Oficiais. Probabilidade.



ABSTRACT

This work aims to offer in detail teaching of Combinatorial Analysis and Probability,
taking into account the National Curricular Parameters (NCP) and the Curricular
Framework of the Sergipe State Network. We will present questions formulated from
the above contents from news media using mathematical concepts in problem
situations so that the teacher broadens and diversifies his teaching strategies,
considering the abilities collected in the National High School Examination (ENEM).

Keywords: Combinatorial Analysis. Methodological Activities. Official Documents.
Probability.
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INTRODUCAO

Este trabalho apresenta um estudo sobre combinatéria e probabilidade e de
como os documentos oficiais orientam que sejam trabalhados nos Ensinos
Fundamental e Médio.

Para cada nivel de ensino existem orientacbes especificas. No Ensino
Fundamental, o estudo de probabilidade deve ser de maneira que os alunos
compreendam os fendmenos da natureza, interprete fatos e dados, generalize
informacdes Uteis e antecipe possiveis resultados. Em combinatéria ndo utilizar
férmulas e sim elencar todos os casos possiveis numa situacao problema.

Ja para o Ensino Médio, levando em consideracédo a importancia do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) e o ingresso dos alunos no Ensino Superior, 0
tema proposto sera abordado com o intuito de compreender corretamente a postura
docente ao trabalhar tais conteudos, tentando sanar as dificuldades encontradas
pelos alunos na compreensdo e aplicacdo da matematica cobrada no exame, de
maneira que entendam a importancia destes ndo s6 para a matematica, mas para
outras areas do conhecimento.

Neste trabalho tera a oportunidade de ver questdes de combinatoria e
probabilidade formuladas a partir de noticias que circulam na midia, possibilitando
assim ao aluno vivenciar situacfes reais ndo somente de matematica exata, mas
como base para as demais ciéncias, mostrando 0s conteddos acima citados
atendendo as orientagdes dos PCNs

O primeiro capitulo desta dissertacdo contempla o estudo de combinatéria,
iniciando com o principio de contagem e a partir deste € mostrado os demais
conteudos e formulas referentes a analise combinatéria.

Para iniciar estes assuntos partimos de problemas motivadores e na
sequéncia foram mostradas sua definicdo e respectivas féormulas. Em cada contetudo
ha questbes que atendem as orienta¢cées dos PCNSs.

No segundo capitulo, além dos contetdos programados pelo Referencial
Curricular da Rede Estadual de Ensino de Sergipe, para o estudo de probabilidade
temos também o estudo de Varidvel Aleatéria Discreta, com foco no Modelo
Binomial e Modelo Geométrico, fazendo uma transposicdo de didatica onde
formulamos questdes que atendem as orientagbes dos PCNs e assim, este

contelido, pode ser trabalhado também no Ensino Médio.



No terceiro capitulo, veremos o que diz os documentos oficiais sobre o estudo
destes conteudos, analisando os Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) e Referencial Curricular da Rede Estadual
de Sergipe.

No quarto capitulo, mostraremos questdes elaboradas de combinatéria e
probabilidade, de acordo com os contetdos programados pelo Referencial Curricular
da Rede Estadual de Sergipe.

E para concluir este trabalho finalizo com as considerac¢des finais, onde faco

um breve resumo do que foi mostrado nesta dissertacéo.
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CAPITULO 1: COMBINACOES, ARRANJOS E PERMUTACOES

Neste capitulo discutiremos conceitos envolvendo combinacdes, arranjos e
permutacgdes. Introduziremos cada conteudo discutido com um problema motivador
e a partir deste, intuitivamente, mostraremos técnicas de como soluciona-los.

Iniciaremos com o principio de contagem onde abordamos os principios
aditivo e multiplicativo e, na sequéncia, utilizamos estes principios para resolver
problemas mais complexos, onde, a partir dai forneceremos as férmulas de
combinagdes e permutacdes de n elementos.

Através de exemplos vamos mostrar que o conteludo discutido aqui ndo é
somente aplicacdo de regras, mas exige também engenhosidade para solucionar

determinados problemas.

1.1 UM POUCO DE HISTORIA

O quadrado magico conhecido como Lo Shu é considerado o problema mais
antigo relacionado a combinatodria segundo (Berge, 1971): este pode ter sido escrito
2 000 a.C.

Quadrado magico

* cococococooa *
L 4 L 4 -
*
o
o o0 o
o o g
o, o o °
. » &
» o
. ® - ®
* o » *
.
2
7
6

Fonte: (VAZQUEZ e NOGUTI 2017)

Este diagrama acima esta associado as nove salas do palacio mitico de Ming
Thang, onde varios ritos eram realizados, sendo que a substituicdo destes simbolos

por numeros inteiros determina o famoso quadrado magico denominado Saturn.
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Acredita-se que a ideia dos quadrados magicos foi transmitida pelos chineses para
os arabes, que fizeram grandes contribuicdes e construiram quadrados maiores que
0 antigo Lo Shu.

No livro Liber Abaci, escrito por Leonardo de Pisa tem o seguinte problema
relacionado a combinatéria “Sete mulheres velhas estdo indo para Roma; cada uma
delas tém sete mulas; cada mula carrega sete sacos; cada saco contém sete paes;
cada pao tem sete facas; e cada faca tem sete bainhas. Qual € o nimero total de
coisas?”.

Com esses dados historicos percebemos que a ideia de contar é muito antiga
e que problemas aparentemente simples de enunciar exige certa engenhosidade
para serem solucionados.

O desenvolvimento do binbmio (1 + x)™ também esta associado entre 0s
mais antigos estudos combinatoérios. O caso (1 + x)? foi encontrado nos livros de
Euclides (300 a.c).

Michael Stifel em torno de 1550 mostrou, de forma recursiva, como calcular
(1 + x)"* apartirde (1 + x)"" 1.

Isaac Newton (1646-1727) foi mais além e mostrou como calcular (1+x)" sem

antes calcular (1 + x)®~1, ou seja, de maneira nao recursiva, através da formula

() = =0

1.2 OS PRINCIPIOS DE CONTAGEM

Para facilitar o entendimento deste conteddo vamos iniciar com um problema
motivador e na sequencia mostraremos técnicas de resolver problemas de principio
aditivo e principio multiplicativo usando este problema como referéncia.

Miguel olha para trés azulejos em linha que cobrem uma parede, e nela nota
gue ha certas figuras desenhadas neles, um com trés losangos, outro com quatro
retangulos e um com cinco pentagonos, todos com tamanhos distintos. Quantas
figuras, nestes trés azulejos, Miguel observou?

Afirmamos que a solucdo deste simples problema esta relacionada com o
principio aditivo, pois iremos contar os desenhos geométricos que estdo nestes

azulejos.



12

1.2.1 O PRINCIPIO ADITIVO

Dados conjuntos finitos A,, A4, ..., Ay, dois a dois disjuntos, ou seja, 4; N 4; =
@, paratodo i #j,1 <1i,j <n, o numero de elementos da unido A; UA, U .. UA, &
dado por n(4,) + n(4,) + -+ n(4,).
No caso dos azulejos temos a seguinte situacao:
No azulejo (1) temos 3 losangos de tamanho diferentes;
No azulejo (2) temos 4 retangulos de tamanho diferentes;
No azulejo (3) temos 5 pentagonos de tamanho diferentes.
Assim podemos dizer que Miguel observou 12 figuras diferentes.
Observe que para encontrar a quantidade total de figuras usamos o principio aditivo
onde:
n(A;) = numero de elementos do azulejo (1);
n(A,) = numero de elementos do azulejo (2);
n(As) = numero de elementos do azulejo (3).

Pelo principio aditivo, temos n(A4;) + n(4,) + n(43;) = 12 azulejos.

1.2.2 O PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Suponha ainda que Miguel continue contando azulejos e perceba que ha 15
azulejos em cada linha e nesta parede ha 12 linhas. Quantas figuras geométricas
contém esta parede?

A resposta desta pergunta esta ligada ao que chamamos de principio
multiplicativo.

Dados conjuntos finitos A, A,, ..., A,, 0 nimero de elementos no produto cartesiano
Ay XA, X ... xA,édadon(A;).n(Ay) ..n(Ap).

Percebendo que a sequéncia de azulejos com losangos, retangulos e
pentagonos se repete em todas as linhas, assim para calcular o total de figuras
basta encontrar a quantidade de figuras em cada coluna e multiplicar pelo numero
de linhas, vamos encontrar usando o principio multiplicativo.

Supondo n(x) o numero de figuras em cada coluna e n(y) o numero de linhas
gue ha nesta parede, temos assim que o total de figuras pode ser calculado por:
n(x).n(y) = 48.15 = 720.

Observacéo



13

Podemos definir o principio multiplicativo de forma equivalente:

Se um evento A; pode ocorrer de m; maneiras diferentes, parai =1,2,3,...,n, entdo

esses n eventos podem ocorrer, em sucesséo de m,.m,...m, maneiras diferentes.

EXEMPLO 1.Jodo mora na cidade X e sua namorada mora na cidade Y. De
guantas maneiras Jodo pode sair da cidade dele e ir até a cidade da namorada

utilizando os caminhos indicados na figura?

<BJY

Fonte: prépria, 2017

Solucéo:

Vamos encontrar o niumero de caminhos da seguinte maneira:
n(x) é o numero de maneira de Jodo ir de X a Y passando por A, entdo
n(x) = 3.5 = 15.
n(y) é o numero de maneira de Jodo ir de X a Y passando por B, entdo
n(y)= 4.2 = 8.

Para encontrar o total de maneiras que Jodo tem de sair de sua casa e ir a
casa da namorada usamos o principio aditivo.
n(x) +n(y) =15+8=23

EXEMPLO 2. Para ir a uma festa José dispde de duas calgas e trés camisas
de quantas maneiras ele pode se vestir usando uma calca e uma camisa?
Solucéo:

Vamos calcular o total de possibilidades da seguinte maneira:
n(x) é a quantidade de calcas que José tem, logo n(x) = 2.
n(y) é a quantidade de camisas que José tem, logo n(y) = 3.

Para encontrar o total de possibilidades que José tem de escolher uma calgca
e uma camisa, devemos usar o principio multiplicativo.
n(x).n(y) =3.2=6



14

EXEMPLO 3. O mercado de trabalho brasileiro encerrou o segundo trimestre do ano
com 26,3 milhdes de trabalhadores desocupados e subocupados — cerca de 200 mil
a menos que no trimestre anterior. E o que aponta a Pesquisa Nacional por Amostra
de Domicilios (PNAD) divulgada nesta quinta-feira (17) pelo Instituto Nacional de
Geografia e Estatistica (IBGE).

Fonte: (SILVEIRA, 2017)

Suponha que um supermercado esteja precisando de trabalhadores para

meio expediente e fez a seguinte propaganda em um determinado jornal:

Horario Profissao
Manha Faxineiro Porteiro Recepcionista
Tarde Repositor Motorista Entregador

Fonte: prépria, 2017

A ficha de cadastro s6 permite que o candidato faca a escolha de apenas um
horario e uma profissdo, o Sr. José estd desempregado e pode exercer qualquer
uma das profissdes em ambos os horérios e vai se candidatar.

a) Suponha que ele deseje um horario e uma profissdo de quantas maneiras ele
pode preencher a ficha de cadastro?
Solucgéo:

Chamando de n(m) a quantidade de profissbes do turno da manhé e n(t) a
guantidade de profissdes do turno da tarde, como ele vai escolher um horéario e uma
profissdo, ele tem as seguintes opcoes:

Pela manha n(m) = 3, e pelatarden(t) = 3.

Utilizando o principio aditivo temos:

n(m) + n(t) = 3 + 3 = 6.

b) Suponha agora que ele vai se candidatar a dois cargos um pela manha e um pela
tarde, de quantas maneiras ele pode preenche as fichas?

Solucéo:

Usando a notacao anterior temos que o Sr. José pode escolher uma entre as
trés profissbes da manhd e uma entre as trés profissbes da tarde como tera que
preencher uma ficha escolhendo uma profissdo da manhd e uma escolhendo a
profissdo da tarde para calcular o total de possibilidades, precisamos utilizar o
principio multiplicativo.
n(m).n(t) = 3.3 = 9.
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1.3 ARRANJOS E PERMUTACOES SIMPLES

Para compreendermos melhor este conteddo vamos comecar com um
problema que possibilita entendermos na pratica o conteudo de Arranjos e
permutacdes simples

Os times A, B, C e D, jogam um campeonato em turno e returno como o
brasileirdo da série ‘A’ do ano 2017, onde todos os times se encontram em ambos os
turnos. Quantos jogos havera nesse campeonato?

Este problema possibilita exemplificar o conteido de arranjos de forma
pratica. Inicialmente vamos definir o que é um arranjo de n elementos tomados k a k
e mostrar uma férmula para o namero de arranjos de n elementos tomados k a k.

Definicdo: Seja A, = {a;,a,,...,a,} um conjunto arbitrario de n elementos.
Para 0 <k <n, um arranjo de n elementos de A, tomados k a k (ou simplesmente
um arranjo de n elementos tomados k a k) € uma k-upla de elementos ndo repetidos
de A,. Como por exemplo, paran =4,ek =2, A, = {a;,a;,2a3,3,4}, 0S arranjos de A,
tomados 2 a 2 séo:

(a1,az2), (az,a1), (a3, a1), (a1, a3), (4, 21), (a1, 24), (a3, az), (a2, a3),
(a3, a2), (ag,2z2), (a2, a4) € (a4, A3).

Estamos interessados no numero de arranjos de n tomados k a k, e para
tanto, lancamos méo do seguinte teorema.

Teorema 1. Sendo 0 < k < n, o nimero de arranjos de n elementos tomados
k a k, A(n, k) € dado por

A(n,k) =n(h—1)(n—2) ... (n —(k— 1)) = (ni—'k)'

Demonstracéo

Considere um arranjo de n elementos tomados k a k, como (xq,Xs, ..., Xg). A
primeira entrada x; pode ser escolhida de n maneiras em By = {aj,ay,...,a,}.
Escolhida a primeira entrada podemos escolher a segunda de n — 1 maneiras em
B, = By — {x1}. De maneira geral podemos fazer n —j escolhas em B;, para 0 <j <
k — 1. Pelo principio multiplicativo o nimero de k - Arranjos de n elementos de By,

que é igual a A(n,k) é dado por

A(n,k) = n(By)n(By) ..n(Bj)) =n(n—1)(M—-2)..(n— (k—1)) = =Kl E!k)!-
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No problema dos jogos podemos distribuir e encontrar todos 0s possiveis
confrontos entre as quatro equipes nos dois turnos como veremos abaixo.
12 turno (A, B); (A, C); (A, D); (B,C); (B,D)e (CD),
22 turno (B, A); (C,A); (D,A); (B,C); (B,D); e (D,C)
Totalizando 12 jogos.

Este total de jogos pode ser calculado utilizando a ideia de arranjos, pois a
ordem entre os elementos faz diferenca, observe que o jogo (A,B) # (B,A), pois o
jogo (A, B) é jogo do 1° turno e (B, A) é jogo do 2° turno. Podemos calcular o total de

jogos utilizando a férmula do nimero de arranjos da seguinte maneira.

A(4,2) = - = 12 jogos.

4 —-2)!
Definicdo: Dado um conjunto arbitrario de n elementos, A, = {a;,a,, ...,a,},

uma permutagéo simples dos elementos de A,, ou simplesmente uma permutacao

de n elementos, € uma n-upla de elementos de A,. Por exemplo,

(a1,a3,a3), (a1, a3,a3), (az,a1,a3), (az,a3,a1), (a3,a4,a3), (a3,a,a1), Sao as

permutacdes de trés elementos.

Deste modo, uma permutacdo de n elementos € um arranjo de n elementos
tomados n a n. Assim o niumero de permutacdes de n elementos, denotado por P,, é
dado por

P, = A(n,n) =n(n—1)(n—-2)...2.1 = nl

Por exemplo, se em um posto de salde had um bloco de cadeiras com dez
lugares e ha dez pessoas para se sentar. De quantas maneiras as pessoas podem
se sentar?

Cada maneira que as dez pessoas se sentam nas dez cadeiras pode ser
entendida como uma 10-upla dos elementos de {1,2, ..., 10}, logo, temos

P,o = 10! = 3628 800 maneiras das pessoas se sentarem.

1.4 COMBINACAO SIMPLES

O conteudo agora discutido seré introduzido com um problema motivador e a
partir dele mostrar a definicdo e a demonstracao de combinacao simples.

Suponha que André, Bernardo, Carlos e Daniel participam de uma reunido
onde todos se cumprimentam com apertos de méo, ao término da reunido quantos

apertos de mao ocorreram?
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Este € um problema de combinacéo, pois a ordem néo vai alterar o conjunto,

com isso, podemos definir combinacéo da seguinte maneira.

Definicdo: Seja A, = {aj,ay, ...,a,} um conjunto arbitrario com n elementos.
Para 0 <k<n, uma combinacdo de elementos de A, tomados k a k (ou
simplesmente uma combinacdo de n elementos tomados k a k) € um subconjunto
com k elementos nao repetidos de A,,.

Como feito na se¢ao de permutacdes, estamos interessados em calcular o
namero de combinacdes de n elementos tomados k a k.

Teorema 2. Para 0 < k <n, o nimero de k-combinacdes de n elementos,
C(n,k) é dado por

n!

C(n,k) = m
Demonstracéo

Considere um conjunto arbitrario de n elementos A,. Para cada subconjunto
com k elementos de A,, como {xq,X,,..,Xx}, ha kluplas de k entradas com os
elementos de {x4, X, ..., Xx}. Deste modo podemos estabelecer uma relacao (bijecéo)
entre o nimero de subconjuntos com k elementos e o nimero de k-uplas, de modo
gue para cada subconjunto ha k! uplas. Como o niumero de subconjuntos é dado por
C(n, k), temos: k! C(n, k) = P(n,k) e assim..
P(n, k) n!

K (m—KK "

Voltando para o problema dos apertos de mao, note que podemos

C(n, k) =

representar cada par de aperto de mao da maneira que segue abaixo, vamos usar
as letras iniciais de seu nome para mostrar 0s possiveis cumprimentos
{A,B}; {A,C}; {A,D}; {B,C}; {B,D}e {C,D}
{B,A4}; {C,A}; {D,A}; {B,C}; {B,D}e{D,(C}
Totalizando 12 apertos de mé&os, como o0s apertos de maos entre
AeB,B e A, sdo os mesmos, temos um total de C(4,2) = 6 apertos de méo.
EXEMPLO 4. As quartas de final da Libertadores, desenhada para ter apenas
clubes brasileiros e argentinos, ganha os intrusos Barcelona do Equador e Jorge
Wilsterman da Bolivia. Os dois conseguiram a proeza de eliminar Palmeiras e
Atlético-MG fora de casa e se juntam a Grémio, River Plate e Lanus, classificados.
As outras vagas foram definidas nesta quinta-feira (10/8). Botafogo confirmou a sina

de demolidor de campedes e despachou o Nacional, do Uruguai, no Engenhédo. O
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Santos, com algum sofrimento, confirmou a vaga eliminando o Atlético-PR. San
Lorenzo teve de se submeter ao martirio dos pénaltis para tirar o Emelec, do

Equador, e subir o degrau.
Fonte: (CHUTEIRAFC, 2017)

Na Copa Libertadores da América de 2017 as quartas de finais seréo
disputados pelos seguintes times e 0s respectivos paises a qual pertencem:

Brasil (Botafogo, Grémio e Santos), Argentina (San Lorenzo, Lanus, River Plate),
Bolivia (Jorge Wilstermann) e Equador (Barcelona).

Sabe-se que nesta fase o pais que tiver mais de um clube classificado ter4,
obrigatoriamente, confrontos entre si, com isso, de quantas maneiras distintas
podera acontecer os confrontos para a disputa dessa fase?

Solucéo:

Como tem 3 times brasileiros, tera que ter um confronto entre eles, logo

C(3,2) = 3 possibilidades. Sao eles:

Botafogo x Grémio, Botafogo x Santos e Grémio x Santos.

Como tem 3 times argentinos ter4 que haver um confronto entre eles de C(3,2) =
3 maneiras. Seguem elas:

San Lorenzo x Lanus, San Lorenzo x River Plate e Lanus x River Plate.

Das combinagdes acima vao sobrar um time brasileiro, um time argentino, um
time equatoriano e um time boliviano.

Com esses quatro times serdo formados C(4,2) combinacfes possiveis, pois
vao ficar um time de cada pais. Vamos fazer as combinagbes com os times da
Bolivia (Jorge Wilstermann), Equador (Barcelona). Com um time brasileiro e um time
argentino, vamos fazer as combinagcdes com o nome dos paises representado 0s
times
Brasil X Argentina; Brasil X Bolivia; BrasilX Equador; Argentina X Bolivia;

Argentina X Equador; Bolivia X Equador

Uma maneira de resolver esse problema € usando o principio multiplicativo,
de modo que o total de confrontos sera calculado por.
C€(3,2).C(3,2).C(4,2) = 3.3.6 = 54 Confrontos possiveis.

EXEMPLO 5. Um e-mail da Embaixada Norte-americana levou a vida do

amapaense Lucas Coutinho, de 21 anos, a um novo horizonte. A mensagem
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informava que o universitario foi selecionado para participar do programa
Internacional Young Leaders of Americans (Jovens Lideres das Américas - YLAI),
criado pelo ex-presidente dos Estados Unidos, Barack Obama.

Segundo Coutinho, que faz letras na Universidade Federal do Amapa
(Unifap), cerca de quatro mil candidatos participaram da sele¢éo, que contou com
avaliacdes on-line de leitura, redacdo e conversacdo em inglés. O programa vai
levar 20 brasileiros para um intercambio de cinco semanas com representantes do
governo americano e liderangas globais, por meio de conferéncias em Atlanta,
Georgia e Washington.

Fonte: (ABREU, 2017)

Suponha que tiveram 4 000 brasileiros inscritos com total possibilidades de
participar da selecdo. De que forma podemos encontrar o total de selecfes distintas
gue poderiam ser formadas?

Solucgéo:

Como cada selecdo sera formada por 20 participantes teriamos assim um

total de
P(20).C(4000,20) = A(4000,20), assim
20! C(4000,20) = __1000!
(4000 — 20)!
C(4000,20) = 4000! _ 4000.3999 .. 3981.3980 _ 4000.3999 .. 3981 '
20!.3980! 20.19...2.1. 3980 20!

Podemos dizer entdo que:

420.1060 i - 1
—, > Ppois, 20! > 2,4.10'® Temos entdo que o < (24. 10181

C(4000,20) <
com isso, % < 0,416.10 ~ 8 | Assim C(4000,20) < 42%10%°. 0,416.10 ~ 8 logo
C(4000,20) < 1,6.419.10%2,
(3,9)%0.10%° . 18 x 1 18y-1

C(4000,20) > 5 Pois 20! < 2,5.10"° temos entao que pyvie ((2,5.10*°)* com
iSso $> 0,4.10~-*®assim, C(4000,20) > 3,92°.10%°.0,4.10718, logo C(4000,20) >
1,56.3,91°.10%2.

Portanto C(4000,20) € um namero entre 1,56 .3,91°.10*? e 1,6.4°.10%2,
1.5 O BINOMIO DE NEWTON

Os desenvolvimentos de alguns produtos notaveis ja sdo conhecidos como
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(a + b)! = (a + b)
(a + b)* = a®> + 2ab + b?
(a+ b)>=a®+ 3.a%.b + 3.a.b? + b?

Com o desenvolvimento de mais poténcias binomiais, foi possivel observar
uma relacéo entre esses produtos notaveis e os coeficientes binomiais, observe:
a+b=C10a+C1L1)b
a® + 2ab + b%? = C(2,0)a® + C(2,1)a.b + C(2,2)b?
a® + 3.a°b + 3.ab® + b® = C(3,0)a® + C(3,1)a®b + C(3,2)a.b® + C(3,3) b?

A partir dessa observacao, podemos conjecturar uma expressao geral para o
desenvolvimento de nUmeros binomiais da forma (a+ b)"™. De maneira geral,
podemos obter o seguinte resultado conhecido como o binbmio de Newton.

Teorema 3. Considerando o binbmio (a+ b)™, para n € N, o coeficiente de

¢; = a'b™! na expans&o do binémio é C(n, i), de modo que
n
(a+b)" =) Cln,Da'b™".
i=0
Demonstracéo

nvezes

(@a+b)"={(@a+b)(@+Db)...(a+b)}. Podemos escolher i simbolos a no produto de

C(n,i) maneiras, e para cada escolha de isimbolos a no produto, resta um
complementar de n — i simbolos b, de modo que cada termo na expans&o cja'b™! é

tal que ¢; = C(n,i), e a expanséo de (a + b)" é dada por:

n
(a+b)" = Z C(n, i)alb™ i . m
i=0

EXEMPLO 6. Calcule o quarto termo do desenvolvimento de (2 + x*)1° e
Calcule a soma dos seus coeficientes.
Solucéo:

O quarto termo pode ser encontrado da seguinte maneira:
a=2b=x(n=10ei+ 1= 41logo, i =3

Usando a férmula binomial temos:
C3+1) =C(4) =C(10,3).23. (x?)10-3
C(4) = 960x*

E para calcular a soma dos coeficientes, basta trocar o x por 1 logo temos:
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(24121 = (2 + 1)*0 = 310 = 59049

EXEMPLO 7. Encontre o termo independente no desenvolvimento do bindmio
de Newton (x + 2)°
Solucgéo:

Termo independente é o termo que néo depende da incognita x, sabemos que
1 € o elemento neutro da multiplicacdo, logo no desenvolvimento binomial o termo

independente é x°, com isso temos que
) i
Cli+1) = cBix*. (1)
Ci+1)= CBi).x1. (!
C(i+1) =C(8,i)x%% .
Como estamos interessados no termo independente entdo temos que x872 =

x?, com isso temos que 2i = 8 e, portanto, issoi = 4

Resolvendo temos

C4+1) = C(8,4).x5* (%)4

o(5) = 8.7.6.5.4!
T 4.3.2.1.4!
c(5) = 70

EXEMPLO 8. (PROFMAT- ENQ 2012- 2). Mostre que, para todo n € IN é

. . - 1 1 23
Inteiro o numero ;n7 + s n° + En

Solucéo:

Vamos mostrar a solugao por indugao sobre n, paran = 0
1.07+ 1.05+ §.0=0
7 5 35

Assim, para n = 0, a solucdo é um numero inteiro, suponha que para n inteiro

a solucéo de

1 1 23

74 54 22

7 n’ + 5 n> + 35 n

Seja inteiro, vamos mostrar que

1 1 23

- 74 = 5 4 22
7(n+1) + z (n+1)+ 35(n+1)

Também é inteiro.
Utilizando o binbmio de Newton podemos dizer que
(n+1)” = C(7,0).17n° + C(7,1).1%.n+...+ C(7,1).1%.n® + C(7,7)1%n’
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(n+1)°> = C(5,0).1%.n° + C(5,1).1*n + C(5,2).13n?+...+ C(5,4).1.n* + C(5,5).1%n°
Podemos escrever a equacao

1 1 23
— 7 _ 5 -
7(n+1) +5(n+1) +35(n+1)
Da seguinte maneira:
%(C(7,0).n0 + C(7,1).1%.n+C(7,2)1%.n% + .-+ C(7,6).1.n° + C(7,7)1%n7) +
%(C(S,O). 1°.n% + C(5,1).1*n + C(5,2).13n% + -+ C(5,4).1.n* + C(5,5).1°n° +

23 23
35 35

Resolvendo temos:

1 1
5(1 + C(7,1).n+...+C(7,1).n® + n” + £ (1 + C(51).n+...+C(54)..n* + n%

N 23 4 23
35" " 35
1 1 1 1 1 1
—+=-n"+=(C(7Z,1).n+...+C(7,1).n®) + =—+=-n°>+ =C(5,1).n +...+ C(5,4).n*
7 7 7 5 5 5
4 23 +23
35" " 35

Podemos escrever da seguinte maneira:

1 6 1 s, 1, 123 1,
7(c(7,1).n+...+c(7,1).n)+EC(5,1).n+...+C(5,4).n)+7+§+E+7n
1 . 23
+§n +§n

Temos que (% + § + g) = 1 e pela hipdtese de inducéo (%n7 + gnS + 2")
é nimero inteiro para finalizar C(7,1).n + ...+ C(7,1)n® a soma dessas combinacdes

€ a soma de parcelas divisiveis por 7 entao

; C(7,1).n+...+C(7,1).n®

E inteiro e

C(5,1).n+...+ C(5,4).n* é a soma de parcelas divisiveis por 5 entéo
% C(5,1).n+...+ C(54).n*

E inteiro com isso concluimos que vale para (n + 1), assim n € IN, é inteiro o nimero

1,1, 23
70 Ty T35
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Com os conceitos de combinatéria concluidos, podemos iniciar o estudo de
probabilidade, onde usaremos o0 conhecimento de combinatdria para resolver
problemas probabilisticos.

No proximo capitulo mostraremos o0s conceitos e técnicas de resolucdo de
cada conteudo de probabilidade, além de exemplos que atendem as orientacdes dos

PCN, além de fazer transposicéo de didatica do modelo Binomial e Geométrico.
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CAPITULO 2: PROBABILIDADE

2.1 UM POUCO DE HISTORIA

A teoria da probabilidade originou com Blaise Pascal (1623 — 1662) e Pierre
de Fermat (1601 — 1665). Nesta época o jogador Chevalier de Mére discutia
problemas de jogos de azar com Pascal, despertando neste o interesse em estudar
as possibilidades de vitoria e derrota em jogos.

Os jogos de azar ja existiam bem antes, e pessoas com mentes brilhantes
possivelmente ja tinha encontrado maneiras seguras de tirar proveito. Na verdade o
estudo de analise combinatoéria fora devido aos problemas de contagem originado na
teoria da probabilidade.

E certo que o italiano Jerénimo Cardano (1501-1576) escreveu um trabalho
notavel sobre probabilidades -"Libar de ludo aleal", isto é, (Livros sobre jogos de
azar) mas que s6 apareceu impresso em 1663. O arranque definitivo deu-se de fato
com Fermat e Pascal. Laplace (1749-1827) enunciou pela primeira vez a definicdo
classica de probabilidade. Foi, porém, com Gauss (1777-1855) que as aplicacdes do
calculo de probabilidade sao voltadas decisivamente para a ciéncia: Gauss cria, para
o efeito, a teoria dos erros de observacdo (Theoria combinationis observatorium
erroriluns minimis obnoxia, 1809), estabelecendo o método dos menores
engquadrados e justificando o emprego na teoria dos erros da lei que designou por

"normal” hoje conhecida também por lei de Gauss ou lei de Laplace-Gauss.
2.2 ESPACO AMOSTRAL E EVENTOS

Para uma melhor compreensdo deste conteddo vamos comecgar com um
problema motivador e na sequencia mostraremos as definicbes de Espaco Amostral
e Eventos.

A Federagcao Internacional de Futebol (FIFA) anunciou na manha desta
quinta-feira a lista de 24 pré-indicados ao prémio The Best de melhor jogador do
mundo em 2017. Dois brasileiros integram a lista: Neymar, do Paris Saint-Germain,
e Marcelo, do Real Madrid. O favorito é Cristiano Ronaldo, multicampe&o pelo clube
espanhol, que buscara igualar Lionel Messi com cinco troféus de melhor do mundo.

Fonte: (Da redacao da Veja, 2017)
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Suponha que todos tenham condic¢des iguais de ser melhor do mundo. Qual a
probabilidade de que um dos brasileiros seja 0 melhor do mundo?

Vamos utilizar este exemplo para definir o que é espaco amostral, evento e de
como calcular a probabilidade.

Definicdo: Espaco amostral () € o conjunto de todos os possiveis
resultados de um experimento.

No caso do exemplo anterior € que antes de sair o vencedor ndo € possivel
afirmar com exatiddo quem sera considerado o melhor do mundo neste momento.
Podemos dizer que o espagco amostral deste exemplo acima
é: n(Q1) = {Aubameyeng, Bonucci, Buffon, Carvajal,

Cristiano Ronaldo, Dybala, Griezmann, Hazard, Ibrahimovic,
Iniesta, Kane , Kante, Kroos, Lewandowski, Marcelo,

Messi, Modri¢, Navas, Neuer, Neymar,

Sergio Ramos, Alexis Sanchez, Suarez, Vidal}.

O numero de elementos do espaco amostral é n(Q) = 24.

Definicdo: Um evento (A) € um subconjunto do espago amostral. Por
exemplo: no problema anterior, o evento dos jogadores na lista da FIFA é o conjunto
com dois elementos, A = {Neymar, Marcelo}.

Definigcdo: Uma funcéo P: O — [0,1] é uma funcgé&o probabilidade se:

i) P(Q) = 1;

n

n
ii)P(U Aj) = Z P(Aj) ,com os Ajs 2 a 2 disjuntos.

A probabilidade de um evento ocorrer é a razdo entre o0 numero de elementos

do evento e o niumero de elementos do espa¢o amostral.

n(A)
W= 1@
De acordo com o exemplo acima a probabilidade de um brasileiro ganhar é:
2 1
P(A) = 2= 12

EXEMPLO 9. O Ranking dos estados aponta o destino dos investimentos. A
segunda edicdo do Ranking de Gestdo dos Estados mostra quais deles sdo mais

atrativos para empresas e investidores estrangeiros. A crise econdmica internacional
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ampliou a possibilidade de atragéo de investimentos estrangeiros para o Brasil, que
ja estava no centro das atencfes em razdo da proximidade da Copa do Mundo de
2014 e da Olimpiada do Rio, em 2016. Sem perspectivas de negocios nos paises
desenvolvidos, as grandes corporagdes voltaram seus olhos para as nacgdes
emergentes. Nao é dinheiro facil, ressalve-se. Apenas o0s estados que conseguem
reduzir os obstaculos que afugentam os investidores, como a burocracia, a
deficiéncia da mao de obra, as falhas na infraestrutura e a instabilidade das regras
econdmicas, € que estdo se capacitando para receber tais recursos. Essas sdo as
principais conclusbes do segundo Ranking de Gestdo dos Estados Brasileiros,
divulgado na semana passada em Sao Paulo pelo Centro de Lideranca Publica. O
levantamento, elaborado pela Unidade de Inteligéncia do grupo inglés Economist,
mostra pelo segundo ano seguido que somente seis estados apresentam ambiente
de negécios adequado para quem pretende atuar no setor produtivo brasileiro: Sao
Paulo, Rio de Janeiro, Minas Gerais, Rio Grande do Sul, Parana e Santa Catarina.
Os catarinenses foram o destaque do ranking, ao ultrapassar o Distrito Federal e
chegar a sexta colocacao, gracas aos investimentos em inovacdo e infraestrutura.
Sao Paulo segue na lideranca do levantamento, apesar de sua complexa estrutura
tributaria, que fez o estado perder pontos em relagéo a 2011.

Fonte: (CABRAL, 2012)

Supondo ser colocado em uma urna o0 nome dos 27 estados brasileiros.

Qual a probabilidade de ser sorteado um dos estados que lideram o ranking
de gestdo dos estados?
Solucéo:

O espaco amostral Q € o conjunto de todos os estados da federacdo
brasileira. O numero de elementos do espago amostral € n() = 27. Evento A é 0

conjunto de estados que lideram o ranking, assim n(A) = 6. Logo,

6 2
PA) = — = .
W=2=3
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2.3 INDEPENDENCIA DE EVENTOS

Existem algumas situacées em que o conhecimento do acontecimento de um
certo evento pode afetar a probabilidade de outro evento ocorrer. Neste sentido
estudamos o caso da dependéncia de eventos. Iniciamos nossas consideracdes
acerca disto com o simples problema.

Uma urna contém 8 bolas, sendo 3 verdes e 5 azuis. Se sortearmos duas
bolas, uma de cada vez e repondo a sorteada na urna, qual sera a probabilidade de
a primeira ser vermelha e a segunda ser azul?

Note que o evento de sortear uma bola de uma determinada cor, ndo tem
relacdo com uma segunda cor, devido ao fato de haver reposicdo de bolas. Os
eventos do espaco amostral do problema s&o ditos independentes, como
formalizaremos na seguinte definicao.

Definicdo: Sejam A e B eventos do espaco amostral Q-. Assim A e B séo

ditos independentes se e somente se:
P(ANnB) = P(A).P(B).

EXEMPLO 10. No dia 24 de fevereiro, o legislativo britdnico aprovou uma lei
permitindo a geracdo de embrides com DNAs de trés pessoas diferentes. O objetivo
€ deixar que maes com mutacfes maléficas em seu DNA mitocondrial ndo as
transmitam para o filho. Segundo a lei, durante a reproducéo assistida, essa parte de
seu genoma podera ser substituida pelo de uma doadora, gerando uma crianca
saudavel. Assim, a Gra-Bretanha se tornou o primeiro pais a permitir a manipulacao

genética em células germinais humanas.
Fonte: (ROSA, 2015)

Supondo que o DNA de um embrido seja formado por 46 cromossomos sendo
gue esses foram doados por trés pessoas da seguinte maneira o doador (A) doou 15
cromossomos, o doador (B) 15 cromossomos e o doador (C) doou o restante. Dois
cromossomos Vvao ser selecionados ao acaso para uma analise. Qual a
probabilidade que estes sejam um do doador A e o outro do doador C.
Solucéo:
Espag¢o amostral n()) = 46

Evento (A) o niumero de cromossomos do tipo (A) logo n(A) = 15
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15
P(A) = 76

Como ja foi retirado um cromossomo entao
Espaco amostral n(Q2) = 45

Evento (C) o nimero de cromossomos do tipo (C),logon(C) = 16

P(C _16

A probabilidade que seja um doador A e outro C e encontrado por:
P(ANB) = P(A).P(B)

15 16 8
LogoP(AnB) = 4—6E = @

2.4 PROBABILIDADE DA UNIAO DE DOIS EVENTOS

Este conteddo serd iniciado com um problema que sera solucionado
utilizando a probabilidade da unido de dois eventos, a partir deste seja feito a
definicdo e proposicdo e na sequencia solucionado o problema motivador,
aproveitando este problema motivador sera mostrado a probabilidade de eventos
complementares.

Determine a probabilidade de obtermos um numero que seja mdaltiplo ao
mesmo tempo de 3 ou 5, e que esteja compreendido ente 101 e 1 000. Com este
problema simples iremos introduzir o contetdo de probabilidade da unido de dois
eventos.

A unido de dois eventos A e B, denotada por A U B, representa a ocorréncia
de, pelo menos, um dos eventos A ou B.

Definigcdo: Seja (0 um espago amostral finito e ndo vazio. Para quaisquer
eventos A e B de , tem-se que:

P(AUB) =P(A) + P(B)-P(A N B)

Proposicédo. Os eventos A e B sdo chamados de mutuamente exclusivos se, e
somente se, AnB = .

P(AU B) = P(A) + P(B)

Voltando ao problema motivados podemos encontrar o espaco amostral n(f)
utilizando a regra da P(A) dada por a, =a; +(n—1).r de razdo 1 da seguinte
maneira 1 000 = 101 +(n-1) onde n = 900 assim o espaco amostral € igual a:

n(Q) = 900.
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Evento (A): Mdltiplos de 3 compreendidos entre 101 e 1000, j4 sabemos que
existem 900 numeros compreendidos entre 101 e 1000 logo para saber quantos
destes sao multiplos de 3 basta dividir 900 por 3,

n(A) = ? =300

Evento (B) multiplos de 5 entre 101 e 1000, pelo mesmo principio calculamos
os multiplos de 5.

n(B) = ? = 180

Dentre esses tem 0s que sao multiplos de 3 e de 5.

Evento (C): Mdltiplos de 3 e de 5 logo sdo multiplos de 15, utilizando o0 mesmo
principio podemos encontrar
n(C) = 299 _ 40

15

Assim, a probabilidade de calcular um namero mdaltiplo de 3 ou 5

compreendido entre 101 e 1000 é encontrado pela seguinte equacgao
P(AUB) =P(A) + P(B)- P(A n B)
300 180 60 420 7

P(AU B) = - —= = —
(AUB) =500 500~ 900 ~ 900 = 15

Proposicao. Seja Q o espaco amostral de um experimento aleatdrio e seja A
um evento de Q. Chama-se “Evento complementar de A”, que indica por A®, o
evento que satisfaz as seguintes condigdes:
DPAUAY =P(Q) = 1.
i)P(A N AY = P(0).
Como consequéncia da regra da adi¢cao, obtemos que, para qualquer evento A c Q,

P(A) = 1- P(AY)
Que pode ser verificada aplicando a regra da adicdo com A® no lugar de B,temos,
P(Au A%) = P(A) + P(AY) — P(An A®)
P(AU AY = P(A) + P(AY) — P(®)
P(AUA®) = P(A) + P(A®) — 0.

Como P(AU A%) = P(Q) = 1, segue imediatamente a igualdade desejada.

Utilizando o mesmo problema motivador calcule a probabilidade de sortear

um numero que nédo seja multiplo de 3 ou de 5.
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Utilizando a regra de probabilidade complementar temos
P(A) = 1- P(A%)
Entao
8

7
PA =1-1z=

EXEMPLO 11. ENQ-2014.1. De uma caixa contendo 50 bolas numeradas de
1 a 50 retiram-se duas bolas, sem reposicéo. Determine a probabilidade de:
a) o numero da primeira bola ser divisivel por 3 e o nimero da segunda bola ser
divisivel por 5.
Solucgéo:

Vamos chamar os divisores de 3 de D(3), os divisores de 5 de D(5). Temos
assimD(3) = 16,D(5) = 10eD(3) n D(5) = D(15) = 3,

°C) D(5)

Evento (A) = A primeira bola ser somente D(3) e a segunda D(5)
pay = 13 10 130
=553 = 2s0

Evento (B) = A primeira bola ser D(3) n D(5) e a Segundo bola somente D(5),
observe que se a premeira bola é divisivel por D(3) n D(5), entdo das 10 bolas que

séo D(5) restam um espaco amostral de 9, com isso temos:
39 27

5049 _ 2450

Assim a probabilidade procurada é

130 27 157

2450 T 2450 2450

P(B) =

P(AU B) = P(A) + P(B) =

b) o nimero da primeira bola ser divisivel por 4 ou o numero da segunda bola ser
divisivel por 6.
Solucgéo:
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Neste caso vamos calcular a probabilidade da primeira ndo ser divisivel por 4
e a segunda nao ser divisivel por 6

Vamos chamar os divisores de 4 de D(4), os divisores de 6 de D(6). Temos
assim:
D(4) = 12,D(6) = 8eD(4) n D(6) = D(12) = 4

D) D(6)

Evento (A) a primeira bola é somente D(6) e a segunda néo € D(6)
4 42 168
50 49 2450
Evento (B) = A primeira bola ndo € D(4) nem D(6) e a segunda bola nao é
D(6)

P(4) =

34.41 1394
50.49 2450

A probabilidade que n&o ocorra a primeira bola ser divisivel por 4 ou o nimero

P(B) =

da segunda bola ser divisivel por 6.é
P(Au B) = P(A) + P(B)

168 N 1394 1562 781
2450 2450 2450 1225

Assim para calcular a probabilidade de ocorre devemos usar o0 evento

(Au B) =

complementar

P(A) = 1- P(AY

781 444
1225 1225

P(A) =1 —

2.5 PROBABILIDADE CONDICIONAL
A probabilidade condicional é um conteddo que requer certa engenhosidade
para compreender assim sera iniciada com um problema que vai servir para o

melhor entendimento deste tipo de probabilidade.
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O hospital Cedars-Sinai, um dos mais renomados de Los Angeles, anunciou
na quarta-feira que quatro pessoas foram infectadas por uma superbactéria
resistente a antibioticos, e que outros 70 pacientes podem estar contaminados.

Fonte: (DA REDACAO, superbactéria, VEJA, 2017)

Supondo que destes 70 pacientes tenham 30 homens e 40 mulheres, a
chance de um homem esta infectado € de 20% e de uma mulher esté infectada é de
15%. Suponha que esse percentual tenha ocorrido com exatidao e foi selecionado
um paciente ao acaso, levado para o laboratério e com os exames foi comprovado
gue estava com a superbactéria. Qual a probabilidade condicional de que este
paciente seja uma mulher.

Este problema possibilita compreender a probabilidade condicional.

Definicdo: Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado

gue ocorreu B é representada por P(A|B)) é dada por:

s =TA0D

P(A),seP(B) =0

O problema motivador esta condicionando aos pacientes que estdo com a

,se P(B) > 0.

superbactéria assim 0s casos possiveis se reduz a.
Homens: 30. 0,2 = 6 e Mulheres: 40.0,15=6
Espago amostral n()) = P(B) = 12

Evento P(ANB) = 6

P(AIB) = %
6 1
PAY =13 =3

Indicamos essa probabilidade por P(A|B) (Ié-se “probabilidade de A, dado B”).
2.6 VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

O estudo de variaveis aleatdria discreta serd iniciado com um problema
motivador e a partir deste sera mostrado a definicdo, na sequencia sera solucionado

este problema usando a escrita das variaveis aleatérias discretas.
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7

O sal de cozinha ou sal comum €& um condimento milenar, composto
basicamente por sodio e cloro (cloreto de sédio — NaCl). O sal € uma substancia
essencial a saude, sendo prejudicial quando consumido tanto em excesso quanto de
forma escassa.

O problema é que o consumo individual médio de sal varia entre 9 a 15
gramas por dia, enquanto o recomendado € no maximo 6 gramas por dia. Para se
ter uma ideia, uma colher de cha cheia contém cerca de 2,3 gramas de sodio ou
cerca de 6 gramas de sal.

O chamado sal light, composto por cloreto de potassio (KCIl), vem ganhando
adeptos ao longo dos anos. Na verdade, o sal light ndo é cloreto de potassio puro,
ele € uma mistura com cloreto de sddio, porque o gosto do potassio € muito azedo.
Em geral, o sal light € composto por 50% de cloreto de sédio e 50% de cloreto de
potassio.

Fonte: (Dr. Pedro PINHEIRO, 2017)

Suponha que uma pessoa consuma duas colheres de cha cheia de sal por dia
e gue ela tenha disponivel (cloreto de sodio — NaCl) e (cloreto de potassio - KCl),e
gue a chance de usar NaCl seja de 0,6 e de usar KCI seja de 0,8 descarte a
possibilidade de utilizar uma colher de sal de forma fracionada. Estude o consumo
de sédio diario dessa pessoa.

Com este problema motivador introduzimos o estudo de variaveis aleatéria,
discretas quando podemos enumerar todas as possibilidades que € a situacao do
exemplo motivador e continua quando ndo podemos enumerar um exemplo € o caso
do tempo de reacao a uma medicacgao.

Definigcdo: Fungao discreta de probabilidade - A funcédo que atribui a cada
valor da variavel aleatéria sua probabilidade € denominada de funcéo discreta de

probabilidade ou, simplesmente, funcéo de probabilidade. A notacédo a ser utilizada

7

e:
PX=x;) =p) = p;,i= 12,..,
ou ainda,
X X1 X5 X3 Xy
Pi P1 P2 P3 Pa

Uma funcéo de probabilidade satisfaz 0 < pi < 1e Y;p; = 1.


https://www.mdsaude.com/author/anusk4-be8el-g4bi-glomerulonefrite
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Voltando ao exemplo anterior vamos fazer o estudo aleatério seja X uma

variavel aleatéria que calcule a quantidade de sodio diario que essa pessoa usa:
Consumir somente cloreto de sodio

P(X = 4,6) = 0,6..06.02 = 0,072
Consumir uma colher de cada

P(X = 3,45) = 0,6.0,8.0,5 = 0,24
Consumir somente cloreto de potassio

P(X = 2,3) = 04.08.0,8.05 = 0,128

X 2,3 3,45 4,6

Pi 0,128 0,24 0,072

EXEMPLO 12. A maioria dos acidentes pode ser evitada, pois 90% estéo
relacionados ao condutor. Hoje muitos acidentes estédo ligados a imprudéncia, alta
velocidade, ultrapassagens proibidas e falta de atencéo, além do uso de alcool.

Fonte: (GAZETA ONLINE, 2017)

O OBSERVATORIO complementa, porém, que em 5% das ocorréncias de
acidentes, as causas estdo associadas ao “Fator Via”. Neste caso, sdo problemas
gue envolvem estradas mal sinalizadas, mal projetadas ou mal conservadas.

Mais de 43% dos acidentes nas rodovias federais terminam com mortos ou
feridos.

Fonte: (OBSERVATORIO, 2017)

Suponha que os dados sejam exatos, ou seja, 90% dos acidentes sejam por
culpa do condutor, 5% dos acidentes sejam por culpa das estradas e 43% dos
acidentes tenham mortes ou feridos. Faca um estudo probabilistico dos acidentes
ocorridos nas rodovias.

Solucéo:

Denotamos por A o evento de que aconteceu acidente sem morte somente
por imprudéncia.

P(A) = 0,9.0,57 = 0,513
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B: aconteceu acidente com morte somente por imprudéncia

P(B) = 0,9.0,43 = 0,387

C: aconteceu acidente sem morte somente por problemas na rodovia

P(C) = 0,05.0,57 = 0,0285

D = aconteceu acidente com morte somente por problemas na rodovia

P(D) = 0,05.0,43 = 0,0215

E = aconteceu acidente sem morte por problema na rodovia e por imprudéncia
P(E) = 0,9.0,05.0,57 = 0,02565

F = aconteceu acidente com morte por problema na rodovia e por imprudéncia
P(F) = 0,9.0,05.0,43 = 0,01935

2.7 O MODELO BINOMIAL

Inicialmente vamos falar dos ensaios de Bernoulli estes ensaios estdo
associados a situacoes dicotdmicas e podem ser representadas genericamente por
resposta do tipo sucesso-fracasso. Associaremos p, a probabilidade de sucesso, ao
evento que nos interessa e 1- p, sera a probabilidade de fracasso.

Definicdo: Considere a repeticdo de n ensaios de Bernoulli independentes e
todos com a mesma probabilidade de sucesso p. A variavel aleatéria que conta o
namero total de sucessos é denominada Modelo Binomial com parametros ne p e
sua funcéo de probabilidade é dada por:

PX=K)=()p*Q-p" ¥ k=1012..,n

Usaremos a notacdo X~ b (n,p) para indicar que a variavel aleatéria X
segue o modelo Binomial com parametros n e p.

EXEMPLO 13. Cientistas conseguiram desenvolver um anticorpo capaz de
atacar até 99% das cepas do virus da aids. De acordo com um estudo publicado
na quarta-feira na renomada revista cientifica Science, o anticorpo foi capaz de
prevenir a infeccdo em primatas. A proxima etapa, que esti programada para 2018,
irA estudar sua capacidade em prevenir ou tratar a infeccdo em humanos. A
descoberta foi considerada um “avango emocionante” pela Sociedade Internacional

de Aids, de acordo com informacdes da rede britanica BBC.
Fonte: (DA REDACAO DA VEJA, 2017)


http://science.sciencemag.org/content/early/2017/09/22/science.aan8630
http://science.sciencemag.org/content/early/2017/09/22/science.aan8630
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Suponha gue a eficiéncia em humanos seja a mesma e que 0s cientistas vao
fazer os testes com 10 aidéticos. Qual a probabilidade de no maximo dois deles o
anticorpo nao fazer efeito?
Corregéo:
P{x=0u{x=1}u{x=2)
P(x = 0) = €(10,0).0,01°.(0,99)1° = 1.1.0,9044 = 0,9043
P(x =1) = €(10,1).0,01%..(0,99)° = 10.0,01.0,9135 = 0,0913

P(x = 2) = €(10,2).0,012.(0,99)® = 45.0,0001.0,9227 = 0,0042
P(x <2) =P(x =0)+P(x=1) + P(x = 2)

P(x < 2) = 0,9043 + 0,0913 + 0,0042

P(x < 2) = 0,9989

2.8 O MODELO GEOMETRICO

Definicdo: Dizemos que uma variavel aleatéria X tem distribuicdo Geométrica
de parametro p, se sua funcao de probabilidade tem a forma
PX=K) =p(1-p*0<p<1ek=01.2,...
Nesse caso, usaremos a notagao X ~ G(p).
EXEMPLO 14. Casos de bullying no ambiente escolar sdo mais comuns do gue se
pensa. Segundo dados da Pesquisa Nacional de Saude do Escolar (PeNSE), dos 2,6
milhdes de estudantes que cursaram o 9° ano do ensino fundamental em 2015 - algo em

torno de 195 mil alunos - afirmaram ter sofrido bullying por parte dos colegas.
Fonte BERNARDO, 2017)

Qual a probabilidade de que o primeiro que respondeu a pergunta, dizer que
sofreu bullying na escola ter sido o oitavo?

Solucéo:

Neste caso, 0 sucesso é a ocorréncia do aluno ter sofrido bullying. Logo,

39

P =520

Seja X = nimero de alunos entrevistados até o primeiro a dizer que sofreu bullying. Entéo,

39 . . A .
X~G (Q) e como queremos determinar a probabilidade de ocorréncia de quem

sofreu bullying até o oitavo a ser entrevistado, isso significa que k = 8.

Portanto,
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P(X = 8) =2.(1—£)S
520 520
3 398
P(X=8)=%.<1—%)
39 39\8
P(X=8)=§.<1—%)
39 481\
@P(X=8)=%.<%>
39 2865237 397 444 663 607 041
& P(X=8) =

520 5345972 853 145 600 000 000
& P(X =8) é aproximadamente 0,04

ApoOs mostrar todo o conteudo com técnicas de resolugdo vamos verificar o
gue os documentos oficiais dizem sobre combinatéria e probabilidade, e em Sergipe
como esta sendo trabalhado no Ensino Fundamental e Ensino Médio.

O préximo capitulo vai mostrar as orientagbes dos PCN, como estdo
distribuidos estes contetudos no Referencial Curricular da rede Estadual de Sergipe

e quais conceitos basicos devem ser trabalhados.
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CAPITULO 3: O ENSINO DE PROBABILIDADE E COMBINATORIA: O QUE
DIZEM OS DOCUMENTOS OFICIAIS

Neste capitulo iremos apresentar como 0s contetudos de probabilidade e
combinatéria sdo mencionados nos documentos oficiais. Para isso foi realizado um
estudo nos principais documentos que balizam a educacédo no Brasil e impactam
diretamente os curriculos vigentes do Estado de Sergipe.

O primeiro documento analisado foi publicado no final do ano de 1997 e inicio
de 1998, e veio para complementar a Lei de Diretrizes e Bases (LDB) 9.394/96.
Assim, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) nasceram com o objetivo de ser
um norteador da educacdo basica de todo pais. E um documento ndo obrigatorio
para todas as escolas que apresenta uma proposta a ser seguida, principalmente,
por todas as escolas publicas do pais de modo a se ter um curriculo mais integrado
em toda a nac&o o que era uma demanda de anos.

Em relacdo ao conteudo de probabilidade e combinatéria mencionados nos
Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1998) de terceiro e quarto ciclos
do Ensino Fundamental, destaca a importancia de estuda-los nas séries iniciais, pois
ird contribuir para que se tenha um olhar mais atento sobre as informacfes que
recebemos cotidianamente.

Este documento sugere que o0s conteudos acima citados devem ser
trabalhados de forma socialmente significativa despertando atitudes relevantes e
contribuindo para o desenvolvimento intelectual dos alunos, propiciando-os o
pensamento l6gico matematico, possibilitando assim a capacidade de criar, criticar e
interpretar logicamente fatos e fenémenos.

Nos PCN do Ensino Fundamental (BRASIL, 1997; 1998), recomenda-se
ensinar nas séries iniciais como tratamento de informacdes. A probabilidade deve
ser estudada de maneira que os alunos compreendam os fendmenos da natureza e
a combinatodria de forma a combinar elementos de uma colecao e elencar todos 0s
casos possiveis em uma situacao problema.

Os conteudos discutidos aqui devem ser trabalhados amplamente associados
a cultura local e, a partir desta, produzir novos conhecimentos como formas de
raciocinio, linguagens, valores, sentimentos, interesses e condutas, ndo devem estar
somente associados a conceitos e férmulas, mas contribuir para tomadas de

decisoes.
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O estudo de probabilidade deve ser direcionado para interpretar fatos e
dados, generalizar informacdes Uteis e antecipar possiveis resultados, deve
proceder de forma aplicada a situacdes problemas, mas que possibilite aprender de
forma préatica do fazer e ndo somente da aquisicdo de um determinado conceito,
essa estratégia permite que o estudante mantenha por mais tempo os conteddos em
sua memoéria, além de motiva-los a continuar aprendendo, o que é de suma
importancia para o ensino aprendizagem.

Os PCN defendem para isso a utilizacdo de graficos para o ensino de
probabilidade

A construcéo de tabelas e graficos que mostram o comportamento do
tempo durante um periodo (dias ensolarados, chuvosos, nublados) e
0 acompanhamento das previsbes do tempo pelos meios de
comunicacéo indicam a possibilidade de se fazer algumas previsoes,
pela observacdo de acontecimentos. Pela observacao da frequéncia
de ocorréncia de um dado acontecimento, e um ndmero razoavel de
experiéncias, podem-se desenvolver algumas nocgbes de
probabilidade (BRASIL, 1998, p.85).

No tocante a aprendizagem deve ocorrer de forma gradual, com niveis
diferenciados e numa sequéncia a qual permita o aprendizado baseando-se em
conhecimentos anteriores, assim, no terceiro e quarto ciclos alguns conceitos
deverdo ser apresentados e consolidados, possibilitando iniciar outros estudos com
maior grau de complexidade no Ensino Médio.

De acordo com os PCN (BRASIL, 1998) o estudo de combinatéria deve ser
iniciado com os problemas de contagem, utilizando o principio multiplicativo, mas
sem utilizacdo de formulas prontas, a ideia € que os alunos tenham os primeiros
contatos com este conteudo, na sequéncia explorar as possibilidades de formar
grupos e desenvolver o raciocinio combinatério, a partir deste entendimento utilizar o
principio multiplicativo, e dai introduzir o estudo de probabilidade.

Em relacdo a probabilidade, o intuito € que os alunos percebam que muitos
acontecimentos ocorram de natureza aleatdria, mas que se pode identificar
possiveis resultados e estimar alguns deles. As no¢cfes de acasos e incertezas sao
trabalhadas de forma que os alunos realizem experimentos observando a
guantidade de eventos possiveis, o0 chamado espa¢o amostral.

Em Sergipe, o referencial curricular da rede Estadual (2011) diz que no 8°

ano deve ser trabalhado probabilidade e est4 na parte de conteidos programados
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no item 6, Tratamento de Informagdes, tendo somente neste item o 6.1
probabilidade e os conceitos basicos que devem ser explorados, neste ano sao
experimentos aleatérios, eventos e probabilidade. No 9° ano também no item 6,
Tratamento de Informagdes, estdo os seguintes conteldos: 6.1 historia e aplicacao
de estatistica, 6.2 no¢cBes de estatistica e 6.3 contagem e probabilidade e, os
conceitos basicos que devem ser trabalhados s&o: dados reais, dados estatisticos,
coleta de dados, medida de posicéo, principio da multiplicacéo e probabilidade.
Percebe-se que apesar de estarem sendo contemplados no curriculo da
rede estadual, estd como ultimo conteldo programado para ambos os anos e as
turmas que ndo conseguirem estudar todos os conteudos programados, devido a
dificuldade de alguns alunos aprenderem, os professores prolongam o tempo para
gue os alunos aprendam determinados conteudos, impossibilitando muitas vezes de
concluir todo o curriculo e, consequentemente, ndo sera estudado nestas turmas,
com isso, 0s alunos serdo prejudicados pois a falta destes interferira no
aprendizado da propria Mateméatica e também de outras areas inclusive humanas.

Fato corroborado nos PCN+, tema 3, Analise de Dados, onde temos que

Uma das grandes competéncias propostas pelos PCNEM diz
respeito a contextualizacéo sécio-cultural como forma de aproximar o
aluno da realidade e fazé-lo vivenciar situagbes proximas que lhe
permitam reconhecer a diversidade que o cerca e reconhecer-se
como individuo capaz de ler e atuar nesta realidade (BRASIL, 20086,
p. 126).

O Parametro Curricular Nacional do Ensino Médio (PCNEM), mencionado no
PCN+ (BRASIL, 2006) trata a combinatéria e probabilidade como uma grande
competéncia proposta, com a finalidade de contextualizagdo sociocultural,
aproximando o aluno a realidade e fazer com que ele vivencie situacfes reais e que
se reconheca como individuo capaz de contribuir para solucionar determinados
problemas, ndo somente da Matematica exata, mas como base para as demais
ciéncias, seja ela da natureza ou humanas, pois esta deve ser trabalhada com
analise de dados de fenbmenos naturais e do cotidiano, possibilitando assim a fazer
inferéncias e afirmar com conviccdo o que poderd acontecer no futuro, aqui os
conteudos devem ser trabalhados com questdes do mundo real, pois com o

crescimento populacional, aumenta a cada dia os problemas e estes se tornam cada



41

vez mais complexos, com isso, percebemos a grande importancia de se aprimorar a
técnica desse raciocinio e a contribuicdo destes para ambas as ciéncias.

A probabilidade e a combinatoria dizem respeitos a conjunto finitos, por isso,
a importancia do aprendizado destes para as Ciéncias Humanas e para a sociedade
de um modo geral, a utilizagdo das tecnologias e noticias midiaticas que abordam
problemas e dados reais, exige conhecimento e habilidades dos estudantes para
analisar, selecionar e interpreta estas informacdes.

O estudo deve ser integrado ao curriculo do Ensino Médio para que o aluno
desenvolva valores e atitudes possibilitando-os aprender a aprender, omitir estes
pode impossibilitd-los inclusive a compreender a propria Matematica. O
conhecimento destes conteddos propiciara buscar e selecionar informacdes,
despertara responsabilidades, contribuirda na forma de pensar, fundamentar suas
ideias e isto € essencial para que o aluno aprenda e se insira no mercado de
trabalho.

O conhecimento probabilistico é imprescindivel para que o individuo seja
capaz de organizar estas informacdes e tirar suas conclusbes, além de prever
possiveis acontecimentos e provaveis solugdes, possibilitando assim fazer
inferéncias e contribuir para a melhoria da sociedade.

Assim como nos PCN (BRASIL, 1998) os PCN+ (BRASIL, 2006), chamam a
atencdo para as informacdes que circulam na midia e em outras areas de
conhecimentos e espera que nesta fase de estudos os alunos sejam capazes de
ultrapassar a simples leitura, que tenham a competéncia de refletir e criticar sobre os
significados impostos por estes, com isto, o estudo probabilistico é de fundamental
importancia, com ele, aumenta o conjunto de ideias pois permite aplicar de forma
pratica essas questdes do mundo real proveniente tanto da midia como de outras
areas.

No tema 3 — Analise de dados do PCN+

Da mesma forma, a Probabilidade acena com resultados possiveis,
mas nao exatos. Ao afirmar que o resultado 1 tem 1/6 de
probabilidade no langamento de um dado, ndo ha certeza de que em
seis lancamentos do dado o nimero 1 saira exatamente uma vez.
Assim como ao afirmarmos que determinado tratamento médico tem
90% de probabilidade de cura para uma doencga, ndo garante que em
um grupo de 10 pessoas submetidas a este tratamento exatamente
uma pessoa continuara doente (BRASIL, 2006, p.126).
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Os PCN+ direciona o estudo de probabilidade o qual deve acenar para os
casos possiveis, mas ndo exatos de uma determinada situacdo, como se trata de
conjuntos finitos permite saber todos os possiveis resultados, mas sem a certeza de
gual deles acontecerd, é ai que entra a combinatéria esta é considerada a parte
instrumental desse estudo.

O principio de contagem tem um papel fundamental nessa fase de estudos,
pois possibilita ao aluno desenvolver o raciocinio combinatorio e com isso encontrar

o melhor caminho para calcular os casos possiveis.

A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si sO, permite também o
desenvolvimento de uma nova forma de pensar em Matemética
denominada raciocinio combinatorio. Ou seja, decidir sobre a forma
mais adequada de organizar nimeros ou informac8es para poder
contar os casos possiveis ndo deve ser aprendido como uma lista de
férmulas, mas como um processo que exige a constru¢cdo de um
modelo simplificado e explicativo da situacdo (BRASIL, 2006, p.126).

O uso das férmulas deve ser uma consequéncia e utilizados apenas quando
os dados forem muito grandes, desta forma a funcdo destas deveria ser a de
simplificar as contas. As formulas aparecem como algo que vem facilitar,
diferentemente de como sao vistas no ensino atualmente, algo sem sentido a ser
memorizado. A proposta € trabalhar nessa fase de estudos a resolucdo de
problemas aplicados e evitar a teorizag&o excessiva, possibilitando assim orientar 0s
alunos frente as informac6es de natureza probabilistica.

Nos PCN+ os conteudos e habilidades propostos para as unidades tematicas
a serem desenvolvidas nesses temas sao:

Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem.

» Decidir sobre a forma mais adequada de organizar numeros e informacgdes
com o objetivo de simplificar calculos em situacBes reais envolvendo
grande quantidade de dados ou de eventos.

« Identificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em
processos nos quais se fazem necessérios os processos de contagem.

» ldentificar dados e rela¢cbes envolvidas numa situagao-problema que
envolva o raciocinio combinatério, utilizando os processos de contagem.

Probabilidade: possibilidades; calculo de probabilidades.
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» Reconhecer o carater aleatorio de fendmenos e eventos naturais, cientifico
tecnoldgicos ou sociais, compreendendo o significado e a importancia da
probabilidade como meio de prever resultados.

» Quantificar e fazer previsdes em situacfes aplicadas a diferentes areas do
conhecimento e da vida cotidiana que envolvam o0 pensamento
probabilistico.

» Identificar em diferentes areas cientificas e outras atividades praticas
modelos e problemas que fazem uso de estatisticas e probabilidades.

Essas recomendacdes do PCN+ também refletem no Referencial curricular da
Rede Estadual de Sergipe (2011), no qual, o conteddo de combinatéria e
probabilidade é contemplado na segunda série do Ensino Médio, sendo que
combinatéria esta no item 3 distribuido da seguinte maneira: 3.1 — principio
fundamental da contagem, 3.2 — permutacdo e combinacédo, 3.3 — O triangulo de
Pascal, 3.4 — O Binbmio de Newton. E 0s conceitos bdasicos sao: principio
fundamental da contagem; permutacdo e arranjos simples; fatorial, combinacao
simples; triangulo de Pascal; relacéo de Stifel e Bindmio de Newton.

O contetdo probabilidade estd no item 4 distribuido assim: 4.1 — conceitos
basicos, 4.2 — probabilidade e, os conceitos cobrados sdo: experimentos, eventos,
espaco amostral, probabilidade e probabilidade condicional.

Diferente do 9° Ano em que probabilidade esta associada a estatistica aqui
sdo trabalhados de forma separadas, onde combinatéria e probabilidade estédo
sendo estudadas desvinculados de estatistica.

N&o basta contemplar os contelddos nos curriculos, € necessaria uma
formacédo adequada aos professores, condicdo de trabalho e formacéo continuada
para que tenhamos uma educacdo matematica de qualidade, e assim possamos
atender as necessidades e anseios dos estudantes.

As Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) exigem que seja estudado
probabilidade e combinatéria nos cursos de Bacharelado em Matematica, mas néo
tem a mesma exigéncia para 0s cursos de licenciatura, mencionando-os
indiretamente nos conteudos profissionais, com isso, para que tenhamos um melhor
aprendizado e resultados satisfatorios nas séries iniciais, € necessaria uma
mudanga nos curriculos de Licenciatura, fazendo com que se tenha a mesma

exigéncia que o Bacharelado.
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Nos PCN+, no tocante a formacdo profissional permanente de professores

temos que

As gquestdes a serem enfrentadas na formacdo sdo histéricas. No
caso da formacdo nos cursos de licenciatura, em seus moldes
tradicionais, a énfase estd contida na formagdo nos contetidos da
area, onde o bacharelado surge como a opcao natural [...], sendo
que a atuagdo como ‘licenciados” é vista [...] como ‘“inferior”,
passando muito mais como atividade “vocacional” ou que permitiria
grande dose de improviso [...] (BRASIL, 2006, p.139).

bY

Devido a importancia do aprendizado de combinatéria e probabilidade nas
séries iniciais e a contribuicdo destes, tanto para as Ciéncias Naturais quanto as
Humanas, € necessario que a formacado de professores de Matematica dé condicéo
aos futuros docentes das séries iniciais, proporcionando o conhecimento necessario
com técnicas, metodologias e didaticas, suficientes para que estes desenvolvam
nessa fase de ensino, alunos competentes sendo fundamental compreender o
conteudo, entender a l6gica e conhecer as dificuldades, mas ndo basta somente ter
essas habilidades, as escolas de Ensino Basico precisam reconhecer a importancia
e por em prética o estudo destes conteudos.

Nesta mesma perspectiva, os PCN+ propdem que o professor deva se tornar

um sujeito ativo e integrado a comunidade escolar de forma que ele deva

[...] participar da elaboracdo da proposta pedagodgica do
estabelecimento de ensino; elaborar e cumprir plano de trabalho,
segundo a proposta pedagdgica do estabelecimento de ensino; zelar
pela aprendizagem dos alunos; estabelecer estratégias de
recuperacao para os alunos de menor rendimento; ministrar os dias
letivos e horas-aula estabelecidos, além de participar integralmente
dos periodos dedicados ao planejamento, a avaliacdo e ao
desenvolvimento profissional; colaborar com as atividades de
articulagdo da escola com as familias e a comunidade (BRASIL,
2006, p. 140).

Agindo assim, o professor, podera suprir uma deficiéncia na formacéo inicial e
dara passos importantes para implementar a transicdo entre teoria e pratica, ou seja,
ele aprendera na pratica o que o curso de formacéo inicial ndo Ihe proporcionou,
devido essa deficiéncia e as mudancas que ocorrem cotidianamente é necessario a
formacé&o continuada dos professores, possibilitando-os aprender e aperfeicoar seus

conhecimentos.
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Para mostrar na pratica como deve ser estudado estes conteldos no Ensino
Médio, no proximo capitulo sera apresentado questdes usando noticias midiaticas,
gue falam de outras areas de conhecimento, tanto da area da natureza como
também humanas, a partir desta foi criado uma situacdo problema que sera
resolvido utilizando os conceitos de combinatéria e probabilidade, ha questbes com

gréficos e tabelas e todas elas atendem as orientaces dos PCN.
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CAPITULO 4: ATIVIDADES METODOLOGICAS

Utilizando a proposta dos PCN (BRASIL, 1998), e do Referencial Curricular da
Rede Estadual de Sergipe (SERGIPE, 2011), que contempla, na segunda série do
Ensino Médio, os conteudos de Combinatoria e Probabilidade, foram elaboradas
guestdes de: Principio Fundamental da Contagem, Arranjos Simples, Combinacao
Simples, Probabilidade da Unido de Dois Eventos, Probabilidade de Eventos
Independentes, Probabilidade de Eventos Complementares e Probabilidade
Condicional.

As questdes foram construidas a partir de noticias midiaticas que tem o
objetivo de informar, conscientizar ou orientar sobre Saude, Educacéo, Tecnologias,
Ciéncias e outros assuntos que interessam a juventude. A proposta de cada questao
ndo € apenas ensinar o raciocinio combinatdério ou probabilistico, mas orientar de
como se prevenir e inferir no meio social em que vive.

Questdes com esse perfil ttm grandes possibilidades de chamar a atencéo do
aluno, pois trata de conteudos do seu interesse, utilizando uma linguagem clara cujo
proposito € atingir toda a populacéo, além de estarem sendo discutidas no dia a dia
nos meios de comunicagao de massa.

Cada questdo corresponde a um conteudo e foi confeccionada a partir de
uma noticia da qual foi selecionada uma parte e organizada em uma situacao-
problema, possibilitando assim ao aluno refletir sobre a noticia e resolver a situacéo
proposta.

Utilizando-se destes conceitos e levando em consideracdo o Referencial
Curricular da Rede Estadual de Sergipe (SERGIPE, 2011), foram formadas as
seguintes questdes sobre os conteudos mencionados que apresentaremos a segulir.

De acordo com os PCN (BRASIL, 1998) o estudo de combinatéria deve ser
iniciado com os problemas de contagem, utilizando o principio multiplicativo, mas
sem utilizacdo de formula pronta, a primeira questédo desta atividade proposta utiliza
esse principio, os PCN (BRASIL, 1998) dizem que ap0s esse conhecimento deve-se
partir para a ideia de formar grupos e desenvolver o raciocinio combinatério, com
essa parte consolidada, introduzir o estudo de probabilidade, seguindo essa
proposta temos a segunda e terceira questdes que utilizam a ideia de formar grupos

e a partir da quarta inicia-se probabilidade.
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4.1 O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

EXEMPLO 15. Transito, sono, indisposi¢do - sdo muitos os obsticulos que
separam uma pessoa da mesa do café da manha. Mas enquanto muita gente ndo da
importancia para este momento do dia, os especialistas reforcam que a alimentacéo
adequada ao amanhecer influencia a saitde como um todo, a disposicdo e até a
relacdo com os quilinhos a mais que tanto incomodam.

A nutricionista Livia Hasegawa explica que o fato de ndo comer pode
também aumentar o nivel de cortisol, "substancia capaz de fazer a 'quebra’ dos
musculos e estimular o ganho de gordura, ou seja, nada bom para 0 nosso
organismo”, afirma a especialista.

Fonte: (BARG, 2017)

Segundo a nutricionista os melhores alimentos para esta hora do dia séo:
uma fruta, um derivado do leite, um cafezinho preto, um péo integral e uma colher de
cereal.

Suponha que no seu café da manhad estejam disponiveis em sua mesa 5
tipos de frutas, 3 derivados de leite, 1 tipo de café preto, 2 tipo de péo integral e
guatro tipos de cereais. De quantas maneira vocé pode fazer seu prado e ter uma
alimentacao de forma correta?

Resolucéao:
e 5 tipos de frutas
e 3 derivados de leite
e 1tipo de café preto
e 2tipo de pdo integral
e 4 tipos de cereais
Podemos encontrar a solucéo dessa questdo usando o principio multiplicativo da
seguinte maneira

(Quantidade de tipos de frutas) x (quantidade de tipos derivados de leite) x

(quantidade de tipos de café preto) x (quantidade de tipos de pé&o integral) X

(quantidade de tipos de cereais), ou seja 5.3.1.2.4 = 120
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4.2 ARRANJO SIMPLES

EXEMPLO 16. Acostumados a ler a expressao "parboilizado" nos sacos de
arroz, poucos param para pensar de onde ela vem. Trata-se da juncéao das palavras
inglesas partial e boiled (parcialmente aquecido) e indica um tipo de processamento
dos graos que os torna mais resistentes a degradacéo, com vida util maior e de mais
facil manejo pelo consumidor - j4 que o parboilizado ndo empapa, mesmo que vocé
ponha agua a mais na panela.

"Se eu tivesse de fazer um ranking dos tipos de arroz mais interessantes para
consumo sob o ponto de vista nutricional, entre 0s mais comuns no mercado, eu
apresentaria a seguinte escala: integral, parboilizado integral, parboilizado polido e
branco polido”, enumera Isabel Massaretto, pés-doutoranda ligada ao Centro de
Pesquisa em Alimentos (FORC — Food Research Center). Em seu doutorado em
Ciéncia dos Alimentos, ela analisou as caracteristicas nutricionais e propriedades
funcionais do arroz.

Fonte: (DA REDA(}AO — JORNAL DA USP, 2017)

Suponha que um restaurante compre todos os tipos de arroz acima citado e
cozinhe trés tipos distintos de arroz por dia, um para servir no café da manha, um no
almoco e um no jantar. De quantas maneiras distintas utilizando arroz o cozinheiro
deste restaurante pode prepara as refeicdes de um dia?

Resolucéao:

e Para o café da manha ele tem 4 opgdes
e Para o almogo ele tem 3 opg¢des
e Paraojantar ele tem 2 opc¢oes
Podemos encontrar o total de possibilidade da seguinte maneira: Para o café
da manha podem ser usados qualquer um dos 4 tipos de arroz, meio dia 3 tipos pois
um ja foi usado pela manha e, a noite 2 tipos pois ja foi usado um pela manha e um
meio dia, assim utilizando o principio multiplicativo temos 4.3.2 = 24 maneiras.

Usando a regra
|

A(l’l, k) = ﬁ
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4.3 COMBINACOES SIMPLES

EXEMPLO 17. A poluicdo matou 101.739 pessoas no Brasil em 2015, o que
equivale a 7,49% do total de mortes no pais durante o periodo. A poluicdo foi
responsavel por uma a cada seis mortes registradas em todo o mundo em 2015,
totalizando cerca de 9 milhdes de 6bitos.

A maior parte das mortes ocorreu em paises de renda baixa e média, onde a
poluicdo esta associada a até 25% das mortes.

Paises com maior percentual de mortes por poluicao
Top 10, além de Brasil e EUA, 2015

B Proporcéo de mortes (%)

Bangladesh N
Somalia INEG———
Chade I
Niger | INEEEG

incia

Nepal N
Sudéo do Sul | INEG—E
Eritreia | INEG
Madagascar NG
Paquistdo I

Brasil NG
Estados Unidos |
0 5 10 15 20 25 30
Fonte: The Lancet Commission on Pollution and Health HAEE

Fonte: (SILVER, 2017)

Suponha que dos paises do grafico acima sejam selecionados trés para se
desenvolver um projeto de reducdo da poluicdo, de quantas maneiras podem ser
selecionados esses paises?

Resolucéao:

Como a ordem em que 0s paises sao selecionados nao faz diferenca, por
exemplo, um subconjunto formado por {Brasil, Estados Unidos, Paquistao},se
permutarmos 0s nomes destes paises dentro do grupo,, teremos 6 sequencias

diferentes, mas a ordem entre eles no grupo ndo muda o grupo.



50

Com os 12 paises a quantidade de subconjuntos formados com 3 paises,
podem ser encontrados usando o principio multiplicativo 12.11.10 = 1320, como
cada subconjunto com 3 paises esta repetido 6 vezes entre os 1320 formados. Para

encontrar a quantidade de grupos distintos basta dividir o total de grupos pela
- . : . 1320
guantidade em que cada grupo esta repetido, assim — - 220

Usando a regra

n!

Covk) = o orr
_ 12! _ 12.11.10 _
C123) = gy —yi= g = 220

4.4 PROBABILIDADE DA UNIAO DE DOIS EVENTOS

EXEMPLO 18. Segundo um artigo publicado na revista cientifica "Emerging
Infectious Diseases”, ligada ao Centro de Controle e Prevencdo de Doencas dos
EUA, 27 virus --tais como ebola, hepatite B e C, herpes, citomegalovirus, catapora e
chikungunya -- também podem ser transmitidos no sexo.

O artigo também ressaltou que alguns desses virus podem até causar
mutacdes no DNA do esperma, o que compromete as geracdes futuras do sémen.

O estudo foi feito a partir da revisédo de mais de 3.800 publicacdes cientificas.
Os autores encontraram ainda a evidéncias de que outros 11 virus, além de serem
encontrados no sémen, podem viver nos testiculos, incluindo aqueles que causam
gripe, dengue, variola, rubéola e sindrome respiratoria aguda grave.

Fonte: (UOL - Sao Paulo, 2017)

Suponha que 10 voluntarios fizeram exames em um determinado laboratério
para verificar se tem os virus da catapora ou Chikungunya e foi constatado que 6
deles tem o virus da catapora e 6 tem o virus da Chikungunya, sabe-se também que
guatro deles tem os dois virus da catapora e Chikungunya.

O laboratério vai premiar um dos voluntarios com um plano de saude por um
ano. Qual a probabilidade que esse tenha o virus da Catapora ou Chikungunya?

Resolucéao:

Podemos encontrar a solucéo deste problema usando o diagrama de Venn
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Catapora Chikungunya

Como a probabilidade é a razéo entre o evento e 0 espaco amostral temos n(4) = 8
en(Q) =10

P(ANB) = 8.2
( )=1073
Usando aregra P(A UB) = P(A) + P(B) —P(ANB)

P(AUB)—6+6 rt_8_1¢
10 10 10 10 5

4.5 PROBABILIDADE CONDICIONAL

EXEMPLO 19. 47% das mulheres sentem que foram rejeitadas para emprego por
serem maes ou quererem engravidar A pesquisa mostra que a maioria das maes que
trabalham deixam as criancas com familiares gue ndo séo os pais, na escola, creche ou até
mesmo sozinhas. Ja 17% dizem que as criancas ficam com o pai ou companheiro enquanto

a mae trabalha. As que deixam com baba ou empregada domeéstica sdo minoria.
Fonte: (TREVIZAN, 2017)

Supunha que foi feita uma pesquisa em uma escola e uma creche, ambas
pertencem ao mesmo dono, foi detectado que 100 criancas sao filhos de mulheres
que trabalham, destas 70 tem filhos na escola e 30 tem filhos na creche. Nenhuma

delas disse ter filhos em ambos. .

O dono da escola vai da uma bolsa de estudos para quem tem méae que
trabalha. Qual a probabilidade do primeiro ser um aluno da escola, sabendo que o

segundo é um aluno que estuda na escola.

Resolucgéo:
:Evento n(A) : Calcular a probabilidade de que o primeiro e 0 segundo aluno seja
aluno da escola assim
Panm= 08T B _lo
100 99 10 33 330
Logo
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161
P(ANB) = 330
Espaco amostral n(Q): E a soma dos casos em que 0 primeiro e o segundo
aluno sao alunos da escola mais 0s casos em que o primeiro é aluno da escola e o
segundo nao é aluno da escola, assim:

70 69 70 30 161 70 30 161 2100 4830+ 2100 6930

P(B) = 100°99 T 100°99 ~ 330 T 100°99 _ 330 T 9900 9900 _ _ 9900
693
990
Logo:
693
P(B) = —
(B) 990

Como a probabilidade é a raz&o entre 0 evento e 0 espaco amostral temos
gue a probabilidade do primeiro ser um aluno da escola, sabendo que o segundo é
um aluno que estuda na escola é calculada por

n(4) _P(AnB)
n(Q)  P(B)

P(A|B) =
161

330 _ 161990 159390

693  330.693 228690
990

P(A|B) = = 0,70 aproximadamente

4.6 EVENTOS COMPLEMENTARES

EXEMPLO 20. Catorze por cento dos jovens entre 15 e 19 anos querem ser
professores, mas a cada cem alunos que entram nos cursos de pedagogia ou
licenciatura, apenas metade termina a faculdade e somente 27 vao realmente ensinar
nas salas de aula..

Fonte: (G1 - GLOBO, 2017)

Supondo que, em uma determinada faculdade, cem alunos entraram nos
cursos de pedagogia ou licenciatura, no final do curso um professor resolveu por
todos 0os nomes em uma urna para premiar um deles com um livro, mantendo o0s
dados da noticia acima.

Qual a probabilidade que o ganhador desse livro ndo seja um dos que

realmente ensinam nas salas de aula?

Resolucao:
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Vamos calcular a probabilidade dos que ensinam, ou seja, P(A)
Espaco amostral Q = 100
Quantidade dos que ensinam
E(A) = 27

27
P(A) = E

Utilizando a probabilidade do evento complementar, ou seja, retirando a
probabilidade dos que realmente vao para a sala de aula temos:
Dos 100% retirando 27% restam 73%.
Podemos escrever também utilizando a funcéo dos eventos complementares.
P(A®) = 1-P(A)

P(A®) =1 — 27
100
P(AC) = 100 — 27
100
P(AC) = 73
100

4.7 INDEPENDENCIA DE EVENTOS

EXEMPLO 21. O governo federal anunciou em 16 de outubro mudanca nas
regras para 0 combate ao trabalho escravo. A norma determinava, entre outras
novidades, que, para configurar a ocorréncia de escravidao, seria preciso comprovar
gue o trabalhador era impedido de se deslocar e que havia seguranca armada no
local para vigia-lo.

O grafico a seguir mostra o numero de pessoas que foram resgatadas em

alguns anos.
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Trabalho escravo
NUumeros de operacdes e resgates
cairam nos ultimos anos

N° de operacoes ®— N° de resgates

5.999

5223

2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

FONTE: Ministério do Trabalho

G‘ Infografico elaborado em: 13/01/2017

Fonte: (MORAIS, 2017)

Os dados informados pelo grafico do nimero de resgate é referente aos
anos 2 000; 2003, 2007, 2013, 2015 e 2016 apenas.

Suponha ser colocados todos os nomes dos resgatados em uma urna e
retirar dois nomes de forma sucessiva e sem reposi¢cao. Qual a probabilidade dos
dois terem sido resgatados no ano 2000?

Resolucéo:

O total de pessoas resgatadas em todos os anos
n(Q) = 16223

O total de pessoas resgatadas no ano 2000

n(A) = 516

O primeiro nome a ser retirado tem probabilidade de

PA) = 516
16223

Para o segundo a ser retirado, como ja saiu um no primeiro sorteio restam do total
n() = 16222

Do total de pessoas resgatadas do ano 2000 como um ja foi retirado restam

n(B) = 515
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Assim o0 segundo nome a ser retirado tem probabilidade

P(B) = 515
16222

Usando o principio multiplicativo podemos dizer que a probabilidade dos dois terem
sido do ano 2000 é

516 515 265740

P(ANnB) = . =
(A4nB) 16223 16222 263 169 506

= 0,001 Aproximadamente
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CONSIDERACOES FINAIS

O proposito deste trabalho foi o de mostrar o0 que os documentos oficiais
falam sobre os contetdos de combinatdria e probabilidade, como os PCNs orientam
gue sejam trabalhados e, em Sergipe, quais 0s conceitos devem ser ensinados em
cada ano no Ensino Fundamental e Ensino Médio.

Ha uma grande quantidade de sugestdes nos PCNs que orientam o0s
trabalhos dos professores de como ensinar estes conteldos nos anos iniciais e
médio. Os principais sdo a utilizacdo de noticias que circulam na midia, que tenham
informacéo ndo necessariamente de matematica exata, mas de ciéncia da natureza
ou humana.

Iniciei a maioria dos conteudos aqui discutidos com um problema motivador,
pois € importante iniciar com algo pratico que o aluno consiga entender para que ele
deve aprender. Na sequéncia, defini e mostrei as férmulas, assim chama a atencao
do aluno, pois 0 que ele vai estudar tem significados claros, percebendo que tera
utiidade para sua vida e quando se faz isso com uma noticia desperta mais
interesse, por ser uma informacgao atual e a mateméatica pode dar a sua contribuicédo
para ajudar a solucionar determinadas situacdes do dia a dia.

As atividades foram elaboradas de acordo com as orientacbes dos PCNSs,
dando énfase as habilidades exigidas no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM),
utilizando noticias atuais dos mais diversos assuntos, sejam de ciéncias naturais ou
humanas.

Para uma verificacao de resultados seria necessaria uma aplicacao utilizando
o modelo tradicional e uma deste modelo para verificar qual deles terd um melhor

resultado.
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