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Resumo

O objetivo dessa dissertacao é trazer uma simplificacao da demonstragao do seguinte
resultado obtido primeiramente por Happel [3]: Se A é uma K-dlgebra de dimensao
finita, entdo existe um funtor pleno, fiel e triangulado H : D°(modA) — lel,
onde A é a algebra repetitiva obtida de A, que é também denso se A é de dimensao
global finita. Iniciamos com uma apresentacao sucinta da linguagem categorica, abor-
dando de maneira geral sobre localizagao de categorias, categorias trianguladas e suas
localizagoes, e finalmente categorias derivadas, que sao categorias localizadas e trian-
guladas. Também introduzimos a categoria estavel de modulos da algebra repetitiva
de A. No ultimo capitulo, demonstramos o resultado principal com o auxilio de um

resultado encontrado em [8], além dos conceitos citados anteriormente.

Palavras Chave: localizacao de categorias, categorias trianguladas, cate-

goria derivada.



Abstract

The aim of this dissertation is to present a simplification of the proof of the following
result obtained first by Happel in [3]: If A is a finite-dimensional algebra over a
field algebraically closed K, then there is a triangulated, full and faithful functor of
triangulated categories H : D°(modA) — modA, where A is the repetitive algebra
obtained from A, which is also dense if A is of finite global dimension. We begin with
a succinct presentation of the categorical language, approaching in general terms
on the localization of categories, triangulated categories and their localizations, and
finally derived categories, which are localized and triangulated categories. We also
introduce the stable category of modules of a repetitive algebra A. In the last chapter,
we demonstrate the main result with the help of a result found in [8], in addition to

the previously mentioned concepts.

Keywords: localization of categories, triangulated categories, derived cat-

egory.



Introducao

Seja A uma élgebra de dimensao finita sobre um corpo k, que serda sempre um
corpo algebricamente fechado. Foi provado em [3] que existe uma imersao fiel e plena
da categoria derivada limitada D°(modA) na categoria estavel modA dos médulos
de dimensao finita sobre a &algebra repetitiva A. Esta imersao ¢ uma equivaléncia
triangulada se, e somente se, A tem dimensao global finita.

Tal demonstracao era considerada um tanto dificil e técnica, entao foi observado
que um resultado de [8] poderia ser usado para fornercer uma prova mais simples, a
qual foi feita em [2].

A ideia dessa dissertacdo ¢ de detalhar as demonstracoes do artigo [2]. Para
tanto, fizemos uma introducao dos conceitos que sao abordados nesse artigo buscando
em vérias referéncias, como [7], [3] e [5]. Desse modo, esse texto pode servir como
referéncia em portugués para leitores que busquem estudar categorias derivadas de
modA.

O texto esta estruturado da seguinte maneira:

Destinamos o primeiro capitulo para conceitos basicos e algumas consequéncias
necessarias para o entendimento nos capitulos posteriores. Estudaremos a teoria de
localizacao de categorias, que é importante para a compreensao do que significa uma
categoria derivada.

No segundo capitulo abordaremos sobre categorias trianguladas, que sao catego-
rias que contam com uma estrutura adicional chamada de triangulacao que é formada

por diagramas chamados de triangulos da forma:

Z
N
(1]

X /

Y

Estudaremos também localizacao de categorias trianguladas e veremos que a classe de
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localizagao tem que ser compativel com a triangulagao. Finalizamos com a abordagem
de quocientes de categorias trianguladas, que de forma resumida podemos dizer que
se trata de uma localizacdo de categorias. Apresentaremos, em todos os quesitos,
alguns resultados relevantes, exibindo as demonstracoes ou citando as referéncias das
provas.

No terceiro capitulo estudaremos categorias derivadas de uma categoria aditiva A
cujos objetos sao complexos formados por objetos de A. Os morfismos da categoria
derivada de A sdo obtidos através da localizacdo da categoria de complexos K (.A)
(com morfismos quocientes pelos homotépicos a zero) pelos quasi-isomorfismos f :
X* — Y* em C(A) para os quais H(f) : H?(X*) — H?(Y*) é isomorfismo para
todo p € Z.

No quarto capitulo abordaremos sobre a categoria estavel de modA onde A é a
algebra repetitiva obtida de uma K-algebra de dimensao finita A. Sabemos que Aé
uma algebra de Frobenius e que modA é uma categoria de Frobenius. Definiremos
entao uma triangulacao para a categoria estavel mifl

No 1ltimo capitulo veremos o resultado principal deste texto. Provaremos que
dada uma k-algebra de dimensao finita A e de dimensao global finita, a catego-
ria derivada limitada D’(modA) é equivalente a categoria estavel da categoria de
Frobenius mod A. Entendemos por dimensao global de uma algebra o supremo das

dimensoes projetivas dos modulos em modA. O seguinte resultado

Teorema 0.0.1. Se A € uma dlgebra de Frobenius, entdo existe uma equivaléncia

DP(modA)

de categorias trianguladas.

foi primordial para a uma simplificacao da demonstragao até entao considerada técnica
em [3].



Capitulo 1
Preliminares

Nessa dissertacao assumimos que o leitor conhece os fundamentos base da teoria
de anéis e médulos nao comutativos, algebras de dimensao finita sobre um corpo,

algebra homoldgica que podem ser encontrados em [9] e [5].

1.1 Categorias e funtores

Defini¢ao 1.1.1. Uma categoria é uma tripla C = (Obj(C), Hom(C), o), onde Obj(C)
¢ chamada classe de objetos de C, Hom(C) é chamada classe de morfismos
de C, e o € uma operacdao bindria parcial sobre os morfismos em C satisfazendo as

sequintes condicoes:

(a) Para cada par de objetos X Y de C associamos um conjunto de morfismos,

denotado por Home(X,Y'), cujos elementos sao chamados morfismos (de C )
de X para Y, tal que se (X,Y) # (Z,U), entao Home(X,Y)NHome(Z,U) = 0;

(b) Para cada tripla de objetos X Y e Z de C a operagdo
o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)
¢ chamada composicao de morfismos e tem as sequintes propriedades:

(i) Se f € Home(X,Y), g € Home(Y, Z) e h € Home(Z,U), entio ho (fog) =
(hof)ogy;
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(i7) Para todo objeto X de C, existe um morfismo
1x € Homc(X,X)

chamado morfismo identidade em X e tal que se f € Home(X,Y) e g €
Home(Z, X), entao foly =f elxog=g.

Denotaremos por X € ObjC ou simplesmente X € C para nos referirmos a um

objeto de uma categoria C.

Definic¢ao 1.1.2. Seja C uma categoria. Dizemos que uma categoria C' € uma sub-

categoria de C quando sao satisfeitas as sequintes condigoes:
(a) Obj(C’) € Obj(C);
(b) Para todo X, Y € C, tem-se Homy (X,Y) C Home(X,Y);
(¢) A composi¢ao de morfismos em C' € igual a composi¢ao em C;

(d) Para cada objeto X € C', o morfismo identidade 1x em C' é o mesmo que em

C.

Dizemos que uma subcategoria C' da categoria C € uma subcategoria plena quando,
para todo X eY objetos em C' tem-se Home/ (X,Y) = Home (X, Y).

Sejam X, Y € ObjC. Um morfismo h : X — X é chamado endomorfismo de X.
Um morfismo p : X — Y é chamado monomorfismo se para cada objeto Z € ObjC
e cada par de morfismos f, g € Home(Z, X) tal que po f = pog, temos f = g.
Um morfismo v : X — Y é chamado epimorfismo se para cada objeto Z € ObjC
e cada par de morfismos f, g € Home(Y, Z) tal que forv =gov, temos f = ¢g. Um
morfismo 7 : X — Y é chamado isomorfismo se existe um morfismo v : Y — X tal
quenov =1y evon=1x. Neste caso, X e Y sao ditos isomorfos, e representamos
com a notagao X =Y.

Dizemos que uma categoria C possui soma direta quando dado dois objetos X;
e X5 quaisquer existe um objeto em C representado por X; @ X, e morfismos f; :
X = X110 Xoe fo: Xog — X1 @ Xy para os quais dado um objeto W e morfismos
g1 : X1 = Wegy: Xo = W existe um tnico morfismo h : X; ® Xo — W tal que
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gi:hofi; \V/’l:1,2

\\M /
N

Definicao 1.1.3. Seja C uma categoria. Dizemos que C é uma categoria aditiva

quando sao satisfeitas as sequintes condicoes:

(a) Para cada conjunto finito de objetos Xy, Xo,..., X, eziste uma soma direta

Xi0Xe®...0 X, emC;

(b) Para cada para X ,Y € ObjC o conjunto Home(X,Y) tem estrutura de grupo

abeliano;
(¢) A composi¢ao de morfismos em C € bilinear;

(d) Existe um objeto 0 € Obj(C), chamado objeto zero de C, tal que o morfismo

identidade 1o € o elemento zero do grupo abeliano Home(0,0).

Para uma categoria aditiva C definimos a categoria oposta C? de C como a
categoria aditiva cujos objetos sdo os mesmos de C ¢ Homeor (X, Y) = Home(Y, X)
para todos X e Y em ObjC. A adi¢do em Homeor (X, Y') é a mesma de Home (Y, X),
¢ a composicao o em Homeor é dada por go f = f o g, onde o é a composicio em
Home. Observe que (C)? = C.

Sejam C uma categoria e C' uma subcategoria de C.

Dizemos que C é uma categoria abeliana quando é uma categoria aditiva, e
cada morfismo f : X — Y em C admite um kernel u : Ker f — X e um cokernel
p:Y — Coker f de f e o morfismo induzido f : Cokeru — Kerp é um isomorfismo,
ou seja, vale o primeiro teorema do isomorfismo.

Uma sequéncia, infinita ou finita, em C,

f’ﬂ f’n*
T Andl Xn - anl
categoria abeliana, é dita exata se Kerf, ; = Imf,, para todos n. Qualquer
sequéncia da forma ( X ! y 2~z 0 ¢é chamada de sequéncia e-

xata curta. Dizemos que uma sequéncia exata curta cinde se existe um morfismo
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h:Y = X (ouh': Z—Y)tal que ho f =1x (ou goh = 1z, respectivamente).

Nesse caso o morfismo f é chamado de segao e o morfismo g é chamado de retragao.

Se a sequéncia () X ! y -2

A 0 ¢é exata que cinde, entao Y = X ¢ 7,
ou seja, X e Z sao isomorfos a somandos diretos de Y.

Dizemos que C' é fechada para soma direta quando para todo X e Y objetos
de C’ temos que X @Y é um objeto de C’. Dizemos que C' é fechado por somandos
diretos quando para todo X objeto de C', com X =Y & Z, tem-se que Y e Z sao
objetos de C’. Dizemos que C’' é fechada para isomorfismos quando para todo
objeto Y de C tal que existe X objeto de C’ isomorfo a Y temos que Y é um objeto
de C'. Dizemos que C’ é fechada por extensoes se para toda sequéncia exata curta
0 L M N 0 em C com L, N € C' tem-se M € ObjC’.

Agora iremos definir alguns conceitos necessarios para a demonstragao do resul-

tado (1.1.5) que serd usado frequentemente neste texto.

Definigao 1.1.4. Sejam C e C' duas categorias. Um funtor covariante F : C — C’

¢ uma regra que associa
(a) a cada objeto X em C, um objeto F'(X) € ObjC" ;

(b) a cada morfismo h : X — Y em C, um morfismo F(h) : F(X) — F(Y) em

C' tal que as segquintes condigoes sao satisfeitas:

(1) F(1x) = 1px), para todo objeto X em C;

(17) Para cada par de morfismos f : X — Y eg:Y — Z em C, temos
F(go f)=F(g)o F(f).

Um funtor contravariante F : C — C' é uma regra que associa
(a') a cada objeto X em C, um objeto F(X) € ObjC’ ;

(b)) a cada morfismo h: X — Y em C, um morfismo F(h) : F(Y) — F(X) em

C' tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) F(lx) = Lrvy, para todo objeto X em C; e

(i4') Para cada par de morfismos f : X — Y eg:Y — Z em C, temos

F(go f) = F(f)o F(g)-
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Sejam F, F’' : C — C' dois funtores. Um morfismo funtorial, ou uma trans-
formacao natural de funtores, U : F' — F’ é uma familia U = {Ux } xconjc de
morfismos ¥y : F(X) — F'(X) tal que, para qualquer morfismo f : X — Y em
C, o diagrama
F(X) 2% F'(X)

F(f) F/(f)
F(Y) -2 F/(Y)

¢ comutativo em C'. Se para cada X € ObjC o morfismo Uy : F(X) — F'(X)
¢ um isomorfismo em C’, dizemos que ¥ é um isomorfismo funtorial ou uma

equivaléncia natural de funtores.

Podemos visualizar um morfismo de funtores pelo diagrama

/

F

/—\ ’
4y e
F
Morfismos de funtores podem ser compostos horizontalmente e verticalmente, ou
seja, consideremos trés categorias C,C’,C" e funtores Fy, Fb:C —C e G1,Gy : C —
C'.Sef:F, — Fye\: Gy — Gy sdo morfismo de funtores, o morfismo de funtores

Aof:GypoFy — Gy o Fy é naturalmente definido. Esquematicamente,

F G1 GioFy
TN , . > ” -\ S TT—s ”
C % C 4 A C" ~C J Aol C
Fy Ga GaokFy

Por outro lado, consideremos trés funtores Fy, Fy, Fy : C' — C" e morfismos de funtores
0:F — Fye\: Fy, — F;. O morfismo de funtores # o \ : I} — F3 é definido

naturalmente, ou seja, (f o \)y = 0x o Ax. Esquematicamente,

) e

C Fr—C" s C J oA c
I —
Py Fs

Um funtor 7' : C — C’ é chamado uma equivaléncia de categorias se existe
um funtor F' : ¢’ — C e isomorfismos funtoriais ¥ : 1o — FT e ® : 1o — TF,

onde 1¢ e 1¢r sdo os funtores identidades sobre C e C', respectivamente. Desse modo,
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F' é chamado de quasi-inverso de T'. Se existir tal equivaléncia, dizemos que C e C’

sao categorias equivalentes e podemos denotar por C = (C'.

Considere o funtor T" : C — C’. Dizemos que ele é denso se para qualquer
objeto Y de C’, existe um objeto X de C e um isomorfismo 7'(X) = Y. Se para todo
X,Y € ObjC o mapa

TXY . HOIIIC (X, Y) I HOIIIC/ (T(X), T(Y))

dado por f — T(f) for sobrejetivo entao T é dito pleno, e se for injetivo dizemos

que T é fiel.

Teorema 1.1.5. Um funtor covariante T : C — C' € uma equivaléncia de categorias

se, e somente se, T' € pleno, fiel, e denso.

Demonstracao. Assuma que T' é pleno, fiel, e denso. Vamos definir um funtor quasi-
inverso F' : (' — C de T da seguinte forma: da densidade de T', dado X’ € Obj(’,
podemos fixar um objeto X de C e um isomorfismo ¢y : X' — T(X) em C'.
Desse modo, fagamos F(X’) = X. Uma vez que T é pleno, dado um morfsmo

f' € Home (X', Y”) podemos escolher f € Home(X,Y) fazendo o seguinte diagrama

X/&;T(X)

f’t lT(f)
% iy; T(Y)

comutativo. Assim, faremos F'(f’) = f. Para verificarmos que F' define um funtor

covariante, considere o seguinte diagrama

D5/

X T(X)

f/i iT(f)
y/gT(Y)

QIL iT(g)

D,
onde os quadrados comutam e, por tanto o seguinte diagrama
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X/&;T(X)

glof'l lT(gof)
7122 (7

também comuta. Do diagrama acima e a forma como definimos F', temos que

F(g'ofy=gof=F(g)oF(f),

isto é, F' preserva composi¢ao. De forma andloga podemos ver que F(lx/) = 1x.
Com efeito, dado o morfismo 1 identidade sobre X', podemos escolher f : X — X

de forma que o seguinte diagrama

comute. Isso nos da que T'(f) = 1px). Como T é funtor fiel, segue que f = 1y,
portanto F'(1y/) = 1x.
Além disso, para qualquer X’ € Obj(C’, o seguinte diagrama

X — 2 TF(X)
y lT(f)
Y — - TF(Y)

é comutativo. Isso no da que a familia {®x}x/conjer de isomorfismos define um
isomorfismo funtorial ® : 1o, — F'T.

Agora, vamos definir um isomorfismo ¥ : 1 — F'T', aproveitando a construcao
anterior, da seguinte forma: para qualquer Z € ObjC, facamos X}, = T'(Z). Entao

Qriz) =P Xy, € da construgao acima temos

D

. TF(XY) = T(FT(Z))

I(Z) = Xy

Uma vez que T' é pleno e fiel, existe um tnico isomorfismo ¥ : Z — TF(Z) tal que
T(\Ifz) = (I)T(Z) = (I)XIZ

Iremos mostrar que {Uz}zcopjc define o nosso isomorfismo funtorial. De fato,
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seja g : Z — V um morfismo arbitrario em C. Precisamos mostrar que o seguinte

diagrama
7—22 L FT(Z)
gi lFT(g)
v— Y S FT(V)
¢ comutativo. Visto que ® : 1z — FT é um isomorfismo funtorial, o seguinte
diagrama
T(Z) "= TF(T(2))
T(g)l lTF(T(g))
T(V) — " TR(I(V)

Das escolhas de Wz e Wy temos que $rz) =T (V) e Pry = T(Vy ). Consequente-

mente, temos

PruyoT(9) =TF(T(g)) oY) =
T(Wy)oT(g) =TF(T(g))oT(Vz) =
T(Wyog)=T(FT(g)oVz) =
Uyog=1FT(g9)oVz

A dltima implicacao segue do fato de T ser fiel. Portanto, o morfismo funtorial

U : 1l — FT é um isomorfismo funtorial.

Reciprocamente, assuma que 7' : C — C’ é uma equivaléncia de categorias e que
F :C — C é um quasi-inverso de 7. Sejam V¥ : ¢ — FT e ® : 1o — TF
isomorfismos funtoriais. Entao, dado X’ € Obj(’, existe um isomorfismo X’ =
TF(X'), temos que T' é denso. Para mostrar que T é fiel, considere f': X' — Y’

um morfismo qualquer em C’. Do isomorfismo de ® temos que o seguinte diagrama

X' TF(X')
r |7
Dy
Y TE(Y')

é comutativo, onde f = F(f'). Sejam f,g € Hom(X’,Y”) e suponha que Fxny(f) =
Fxiyi(g). Isso implica que TFxy/(f) = TFxyi(g), isto é, f = g. Logo F é fiel.
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Similarmente, dado qualquer morfismo h : U — V em C, temos que o diagrama

Yy

U FT(U)
hl lFT(h)
1% W FT(V)

é comutativo, implicando que T é um funtor fiel. Resta mostrar que T" é pleno. Para
tanto, seja f € Home (T(U), T(V)), onde U,V € ObjC e fagamos h = ¢y,' o F(f') o

Yy € Hom(U, V). Da comutatividade do diagrama anterior temos que
F(f) =ty oyt o F(f) othy oty = by o ho oyt = FT(h).

Como F é fiel, segue que f = T(h). O

Quando acharmos conveniente iremos denotar a composicao g o f simplesmente

por gf.

1.2 Localizacao de categorias

Nesta secao continuamos mencionando alguns resultados preliminares que vao nos
dar subsidios para esta dissertacao. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar [7]
e [5].

Sejam A uma categoria e S uma classe arbitraria de morfismos em A.

Definicao 1.2.1. Diremos que S é uma classe de localizag¢ao se satisfaz as sequintes

propriedades:
(LC1) Para qualquer objeto M em A, o morfismo identidade 1, pertence a S.
(LC2) Se s,t sdo morfismos em S, entdo sot € S.

(LC3a) Para qualquer par f € Hom(M,N) e s € Hom(L,N) de S, existem g €
Hom(K,L) et € Hom(K, M) de S tais que o diagrama

K-
v
M?N
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€ comutativo.

(LC3b) Para qualquer par f € Hom(N,M) e s € Hom(N,L) de S, existem g €
Hom(L,K) et € Hom(M,K) de S tais que o diagrama

K<
A9 L
. T
M<l-N

é comutativo.

(LCY) Sejam f,g: M — N dois morfismos. Entdo existe um s € S tal que sof = sog

se, e somente se, existe umt € S tal que fot=got.
Estabelecemos o seguinte resultado

Teorema 1.2.2. Sejam A uma categoria e S uma classe de localiza¢ao em A. Entdo

existem uma categoria A[S™'] e um funtor Q : A — A[S™!] tais que
(i) Q(s) € um isomorfismo para cada s € S;

(ii) Para qualquer categoria B e funtor F : A — B tal que F'(s) € um isomorfismo
para qualquer s € S, existe um unico funtor G : A[S™Y — B tal que F = GoQ),

isto €, temos o sequinte diagrama comutativo de funtores:

B
A[S]

A categoria A[S™'] € iinica a menos de isomorfismo.

A categoria A[S™!] é chamada de localizagao de A em relagao a S.

Agora, vamos descrever os morfismos em A[S™!].

Definicao 1.2.3. Sejam A uma categoria e S uma classe de localizagdo. Um telhado

a esquerda entre M e N objetos de A € um diagrama

L
VRN
M N
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onde f € Hom(A) e s € S. O simbolo ~ denota que a flecha estd em S.

Considere dois telhados a esquerda entre M e N

L L
M N M N

dizemos que eles sao equivalentes se existe um objeto H em A e morfismos p : H — L

e ¢ : H — K tais que o diagrama

comutae sop=toqé€ S.

Com o auxilio das propriedades (LC3a) e (LC4) podemos demonstrar que
Lema 1.2.4. A relacdo acima sobre telhados a esquerda € uma relacdo de equivaléncia.

Analogamente, podemos definir telhados a direita entre M e N como um diagrama

L
PN
M N

onde t € S. E como nos telhados a esquerda, definimos uma relagao, que também ¢é
uma relacao de equivaléncia, da seguinte forma:

Sejam dois telhados a direita,

L K
M N M N
dizemos que eles sao equivalentes se exite um objeto H em A e morfismos p : L —
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Heq: K — H tais que o diagrama

M/pjlx]\f
N

K

comuta e pos = qot € S. Podemos definir uma correspondéncia entre classe
de equivaléncia de telhados a esquerda entre M e N, objetos de A, e classes de
equivaléncia de telhados a direita entre M e N. Por esse motivo, daqui em diante

iremos considerar apenas telhados a esquerda.

Agora, vamos definir a composicao entre classes de equivaléncia de telhados a

esquerda.

Definigcao 1.2.5. Sejam

um telhado a esquerda entre N e P. Entao, por (LC3a), existe um objeto U e mor-

fismosu:U — L em S eh:U— K tais que

U

P AN

L K
g NN
M N P
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¢ um diagrama comutativo. Ele determina o telhado a esquerda

U
s y \{h
M P

Pode-se provar que a classe de equivaléncia do telhado composicao independe das
escolhas da definicao acima. Ela vai depender somente das classes de equivaléncia do

primeiro e segundo telhado & esquerda, ver [7].

A categoria A[S™!] é equivalente & categoria que tem como objetos os objetos de
A e como morfismos as classes de equivaléncia de telhados a esquerda. Esquematica-

mente temos que,

A A[S™Y
Q

L —> L
/ X Qy Y{(f)
M N M N
onde podemos escrever o morfismo ¢ : M — N, que esta representado pela classe

de telhado a esquerda em A[S™!], por ¢ = Q(f) o Q(s)~!. Estamos enxergando os

morfismos de A[S™!] como diagramas em A.

Além disso, se f: M — N é um morfismo em A entao Q(f) é o telhado

M
2N
M N

O préximo lema serd 1til para definirmos somas de morfismos em A[S™!] vistos

como telhados a esquerda.
Lema 1.2.6. Sejam

L
SN
M N

telhados d esquerda representando morfismos @; : M — N, 1 < i <n, em A[S7].
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Entao existe um objeto L em A, s € S e morfismos g; : L — N tais que os telhados

L
LN
M N
reprentam p; para todo 1 <1 < n.

1.2.1 Localizacao de categorias aditivas

Nessa se¢ao vamos assumir que A é uma categoria aditiva e que S é uma classe de
localizacao de morfismos em A. Uma primeira observacao é que podemos reescrever

a propriedade (LC4) da definigdo da seguinte forma:

(LC4’) Seja f : M — N um morfismo. Entao existe s € S tal que so f = 0 se, e

somente se, existe t € S tal que fot=0.

A localizacao A[S™!] tem uma estrutura natural de uma categoria aditiva tal que o
funtor @ : A — A[S™!] é aditivo. O préximo resultado nos dird como somar telhados.
Sejam M e N dois objetos em A. Sejam ¢ e ¥ morfismos em Hom 4g-1)(M, N) entao
por (1.2.6), existe um objeto L em A, s € S e f,g: L — N tal que representamos
@ e 1 pelos telhados

L L
N AN
M N M N
respectivamente.

Lema 1.2.7. O morfismo M — N determinado pelo telhado a esquerda

L
/ Y‘g
M N
depende apenas de ¢ e 1, isto é, independe da escolha de L ,s, feg.

Teorema 1.2.8. Sejam A uma categoria aditiva e S uma classe de localizacao. Ezxiste

uma categoria A[ST'] e um funtor aditivo Q : A — A[S™'] tais que
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(i) Q(s) € um isomorfismo para cada s em S;

(i) Para qualquer categoria aditiva B e funtor aditivo F' : A — B tal que F(s) € um
isomorfismo para cada s em S, existe um unico funtor aditivo G : A[S™'] — B

tal que F' = G o Q, isto €, temos o sequinte diagrama comutativo de funtores:
Jj /
A[S™]

A categoria A[S™Y] € tinica a menos de isomorfismo.

O seguinte lema ¢ uma caracterizacao do morfismo zero na categoria localizada.

Lema 1.2.9. Seja ¢ : M — N um morfismo em A[S™!| representado pelo telhado

L
PN
M N
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) ¢ =0;

(ii) Ezistet € S tal que fot=0;

a esquerda

(ii1) Ezistet € S tal queto f =0.

Demonstragao. Suponha que ¢ = 0. Como ¢ = Q(f) o Q(s)™!, temos que Q(f) o
Q(s)~' =0 o que implica que Q(f) = 0. Assim, o telhado & esquerda

L
N
L N

representa o morfismo zero em Hom gs-1(L, N). O morfismo zero entre L e N ¢é

representado pelo telhado a esquerda

L
ZEN
L N
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Consequentemente, esses telhados a esquerda sao equivalentes, isto é, existe U em A

et:U — L tal que o diagrama

&~

1p
N t

L

_

c

~

t

\\fN
“

Ju—
&~
-

t~

é comutativo et € S, implicando que fot = 0. Reciprocamente, suponha que fot = 0,
assim Q(f) o Q(t) = 0. Consequentemente, Q(f) =0e ¢ = Q(f) o Q(s)"' = 0. Pela

propriedade (LC4’) as condigoes (ii) e (iii) sao equivalentes. O

Corolario 1.2.10. Seja f : M — N um morfismo em A. FEntio as sequintes

condicoes sao equivalentes:
(i) Q(f) = 0;
(ii) Existet € S tal queto f =0;
(i11) Ezistet € S tal que fot =0.
Dos resultados acima temos a seguinte consequéncia.
Lema 1.2.11. Seja f: M — N um morfismo em A. Entao:
(i) Se f é um monomorfismo, entao Q(f) é um monomorfismo;
(i) Se f é um epimorfismo, entao Q(f) € um epimorfismo.

Demonstracao. E suficiente demonstrar o item (1), pois uma vez que mudamos de A
para AP, (i) e (ii) sao equivalentes.

Seja ¢ : L — M um morfismo em A[S™!] tal que Q(f) o » = 0. Entao, podemos

U
AN
L M

e temos que ¢ = Q(g) o Q(s)~L. Isso nos dd

representar ¢ pelo telhado

0=Q(f)op=Q(f)oQ(g)oQ(s) ' =Q(fog)oQ(s)™"
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e Q(f og). Pelo lema (1.2.11), segue-se que existe t € S tal que fogot =0. Como
f é monomorfismo, isso implica que g ot = 0. Usando, novamente, o lema (1.2.11),
temos que Q(g) = 0. Dai, o = Q(g) o Q(s)~' = 0. Portanto, Q(f) ¢ monomorfismo.

Ul

1.3 Ideais e categorias quocientes

Nesta se¢ao vamos definir o conceito de categoria quociente por um ideal. Nao
devemos confundir com o conceito de categoria triangulada quociente introduzida na
segdo (2.5) que é uma localizagdo. Ficard claro para o leitor pelo contexto de qual

categoria estaremos falando no presente texto.

Definigao 1.3.1. Seja A uma categoria aditiva e T uma classe de morfismos de A.
Denotemos por Z(M,N) =ZNHoma(M,N). Un ideal bilateral, ou simplesmente

tdeal, T de A ¢ uma classe de morfismos tal que:

(i) Para cada par de objetos M eN em A, Z(M, N) é um subgrupo de Hom 4(M, N).

(ii) Se f € Homa(M,N), g€ Z(N,L) e h &€ Homua(L, W), entao

hogo feI(M,W).

Visto isso, podemos definir a categoria quociente T entre uma categoria aditiva

A
A e um ideal Z de A, de forma que os objetos de T sao os mesmos os objetos de A

e para cada par de objetos M e N, o grupo abeliano

HomA(M, N)
Z(M, N)

sao os morfismos de M a N. Por conseguinte, podemos estabeler o seguinte mapa

Hom yj7z(M,N) =

Homg/7(N, L) x Hom (M, N) — Hom/z(M, L)

(@, f) — gof

que estd bem definido. De fato, sejam f = f € Homu/(M,N) e g = qJ €
Hom z(N,L), isto é, f — f € I(M,N) e g—g €ZI(N,L), entdo

/

gof—gof =gof—gof+gof —gof=go(f—f)+(g—g)of
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que pertence a Z(M, L), ou seja, go f = g' o f' e, portanto o mapa acima estd bem
definido.

Proposigao 1.3.2. Seja A uma categoria aditiva e Z um ideal de A. Entao a cate-

goria quociente T ¢ aditiva e o funtor quociente F : A — T € aditivo.

O seguinte resultado nos diz que a categoria quociente satisfaz uma propriedade

universal.

Teorema 1.3.3. Seja G : A — B um funtor aditivo entre duas categorias aditivas e
T um ideal de A. Se para qualquer par de objetos M e M' em A, G(f) = 0 para todo

f € Z(M, M), existe um tnico funtor aditivo H : T B tal que G=HoF.

1.4 Algebras repetitivas

Nessa secao falaremos sobre algebras repetitivas, um dos conceitos necessarios
para nosso objetivo principal que é o Teorema (5.2.1). Neste trabalho k£ é um corpo
algebricamente fechado. Os resultados dessa segdo podem ser encontrados em [3].

Se A é uma k-algebra de dimensao finita basica, entao ela possui uma decom-
posicao A = Ae; @ Aes @ --- ® Ae, em mobdulos projetivos que nao se repetem.
Considere o funtor D = Hom(—, k) : modA — modA, da categoria de médulos fini-
tamente gerados nela mesma, que leva projetivos em injetivos e vice-versa, ou seja,
D(P;)) = Hom(Ae;, k) = I;. O funtor D ¢é uma dualidade, ou seja, uma equivaléncia
de modA em modA contravariante. Denotemos DA por () que é o cogerador minimal
em modA, isto é, dado M € modA, existe r tal que existe 0 —= M —— DA" = Q" .
Além disso, @ é um A-bimédulo: dados a’, a” € Ae p € Q = Hom(A, K) temos que
para todo a € A, (a'a")(a) = ¢(a"ad).

Dizemos que uma &lgebra B, possivelmente de dimensao infinita, é uma algebra
de Frobenius se B é localmente limitada, isto é, existe um conjuto completo {e; },es
de indepotentes primitivos ortogonais dois a dois tais que Be, e e, B sao de dimensao
finita sobre k, Vo € I e, se B-moddulos projetivos indecomponiveis coincidem com os
B-moédulos injetivos indecomponiveis.

Agora, iremos definir a algebra repetitiva de A denotada por A. Esta algebra
¢ de dimensao infinita e uma algebra de Frobenius. Sabemos que para definir uma
algebra, primeiro definimos um espago vetorial e depois estabelecemos o produto entre

vetores. Assim, como espaco vetorial temos que
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A=PaeP=-PAasq

i€Z i€Z i€z
Vamos denotar um elemento em A por (a;, ¢;)icz, onde a; € A, ¢; € @) com
apenas uma quantidade finita nao nulos. A multiplicacao entre dois elementos serd

dada por

(@i, ©i)i-(bis )i = (ai-bi, aig1; + @iby)i.

Assim A ¢ localmente limitada. Podemos considerar A como uma algebra de

matrizes duplamente infinita, sem identidade

0 0
Ay 0
A— Qi1 A
Qi Ay
0 Qit1
0 0

em que as matrizes tem uma quantidade finita de elementos nao nulos e A; = A na
diagonal principal, ); = ) Vi € Z abaixo da diagonal principal, com todas as outras
entradas iguais a zero.

Os A-médulos podem ser escritos da seguinte maneira: M = (M;, f;);, onde M;
sio A-médulos e f; : Q ®4 M; — M4y tal que (1® f;)fi,; = 0 para todo i € Z.
Podemos representar M € A por

o M, ~I-2 M, ~of-1 M, ~Jo M, ~J1 My - - -

Para os exemplos a seguir utilizamos as referéncias [6], [9] e [10]. Segue de [10]
que podemos descrever a algebra k;@ de qualquer aljava () por uma aljava Q"¢ com

relacoes da seguinte forma:

e Os vértices de Q""" sao denotados por i[n], onde Qq e n € Z;

e Para qualquer flecha i — j de @ e qualquer inteiro n, existe uma flecha i[n] —
jlnl;
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e Para qualquer caminho maximal w : ¢ — j de () e qualquer inteiro n, existe

uma flecha w* : j[n] — i[n + 1] (estas sdo chamadas flechas de conexao).

Em [10], as flechas w*[n] passariam de j[n] para i[n — 1], pois nossa definigdo para a
algebra repetitiva, que segue de [3], usa diferentes convengoes do que aqueles em [10].

As relagoes sao obtidas da seguinte maneira:

e Um caminho pleno é um caminho da forma v[n]w*[njuln + 1] , onde w = uv é
um caminho maximal em (). Entao, qualquer caminho que nao seja subcaminho

de um caminho pleno é uma relagao;

e Se w; = wvr; € Wy = UWTy sao dois caminhos maximais em (), entdao o

elemento z; [n]wi[n]ui[n + 1] — xa[n]wi[n|uz[n + 1] é uma relagao.

Exemplo 1.4.1. Seja (Q uma aljava do tipo A4 dada por

2/1\4
/

3
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A aljava QTP é:

~,
PN
o[1] A[1]
S /
31 .
T 1
PN
2[2] 4[2]
e
e

As relacoes sao:

(ab)*c = c*a = b(ab)(ab)* =0, (ab)(ab)* = cc™.

Exemplo 1.4.2. Seja QQ a aljava do tipo Dy dada por

1

|

2

/N

3 4
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A aljava QP ¢:

N
3[1 A[1]
(N /)
1[2]
|
2[2]

As relacoes sao:

(ab)*ac = (ac)*ab = ac(ac)*a = ab(ab)*a = 0, b(ab)* = c(ac)™.
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Capitulo 2
Categorias Trianguladas

Definicao 2.0.3. Seja C uma categoria aditiva e T um automorfismo de C. O auto-
morfismo T € usualmente chamado de funtor translagao. Uma séxtupla (ou um
triagngulo) (X,Y,Z, f,g,h) em C € dado por objetos X,Y,Z € ObjC e morfismos
f:X—=Y g:Y—>Zeh:Z—TX, que também podemos denotar pelo diagrama

Xty tszr(X)
Também representamos esquematicamente como,

A

N
(1]
7 Y

Um morfismo de séxtuplas (ou de triangulos) é um diagrama comutativo

X

X Y Z T(X)
X' Y’ A T(X")

Se u,v e w forem isomorfismos, dizemos que o morfismo de triangulos é um isomor-
fismo. Um conjunto T de séxtuplas em C € dito uma triangulacao de C, se as sequintes
condigoes sao satisfeitas. Os elementos de T sdo entao chamados de triangulos dis-

tintos.

(TR1.a) Qualquer triangulo isomorfo a um triangulo distinto € triangulo distinto.
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(TR1.b) Para qualquer objeto X em C,

0

[, \

X = X

€ um triangulo distinto.

(TR1.c) Para qualquer morfismo f: X — Y em C, existe um triangulo distinto

A

AN

X

(TR2)
Z
h X
(1]
X 7 Y
¢ um triangulo distinto se, e somente se,
T(X)
=T(f) h
(1]
Y 7 Z
¢ um triangulo distinto.
(TR3) Seja
X Y Z T(X)

i L Jrw

X' Y’ VA T(X")

um diagrama onde as linhas sao triangulos distintos e o primeiro quadrado é
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comutativo. Entao existe um morfismo w : Z — Z' tal que o diagrama

¢ um morfismo de triangulos.

(TR4) Sejam f, g e h = go f morfismos em C. Entao o diagrama

f a

X Y A TX)
1Xi gl iT(lx)
Xtz tey T(X)
|l 7
y sz x T(Y)

Xty gz o7(X)
1x g u T(1x)
X sz tsy T(X)
f 1z v (f)
y L7 x T(Y)
a b 1y T(a)
7 —=Y ——= X' —=>T(Z")

em que as quatros linhas sao triangulos distintos e as flechas verticais sao mor-

fismos de triangulos distintos.

Uma reformulac¢do do axioma (T'R4), que também é conhecido como axioma do

octaedro, é dada por

(TR4’) Sejam f : X — Y eg: Y — Z dois morfismos. Se temos trés triangulos
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distintos

p—1-F—2-g—L-T(D)
tal que o diagrama

x—t-y—L .p—L.rXx)

X—ltsz—tF T(X)
q i lT(f)
E E—T()

g

g// ]//
TY)—T(D
(V) ;= T(D)

comuta.

Agora, iremos definir um funtor que vamos utilizar bastante no decorrer do texto

denominado funtor exato (ou triangulado), mas antes precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 2.0.4. Sejam C e D duas categorias trianguladas. Um funtor aditivo

F:C — D é chamado de graduado seT' o F' € isomorfo a F'oT

Considerando o funtor graduado F' : C — D, ele sera chamado de funtor exato

(ou triangulado) se F' mapear triangulos distintos em triangulos distintos.
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Observacao 2.0.5. Claramente, por (TR2), um triangulo distinto

Z

N
(1]
7 Y

X

leva a um diagrama infinito

—T-1(h -7
vz Yy Lyt oy D (2.1)
Lema 2.0.6. Seja
Z
h N
(1]
X 7 Y

um triangulo distinto. Entao a composicao de quaisquer dois morfismos consecutivos

no triangulo € igual a 0, isto €,
gof=hog=T(f)oh=0

Demonstracao. Iremos mostrar que g o f = 0, os outros casos seguem de forma

andloga. Considere o diagrama

Por (TR1) as linhas no diagrama sao triangulos distintos. Por (T'R3) existe um

morfismo u : 0 — Z que completa o diagrama acima a um diagrama

que é um morfismo de triangulos. Visto que u deve ser o morfismo zero e da comu-

tatividade do quadrado do meio, segue que go f = 0. |
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Claramente, pelo lema acima, se temos um funtor ' : C — A, de uma categoria

triangulada a uma categoria abeliana, e tomamos um triangulo distinto

A

N
(1]
7 Y

X

teremos

F(g)o F(f) =0.

Além disso, a sequéncia longa de morfismos (2.1) nos dé o seguinte complexo

F(T~*(h)) ) F(f) F(g)

L F(TN(2)) F(X FOY) 2% pzy S prx L 0.9)

de objetos em A.

Definigao 2.0.7. Dizemos que um funtor aditivo F' : C — A € um funtor coho-

moldgico se para qualquer triangulo distinto

A

/ \
f

X

temos uma sequéncia exata

em A.

Desse modo, temos que o complexo anterior para um funtor cohomologico F' é exa-
to. Para finalizar vamos definir subcategorias trianguladas. Seja C uma categoria

triangulada. Seja D uma subcategoria de C tal que
(TS1) O objeto zero esta em D;
(TS2) para quaisquer dois objetos X e Y em D, X @Y estd em D;

(TS3) um objeto X em C estd em D se e somente se T(X) esta em D;
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(TS4) para quaisquer dois objetos X e Y em D e um morfismo f: X — Y existe um
objeto Z € D tal que
Z

[1] \

X f

Y

¢ um triangulo distinto em C.

Entao, se C é uma categoria aditiva, claramente todo triangulo com vértices
que sao objetos em D define uma estrutura triangulada em D, isto é, D é
uma categoria triangulada. Além disso o funtor inclusao é exato. Desse modo,

dizemos que D é uma subcategoria plena triangulada de C.

2.1 Algumas propriedades de categorias triangu-

ladas

Como o préprio topico sugere iremos abordar algumas propriedades dessas cate-
gorias.

Seja f : X — Y um morfismo. Dado U em C, categoria triangulada, temos o mor-
fismo induzido Hom(U, f) : Hom¢(U, X) — Hom¢(U,Y') dado por Hom(U, f)(¢) =
foe, e Hom(f,U) : Home(Y,U) — Home (X, U) dado por Hom(f, U)(¢) = po f.

Dado um triangulo distinto

A

y X
(1]
f

e um objeto U em C, temos que os morfismos f, g e h induzem morfismos nos

X

seguintes complexos infinitos de grupos abelianos a partir do complexo (2.2)

Hom(U, f) Hom(U,g) Hom(U,h)

Home (U, X)

Home(U,Y)

Hom¢ (U, Z)

Hom(g,U) Hom(f,U)

Hom¢(Z,U) Home (Y, U) Home (X, U)
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Tais complexos sao sequéncias exatas de grupos abelianos, como afirma o seguinte

resultado.

Proposigao 2.1.1. Sejam C uma categoria triangulada e A uma categoria de grupos

abelianos. Dado U um objeto em C, temos

(i) O funtor covariante Home(U, —) : C — A, dado por X — Hom¢ (U, X), € um

funtor cohomolégico.

(ii) O funtor covariante Home(—,U) : CP* — A, dado por X +— Home(X,U), €

um funtor cohomoldgico.

Lema 2.1.2. Seja

X Y A T(X)

l l lw Jreo

b Y/ 7! T(X’)

um morfismo de dois triangulos distintos. Se dois dos morfismos u, v e w sdao

isomorfismos, o terceiro também é um isomorfismo.

Esse resultado implica que o terceiro vértice em um triangulo distinto é determi-
nado a menos de isomorfismo. Para isto, basta tomar o morfismo de dois triangulos

distintos baseados em um mesmo morfismo f : X — Y. Esquematicamente

Esse vértice serd chamado de cone de f.

Lema 2.1.3. Seja

N

um triangulo distinto em C. Se dois de seus vértices sao isomorfos a 0, o terceiro é

X

Y

isomorfo a 0.
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Demonstracao. Fazendo uma rotacao no triangulo, podemos assumir que ele é igual
a
Z

1] \

ou seja, Z é o cone do isomorfismo 1o : 0 — 0. Por (T'R1b), temos que o objeto 0

0

0

nos da seguinte triangulo

0
N
OTH)

e, portanto o cone é isomorfo a 0, visto que

1o 1o

O=—-20O
O=——"-09O
g
-
~ -

=
<)

é um isomorfismo. 0

Lema 2.1.4. Seja

um triangulo distinto. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) f € um isomorfismo;
(ii) Z =0.

Demonstracao. Basta considerar o morfismo do triangulo acima com o triangulo

adquirido do objeto X, que (T'R1b) garante, e usar o Lema (2.1.2). O

Podemos ver (T'R3), de forma mais sofisticada, como nos sugere o seguinte resul-
tado.
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Proposicao 2.1.5. Sejam

Z
h ‘Y
(1]
X 7 Y
e
Zl
1% ‘\\g’
(1]
/ /
X 7 Y

X Y A T(X)
[ \ [

u | vl w | | T (u)
i i \l

X’ Y’ Z' T(X")

e as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) g ovo f=0;

(ii) Existe u tal que o primeiro quadrado no diagrama é comutativo;
(111) Existe w tal que o sequndo quadrado no diagrama € comutativo;

(iv) Existem u e v tais que o diagrama € um morfismo de triangulo. Se essas

.~ ~ . . !’ .. ’ s .
condigoes sao satisfeitas e Hom(X, Z [—1]) = 0, o morfismo u em (it) € unico.
Demonstragao. Mostraremos (i) se, e sé se, (7). Temos que a seguinte sequéncia

Hom(X, Z'[~1]) — Hom(X, Z'[~1]) 2=~ Hom(X, X') —%~ Hom(X, Z')
é exata, pela Proposicio (2.1.1). Portanto, se g.(vo f) = g ovo f = 0, temos que
vof € Kerg, =Imf, daf para algum u: X — X', vo f = f.(u) = f ou. Logo
(1) implica (ii). Além disso, temos que se Hom(X, Z'[~1]) = 0, entdo Ker f, = 0
que nos da a unicidade de u. Reciprocamente, suponha que exista u tal que o primeiro

quadrado no diagrama é comutativo. Como g o f = 0, pelo Lema (2.0.6), temos
govof=gofou=0
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como querfamos. (i) se, e 86 se, (ii1) é de forma andloga, e (i7) implica (iv) segue de
(TR3). O

Podemos ver “soma direta’de triangulos distintos da seguinte maneira:

Lema 2.1.6. Sejam
Z

7
(1]
7 Y

X

Z/
5N
(1]
Yl

/
X 7
dois triangulos distintos. Entao
zZeZ
=
(1]
XoX , Yov

fef

€ um triangulo distinto.
Corolario 2.1.7. Sejai: X — X @Y a inclusao natural ep : XY — Y. Entao
Y
S X
1]

X : XaeY

7

¢ um triangulo distinto.
Demonstragao. Dados X e Y, por (T'R1), temos os seguintes triangulos distintos

0

AN

1x

X
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0
AN\
Y———Y
Por (T'R2), temos que
Y
‘\1y
(1]
0 Y

também é um triangulo distinto. Dai, pelo lema anterior, podemos somar o primeiro

e terceiro triangulo distinto e o resultado é um triangulo distinto. O

Corolario 2.1.8. Seja

0 X
(1]

u

X A

um triangulo distinto em C. Entao existe um isomorfismo ¢ : X &Y — Z tal que
o diagrama
X—>XoYyLtsy—%T(X)

o ] e

X—t sy —"s7—5T(X)

¢ um isomorfismo de triangulos.

Em particular, a composicio s = ¢ os, onde j :' Y — X @Y € a inclusao

canonica, satisfazvos = ly.

Demonstracao. Rotacionando a comutatividade do diagrama

X—>XaoYVtsy —%T(X)

1x 1Yi lT(lX)

X—t -y —"s7—5T(X)

e usando os axiomas (T'R2) e (T'R3), temos que existe p : X ® Y — Z tal que o
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diagrama
X—4xovy ey —%T(X)

e

X—4 sy —"s7-%T(X)

é um isomorfismo de triangulos e pelo Lema (2.1.2) , temos que ¢ é um isomorfismo.
Além disso, vo s =vopoj, pela comutatividade do quadrado do meio do diagrama

acima, temos vos =poj =1y 0

Finalizamos essa se¢ao com o seguinte lema que serda usado na demonstracao do
Teorema (5.1.1).

Lema 2.1.9. Seja C uma categoria triangulada e X ! y Lz rx um

triangulo distinto. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) [ =0;

(ii) g € uma segao;

(111) h € uma retragao.

Demonstracao. Se f = 0 podemos considerar o seguinte morfismo de triangulos dis-

tintos.

) gy

A existéncia de ¢g' é garantida por (T'R3). Assim g o g = 1y, consequentemente g é

~ . ’ ~ . ’
uma se¢ao. Reciprocamente, se g é uma secao, existe g tal que

Xty fog oy
o b
0—=Y =Y ——=0

¢ um morfismo de triangulos distintos. Em particular, 1y o f = 0 = f = 0. Do

mesmo modo podemos mostrar a equivaléncia entre (i) e (7). O
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2.2 Monomorfismos e epimorfismos em categorias

trianguladas

Seja C uma categoria e X,Y € ObjC. Sejam i : X — X @Y a inclusao canénica
ep: X®Y — X a projecao canonica. Entao temos que poi =1x. Seioa =10

para algum morfismo «, temos que
a=poioa=0.

Logo i é monomorfismo. Analogamente, se 5o p = 0 para algum morfismo 3, temos
B=pPBopoi=0.

Logo p é epimorfismo. O proximo resultado nos diz que esses monomorfismos e

epimorfismos sao praticamente os tinicos na categoria triangulada.

Proposicao 2.2.1. (i) Seja f : X — Y wm monomorfismo em C. Entao existe
um objeto Z em ObjC e um isomorfismo ¢ : X & Z — Y tal que f € a

composicao da inclusao natural i : X — X & Z com .

(ii) Seja f: X — Y um epimorfismo em C. Entao eziste um objeto Z € ObjC e
um isomorfismo v : X — Y @ Z tal que f € a composicao de ) com a projecao
natural p : X @Y — X.

Demonstragcao. Sejam f: X — Y um monomorfismo em C e
A

% X
(1]
!

um triangulo baseado em f. Pelo Lema (2.0.6), temos que f o T 'h = 0. Como f é

X

monomorfismo, segue que T-'h = 0 e h = 0. Assim, por (2.1.8), segue o resultado.

O item (i7) segue de modo andlogo. O
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2.3 Localizacao de categorias trianguladas

Seja C uma categoria triangulada. Uma classe S em C é compativel com a

triangulacao se ela satisfaz as seguintes propriedades:
(LT1) Para qualquer morfismo s, s € S se, e somente se, T'(s) € S

(LT2) O diagrama

X Y Z T(X)
l L |7
X' Y’ VA T(X")

onde as linhas sao triangulos distintos, o primeiro quadrado é comutativo e

s,t € S pode ser completado a um morfismo de triangulos

onde p € S.

Seja C uma categoria triangulada e S uma classe de localizacao em C compativel
com a triangulagao. Se considerarmos o funtor quociente @ : C — C[S™!], temos
que dado s € S, (QoT)(s) = Q(T(s)) é um isomorfismo. Entdo temos o seguinte
diagrama comutativo

T

C—C

o) 9
ClS ——C[S]

Ts

E claro que Ts é um automorfismo da categoria C[S~!]. Por abuso de notacio o

denotaremos simplesmente por T'. Dizemos que um triangulo

N
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em C[S™'] é distinto quando existe um tridgulo distinto

N

em C e um isomorfismo de triangulos

U V

em C[S™!]. Observe que os morfismos a,b e ¢ sdo telhados de morfismos. Temos o

seguinte resultado

Teorema 2.3.1. Seja C uma categoria triangulada e S uma classe de localizagcao em

C compativel com a triagulacdo. A categoria C[S™'] € triangulada. O funtor natural

Q :C — C[S™!] € exato.

2.4 Categorias abelianas e trianguladas

Uma categoria A é semissimples se qualquer sequéncia exata curta em A cinde.
Assuma que C é uma categoria abeliana. Afirmamos que toda categoria triangulada

C é semissimples. De fato, seja

uma sequéncia exata curta em C. Entao, g é um epimorfismo, e por (2.2.1), existe
um objeto U € ObjC e um isomorfismo ¢ : Y — Z @ U tal que g = po ), onde p é
a projecao p: Z e U — Z. Seja s a composicao da inclusao i : Z — Z & U com o

inverso de 1. Assim,

gos=govloi=poyoytoi=1y,
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ou seja, a sequéncia acima cinde. Além disso, todo triangulo distinto baseado em f é
da forma
T(Ker f) @ Coker f

/\

onde os morfismos h e [ sao obtidos do diagrama:

T(Ker f) @ Coker f 0

e

onde i : Ker f — X éainclusaoe g : Y — Coker f é a projecao. Por outro lado, Se C

é uma categoria semissimples com automorfismo 7' : C — C, entao C é triangulada

com triangulos distintos isomorfos a triangulos da forma

0p1ly

0 0
t =
lookerf 0

O proéximo resultado sera utilizado em uma demonstragao da préxima segao.

com

Proposicao 2.4.1. Seja D uma categoria triangulada. Qualquer diagrama comuta-
tivo
X —Y

]

X/ > Y/
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pode ser estendido a um diagrama

X Y Z TX
X' Y’ Z' TX'
X// Y// Z// TX//

TX TY 77 T:X

onde todos os quadrados sao comutativos, com exce¢cao do quadrado inferior direito
que anticomutativo(comuta a menos de um sinal negativo). Além disso, cada uma

das linhas e colunas sao triangulos distintos.

2.5 Quociente de categorias trianguladas

Dada uma categoria triangulada e uma subcategoria triangulada, podemos cons-
truir outra categoria triangulada usando o quociente, que se trata de uma localizagao

de categorias. Para tanto precisamos discutir sobre Kernel de funtores exatos.

Definicao 2.5.1. Seja F : D — D' um funtor exato de categorias trianguladas.
Definimos o Kernel de F, e denotamos por Ker(F'), como sendo a subcategoria D"

de D plena e triangulada dada pelos objetos
Obj(D") = {X € Obj(D) | F(X) = 0}

Lema 2.5.2. Seja D uma categoria triangulada. Seja D C D uma subcategoria plena

triangulada. Definamos

f € Hom(D) tal que existe um triangulo distinto }

S —
{X f y 25zt gpx deD com Z isomorfo a um objeto de D’
(2.3)

Entao S € uma classe de localizagao compativel com a estrutura triangulada de D

. /
associada a D
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Demonstra¢ao(LC1) 1x € S pois para objeto X em D temos um triangulo distinto

(LC2

(LC4)

X X 0 0

em D e o 0 é um objeto de D’

Sejam f: X - Y e: g:Y — Z em S, mostraremos que go f € S. Tome trés

triangulos distintos

Xty P oy

XL 0,2 Tx

g D3 ds

Y 7 Q3 TX

Por hipétese @, e @, sdo isomorfos a objetos de D'. Por (T'R4) existe um

triangulo distinto )4 Q2 Q3 TQ: Uma vez que D é uma sub-
categoria triangulada temos @, é isomorfo a um objeto de D’. Portanto,

gofes.

Seja a : X — Y um morfismo e t : Z — X um elemento em S tal que aot = 0.
Queremos encontrar s € S tal que s o a = 0. Escolha um trianguo distinto

baseado em ¢

Q
N,

Uma vez que a ot = 0 pela proposigao (2.1.5), existe um morfismo i :  — Y

Z

tal que i 0 ¢ = a, como podemos ver no diagrama

t

) Gy B o
|
’
Y

—Y

Z

1x

~

S

w



Por (T'R1) podemos escolher um triangulo distinto

Q >y =W TQ

’ . . /
como () é isomorfo a um objeto de D temos que s € S, uma vez que

s

Y w TQ TY

¢ um triangulo distinto. Desse modo, temos que soa = soiog. Como soi =0

por (2.0.6) segue que soa = 0. A reciproca segue de modo andlogo.

(LT1) Como D' é subcategoria triangulada, ela é invariante pela translacio T' e sabe-

mos que os triangulos distintos também sao.

(LT2) Suponha que temos diagrama comutativo

X—Y
b
X/ > Y/

com s,t € S. Pela proposi¢ao (2.4.1), podemos estender o quadrado acima a

um diagrama

X Y Z TX
t

X' Y’ zZ' TX'

X// Y// Z// TX//

TX TY T7Z T2X

Como s e t sao elementos de S, vemos que X e Y sdo isomorfos a objetos
de D'. Uma vez que D' é uma subcategoria triangulada e a terceira linha do
diagrama anterior é um triangulo distinto, segue que Z isomorfo a objeto de
D', consequentemente o morfismo Z — Z estd em S. Por fim, mostraremos

que vale a propriedade (LC3b) e o caso (LC3a) segue de modo andlogo.

(LC3b) Suponha f : X — Y um morfismo e £ : X — X um elemnto de S. Quere-

mos encontrar os morfismos repesentados pelas flechas pontilhadas no diagrama
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abaixo

X—Y
-
X' =W

com o morfismo Y — W em S, de forma que o diagrama comute.

Tomemos um triangulo distinto

A
h
a9

X 7 Y

Usando (T'R1) e (T'R2) podemos escolher um triangulo x’ Yy’ 7z Ly
Por (LT1), (LT2) e (T'R2) podemos completar o diagrama

X—=Y—>7—>TX

lt s’ \le th

v

X' Y’ A TX'

com s € S.
U

Definicao 2.5.3. Seja D uma categoria triangulada. Seja B uma subcategoria trian-

D
gulada plena. Definimos a categoria triangulada quociente 3 como B S~ID,

onde S € classe de localizacao de D associada a B, pelo lema anterior. O funtor

localizacao Q) : D — — € chamado de funtor quociente.

B

O funtor quociente satisfaz a seguinte propriedade universal: Se F' : D — D' é

funtor exato em uma categoria triangulada D’ tal que B C Ker(F) entdo existe um

/ D ! /
unico funtor exato F' : 3 — D talque F=F oQ.
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Capitulo 3
Categorias Derivadas

Seja A uma categoria aditiva. Um complexo em A é uma sequéncia

n—1 n

d
X ...HXn—IXH.Xn*X>Xn+14>...

tal que d’% od’y ' = 0. Os morfismos d’ sdo chamados de diferenciais. Sejam X* e Y'*
dois complexos em A, um morfismo de complexos f : X* — Y* é uma familia de

morfismos [ : X" — Y", Vn € Z tal que o diagrama

n—1 n

d%

X "'4>X"_1X4>X"4>X”+14>"'
ifnl lf" \Lfn+1
n—1 m
ye - “_Hyn—lhyngyn-ﬁ-l;).,,

comuta. Denotaremos por Hom?(X*®,Y*) o conjunto de todos os morfismos de grau
p, isto é, o conjuto de todas familias f = (f™;n € Z) com f™ € Hom (X", Y"P).
Iremos denotar por C(A) a categoria de complexos, cujos os objetos sdo os com-

plexos e os morfismos sao morfismos de complexos.

Sejam X*® e Y'* dois complexos, vamos denotar por Homg(4) 0 grupo abeliano de

todos os morfismos de X*® a Y*°.

Para toda triangulagao precisamos do funtor translagao, desse modo definiremos
T :C(A) — C(A) da seguinte forma
Dado o complexo X*® em C(A), temos o complexo T(X*) tal que

T(X*)" = X" e dfyey = —dy
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para qualquer n € Z e dado morfismo de complexos f : X* — Y* fazemos
T(f)" = f*! para qualquer n € Z.

O complexo

0 0 0
é 0 objeto nulo em C(A).
Dado dois complexos
X _,,HXn—ILXnan—FIH...
e
n—1 dn
Ye*: ...4>Yn—1Y4>Y”HYYn+14>---

definimos a soma direta dos complexos da seguinte forma

n—1 m
X dXEBY

X'@Y'Z"' X”—l@Y”—l Y Xn@yn ;Xn—kl@yn-i-l*)...

ou seja, grau a grau, onde no grau p dygy = dx & dy : XP §Y? — XPH gyt
para todo p € Z. Além disso, temos os morfismos naturais iy : X* — X* @ Y*,
by Y —= XY px : X°DY®* — X®epy: X*°PDY*® — Y* que satisfaz em

pXO’inlx, pyoiyzly erOix+piny:1X@y.
Desse modo, temos que

Lema 3.0.4. A categoria C(A) € uma categoria aditiva.

Definimos um funtor aditivo C': A — C'(A) por

X se p=0,
C(X)P = e dox)=0
0 se p#0
para qualquer objeto X em A, e
[ ose p=0,
c(f)F = e
0 se p#0



para qualquer morfismo f: X — Y em A.
Lema 3.0.5. O funtor C : A — C(A) € fielmente pleno.

Desse modo, identificamos A como uma subcategoria de C(A), consistindo de
complexos X*® com X? = 0 para p # 0.

Dizemos que um complexo X* é limitado por baixo, se existe ng € Z tal que
X" =0 para n < ng e denotamos por C*(A) a subcategoria plena de C(.A) con-
sistindo desses complexos. Por outro lado, se exite ng € Z tal que X™ = 0 para n > ng
dizemos que X* é limitado por cima e denotamos por C~(A) a subcategoria plena
de C(A) consistindo desses complexos. Se o complexo X* é limitado por baixo e por
cima dizemos que ele é limitado e denotamos por C’(A) a subcategoria plena de

C(A) consistindo desses complexos limitados.

Homotopias
Defini¢ao 3.0.6. Seja f : X* — Y* um morfismo em C(A). Entao f é ho-
motdpico a zero se existe h € Hom ™ (X*,Y*) tal que

f=dyoh+hody

Chamamos h de homotopia de f.

Denotaremos por Ht(X*®,Y™*) o conjunto de todos os morfismos em Home4)(X*®,Y*®)

que sao homotdépicos a zero.
Lema 3.0.7. O subconjunto Ht(X®,Y*) é um subgrupo de Homea)(X*®,Y*).

Dizemos que os morfismos f : X* — Y® e g: X* — Y*® sao homotdpicos
se f—g € Ht(X*,Y*) e denotamos por f ~ g. Temos que ~ ¢é uma relagao de

equivaléncia em Home(a)(X®,Y*).

Lema 3.0.8. Sejam X°®, Y* e Z* trés complexos de A-objetos e f : X®* — Y* e
g : X* — Y* dois morfismos de complexos. Se f ou g é homotopico a zero, entao

go f € homotopico a zero.
Sejam X*® e Y* dois complexos de A-objetos. Colocamos

HomC(A)

Homicwn = g vy
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que é um grupo abeliano da classe de morfismos homotopicos entre X*® e Y*.
Definimos assim uma nova categoria K (A) em que os objetos sdo os objetos de
C(A) e os morfismos estdo em Hompg ).
Os proximos resultados serao tteis para justificar porque podemos enxergar K (A)

como uma categoria triangulada que possui A como subcategoria. Para maiores
detalhes ver [7] e [5].

Lema 3.0.9. A categoria K(A) é uma categoria aditiva.

Lema 3.0.10. Seja f : X* — Y* um morfismo de complexos. Entao as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(i) f € homotdpico a zero;
(i) T(f) é homotdpico a zero.

Lema 3.0.11. O funtor K : A — K(A) ¢ fielmente pleno.

Cohomologia

Suponha que A é uma categoria abeliana. Para p € Z e qualquer complexo X*®
em C(A) definimos

HP(X*) = Ker d%
Im d% "
em A. Dado um morfismo
dpfl dP
X - . xr-1 X XP X Xptl
lf ifp—l ) lfﬁ lfpﬂ
Ye - Ce . Ypfl dy YP dy Yp+1

pela comutatividade vemos que f?(Ker dy) C Kerd? e fP(Imd% ') C Tmd% '. Assim,

f induz o morfismo

HP(f) : HP(X®) — HP(Y*)
z+Imd% " — fP(x) +Imdy "

Portanto, H? é um funtor de C(A) para a categoria A para todo p e chamaremos

esses funtores de cohomolégicos.
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Lema 3.0.12. Sejam f: X®* — Y* eg: X* — Y* dois morfismos homotdpicos de

complexos. Entao HP(f) = HP(g) para todo p € Z. Desse modo temos que o funtor
H? : C(A) — A induz o funtor H? : K(A) — A.

Observagao 3.0.13. E suficiente analisarmos o funtor H° : C(A) —s A. De fato,

temos que

B Ker d’}(x) _ Ker d&“

B Imdl}z)l() - Imdk

HP(T(X*)) = H""(X*?)

e HP(T(f)) = HPT(f). Portanto,
HP = H o TP

para qualquer p € Z.

Demonstragdo. Da observagao acima, ¢ suficiente mostrar que H°(f) = H%(g). Seja

h a homotopia correspondente, entao
fo—gozd;10h0+hlodg(.

Isso implica que a restricao de f° — g a Kerd} concorda com o morfismo dy' o h°.
Portanto, a imagem de f° — ¢° : Kerdy — Y° estd contida em Imdy'. Segue-se
que f° — ¢° induz o morfismo nulo de Ker d a H°(Y*). Portanto, H(f) — H(g) =
HO(f —g): HY(X*) — H°(Y"*) é o morfismo nulo. 0

Nos ja vimos o conceito de cone de um triangulo. Agora, iremos falar sobre o cone
de um morfismo em C%(A) sendo A uma categoria aditiva. Seja f : X* — Y* um

morfismo de complexo em C?(A). Definimos o objeto C% no grau n por
Cr=X"ay"

para qualquer n € Z. Além disso, definimos d’éf O — C}”l por

P _d?(+1 0
Cy - fn+1 d?
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para qualquer n € Z. Observe que
dré+lo g _ —d§+2 0 _an+1 0 _
f f fn+2 d;t/—i—l fn+1 d'gﬁ

ou seja, dc, ¢ diferencial e C'f é um complexo em C*(A). Denominamos esse complexo

d}+2 an+1 0

—fn+2d7;(+1 + dn+1fn+1 d;l/—’—ldgﬁ

de o cone do morfismo f.

Podemos definir o morfismo inclusao iy : Y'* — C% tal que em cada grau n temos

i = iyn —> C, pois

n+1
f fn+1 dgl,/ 1Y” 9

para cada n € Z.

Analogamente podemos definir p; : C3 — T'(X*) dado por p} = pxn+1 : CF —

X! para todo n € Z. Claramente temos que
pro ’if = 0.

Visto isso, definimos um triangulo padrao em C’(A), sendo A uma categoria

aditiva, da seguinte forma

Py if
(1]

X* 7

Y.

Usaremos o conceito de triangulo padrao para na préxima secao definir uma trian-

gulacao em K°(A). Antes, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.0.14. Seja
X. $ Y.
X7 e Yy

um diagrama em C°(A)que comuta a menos de homotopia. Entdo existe um morfismo
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w: Cy — Cf tal que o diagrama

xo Loy o0 ()

L e

X7 vy Co T(X?)

g ig Pg

comuta a menos de homotopia.

Agora definiremos o cone de ¢y que para quando fizermos a rotacao do triangulo

Py if
(1]

X* 7

Y.

conhecé-lo. Seja f : X® — Y* um morfismo de complexos. Entao temos o morfismo

if 1 Y* — C%. Seja D} o cone de iy em que cada grau n ¢ dado por
DTfL — Yn+1 D C}z — Yn+1 D Xn+1 D yn

com diferenciais

m+1
—d?,“ 0 —dYJr 0 0
no__ _ n+1
Dy — 1 n - 0 —dy" 0
f Cr

1Yn+1 f7L+1 dgL/

Considere o seguinte resultado

Lema 3.0.15. O morfimo o : T(X*) — D} dado por

_fn+1

oz" = 1Xn+1

0
em todo grau n, € um isomorfismo na categoria homotopica de complexos.
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Ele nos diz que quando fizermos a rotacao do triangulo distinto

Py if
(1]

X* 7

Y.

obtemos

T(X*)
p \
(1]
. [0
Y y f
com T'(X*) sendo o cone de iy.

3.1 Categoria homotdépica de complexos é triangu-
lada

Nessa secao abordaremos sobre a estrutura triangulada na categoria homotdpica
de complexos.

Seja A uma categoria aditiva. Denotamos por K°(A) a categoria homotépica de
complexos limitados de objetos em A. Seja T o funtor translagao sobre K°(A). Se

um triangulo

AN

em K°(A) é isomorfo a imagem de um triangulo padrao em K°(A), entdo ele ¢ dito

X.

Y.

distinto.

Teorema 3.1.1. A categoria aditiva K°(A) munida com o funtor translagio T e a

classe de triangulos distintos em K°(A) é uma categoria triangulada.

A demonstragao do resultado classico acima pode ser encontrada em detalhes em

[7].

Lema 3.1.2. Seja X* um complezo de objetos em A. Entdao o cone Ci.. do morfismo
identidade 1x. € isomorfo a 0 em K°(A).
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Uma outra caracterizacio para tridangulos distintos em K®(A) é dada pelo seguinte

resultado.

Lema 3.1.3. Seja f : X* — Y* um morfismo em K°(A) ea : X* — Y* um
morfismo de compleros em C®(A) que representa f. Entdo as sequintes condicioes

sao equivalentes:

(i) O triangulo
Z.

[1] \

X* 7

Y.
é distinto.
(ii) Existe um isomorfismo u : Z* — C? tal que o diagrama

XLy 7z T(X*)

lx.l ily’ l Jrroxe

X*—>Y*——=Ct—=T(X*)

f g P,

€ um 1somorfismo de triangulos.

Com isso o conceito de cone de um triangulo distinto com base f : X®* — Y* em
K*%(A) coincide com o conceito de cone que introduzimos na pégina 51.

Agora iremos analisar a categoria homotépica de complexos para uma categoria
A abeliana.

Teorema 3.1.4. O funtor HY : K*(A) — A é um funtor cohomoldgico.
Demonstragao. Ver [7], pag. 115. O

Assim, os funtores cohomolégicos H? sao funtores cohomoldgicos no sentido amplo

definido em

Corolario 3.1.5. Seja
Z.

h X
(1]

X 7

Y.

61



um triangulo distinto em K°(A). Entdo
o (X Y ey TP ez ﬂ(’;)HpH(X-) N

é exata em A.

Essa sequéncia é denominada sequéncia exata longa de cohomologia de um

h X
(1]

f

triangulo distinto

X.

Y.

Outra maneira de se conseguir uma sequéncia exata longa de cohomologia através

de trés complexos é dada pela

Proposicao 3.1.6. Uma sequéncia exata

I g°

0 c* D* E* 0

de complexos induz um homomorfismo C* : H'(E®) — H*™Y(C*) Vi > 0, chamado

mapa de conexao que nos fornece uma sequéncia exata longa de cohomologia:

Hi(C') Hl(f.)Hi(Do) Hl(g')Hi(E.) H'é+1<00) .

O mapa conexdao C': H(E®) — H™Y(C*) ¢ dado por
C = f_l O(SD Og_l.
Demonstragio. (1) Sex € H'(E®) entdo existe y € Ker &% tal que x = y(mod Im & ).

(2) Como ¢': D' — E' é sobrejetora, existe z € D com ¢'(z) = y.

(3) Agora tome 64 (2) = w € D', Uma vez que y € 0% e g1 0dh(2) = d404'(2) =

0 temos w € Im . Considerando fi*! a inclusdo, temos w € C**!.

(4) E claro que w € Kerd5? pois w € Tmdh = Ker i e fi+2 0 65 (w) = 6 o

fi(w) =0, com f*"? monomorfismo.
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(5) Falta mostrar que C estd bem definida: se tomamos y € E* comy = y(modIm ')
eze (g (y) e €(¢) M (y) temos w = &5 (2) e w' = 6% (2). O leitor pode
verificar qur w — w' € 6% e portanto C' estd bem definida.

Ul

3.2 Categorias derivadas

A categoria derivada trata-se de uma categoria localizada, e sabemos que para
o conceito de localizagao é necessario uma classe de morfismos que atenda algumas
propriedades, denominada de classe de localizacao. Aqui nao é diferente e para tanto
precisamos do conceito de um morfismo especial. Consideremos A uma categoria
abeliana e K°(A) a categoria homotépica correspondente de complexos limitados

com estrutura triangulada.

Definigao 3.2.1. Um morfismo f : X* — Y* em C(A) € dito um quasi-isomorfismo
se HP(f) : HP(X®) — HP(Y'®) € isomorfismo para todo p € Z.

Vamos denotar por S° a classe de todos quasi-isomorfismos em K%(A).
Um objeto X* em K°(A) é chamado de aciclico se H?(X*®) = 0 para todo p € Z.

Lema 3.2.2. Seja f : X* — Y* um morfismo em K°(A). Entio as sequintes

condicoes sao equivalentes:
(i) O morfismo f é um quasi-isomorfismo.
(ii) O cone de f é aciclico.

63



Demonstracao. Seja
Z.

1] \

X* 7

Y.

um triangulo distinto baseado em f. Pelo Corolério (3.1.5), temos a sequéncia exata

longa de cohomologia

HP(f) HP(g) HP(h) HP

> HP(X*) =% gr(Y*) T2 Hr(7°) —— HrH (X lI)HpH(yo) I

em A. Observe que HP'(X*®) = HP(T(X*®)). Se f é quasi-ismorfismo, por definigao
temos que HP(f) e HPT'(f) sao isomorfismos e, por (2.1.4), segue que HP(Z*) para
todo p € Z. Portanto Z* é aciclico.

Reciprocamente, se Z° é aciclico, da mesma sequéncia exata longa

.._HHp—l(Zo) HHP(X-) me(Y’) i(gin(Z.) - - ...

e, por (2.1.4), temos que HP(f) é um isomorfismo para todo p € Z, ou seja, f é um

quasi-isomorfismo. O

Proposigao 3.2.3. A classe S® de todos os quasi-isomorfismos em K°(A) é uma

classe de localizacao compativel com a triangulagao.

Demonstragdo. Inicialmente iremos mostrar que S° é uma classe de localizacao.

(LC1) Para qualquer X*, o morfismo identidade 1x+ é um quasi-isomorfismo, pois H?

sendo um funtor leva isomorfismo em isomorfismo.

(LC2) Sejam s e t quasi-isomorfismos, entao H?(s) e H?(t) sao isomorfismos para todo
p € Z. Isso implica que HP(s ot) = HP(s) o HP(t) é isomorfismo para todo

p € Z, ou seja, s ot é quasi-isomorfimo.
(LC3a) Considere o seguinte diagrama
Z.

X _So ye

64



coms € Ste fc Hom v 4)(Z°,Y*®). Sabemos que podemos construir um

triangulo distinto baseado em s, ou seja,

p X
(1]

S

X* Yy

Dai, pelo lema anterior, uma vez que s é quasi-isomorfismo, segue que U*® é

aciclico. Por (T'R2), temos o seguinte triangulo distinto

V.
P \
(1]
X oF U
além do seguinte diagrama
tof u °
A Ue Ve T(Z*)

e o
—T(s)

ye—= s —5T(X) == T(Y*)

Por (T'R3), podemos completar esse diagrama a um morfismo

e iof e Ve u T(Z.)

P D A
T(s)

Y —> U —5T(X) —>T(Y*)

de triangulo distintos. Visto que U* é aciclico, por (3.1.5) e (2.1.4) temos que u

é um quasi-isomorfismo. Portanto se aplicarmos o inverso do funtor translagao
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(LC4)

ao ultimo retangulo e fizermos
We=T-1(V*), t=T"'u e g=-T""1o,
temos o diagrama comutativo

W.#Z.

b

X _ s o Yye
onde t e s estdao em S, pois t = T 'u é quasi-isomorfismo, ja que u é quasi-
isomorfismo.
Analogamente mostra-se (LC3D).
Como discutido anteriormente, podemos mostrar que dado f,g : X* — Y*°,
so f =0 para algum s € S° é quivalente f ot = 0 para algum t € S°.

Se so f =0, podemos considerar o diagrama

_1T(X')

X0 —=T(X*) —E7(X*) .

T

ye sz — sy —LST(Y)

onde a primeira linha é um triangulo distinto obtido pela rotagao do triangulo

0
(1] \

X.

X. 1X.
e a segunda linha é um triangulo baseado em s. Por (T'R3), podemos completar

o diagrama acima um morfismo de triangulos distintos

71T(X')

X ——0——=T(X*) —57(X*) .

T

p

Y*——=27*——U" T(Y*)
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(LT1)

(LT?2)

Da comutatividade do iltimo retangulo temos que po(—v) = —T'(f), implicando
em f=T7"(p)oT (v).

Uma vez que s ¢ quasi-isomorfismo, U® é aciclico. Portanto, se considerarmos
o triangulo distinto
V.

1 \

Xo Tfl(Uo)

T (v)

baseado em T~ (v), temos que ¢ é quasi-isomorfismo pelo lema anterior. Ainda,
por (2.0.6), temos que T~*(v) ot = 0. Dal,

fot=Tp)oT  vot=0.

O outro caso, segue de modo andlogo. Logo mostramos que S® é uma classe de

localizagao.

Por fim, iremos mostrar que S° é compativel com a triangulacao.
Claramente temos que S® é invariante sob o funtor translacao 7.

Counsideremos o morfismo

X* Yy zZ* T(X®) .

ls l l |

X7 Yy Z T(X?)

de triangulos distintos, onde s e t sejam quasi-isomorfismos. Para qualquer

p € Z, temos o seguinte diagrama comutativo

HP(X' HP(Y*) —= HP(Z®) —= HP*(X*) —= HPH(Y™)
HP(s in(t) le’(u) lHHl(s) iH”“(t)
HP(Xl‘ —— HP(Y*) ——= HP(Z}) —— HPTY(X}) —— HPTH(YY)
onde HP(s), HP™(s), HP(t) e HP*!(t) sdo isomorfismos. Logo, pelo lema dos

cinco, H?(u) é um isomorfismo. Como p € 7Z é arbitrario, segue que u é quasi-

isomorfismo. Portanto, S® é compartivel com a triangulacao.
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a

Sejam A uma categoria abeliana, C®(A) a categoria correspondente de complexos
limitados de K*(A) a categoria homotépica de complexos limitados, que é triangulada
de acordo com o Teorema (3.1.1).

Seja S? a classe de quasi-isomorfismos em K°(A). Vimos na proposi¢ao anterior
que S® é compativel com a triangulacao de K°(A). Definimos a categoria derivada
D*(A) como a localizagdo da categoria K°(A) com respeito a classe S° de todos
os quasi-isomorfismos. Vamos entender melhor a categoria D°(A). Os morfimos em
D*(A) sao os telhados de morfismos de complexos identificados a menos de homotopia.

Pelo resultado anterior e pelo Teorema (2.3.1) temos que D°(A) é triangulada.

Assim,
K*(A) D*(A) = K*(A)[(S) ]
C;c — C}/
p P
RN N
Xe - ye X : ye
f

Em que f é representado pelo telhado

X.
N
X Y
Iremos falar agora sobre os funtores de Truncamento. Seja A uma categoria

abeliana. Para um complexo X* de A-objetos e n € Z definimos o complexo 7<,,(X*)

como um subcomplexo de X* dado por

XP se p<n
T<n(X*)P =< Kerd®, se p=n
0, se p>n

Seja i : T<,(X*) — X* o morfismo inclusao canénico. Temos que o seguinte resultado

segue da definicao.

Lema 3.2.4. O morfismo HP(i) : H?(1<,(X*®)) — HP(X*) é um isomorfismo para
p<n el parap>n.

Seja um morfismo de complexos f*: X* — Y* entao temos d’% o f* = f"!odi.
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Nao é dificil obter que f"(Kerd) C Kerdy.. Assim, temos que f* induz um morfismo
de complexos T<, (f*) : T<n(X®) = 7<,(Y*). Logo, 7<,, : C(A) — C(A) é um funtor
aditivo.

Dados f* : X®* — Y® e ¢g* : X* — Y* dois morfismos homotépicos, isto é,
f—g=doh+hod. Entdao 7<,(f) e 7<,(g) s@o homotdpicos com a homotopia dada
pela restri¢ao de h para 7<,(X*), ou seja, 7<,, induz o funtor 7<,, : K(A) — K(A).

Observe que

HP(f), se p<n
0, se p>n

H?(1<n(f)) = {

Portanto, junto com o Lema (3.2.4), temos que se f* : X* — Y* é quasi-
isomorfimo, entdo 7<,(f) é também um quasi-isomorfismo.

Assim, temos que 7<,, induz o funtor 7<,, : D(A) — D(A) que é chamado o funtor
de truncamento 7.

De forma analoga definimos o complexo 75, (X*®) como um complexo quociente de
X* dado por

0, se p<n
Tsn(X*)P =< Cokerd™™, se p=n
XP se p>n

Seja g : X* — 75,(X*®)? o morfismo projegao candnico. Observe que o seguinte

resultado segue da definicao.

Lema 3.2.5. O morfismo H?(q) : H?(X*) — H?(7>,(X*®)) € um isomorfismo para
p>n el parap <n.

Com uma anédlise semelhante ao de cima, concluimos que 75, : C(A) — C(A) é

um funtor aditivo e, além disso, 7>, induz um funtor 7, : K(A) — K(A). Dali,

H?(=n(f)) =

0, se p<n

{H”(f), se p>n

Logo, junto com o Lema (3.2.5), temos que se f*: X* — Y* é quasi-isomorfimo,
entao 7>, (f) é também um quasi-isomorfismo.
Portanto, temos que 7>, induz o funtor 7>, : D(A) — D(.A) que é denominado o

funtor de truncamento 7,.
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O seguinte resultado nos diz que podemos enxergar A como uma subcategoria de

D(A).

Teorema 3.2.6. O funtor D : A — D(A) € fielmente pleno.

Sequéncias exatas curtas e triangulos distintos

Para uma categoria abeliana A, a categoria de complexos C?(.A) também é abeliana
Seja

0—>x*Joye 2oz

uma sequéncia exata em C°(A). Podemos também considerar o triangulo padrao

i
N
mo i
f o

baseado no monomorfismo f : X* — Y*. Sejam : T'(X®) @ Y* — Z° o morfismo que
é a composicao da projecao ¢ : T'(X*)®Y* — Y*® com g : Y* — Z*. Entao

X.

L _d}'ﬁ'l 0
mn+ © dgf = [ 0 gn+1 ] fn+1 d'gl/ = [ gn+1fn+1 gn+1d§1} ]

=[0 dig" |=dzo[0 ¢g"]=dyom"

para qualquer n € Z, ou seja, m é um morfismo de complexos.
Observe que

moiy =g

Por outro lado, para o diagrama comutativo

X 1X; X
llx if
XY

anexamos um morfismo w : C7 — C} dado por
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1Xn+1 O
w" =
0 fr
E claro que esse morfismo é um monomorfismo e

Imw" = X" @Im f* = X" @ Ker ¢" = Kerm”

para qualquer n € Z. Consequentemente,

0 S A 0

é uma sequéncia exata em C°(A). Pelo lema (3.1.2) em K°(A), assim temos que
HP( l'X) = ( para todo p € Z. Portanto, da sequéncia exata longa de cohomolo-
gia anexada a sequéncia exata curta, temos que H?(m) : HP(C}) — HP(Z*®) é um

isomorfismo para todo p € Z, ou seja,
Lema 3.2.7. O morfismo m : C} — Z* € um quasi-isomorfismo.

Em particular, a classe de homotopia de m : C} — Z° é um isomorfismo em

Db(A). Assim, temos o seguinte resultado

Proposicao 3.2.8. Seja

0—>x*Joye ?

A 0
uma sequéncia exata em C(A). Entao ela determina um triangulo distinto

Z'

N

X* 7

ye
em D(A).

Demonstragao. Pelo Lema (3.2.7), o diagrama

! ip e D
X*—>y*—1-0Cy =L T(X?)

X 7 Ye 5 7° Bfomj(X)
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é um isomorfismo de triangulos em D°(A). Uma vez que o triangulo superior é
imagem de um triangulo padrao, ou seja, é um triangulo distinto, o triangulo inferior

é também distinto. O

Agora considere uma sequéncia exata curta

0— 7Lty —2-N—>0

em A. Entao pela proposicao anterior, temos um triangulo distinto

em D’(A). Nesse caso temos um resultado mais forte

Proposicao 3.2.9. FExiste um unico morfismo h tal que

é um triangulo distinto em D°(A).

3.3 Categoria geradora

Seja A uma categoria abeliana e I3 uma subcategoria aditiva plena de A. Supon-
hamos que para quaisquer dois objetos M e N em B e qualquer morfismo f : M — N
exista um kernel Ker f e um cokernel Coker f de f que sdao objetos de B. Entao
existe uma imagem imf e coimagem coimf que também estao em B, como podemos

ver no diagrama

N
Ker f h M N - Coker f = —

Coker h = coomf —=1imf = Kerg
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ou seja, B é fechada para Kernel e Cokernel. Portanto, B é uma categoria abeliana.
Dizemos que B é uma subcategoria abeliana plena de A.
Dizemos que uma subcategoria abeliana plena B de A é subcategoria abeliana

boa se ¢ fechada para extensao, ou seja, se dada uma sequéncia exata curta

0 M M M" 0

em A com M e M" objetos de B, entdao M estéd em B.

Seja A uma categoria abeliana e B uma subcategoria abeliana boa. Seja D%(.A)
a subcategoria plena da categoria derivada D°(A) de A-complexos consistindo de
complexos X* tais que HP(X*®) estdo em B para todo p € Z. Claramente, D%(A)
é invariante por translagao, visto que ao aplicarmos o funtor translacao T a um
complexo X*® estamos apenas dando um shift para esquerda ou para a direita, onde
suas cohomologias H?(X*®) sdo as mesmas e estardo em B para todo p.

Seja

Z.

[1] \

um triangulo distinto em D?(A) com X* e Y* em D%(A). Entao, temos uma sequéncia

X.

Y.

exata longa de cohomologia

> HP(X®) gﬂp(y-) —— H?(Z*) — HPTH(X*) %Hml(y-) ..

Uma vez que B é uma categoria boa e H?(X*®), HP(Y*), HPT'(X*)e HPT(Y*)
sao objetos de B, existem Coker oy, e Ker o, 11 que sao objetos de B. Logo,
0 — Coker o, — HP(Z*) ——= Ker a1 — 0

é exata, e HP(Z*) estd em B, visto que B é boa. Portanto, Z® é um objeto de D%(A).

Provamos assim, o seguinte resultado

Lema 3.3.1. A subcategoria D%(A) de D°(A) é uma subcategoria triangulada plena
de D*(A).

Denominaremos D%(A) a categoria derivada relativa de A com respeito a B.
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Com isto, vamos estabelecer o conceito de categoria geradora. Seja A uma
categoria abeliana e B uma subcategoria abeliana boa. Seja D%(A) a correspondente
categoria derivada limitada relativa.

Denote por B; a categoria de objetos em D%(A) da forma D(M)[n] com M em B
en € Z. Entao construimos por indugao uma familia de categorias B,, de objetos em
D(A) da seguinte maneira: X*® é um objeto de B,, se existe um triangulo distinto

em D%(A) com X* como um desses vértices e os outros dois vértices em B, ;.

Lema 3.3.2. Para qualquer m > 1, se X*® estd em B,,_1, entao X*® estd em B,,.
Seja D a subcategoria plena de Dj(A) com os objetos dentro de U, ,cz B,

Lema 3.3.3. A subcategoria D é uma subcategoria plena triangulada de D%(A).

A categoria B é chamada de geradora de D. Dizemos que D é uma subcategoria
plena triangulada gerada por B.
De posse desses conceitos e resultados temos que modA é uma subcategoria ger-

adora de D°(modA). Além disso, temos a

Proposicao 3.3.4. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita sobre um corpo K e

com dimensao global finita. Entao modA é uma subcategoria geradora de modA.
Demonstragao. Ver [3], pag. 71. |

Onde o conceito de modA seré abordado no capitulo seguinte.
Para finalizar esta secao consideremos o seguinte resultado, cuja a prova o leitor

podera consultar (3], pag. 72.

Lema 3.3.5. Sejam C e C' duas categorias trianguladas. Sejam B C C uma subcate-
goria geradora e F : C — C um funtor exato. Se F(B) é uma subcategoria geradora

entao F € denso.
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Capitulo 4

A Categoria Estavel de modA é
Triangulada

Neste capitulo tratamos da categoria estavel de modA onde A é a algebra repetitiva
obtida de uma k-dlgebra de dimensao finita A. Pela se¢ao (1.4) sabemos que A é uma
dlgebra de Frobenius. A principal referéncia desse capitulo foi [4]. Primeiro iremos
definir um tipo especial de categoria denominada categoria de Frobenius e para isto

precisamos saber que

Definigao 4.0.6. Seja A uma categoria abeliana, dizemos que A tem suficientes

injetivos se dado um objeto M, existe uma sequéncia exata

0 M I N 0

com I injetivo. Dizemos que A tem suficientes projetivos se dado um objeto M, existe

uma sequéncia erata

0 N P M 0

com P um projetivo.

Definicao 4.0.7. Uma categoria de Frobenius é uma categoria abeliana A tal

que
(I) A tem suficientes injetivos.
(II) A tem suficientes projetivos.

(111) Um objeto € injetivo se, e somente se, ele é projetivo.
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E claro que pela defini¢ao acima modA é uma categoria de Frobenius.
O principal resultado deste capitulo é provar que uma categoria estavel de uma

categoria de Frobenius é triangulada.

4.1 A categoria estavel de uma categoria abeliana

Nesta secao vamos definir o conceito de categoria estavel usando as defini¢oes da
secao (1.3).

Seja A uma categoria abeliana. Seja Z uma classe de morfismos de A que se
fatoram por um objeto injetivo I. Mostraremos que Z é um ideal de A. Para isto,

precisamos verificar duas propriedades.

e Z(M,N) C Homu(M, N) é subgrupo, para qualquer par, M e N, de objetos
em A. De fato, dado um morfismo f : M — N em Z(M, N), sabemos que ele

se fatora por um objeto I injetivo, ou seja,

A

¢ um diagrama comutativo. Desse modo, se f = hog como no diagrama, temos

que —f = (=h)og. Assim —f € Z(M,N). Além disso, o morfismo nulo se

M

fatora por qualquer objeto, em particular, para um injetivo. Dai, 0 € Z(M, N).

Se f,f € I(M,N), entdo temos os diagramas comutativos

! N M

NN

I

M

para objetos I e I injetivos. Sejam ¢ : [ = I ®I et : I = I®I as
inclusoes canénicas, e m: I ® 1 — 1 e : I @I — I as projecoes canonicas.
Temos que I @ I' é injetivo. Definamos ¢ = wg+1qg : M — I &1 e
Y =hr+h'n :I®I — N. Observe que 1o = f+ f . Logo, f+ f € I(M,N).
Portanto, Z(M, N) é subgrupo aditivo de Hom (M, N) .

e Sejam f € Homy(M,N), g € Z(N,L) e h € Homyu(L,W). Dai temos o
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seguinte diagrama comutativo

!
M——N—"—1-">Ww
\\\ IB « //
BFY <D ” = Tha
&I/

mostrando que hgf € Z(M,W).

Portanto, Z é um ideal de A. De forma semelhante, existe um ideal P formado por
todos os morfismos que se fatoram por um objeto projetivo. Segue agora a defini¢ao

que nos referimos inicialmente.

Definicao 4.1.1. Seja A uma categoria abeliana. A categoria estdvel de inje-
tivos, A , ¢ o quociente T €M que o tdeal I € definido como a classe de todos os
morfismos que se fatoram por um objeto injetivo. A categoria estdvel de pro-

jetivos, A , € o quociente —, onde o ideal P ¢ definido como a classe de todos os

morfismos que se fatoram por um objeto projetivo.

Vamos denotar por Hom(M, N) o conjunto de morfismos entre M e N em A. A
classe de um morfismo ¢ : M — N denotaremos por ¢. De forma similar, Hom(M, N)

denotara os morfismos em .4 e um morfismo sera denotado por p.

Lema 4.1.2. Seja A uma categoria abeliana com I como acima. Sejam M e N dois
objetos de A. Se existem injetivos I e I tais que M @I = N &I entio M = N em
A.

Demonstracio. Qualquer mapa M @& I — N @& I' pode ser escrito unicamente como

()

ondea: M — N, f:1 =N, v: M —1 ed:I— I. Domesmo modo, para
qualquer mapa da forma N @ I' — M @ I, temos

o B'
S

ondea :N—M, 8 :I =M, ~:N—=1Teé :I —I.Um isomorfismo das duas

uma matriz
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somas diretas dadas pelas matrizes acima, de modo que

a o B B da+ 'y aB+p66 [ 1u O
v o0 S Ya+dy AB+66 0 1
Consequentemente, 1, — e’ = 3’7, isto é, o diagrama

M IA{—(XOCI M
N
I

’ ’ .
comuta. Portanto, 1;; = aa . Analogamente, temos que o o = 1, mostrando assim

que M é isomorfo a N em A. O

Lema 4.1.3. Se A € uma categoria abeliana com M um objeto e I um objeto injetivo.
Entao M ¢ isomorfo a M & I em A.

Observe que ambos os resultados acima podem ser feitos para o ideal P e o objeto

projetivo P.

Lema 4.1.4. Seja A uma categoria abeliana. Dadas duas sequéncias

com injetivos I e I', entio No I = N @& 1. Em particular, N ¢ N sdo 1somorfos

na categoria estavel de injetivos.

Demonstracao. Dadas duas sequéncias exatas podemos construir o seguinte diagrama
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comutativo

0 0
0 M—t 7 N
0O—71——=IaeM[—N—>0
%)
g B
N/ N/
0 0

. . ~ N . !
em que a linha e coluna do meio sao sequéncias exatas, com I & I sendo o pushout.

! ~ P . ~ . . . .
Uma vez que I e I sao injetivos, essas sequéncias cindem o que implica

Nol 2I'eMI~N ol

Observagao 4.1.5. Suponha que temos duas sequéncias exatas

com injetivos I eI . Seja o : M — N um morfismo em A. Uma vez que f @ : M — I’

, .. . . / / . .
€ um morfismo para um injetivo, existe um mapa ¢ : I — I tal que o primeiro
quadrado no diagrama

0 MLy 0
I |
Y Y
0 N—] —N' 0
f g

comuta. Existe um unico ¢ : M — N’ preenchendo a sequnda linha pontilhada, de

forma que o quadrado direito comute como g ¢ f = ¢ f v = 0. De fato, suponha que
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temos ) I =1 e : M — N tais que " g= g1 e f= fo. Entdo
(¢ =) =¢f-vf=Ffo-fp=0

isso implica que existe s : M — I tal que ¢ — 1" = sg. Entdo

" ’

(¢ =g =9g(¢ —¢)=gsg
donde 0" —" = ¢'s, pois g € epimorfismo. O que nos diz que ¢ —" fatora-se junto
al', ou seja, gp_” = ¢_” Em resumo, temos que o mapa ¢ : M — N induz um mapa

¢ M — N que é inico em A.

Podemos ter o mesmo raciocinio para o caso projetivo.

4.2 Uma triangulacao para a categoria estavel de

uma categoria de Frobenius

Agora, iremos definir o funtor 7' : A — A que mencionamos no inicio dessa
se¢ao. Iremos fazer a construgao por etapas. Inicialmente defina T : A — A e entao
mostraremos que 1" leva morfimos de Z em morfismos nulos. Assim, teremos o funtor
T:A— A. Para cada objeto M em A, fixe uma sequéncia exata

0— 0 2o ™My — ¢

com I(M) injetivo. Para cada objeto M, defina T(M) = TM, onde TM vem da
sequéncia acima. Dado um mapa ¢ : M — N, defina T'(¢) = gp_” ,onde ¢ : TM —
TN é construido na observacao anterior.

Se ¢ = 1y entao podemos ter ¢ = 1y o que implica que gp” = 1rym. Logo
T leva identidade em identidade, ou seja, T'(1p;) = lpay. Além disso, T preserva
composicio. Dado ¢ : N — L podemos tomar 1" o " para (o)’ : TM — TL, ou
seja, T(Y o) =1 0y’ =¢" oy’ =T(1h) o T(p). Do mesmo modo mostramos que
T preserva soma, isto é, T (¢ + ) = T(¢) + T(¢). Portanto, T' é um funtor aditivo
de A para A.

Agora, mostraremos que T leva morfimos de Z em morfismos nulos. Seja f €
Z(M,N) entao podemos escrever f = hogonde g : M — I e h : I — N para

e e . " " " -
algum injetivo I. Portanto, f = h og , usando a mesma notacao como antes, onde
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g :TM —TIeh":TI— TN. Uma vez que 0 I I(I) TI 0 é
uma sequéncia exata iniciando com um objeto injetivo segue que ela cinde e, conse-
quentemente [(I) = I @ T'1, mostrando assim que 7' é injetivo. Logo, f"=hn"oqg"
fatora-se por um injetivo e, dai T(f) = f_” = 0. Isso vale para todos os morfismos
em Z, assim pela propriedade universal de A = A/Z, temos que T induz um tnico

funtor aditivo, T': A — A que também denotaremos por 7.

Similarmente, para cada objeto M em A, fixando uma sequéncia exata

0 SM P(M)——= M —=0

onde P(M) é projetivo (e injetivo) obtemos um funtor S : A — A.

Teorema 4.2.1. Seja A uma categoria de Frobenius. O funtor T : A — A € uma

auto-equivaléncia com S sendo o quasi-inverso.
Demonstra¢ao. Sejam M um objeto de A e S(M) = SM o objeto de uma sequéncia
exata escolhida

(M)

0—>SM ——= P(M

)p(M) M 0

Usamos a sequencia exata

w(SM m(SM
0— sm s M o —
para obter T'S(M). Pelo Lema (4.1.4) e algumas discusses anteriores, além do fato
que projetivos e injetivos coincidem, podemos construir o seguinte diagrama comuta-
tivo

u(S (S
0—— si “EWrsan)™ ™ rgar ——

|

0—=SM — 55 P(M) > M 0

tal que np : T'SM — M é um isomorfismo em A.

Suponha que temos um mapa f : M — N. Entao definimos S(f) por 7= f
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"o, . . .
onde f~ ¢ construido para fazer o seguinte diagrama

0——> s M poany™ g

A1l

comutar. Assim, podemos construir dois diagramas comutativos, sendo livres com a

identificacdo de mapas em A e um representante em A,

w(SM w(SM
0—— s s )™ ™ ponr —— 0

\L LﬂM
p(M)

0—> SM ——% P(M) M 0
w | ]
0——=SN— 5 PIN) 5= N 0

w(SM w(SM
0—— s s m)™ ™ ponr —— o

S(f)l l lTS(f)
u(SN (SN
0——sN Vs ™M pon

|

0——=SN— 5 PIN) 5~ N 0

Dos dois diagramas temos que fny e nyT'S(f) sdo mapas que sdao induzidos por
S(f): SM — SN. Consequentemente,

S =nnTS(f)

mostrando que n : T'S — 1), é um isomorfismo natural. Analogamente, podemos
construir um isomorfismo v : ST" — 1), mostrando que 7" é uma equivaléncia com S

um quasi-inverso. O

Agora, iremos considerar uma classe de triangulos em 4 e mostraremos que ela é

’

uma triangulacao. Sejam f : M — N um morfismo, e ( M I M
uma sequéncia exata com I um objeto injetivo. Sejam N @M I um pushout e o dia-

grama
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T

0 M /

o

0—=N—4NaM 12— ——0

. . . , ~ . /
em que a linha inferior é uma sequéncia exata. Dado v : M — T'M um morfismo

tal que v é um isomorfimo. Entdo, sendo L = N®~ I e h = voh', temos um triangulo

! g H
M N L TM
o qual serda chamado de triangulo padrao. Defina 7 a classe de todos os triangulos
que sao isomorfos a triangulos padroes. No proximo resultado, mostraremos que T é

uma classe de triangulos distintos.

Para a demonstracao do teorema posterior precisamos do seguinte lema

Lema 4.2.2. Considere um morfismo f : M — N. Entao quaisquer dois triangulos

padroes de diagramas pushout

0 M—I—M 0 0 M—7 M 0
. I
0 N—>L—>M 0 0 N—=[ —M" 0
g h

sao isomorfos.

Teorema 4.2.3. A categoria A com o automorfismo T e a classe T € uma categoria

triangulada.

Demonstra¢ao(TR1) Cada triangulo isomorfo a um triangulo distinto é, por transi-
tividade, isomorfo a um triangulo padrao e portanto é distinto. Cada morfismo
f: M — N pode ser baseado em um triangulo distinto, uma vez que ele pode

sempre ser baseado em um triangulo padrao. Do diagrama comutativo

(M) (M)
M— M — I(M)—>TM
l l Ju

O s TM

e visto que I(M) = 0 em A, temos que a linha inferior é um triangulo distinto.
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(TR2) E suficiente considerar tridngulos padrées. Dado

! !
M N L TM

S}

um triangulo padrao construido do diagrama comutativo da forma

0 M——1—">\ 0
o)
0 N—>L—>M TM
h

Consequentemente, v e T'(f) serdao construidos do diagrama comutativo

0 M—— 0
w(M (M l
0— L ron ™ ry g

lf lf’ J{T(f)
0——=N—=I(N

u(N) ( )W(N)

Como f ov' ou=u(N)o fe L éo pushout, temos um tinico ¢ : L — I(N)
tal que o g =u(N) ey op= f ov’. Visto que

(T(f)oh" —w(N))g = T(f)vh'g —m(N)pg =0 —x(N)u(N) =0 e
(T(f)vh = m(N)p)p = T(f)om(M) —x(N)p =0
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teremos T(f) ovoh' = w(N) o). Portanto, podemos construir o diagrama

I(N) TN 0

g <1/1'> [
h/ !
0——=L——=IN)aM>—=TN 0

em que as duas primeiras colunas e a linha superior sao sequéncias exatas.

Consequentemente, § = (7(N), —=T(f) o v). Suponhamos que temos os mapas
a: ] — Wep:I(N)— W como no diagrama

~

M
N

U(N)l
N)— '™

tal que c ou = fou(N)o f. Entao temos
aou=Lfopogof=pLopopou=Lof ov ou.
Desse modo, existe um tnico mapa v : M’ — W tal que a« — o f ov' = ~om.

Vamos definir 6 : [(N)® M — W como § := Brr(ny + Ty - Entdo d;, =
e

¢ ’ / / /
6<h' p=(BY+~h)p=PBYp+yhp=Bfv +ym =«
A unicidade de 6 vem da unicidade de . Consequentemente, o retangulo é o
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pushout. Contudo, o quadrado superior no retangulo é um pushout pelo lema

do pushout, o quadrado inferior do retangulo é um pushout. Visto que u(N) é

um monomorfismo, temos que ( " ) ¢ um monomorfismo. Observe que

e( v ) = (x(N), ~T(f) o v) ( ;f ) — w(N) = T(f)vh’ =0

Suponha que temos um mapa (a, —b) : I(N) & M — W tal que

N o
(a,b)<h,)_¢ bh' =0

Usando o fato que 'g = 0 e u(N) = 1g, temos
au(N) = apg = arhg — bh'g = (ah — bh')g = 0.
Portanto, existe um tnico @' : TN — W tal que a = a' 7(N). E,
bh' = ap = a m(N)Y = ' T(f)vh

como A’ é epimorfismo temos que b = o' T(f). Consequentemente, (a, —b) =
(a'7n(N),—a'T(f)v) = a (n(N),=T(f)v) = @' § mostrando que 6 é o cokernel

de x = W) Consequentemente, a primeira linha no diagrama abaixo é um

triangulo padrao:

NHCHIN oM Lt—TN

o

!
N—2>1

b

Todos os quadrados , exceto o do canto direito superior, comutam. Entretanto,

h




mostra que § — T'(f)v fatora-se junto a um injetivo, ou seja, todo diagrama
comuta em N . Além disso, w7y e v sao isomorfismos, mostrando que o triangulo
inferior é isomorfo ao triangulo superior em A. Portanto, o triangulo inferior é

um triangulo distinto.

(TR3) E suficiente considerar triangulos padroes. Suponha que temos dois triangulos

padroes
0—~>M I——=M 0
|,k
N =L~ —>TM
e
0 X J— X 0
7,k
y Lz X
e o seguinte diagrama comutativo
M-teN-—Lep—tory (4.1)
¢l Jxl’ J{T(@
X—Y—F//7——7FTX
f g h

Desde que v seja um isomorfimos podemos encontrar um w tal que wv =1, e

vw = l7y. Consequentemente, podemos construir o diagrama comutativo

w(M (M
0— 1o ™ —— g
0 M——1—"— )\ 0
@\L g0/ gpu
0 X——J — X’ 0
— X ——I(X
0 X— ( )ﬂ(x) TX 0

e temos T(¢) = pp w. Como vf = f_go existe um injetivo I tal que ¥ f — f

87



fatora-se junto a I, ou seja,

. . / .
Um vez que € fatora-se junto a u podemos assumir que I = [ e € = u. Assim,

Of = fo+Bu

Consideremos os dois morfismos g9 : N = Z e a'¢ +¢p:1 — Z. Uma

vez que C é pushout e
guf=gfe+gpu=aup+gpu=a@utgpu=(a¢ +gpBu,

temos um tnico mapa 6 : L — Z tal que 8g = g'¢ e fa = o' ¢ + ¢ . Usando
0,

(h/e . S0//]’1/)a _ h/a/(pl + h/g//B . gl)//7-r(-]\4> _ 71-(]\4/)(p/ o (pl/Tr(M) _ O

(WO—¢o ' hg=h0g—9 hg=hgi—¢ hg=0—-0=0

mostrando que h'6 = ¢ h usando que L é um pushout. Consequentemente,

0 : L — Z é um mapa para que

f

wi

S
|

-
e
-
5
-
[®s

‘Ks
“Q
‘?
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comute. Consequentemente, o diagrama maior

/ g vh
M N L TM
M N L M
wl lw l@ o
X Y—>Z—X
“
X—Y—F7——7TX
I g ph

comuta, mostrando que 6 : L — Z completa o diagrama (4.1) fazendo ele

comutar.

(TR4) Suponha que temos trés triangulos distintos

podemos assumir cada triangulo distinto é padrao. Atualmente, pelo lema an-

terior podemos assumir que o primeiro e o terceiro triangulo sao construidos

Ccomo
0— D1 ™M ——
b
0= N = W= TM 0
(]
0— M L1 ™ML par——0
h=gfi lw
0—>L——F——N 0



e o segundo triangulo é construido como

0—— N "My =y 0
P
[—>E———>N —=TN

g g

/ ~ .~ ’ ’
Note que, como u(W) e f sdo monomorfimos, sua composi¢ao também é um

monomorfismo. Ja que W é pushout e

(h'g)f =h'h = yu(M)
existe um tnico j : W — F tal que jf =h'g e ja =-~. Similarmente,

gh=ggf=puW)f f=Bu(W)au(M)
acarreta na existéncia de um tnico j : F — E tal que jh' =¢ e jrv =
Pu(W)a. Como

(5 — Bu(W))a = j'v — Bu(W)a = Bu(W)a — Bu(W)a =0 e
(Gj—BuW)f =j'h'g—BuW)f =gg—gg=0

temos j j = pu(W) usando o fato que W é pushout. Assim sendo, podemos

contruir o diagrama comutativo

0 0
u(M
o)
f «
! u(W
0—=N—L—w " (W) —0
g J J{B
0 L - F ; FE 0
h J
0 0
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O quadrado superior a esquerda é um pushout por construgao e um vez que
gf = h e ja = ~ vemos que o retangulo a esquerda é também um pushout.
Portanto, pelo lema do pushout, o quadrado inferior a esquerda é um pushout.
Além disso, j’h' = ¢ mostra que o retangulo horizontal é um pushout por
construcao, usando novamente o lema do pushout temos que o quadrado a
direita é um pushout. Podemos usar o quadrado inferior a direita para construir

o seguinte triangulo padrao

m(W

0——w i) ™ML g
I
0 F——E—TW—>0
J J

O mapav: N — TN foi escolhido para ser um isomorfismo. Seja y um inverso.

Usaremos os diagramas

0 0 0

0— 0 2o ™My — ¢
fi u(M)a ®
w(W)f - ,

0—— N M) N 0

OHTW W) TN —=0
0 0 0
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0 0 0
0——> NNy ™y 0
f \L,u/ H

w(W)f - ,

0—— N ") N 0
/ :
0 0 0

sao construidos de maneira usual, para determinar os representantes T'(f) = v

e T(f) = vp.

Agora, temos os dados para construir o diagrama

M N W TM
M-t M Wy
J 7 &m
E E——7>TN
vg” 3" v
TN ——>TW
(/")

Precisamos verificar a comutatividade. Fazendo a leitura da esquerda superior
para a direita inferior, temos que o quadrado 1 comuta pois h = g f por definigao.
O quadrado 2 comuta pois j foi construido tal que jf = h'g e ja = 7. O
quadrado 3 comuta, uma vez que

(W'j— fa=n"y —m(M)=0

(W)= f)f =W Wg=ff=0-0=0

e W é um pushout. O quadrado 4 comuta pela construcao de j'. O quadrado 5
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comuta pois

(T(f)h" —vg"§)y = veh"y —vg"j'v = v(en(M) — g" Bu(W)a) = v(ru(W)a — mu(W)a) = 0

"o 7

(TR —vg"j )0 =T(f)K'h —vg'g =0—0=0.

e F' é um pushout. O ultimo quadrado comuta em A. De fato,

(9" —j)B=19g" B~ j"ﬁ =ym —n(W) =0

(g —j)g =vg'g —ig=0-3"7h=0-0=0.

mostra que g = j uma vez que E é pushout. Consequentemente, em A,

—j =g~ =vg —j =0

Portanto vale o axioma do octaedro.
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Capitulo 5

Uma Construcao Alternativa para

o Funtor de Happel

Nesse capitulo iremos abordar o resultado principal desta dissertacao. Provare-
mos que dada uma k-algebra de dimensao finita A e de dimensao global finita, a
categoria derivada limitada D°(modA) é equivalente a categoria estavel da categoria

de Frobenius mod 121, onde A é algebra repetitiva de A.

5.1 Resultados preliminares

O resultado original do artigo [8] foi feito pensando em uma algebra auto-injetora

de dimensao finita, mas os argumentos servem para uma algebra de Frobenius.

Teorema 5.1.1 ([8]). Se A é uma dlgebra de Frobenius, entdo existe uma equivaléncia

Db (modA
F e modh — 2 modh)

Ko(Py) de categorias trianguladas.

Demonstracao. Considere o funtor aditivo

D®(modA)

F':mod\ — ———~=
mo — Kb(PA)

que leva um médulo M em seu complexo talo no grau 0 na categoria derivada e depois
o projeta médulo K°(P,). Seja P um médulo projetivo, entdao F'(P) € Obj K°(Py).

Como estamos quocientando por K°(P,) temos que F'(P) = 0. Considere agora
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u: M — M’ que se fatora por um projetivo P, isto é,

onde u = w o v, aplicando F’ teremos

U.

M. M/. ,

R

0.

ou seja, u é levado no zero, entdo podemos passar o quociente no dominio de F’ que

nos da o funtor
Db (modA)

F : modA — Ko(Py)

Agora vamos mostrar que F' é de fato uma equivaléncia de categorias. Primeiro
mostraremos que F é um funtor exato, isto é, leva triangulo distinto em triangulo

distinto. Considere um triangulo distinto

X Y A TX

em modA vindo de um diagrama pushout de médulos

0 X I TX 0
0 Y A TX 0

onde X — I é a inclusao de X em seu envelope injetivo. Do primeiro quadrado, que

é comutativo, temos a seguinte sequéncia exata
0—X——I10Y —7—>0
Aplicando F', temos a sequéncia

f® g°

0 FX FY FZ 0
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D®(modA)
K°(Py)

abeliana e triangulada, temos que o triangulo distinto baseado em f*® é da forma

que ¢ exata. Uma vez que temos uma sequéncia exata na categoria

T'(Ker f*) @ Coker f*

h.
(1]

FX 7 FY

que ¢ igual a

FZ
5N
(1]
FX I FY
Visto que sequéncias exatas numa categoria triangulada cindem, obtemos

FY =FX®FZ.

Em seguida, observe que F' é pleno, uma vez que F’ é pleno. Basta tomarmos o

morfismo no grau zero. Além disso, se X # 0 entao F'X # 0.

Com essas propriedades podemos mostrar que F é fiel. Suponha o : X — Y é um

mapa em modA tal que F'a = 0 e suponha que a baseia um triangulo distinto

a n

X Y A TX .

Dai, temos que

0 g

FX FY FZ FTX.

Assim, g é monomorfismo que cinde, e portanto 1py : FY — FY se fatora através
de F'Y — FZ. Uma vez que F' é pleno, existe um mapa 3 : Y — Y, fatorando-se

através de n: Y — Z, tal que F 8 é um isomorfismo. Observe a seguinte ilustragao

C F

] — 0
A \ 1] \
3 Y

FY ————=FY

Y
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temos que o cone de [ é levado a zero por F. Pela contrapositiva do fato que se
X # 0 entao FX # 0, temos que o cone de § tem que ser zero e dai § é um
isomorfismo, o que implica que 1 ¢ um monomorfismo que cinde e, portanto « é nulo.

Logo Fa =0 = a =0, ou seja, F' é fiel.

DP(modA)
K*Py) )
qual podemos considerar X* € Obj (Db (modA)), visto que os objetos sao 0s mesmos.

Resta mostrar que F' é denso. Para isto, considere X* € Obj <

Portanto temos X*® ~ P* onde

P*r=... Pr pr+t pPs 0

é o gerador de D’(modA), com r < 0 eVn < r, H*(P*) = 0. Vamos considerar o

mapa natural de P* para seu truncamento. Dai

P*: ...4>Pr—14>PT4>Pr+1 Ps 0
) l L
P - coi— pr-1 Pr 0 0 0
D®(modA
O cone de n é um complexo limitado de projetivos e, portanto é zero em %
A
D®(modA _
Logo, n é isomorfismo em M o que implica X*® ~ P* ~ P*. Por outro lado,
KP(Py)
dado M € modA temos que F'M : --- 0 0 M 0 0

Tomemos a resolugao projetiva do modulo dado e considere o morfismo:

MFE Q? Q' Q° M 0 0 0-
N R N
F'M 0 0 0 M—=0 0 0--

Observe que H" (&) é isomorfismo para todo n inteiro. Assim, £ é quasi-isomorfismo,
D*(modA)
KP(Py)

o que implica que £ é isomorfismo em D?(modA) e portanto no quociente

A partir de P* podemos fazer a seguinte construcio
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-1
r—1 dr

\ / pr\ ; /Q+1

o —> Q" —— M = Cokerd! —=0

Imdr—! —
o Tm !
resultando na sequéncia exata
Q*: ...p-l—=pr——Qt! Q° M 0

que é resolucao projetiva de um médulo M € modA.
Uma vez que em D®(modA) resolugdes projetivas de um médulo nos dao um tinico

complexo, tomemos ()* como sendo este complexo e consideremos o seguinte morfismo

P - pr-1 pPr QT+1 QO 0---
la J/l ll lo io
Q*3 pr-1 pr 0 0 0---
Temos que « é quasi-isomorfismo em K°(modA). Desse modo, o é isomorfismo em
DP(modA). Logo, é isomorfi DP(modA) b ant
modA). Logo, é isomorfismo em —-———=. Portanto
g ) Kb(PA> 9

F'M~MP+— Q*~P"~P"~X*

A partir daqui usamos como principal referéncia o artigo [2]
Seja A uma algebra de Frobenius e X*® um complexo de A -médulos. Para cada
n € Z vamos definir um complexo L, X*® e um morfismo A\, x. : X* — L, X* de

complexos como segue

5 a3 aztt
X ) (L e e g L o B (5_1)
An,X’i l€ le’
LnX° e anl I o C p Xn+2 s ..

onde o morfismo € : X™ — [ é um envelope injetivo fixado arbitrariamente escolhido e
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C é obtido como pushout de d% ao longo de e. O morfismo de X"~ ! a I ¢ trivialmente
a composi¢io € o d% '. J4 o morfismo 8 é dado pela universalidade do pushout C,
como pode ser visto no seguinte diagrama comutativo

Xn d-

Xn+1

Se caso X" for injetivo, escolhemos € como sendo a identidade. Observe que a cons-
trugao nao é tunica, pois vai depender da escolha do envelope injetivo € : X" — I.
Dualmente definimos um complexo R,X°® e um morfismo p, xs : R, X* — X* de

complexo como

R, X* s xne2 B O—2 - p d"op Xl dt? X2
pn,X‘l l(pl \LQO

o 9 dn—2 1 dn—l an 1 dn+1 9

X *>Xn *>Xn *)Xn*)Xn—l- Xn—l—

onde o C no grau n — 1 do primeiro complexo é obtido através do pull-back de d%*
ao longo de .

Se X* é um complexo limitado, tal que X* = 0 para todo i < s e todo 7 > r, onde
supomos s < 0 < r, entao podemos aplicar esse processo varias vezes, para obter um

complexo

X*=RRy- R R.(L_1L_o--- Ly 1L,X*)
que tem moédulos injetivos em graus negativos e médulos projetivos em graus positivos.
Observe que X nao depende dos nimeros 7 e s desde que X' =0 Vi < seVi>r.
Faca FX = X° o A-médulo no grau zero, considerado como um objeto em modA.
Se f: X* — Y* é um morfismo de complexos limitados, existe um morfismo
L.f:L,X*— L,Y* tal que L, f o\, xo = Ay ye 0 f como podemos ver no diagrama

abaixo:
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(LnXo)n (LnXo>n+1
|
|
Xr i X (Laf) !
|
|
A
fr ( nyo)n o s (Lnyo)n—i—l
7 V
Yn - Yn+1

Consequentemente, temos o morfismo f : X* — Y* onde f = (Ry--- R,)(Ly - - - Ly)(f).
Esses morfismos L, f e f ndo sdo tnicos, e assim a construcao a principio nao ¢ fun-
torial.

Recordemos que os objetos de D’(modA) sdo os mesmos que os de K®(modA),

mas os morfismos de X*® a Y*® sao classes de equivaléncia de telhados a esquerda

/ Z‘; 1"
VSN
X* Y

o, .. . ’. .
onde f ¢é um quasi-isomorfismo, ou seja, f induz isomorfismos em todos os grupos

de cohomologia, ou equivalentemente pelo Lema (3.2.2) existe um triangulo

Z} X 7'° TZJI

em K®(modA) com Z'* aciclico.

Vamos também denotar o telhado acima simplesmente pelo par (f', f'). Assim,
recordemos também que dois pares quaisquer, (f, ") e (¢',¢"), sdo equivalentes se
existem quasi-isomorfismos h : H* — Z3 e n o H® — Z; tais que ffoh=g oh e

1" " / . .
f oh=g oh como podemos ver no diagrama abaixo

7
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Veremos que a construgao leva a morfismos em K°(modA) de forma direta e envia
quasi-isomorfismos em isomorfismos em modA. Portanto, se f = (f,f"): X* = Y*
é um morfismo em D°(modA), podemos fazer f=/fo (f)7!, onde a construgao

independe das escolhas dos representantes.

Agora, seja A uma K-algebra de dimensao finita e seja A = A a dlgebra repetitiva
de A. Entao para qualquer complexo X* em D°(modA) considere como um objeto
em Db(modfl), podemos aplicar a construcao e obter um A-médulo (X*)° tomando

o grau zero do complexo X°.

Lema 5.1.2. (a) Os morfismos Ay x+ € pp.xs SG0 quasi-isomorfismos (em qualquer

caso, independemente da escolha na defini¢ao).

(b) Para um morfismo f: X®* — Y* de complezxos, diferentes escolhas na defini¢ao

de L, f (respectivamente R, f) leva a morfismos homotdpicos.

(c) Suponha que f: X®* — Y* é um morfismo de complexos que € homotdpico a zero.
Se Y1 € um A-mddulo injetivo entio L, f é homotdpico a zero; similarmente,

se X" ¢ um A-médulo projetivo entao R, f é homotdpico a zero.

Demonstragao. (a) Iremos mostrar que A, xe ¢ um quasi-isomorfismo e para o mor-
fismo p, xe o resultado segue de forma andaloga. Consideremos o seguinte dia-

grama

X d% dx*!
Xo e Xn—l Xn Xn+1 Xn+2 N
)‘WL,X'\L ie ia
LnX° e 5 anl I o C p Xn+2 JE

Devemos mostrar que os morfismos HP(\,, x+) sdo isomorfismos Vp € Z. Para

os graus p # n e p # n + 1 basta considerarmos a identidade como regra. Para
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mostrar que H"(¢) e H""1(¢) considere o diagrama:

0 0
dit dn dtt
- o Xn—l Xn Xn+1 Xn+2 o
€ e
. -1 @ B +2
X" = 1 C X"
X
P
€
Coker e == Coker €

0 0 0 0 0

\L n—1 n n—+1 i
X. Xn—l dX Xn dX Xn+1 dX Xn+2

_ o B
Y. Xn 1 — I C Xn+2
eod’y

| v

Coker f* e 1) Coker € Coker ¢ (j

0 0 0 0 0

Dada a sequéncia () X M Ye* s Coker f* —— () existe sequéncia ex-

ata longa de cohomologia:

H"'(Coker f*) —= H™(X*) — H"(Y*) — H"(Coker f*) —— H"(X*)

H" W (Y*) — H""(Coker f*) ——---

Como H"(Coker f*) = 0 para todo n € Z segue que H"(¢) e H"t'(€) sdo

isomorfismos.
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(b) Deixamos a cargo do leitor, ver [2].

(c) Considere o diagrama

n—2 n—1 n n+1
dX dX dX dX
- Xn—? Xn—l Xn Xn+1 Xn+2 ...
s e s v
s s s s
s s v s
n—2 4 n—1 7 n 7 n+1 4 n+2
- v - s v
f L yn f L ! ) /h"+1 f L ynte f
v s v v
s s s s
z 4 y #
. >\ n—2 n—1 n n+1 n+2 e
Y n—2 Y n—1 Y dn Y n—+1 Y
dy dy Y dy

Gostarfamos de encontrar morfismos L,h"*! e L,h" tais que L, f* = L,h"* ' o

ax +ey ody o L,h". Do diagrama abaixo

€x
0 X" Ix
Ve
R" ’
l y 7 Lnh"
Yn—l

obtemos o morfismo L,h" : Ix — Y™ !, considerando que Y™ ! ¢ injetivo.

Vamos agora obter L, f"! como no diagrama

dy? exody ! ax
4>Xn—2 Xn—l IX CX
Ve s Ve
Ve 7 s/
e s Y
L n—2 n—1 4 n 7 L n+1
nf ) _ thn71 nf / thn EX nf ) 2 thn+1 nf
s s 4
# Vs 3
- Yn—2 Yn—l -[Y OY
dy 2 eyody ! ay



Considere o diagrama pushout

dn

Xn+1

X’I’L

L fr—eyody toL, A"

Assim, existe tinico L,h"™' : Cx — Iy tal que L,h" " oax = L,f" —eyody 'o
L,h™, ou seja,
Lof"=L,h" ™ oax 4+ ey o d’}_l o L,h"

Para finalizar a demonstracao basta fazer L,h* = h¥ ¥V k # n,n + 1. Portanto,
L, f* é homotoépico a zero.
Ul

Para um complexo X® com X’ = 0 para todo j < r e um inteiro i > r, defina
um complexo L;X® = L; 1L; 5---L.X* (note a independéncia sobre a escolha de
1) e estenda sobre morfismos de maneira ébvia. Denote por A.; xe a composicao dos

seguintes morfismos, que sao quasi-isomorfismos pela primeiro item do Lema (5.1.2),

r41,LpX® I Aim1,L,_ 1 X®

A xo A
XXX oLy X = L X

L, X*

Pelo segundo item do Lema (5.1.2), a composi¢ao de L_; com a proje¢ao candnica
q : C°(modA) — K®(modA) ¢ funtorial, j& pelo terceiro item fatora-se através de q.

Portanto, construimos funtores

L.; : K°(modA) — K(modA)

e quasi-isomorfismos A.; x» : X* — L;X*, que forma um morfismo de funtores

A, :id — L;. Similarmente obtemos um funtor

R.; : K’(mod\) — K°(modA)
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e um morfismo de funtores p.; : Rs; — id.
Se f: X* — Y* é um quasi-isomorfismo, entdo L.;f e R-;f sdo também quasi-

isomorfismos. Consequentemente L_; e R~; induz funtores

Lei, R; - D*(modA) — D*(modA),

que sao equivaléncias.

Claramente, temos os seguintes isomorfismos de funtores
)\<i Did —> L<i7 ﬁ>i : R>i — id.

O seguinte resultado mostra que os funtores L.; e R-; comutam (a menos de

isomorfismo de funtores).

Lema 5.1.3. (a) Lo;Roidei: LoiRo; — LoiRoiLo; = Ro;Lo; € um morfismo de
funtores K®(modA) — K®(modA), que avalia os quasi-isomorfismos para cada

objeto.

(b) LoiRoihsi : LoiRey — LojRo;Lo; = Ro;Lo; € wm isomorfismo de funtores
Db(modA) — D°(modA).

A equivaléncia
G = RooL.o : D*(modA) — D*(modA)

atribui a cada complexo X°® um complexo GX*®, com mddulos injetivos em graus
negativos e médulos projetivos em graus positivos. De modo que G' ~ idpb(modn)-

A seguinte proposicao mostra que para uma algebra de Frobenius A, a construgao
R-oL.g, que nao é funtorial, é estendida a uma funtorial compondo com funtores

adequados, como mostrado na figura em (5.2).

Proposicao 5.1.4. Se A € de Frobenius e p : modA — modA, a projecao canonica,
entao X + p(RsoLoX)? =: [1X define um funtor Fy : C°(modA) — modA, que
fatora-se sobre a projecdo candnica q : C°(modA) — K°(modA). Assim, temos um
funtor Fy : K*(modA) — modA com Foq = F.

Demonstracao. Uma verificagao direta produz, que para um morfismo f : X* — Y*®

em C®(modA), p(L,f)"*! estd bem definida, independentemente da possivel escolha
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para L, f. Consequentemente, p(RsoLof)° estd bem definida como morfismo em
modA, e portanto F; : X* + p(RsoL-oX*)° é funtorial.

No seguinte diagrama comutativo, indicamos com a flecha pontilhada a construcao

que nao ¢é funtorial e por flechas completas as que sao.

Ct(modA) - 2222 = C(modA) X250~ 10dA (5.2)
Fy
q p
K®(modA) = modA

Agora, se f é homotdpico a zero, entao R~gL.of é também homotdpico a zero, pelo
Lema (5.1.2) e portanto temos para alguma homotopia h que (RsoL<of)°? = d;/lho +
hldgz7 um morfismo que fatora-se sobre um projetivo. Assim, p(RsoL-of)? = 0, e
portanto a construcio Fy : X® — (RsgLoX*)? estd bem definida na categoria de

homotopia. O

Para a prova do seguinte resultado, denotamos por Z=<° a truncacao a direita
de um complexo Z°, isto é, o complexo com (Z=°)! = 0 para i > 0 e (Z=°)! =
Z' para i < 0. Também denotamos por Z=Y o complexo talo concentrado no grau
zero, isto é (Z79)" = 0 para i # 0 e (Z7°)° = (Z*)°. Observe que existem morfismos
canodnicos Z* — Z=0 e Z=0 — Z=0 Caro leitor, nao confunda a truncacao acima

com o processo de truncamento visto na segao (3.2).

O seguinte lema sera usado para ver que Fy fatora-se através da projecao n’ :
K®(modA) — Db(modA).

Lema 5.1.5. Eziste um isomorfismo & : FFy — nGn’ de funtores

D*(modA)

b
K’(modA) — Ko(By)

onde 7' : K*(modA) — D®(mod\) € a projecdo canénica.
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Demonstracao. Inicialmente vamos analisar o diagrama abaixo

C¥(modA) - 225 - O (modA) —X2X o odA (5.3)
11
q p
Kb(modA) = modA
D®(modA) F
FoFy
€
b
DP(modA) _ D*(modA)
K®(Py)

Queremos mostrar que existe um isomorfismo de funtores £ : F'F, — wGn’, para
isso considere um morfismo f : X — Y em K°(modA) e note que Gr'X* e Gr'Y'™®
sao objetos com modulos projetivos em todos os graus, exceto no grau 0. Mas, para
tal objeto Z°®, os morfismos canonicos Z* — Z=0 ¢ Z=0 — Z=0 em DP’(modA)

mapeiam cones em K b(PA). Portanto, eles se tornam isomorfismos sob a projecao

7 : D°(modA) — %. Esquematicamente, temos
K®(modA) D*(modA) %
X Gr' X TG X = (G X*)
f — Gr' f 7G| (G f)°
y* Gr'y* TGr'Y* o n(Gr'Y*)

Isso mostra, que temos um isomorfismo £x : TG’ X* — 7(Gr'X*) e (G’ f)™%x =
&m(Gr' f)70. O resultado segue agora do fato que o funtor F' é induzido pela in-
clusdo canonica modA — D°(modA), que envia um médulo para o complexo talo
concentrado no grau 0, isto é (G’ X)=0 = FF,X e n(Gr'f)=0 = FF,f. 0
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Proposigao 5.1.6. Para cada quasi-isomorfismo f em K’(modA), o morfismo Fyf

€ um isomorfismo em modA.

Demonstragdo. Se f : X* — Y* é um quasi-isomorfismo em K°(modA), entdo
7' f e Gr'f sdo isomorfismo em D?(modA). Assim, pelo Lema (5.1.5), FFyf é um
isomorfismo e assim também ¢é F; f, uma vez que F' é uma equivaléncia.

Segue-se da proposicao anterior, que F, fatora-se sobre a projecao canonica 7’ :

K®(modA) — D®(modA) e assim a fatorizacao
F : D*(modA) — modA

¢ definida como segue: para um objeto X*, temos FX* = FyX* e para um morfismo
f: X* — Y* representado por um par (f, f') de um quasi-isomorfismo f" : Zy —
X* e um morfismo f : Z3 — Y*, temos Ff= Fyftro(Fyf)™1: F,X — F,Y (note
que By f' . FoZ* — F3,X* é um isomorfismo, de acordo com a proposicao anterior e

que a definigao é independente da escolha dos representantes). O

Lema 5.1.7. O isomorfismo &, definida no lema anterior produz um isomorfismo

. D*(modA)
. b TIoh(p)
£: FF — G de funtores D*(modA) — Kb(Py)

Demonstracdo. Usando o fato que um morfismo em D°(modA) é representado por

um telhado em K°(modA), o resultado segue facilmente do lema anterior. O

5.2 Demonstracao do teorema principal

Teorema 5.2.1 ([2]). (i) Se A é uma algebra de Frobenius entdo existe um funtor

triangulado F - D*(modA) — modA tal que FF ¢éisomorfo a proje¢io candnica

DP(modA)
. b
7 D°(modA) — Py

(ii) Se A € uma dlgebra de dimensdo finita e A = A, entdo a composicio de F com
a inclusio canénica D*(modA) — Db(modA) é um funtor triangulado, pleno e

fiel, e também denso no caso em que A € de dimensao global finita.

Demonstragio. Uma vez que G ~ idpb(meqn) € do Lema (5.1.7), temos que

FoF=rmoG=m.
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Como 7 é exato e F' é funtor exato que também ¢é equivaléncia, temos F' = F~lor é

funtor exato.

Isso prova a parte (i) do Teorema Principal. Para a parte (ii), queremos provar
que F o J é equivaléncia triangulada, para isto vamos assumir A uma K-algebra de

dimensao finita sobre um corpo K. Claramente é suficiente provar que a composicao

Db (modA)

— . b
& =mo0J:D’(modA) — KDy

da inclusio canénica .J : D?(modA) — D¥(modA) com a projecio m tem as pro-
priedades apresentada, pois se  ¢é equivaléncia triangulada, entao Fo.J é equivaléncia
triangulada. De fato, isto segue do fato de que F' é equivaléncia triangulada uma vez

que F é uma equivaléncia e FFJ ~ 7.J = ®.

O homomorfismo A — A, dado por (ai, pi)i — ag induz um funtor j : modA —
modA, que é exato, pleno e fiel. Assim, J : D(modA) — Db(modfl) é pleno e

triangulado.

Considere o seguinte diagrama, onde i : modA — D?(modA) é a inclusdo canonica.

modA : D b(modA)

J l] \
modA % D b<m0d121)

K

: -/

. DP(modA)
mOdA W

2

O quadrado superior do diagrama é claramente comutativo e o quadrado inferior

comuta pela generalizagdo Teorema (5.1.1).

Sabemos que J é funtor exato e pleno assim como 7. Portanto, ¢ é exato e pleno.

Logo, F o J é exato e pleno.

Agora mostraremos que ® é fiel. Suponha que ®*X ~ 0 para algum objeto X*
nao nulo de D’(modA). Suponhamos pX*® ~ 0, com X* € D’(modA). Vamos provar

que X* = 0. Suponhamos X*® # 0 e chegaremos a um absurdo. Seja n minimal tal
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que H"(X*) # 0. De fato esse n exite, pois se n nao existir, entao

N Xn—l Xn Xn+1

que é um isomorfismo na categoria derivada, dai terfamos X°® = 0 que é uma con-
tradicao.

Seja m tal que X' = 0, Vi < m. Observe que m < n. Olhemos para X*® em
DP(modA). Seja Y* = Ly 0 Lyiq0---(X®). Y* é quasi-isomorfo a X* e suas
entradas sao injetivos em modA, com possivelmente infinitos injetivos nao nulos.

Como Y* é quasi-isomorfo a X*® e X*® possui cohomologia limitada temos que Y*
possui cohomologia limitada.

Mostraremos por inducao que Ker di- nao é injetivo em modA Vi > n. Parai = n,
visto que H"(X*) # 0, temos

dnfl dn dn+1
e 4>X71—1 X Xn X Xn+1 X Xn+2 JE
\LE \LEI
...4>Xn—1 I @ O B Xn+24>...

Se z € Kerd% entao aoe(z) = 0= ¢(z) € Kera. Dai, ¢ : Kerd% — Ker a esta

bem definida e é injetora. Para a sobrejetividade, se y € Kera entdao 7’ o a(y) = 0.
De

€

0 X" I % Cokere —0

ok

0*>X"+1T>Cﬁ>,00ker5'*>0

temos que m(y) = 0 = y € Kerm = Ime = Jr € X tal que ¢(z) = y. Temos
x € Kerdy, pois ¢ o Kerd%(z) = aoe(z) = a(y) = 0. Como £ é monomorfismo,
temos d% (z) = 0, daf z € Kerd. Logo, Kera ~ Kerd® e Kerd% ¢ I, pois Ker d%

é nao nulo em modA

Passo de inducao: Aqui basta provar que Ker [ nao é injetivo. Por contradicao,

suponhamos Ker § € I; = P;. Dal temos a sequéncia exata que cinde

0(__Kerﬁ : C b Im g 0
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Considere [, ¢'] : [ ® X"t — (O Assim,

HE

0 X" IeXxXnt! C

Ker g

Desse modo, p o [ a € } é epimorfismo que termina em projetivo e, portanto,
cinde. Logo, Ker 8 é somando de I & X",

Como nenhum somando indecomponivel de X! estd em I; temos Ker 5 é so-
mandode I, [ =" ® Ker[ e

[*a>C*P>Ker/B

I @Kerﬁ%KerﬁHO

ou seja, p o « é epimorfismo que cinde.

Sabemos que Ima C Ker 3, implicando em Kera = I’, que é uma contradigao.
Portanto, Ker 8 nao é injetivo.

De fato, seja x € Kera e

I' ®Kerf—>Im 3 & Ker 8

0 /
onde o = [ U ] Ima C Ker f = ay(z) = 0 para todo z € I' o que implica
Qo
0 0
o =
0 [6%)

a1 0

/ 0 Q2 P
I ® KerB——=1Imf ® Ker § ——Ker

\/

%

dai I' € Kera
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como ap é monomorfismo, temos I = Ker «, contradigao.

Podemos concluir que Y* é quasi-isomorfo a X°, suas entradas estao em 4, Y*
possui cohomologia limitada e Kerdy ¢ I; ¥i > n. Como em K*°(P;) temos
complexos com entradas projetivas e com cohomologia limitada inferiormente, segue
que Y estd em KTP(P;). Mostraremos que Y* ndo pode ser isomorfo a Z* em
K**(P;). Suponhamos que

Y* A

\__/
g

tais que g o f ~ ly.. Seja r maximal tal que Z" # 0

z" 0
[
Yr - Yr+1

Isso implica que Im ¢g" C Kerdy,.

erl N YT S YrJrl

ifﬂ l’” lo

erl VA 0

N

erl N YT *Y> YrJrl

que nos da

erl S YT S Yr+1

Ve s
gr—lofr—ll /g/rof'rl p e lo

# £ody,
erl N YT N Yr+1

idyr = (g0 fT+dy " o h") + (W ody) =a+b
Dos diagramas acima, temos
Ima C Kerdy C Kerbd
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tal que a +b=1. De

yr (%3 Kerdy, —(

temos que aoi(r) = a(z) = x para todo x em Kerdy o que implica que aoi = lgerar,,
ou seja, a é um epimorfismo que cinde. (a + b) restrito a Kerd}, ¢ igual a identidade
em Kerdy o que nos diz que a restrito a Kerdy ¢ também a identidade em Kerdy, .

Kerdy, ¢ somando de Y" € I, que implica que Kerdy, estd em [4, o que ¢ uma
contradicao.
Como Y* nao pode ser isomorfo a um objeto de K®(Pj) temos que 7(Y) # 0 em
D;((:'Z—;i;@. Mas, X*® é quasi-isomorfismo a Y* que nos diz que ¢(X*) ~ 7(Y*), ou
DP(modA)

KP(Py)

que pX* = 0 implica X* = 0, usando os mesmos argumentos da demonstracao do

seja X*® e Y*® sao isomorfos em . Mas, p(X*) = 0. Contradigao. Mostramos

teorema (5.1.1), concluimos que ¢ é fiel.

Resta mostrar que é denso. Suponha agora que A é de dimensao global finita,
entdo pela Proposicao (3.3.4), modA é uma subcategoria geradora de modA. Além
disso, vimos na se¢ao (3.3) que modA é uma subcategoria geradora de D®(modA),
consequentemente o funtor ® leva subcategoria geradora em subcategoria geradora.

Logo, pelo lema (3.3.5), ® é denso e, portanto uma equivaléncia de categorias. O
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