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Resumo

Esta tese é dedicada principalmente ao estudo de propriedades magnéticas e magnetoca-
lóricas de sistemas ferromagnéticos no contexto da aproximação de pares, considerando
uma interação exata (método de aproximação de Oguchi) do íon principal com o vizinho
mais próximo e adicionalmente (em alguns casos) com o segundo vizinho mais próximo.
Para as análises foram considerados os hamiltonianos de Ising (∆ = 1) e Heisenberg
(∆ = 0), levando em consideração dois casos: rede cúbica com sítios magnéticos de mo-
mento magnético comum (sub-redes Si = Sj) e rede cúbica com spins mistos (sub-redes
Si 6= Sj). Inicialmente consideramos um sistema ferromagnético somente de spin em que
o hamiltoniano (de vizinho mais próximo) apresenta os termos Zeeman, troca bilinear
(J1) e biquadrática (J ′1), com e sem termo de anisotropia de troca bilinear (∆= 1 e 0, res-
pectivamente). A magnetização (g〈Szi 〉) e a temperatura crítica (TC) foram investigadas
através da sua dependência com o parâmetro de troca biquadrático (J ′1) e veri�cou-se que,
especialmente em regiões negativas de J ′1 < 0 < J1, são apresentadas modi�cações na con-
�guração de spin no estado fundamental, sendo mais visíveis no modelo de Heisenberg. A
consideração de um hamiltoniano de primeiro e segundo vizinhos mais próximos, melhora
a precisão na determinação da correlação entre os spins da rede, sobretudo na região de
transição de fase magnética. Por outro lado, consideramos um sistema com interação en-
tre spins mistos (Si =9/2 e Sj=7/2) com um hamiltoniano composto dos termos Zeeman,
troca (bilinear (J1)) e anisotropia uniaxial (D). Com D favorecendo a direção do eixo-z do
spin no sitio i, as maiores contribuições para g〈Szi 〉 deste tipo de anisotropia encontram-se
no modelo de Ising. Por �m, o modelo de pares foi aplicado para a série RAl2 (R= Gd,
Tb e Tm) considerando o campo cristalino cúbico a �m de calcular suas propriedades
magnéticas e magnetocalóricas. Em cada um dos casos descritos, da equação de estado,
obtivemos a isoterma de baixa temperatura (T0) e determinamos a área envolvida pela
mesma na faixa de campos Hi ≤ H ≤ Hf . Determinamos também a área descrita pela
variação de entropia magnética (na mesma faixa de campos) para T ≥ T0. A igualdade
das áreas mencionadas valida a regra das áreas do efeito magnetocalórico. Em particular,
para T0=0, transições quânticas se revelam como platôs magnéticos interrompidos por
descontinuidades na magnetização nos campos críticos. Do confronto com as curvas de
variação de entropia, a regra das áreas também é validada. Adicionalmente foi determi-
nada a contribuição magnética à resistividade elétrica e comprovada sua semelhança com
a variação de entropia magnética.

Palavras-chaves: Efeito magnetocalórico, aproximação de pares, spins mistos.
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Abstract

This thesis is mainly devoted to the study of the magnetic and magnetocaloric pro-
perties of ferromagnetic systems in the context of the pair approximation model. This
model considers an exact interaction (Oguchi approximation) of the main ion with the
nearest-neighbor and additionally (in some cases) with the next-nearest-neighbor. For the
analysis, the Ising (∆ = 1) and Heisenberg (∆ = 0) models were considered, taking into
account two cases, namely, the cubic lattice with common magnetic moment (Si = Sj
sublattices) and the cubic lattice with mixed spin (Si 6= Sj). Initially we consider spin-
only dependent ferromagnetic system, in which the nearest-neighbor hamiltonian has the
Zeeman, bilinear (J1) and biquadratic (J ′1) exchange terms, with and without bilinear
exchange anisotropy, ∆ = 1 and 0, respectively. The magnetization (g〈Szi 〉) and critical
temperature (TC) were investigated through their dependence with the biquadratic ex-
change parameter (J ′1). It was veri�ed, especially in the negative regions of this parameter
J ′1 < 0 < J1, changes on the ground state of the spin con�guration, being more visible
in the Heisenberg model. The consideration of a next-nearest-neighbor hamiltonian, im-
proves the accuracy in the determination of the spin-lattice correlation, especially in the
magnetic phase transition region. In addition, we considered a mixed spin system (Si =
9/2 and Sj = 7/2) with a hamiltonian composed of the Zeeman, bilinear exchange (J1)
and uniaxial anisotropy (D) terms. With D favoring the z-axis direction of the spin at site
i, the major contributions to g〈Szi 〉 of this type of anisotropy are found in the Ising model.
Also, the pair model was applied to the RAl2 series (R = Gd, Tb and Tm), considering
the cubic crystalline �eld, in order to calculate its magnetic and magnetocaloric proper-
ties. In each of the cases, from the equation of state, we obtained the low temperature
isotherm (T0) and determined the area under the curve in the Hi ≤ H ≤ Hf �eld range.
We also determined the area described by the magnetic entropy change (in the same �eld
range) for T ≥ T0. The equality of the mentioned areas validates the area sum-rule of
the magnetocaloric e�ect. In particular, for T0 = 0, quantum transitions are revealed
as magnetic plateaus interrupted by discontinuities in magnetization at critical �elds. In
this case, from the comparison with the entropy-change curves, the area sum-rule is also
validated. Finally, the magnetic contribution to the electrical resistivity was determined
and the expected similarity with the magnetic entropy variation was con�rmed.

Keywords: Magnetocaloric e�ect, Oguchi approximation, mixed spin.
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1 Introdução

1.1 Motivação para a pesquisa

Pierre Weiss foi um dos pioneiros no estudo qualitativo da magnetização espontânea

em materiais ferromagnéticos [1]. Em sua teoria acreditava-se que a interação entre os

momentos magnéticos no interior de alguns compostos era oriunda da energia de interação

dipolo-dipolo. No entanto, a energia dipolar não consegue explicar os altos valores de

temperatura críticas, na qual ocorre uma quebra espontânea de simetria no sistema. Hoje,

sabemos que a interação dipolar, por ser extremamente fraca, não é capaz de explicar,

sozinha, as propriedades magnéticas de alguns sistemas magnéticos.

Apesar da Teoria de Weiss ser capaz de reproduzir, qualitativamente, algumas pro-

priedades magnéticas em materiais ferromagnéticos, a teoria apresenta algumas incon-

sistências nos resultados quantitativos. Tais inconsistências são devidas ao conjunto de

princípios introduzidos para o comportamento qualitativo descrito por Wiess não se fun-

damentarem nos princípios propostos pela mecânica quântica para as interações eletro-

magnéticas na matéria. Desta forma, uma melhor precisão quantitativa de sistemas mag-

néticos somente foi possível através de modelos, fundamentados na teoria quântica, que

tentaram descrever as interações eletromagnéticas dos constituintes da matéria, intera-

ções estas, mediadas pelos fótons e por uma das características intrínsecas dos elétrons,

conhecida como o spin, juntamente com análises experimentais mais aprimoradas [2].

Através da teoria quântica foi possível estudar sistemas com muitos corpos, o que não

é uma tarefa fácil, tendo em vista, o grande número de interações entre as partículas do

sistema. Desta forma, alguns métodos de aproximação foram desenvolvidos. O método de

aproximação, mais simples, e que nos permite ter uma primeira ideia das propriedades do

sistema é a aproximação de campo médio (MFA, do inglês, Mean Field Approximation).

Aqui, essencialmente, as �utuações e correlações são ignoradas. Porém, da mecânica

estatística sabemos que o spin (ou em geral, o momento magnético) em um sítio da rede

�utua em torno de seu valor médio. Tal �utuação térmica é incrementada quando a
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temperatura é elevada e vai �cando descorrelacionada. Para estudar a correlação das

�utuações é conveniente considerar o princípio de superposição e o produto tensorial na

estrutura dos espaços de spin (tratado na seção 4.2). Em princípio pode se tratar da

correlação entre dois spins em sítios diferentes i e j de um sistema magnético descrito por

um hamiltoniano. Como sabemos, poucos casos podem ser tratados de forma exata (Ising

em 1 e 2 dimensões, por exemplo) e em geral devemos recorrer ao cálculo numérico.

O estudo do comportamento magnético e o cálculo de grandezas associadas é de

grande interesse e deve ser consistente com a mecânica estatística e a termodinâmica. Na

primeira, especialmente por causa da criticalidade na região da transição magnética. Na

segunda, enfatizamos a chamada regra das áreas para a variação de entropia magnética

induzida pelo campo. Segundo esta regra, conhecendo a magnetização a uma temperatura

T0 e para campos magnéticos Hi < H < Hf , é possível prever a área abaixo da curva

magnetocalórica para T > T0. Isto pode ser entendido basicamente porque a magnetização

se anula para T −→ ∞ e M = M(T,H) deve satisfazer d∆G= −∆SdT − MdH= 0

(que segue do primeiro princípio, TdS = dU − HdM para um processo em equilíbrio).

Os modelos existentes permitem construir equações de estado M = M(T,H) levando

em consideração correlações das �utuações entre vizinhos próximos. Nosso interesse é

o estudo do efeito das �utuações nas propriedades magnéticas, magnetocalóricas e de

transporte elétrico em diferentes sistemas magnéticos usando modelos bem constituídos,

tais como o modelo de Ising e o de Heisenberg por meio da aproximação de pares (método

de Oguchi), em uma série de sistemas magnéticos sujeitos a interações magnéticas e de

anisotropia uniaxial. Desenvolver um procedimento, baseado na metodologia anterior,

e aplicar em compostos intermetálicos contendo Terras-Raras (RAl2) e em óxidos de

manganês (LaMnO3), com a �nalidade de estudar os efeitos das �utuações térmicas no

comportamento destes materiais. Analisar grandezas físicas, como capacidade calorí�ca,

energia interna, magnetização, correlação e variação de entropia. Obter os expoentes

críticos associados as grandezas descritas anteriormente e veri�car a validade da regra das

áreas para os diferentes modelos.

1.2 Estrutura e organização do trabalho

Para melhor apresentar os resultados obtidos nesse estudo, organizamos o manuscrito

da seguinte maneira:

• No capítulo 2 será apresentado toda a fundamentação teórica necessária para a
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abordagem dos sistemas que serão objeto da tese. Trataremos dos aspectos termo-

dinâmicos do efeito magnetotérmico, ordem/desordem, expoentes críticos, transição

de fase magnética, regra da áreas, modelos magnéticos, �utuação, susceptibilidade

generalizada e resistividade elétrica devido a spin.

• Capítulo 3: apresentação do estado da arte com o resumo dos principais resultados

publicados na literatura, que serviram de base para as análises realizadas nesta tese,

assim como de estudos relacionados.

• Capítulo 4: apresentação dos métodos utilizados para obtenção dos resultados re-

portados nesta tese.

• Capítulo 5: apresentação e discussão dos resultados obtidos por meio da aproxima-

ção de pares para os modelo de Heisenberg e Ising, com base na interação entre

primeiros e segundos vizinhos mais próximos. Aplicação da metodologia desenvol-

vida em sistemas de interesse.

• Capítulo 6: apresentação das considerações �nais e perspectivas para a continuidade

de trabalhos futuros;

• Por último listamos as principais referências bibliográ�cas consultadas durante o

nosso estudo.
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2 Fundamentação Teórica

Neste capítulo faremos um breve resumo dos principais conceitos físicos abordados

em nosso tema de estudo. A maior parte das relações apresentadas serão uteis em nossos

cálculos enquanto outras são base de aproximações realizadas por outros autores.

O magnetismo é devido aos momentos magnéticos orbitais e de spins dos elétrons

[3]. A forma como os spins eletrônicos interagem no interior de um sólido determina o

comportamento magnético do material. Tais interações são responsáveis pela classi�cação

do material, assim, quando os spins são não-interagentes, o material é paramagnético. No

caso de spins interagentes, o tipo de interação pode favorecer várias formas de alinhamento

entre eles. A interação entre os spins é descrita, segundo Heisenberg, por:

Ĥ = −
∑
ij

Iij ~Si · ~Sj. (2.1)

Na qual Iij representa um parâmetro conhecido como integral de troca entre os spins

Si e Sj, e será explicado na seção 2.6.2. O Hamiltoniano depende apenas da orientação

relativa entre os spins (Hamiltoniano de Heisenberg) e descreve bem materiais isotrópicos

(sem direções preferenciais). Se Iij > 0, a con�guração de energia mínima é a de spins

alinhados paralelamente. Isso dá origem a um acoplamento ferromagnético. Em materiais

ferromagnéticos, os spins tendem a alinhamentos unidirecionais dentro de pequenas regiões

conhecidas como domínios. Ao ser aplicado um campo externo, os diversos domínios

são in�uenciados a adotar uma direção preferencial, produzindo um momento magnético

total signi�cativo. Nos casos em que Iij < 0, os spins tendem a �car antiparalelos e o

acoplamento é chamado antiferromagnético. O alinhamento antiparalelo perfeito anula o

momento magnético total do material [4].

Existem outras formas de acoplamento além das mencionadas. O ferrimagnetismo, por

exemplo, é uma ordem magnética na qual existem duas ou mais espécies diferentes (átomos

ou íons) com momentos magnéticos distintos. Em geral, o alinhamento é antiparalelo,

(assim como nos materiais antiferromagnéticos) mas não ocorre o cancelamento total do
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momento magnético do material, porque ocorre entre spins de diferentes intensidades. É

importante destacar que, os comportamentos ferro- e antiferromagnético ocorrem apenas

abaixo de uma temperatura crítica TC . Acima dessa temperatura, na ausência de campo

magnético, a agitação térmica prevalece e o material torna-se paramagnético.

Em geral, o magnetismo localizado dos materiais tem sua origem na estrutura ele-

trônica dos átomos, através da combinação do momento angular orbital e do momento

angular de spin dos elétrons, gerando assim, os momentos magnéticos atômicos [5]. Estes

momentos magnéticos atômicos são permanentes e tendem a se alinhar na direção de um

campo aplicado, de modo a magnetizar o material. Esta magnetização (M) é de�nida

como sendo o momento magnético total por unidade de volume. Geralmente o vetor

magnetização é de�nido por [5]:
~M = N ~m, (2.2)

sendo N o número de sítios magnéticos por unidade de volume do cristal e m o momento

magnético médio destes sítios. A magnetização é medida em ampère por metro (Am−1)

ou Weber por metro quadrado (Wb m−2), em unidades do SI, e em Oersted (Oe), no

CGS. Usamos nessa tese o magneton de Bohr: 1µB ≡ 0,9274×10−23 Am2, como unidade

de m.

Na de�nição (2.2) está implícito que um sólido magnético é constituído por um grande

número de átomos, cada um com o seu momento magnético médio m. M pode ser

considerado um campo vetorial, contínuo em todos os lugares, exceto nas bordas do

sólido magnético. No espaço livre (vácuo) não há magnetização. Por outro lado, o campo

magnético pode ser descrito pelos campos vetoriais ~B e ~H que, no caso isotrópico, são

linearmente relacionados por:
~B = µ ~H, (2.3)

onde µ é a permeabilidade magnética.

Os campos magnéticos envolvidos nos processos de magnetização são de�nidos como

o vetor indução magnética ( ~B) e o vetor intensidade de campo magnético ( ~H). No vácuo,

essas duas grandezas se relacionam através de uma constante µ0 conhecida como perme-

abilidade magnética no vácuo. Dentro de um material ~B e ~H podem ser diferentes em

magnitude e direção devido à magnetização ~M , sendo portanto, relacionados da seguinte

maneira [4, 5]:
~B = µ0( ~H + ~M). (2.4)

A forma como um material responde a aplicação de um campo magnético é descrita
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pela susceptibilidade magnética, que em casos mais simples, pode ser de�nido pela relação

[3]:

χ =
M

H
. (2.5)

Substituindo as equações (2.3) e (2.5) em (2.4) é constatado que a permeabilidade

magnética está relacionada à susceptibilidade da seguinte forma:

µ = µ0(1 + χ). (2.6)

Quando o material é submetido a um campo magnético externo ( ~H), a sua magneti-

zação ( ~M) pode sofrer modi�cações, o mesmo ocorre com a susceptibilidade por se tratar

de uma função resposta de ~H e ~M . Para melhor exempli�car isso, considere um material

isotrópico e linear, de forma que os tensores permeabilidade (µ) e susceptibilidade (χ)

sejam expressos na forma escalar. Neste caso, em um material isotrópico as relações que

melhor representam a permeabilidade e susceptibilidade, são:

µ = µ(H) =
∂B

∂H
, (2.7)

χ = χ(H) =
∂M

∂H
. (2.8)

2.1 Aspectos termodinâmicos do efeito magnetocaló-
rico

O estudo do efeito magnetocalórico (MCE) tem mais de um século de história, co-

meçando com o equivalente mecânico do calor e os efeitos magneto-elétricos por volta de

1843. O descobrimento (experimental) está sujeito a controversas, tendo sido atribuído

inicialmente a Emil Warburg (1881) e mais recentemente a P. Weiss e A. Piccard em

1917 [6]. Pouco depois o efeito foi aplicado para obter temperaturas muito baixas medi-

ante o emprego de sais paramagnéticos. Atualmente, os estudos nessa área estão voltados

a buscar materiais com alto potencial para aplicações em refrigeração de estado sólido,

que sejam úteis na construção de dispositivos de economia de energia e que exibam um

ótimo desempenho [7, 8]. Paralelamente a essa busca, existe uma necessidade constante

de encontrar modelos que façam uma representação física do fenômeno e descrevam da

melhor forma os resultados experimentais. As teorias de campo efetivo, por sua simplici-

dade são geralmente utilizadas para as descrições de propriedades termodinâmicas, como

a energia livre, por exemplo.
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Nos sistemas mecânicos conservativos, como uma massa (mola) sob efeito de um

potencial gravitacional (elástico), o trabalho pode ser armazenado na forma de energia

potencial e subsequentemente recuperado. Em certas circunstâncias, o mesmo se aplica

aos sistemas termodinâmicos. É possível armazenar energia em um sistema termodinâ-

mico através de um processo (quase) reversível e, eventualmente, pode-se recuperar essa

energia (energia livre) na forma de trabalho. Há diferentes formas de energia em um

sistema termodinâmico, as mais comuns são: a energia interna (U), a entalpia (H), a

energia livre de Helmholtz (A), a energia livre de Gibbs (G) e o grande potencial (Ω).

Essas quantidades desempenham um papel análogo ao da energia potencial em uma mola,

e por isso são chamadas de potenciais termodinâmicos.

Uma das formas de representação da energia livre é através da energia interna. Para

isso, a energia interna é escrita em termos da entropia (S), do volume (V ) e da magneti-

zação (M):

U = U(S, V,M) (2.9)

A diferencial total de U é representada por [9]:

dU = TdS − pdV +HdM, (2.10)

onde p é a pressão, T a temperatura e H o campo magnético.

A energia de Helmholtz (F (T, V,H)) possui dependência com a temperatura, o volume

e o campo magnético, sendo esta usada para sistemas com volume constante, e de�nida

por:

F = U − TS. (2.11)

Sua diferencial é dada por:

dF = dU − TdS − SdT. (2.12)

Os sistemas que dependem da pressão, temperatura e do campo magnético, e em que

a pressão é mantida constante são representados pela energia livre de Gibbs (G(T, p,H)),

a qual é de�nida por:

G = U − TS + pV −MH. (2.13)

A diferencial total é representada por:

dG = dU − TdS − SdT + pdV + V dp−MdH −HdM. (2.14)
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Substituindo a equação (2.10) em (2.14) obtêm-se a equação:

dG = V dp− SdT −MdH. (2.15)

Através das diferencias totais das energias livres pode-se obter as equações de estado

para cada tipo de energia. Considerando a energia livre de Gibbs, por exemplo, obtemos

que: (
∂G

∂H

)
T,p

= −M(T,H, p); (2.16)(
∂G

∂T

)
p,H

= −S(T,H, p); (2.17)(
∂G

∂p

)
H,T

= V (T,H, p). (2.18)

Derivando parcialmente a equação (2.16) em relação a temperatura e a equação (2.17)

em relação ao campo obtêm-se a seguinte relação:(
∂S

∂H

)
p,T

=

(
∂M

∂T

)
p,H

. (2.19)

A equação (2.19) é conhecida como Relação de Maxwell, outras duas relações podem

ser extraídas das equações (2.16)-(2.18), de forma análoga a equação (2.19), no entanto,

não possuem relevâncias para as análises aqui realizadas.

Desta forma, conhecendo a energia livre do sistema pode-se calcular algumas gran-

dezas termodinâmicas tais como: magnetização, susceptibilidade, variação de entropia

magnética, dentre outras.

2.1.1 Potencial magnetocalórico isotérmico (∆S)

Considerando a entropia como uma função da temperatura, do campo magnético e

da pressão, conforme mostrada na equação (2.17), temos:

dS =

(
∂S

∂T

)
p,H

dT +

(
∂S

∂H

)
p,T

dH +

(
∂S

∂p

)
T,H

dp. (2.20)

Em um processo isotérmico (dT = 0) e isobárico (dp = 0) a equação (2.20) resulta

em:

dS =

(
∂S

∂H

)
p,T

dH. (2.21)
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A variação de entropia magnética induzida pela variação de campo magnético (H0 −→
H1), ∆S = S(H1, T )−S(H0, T ), pode ser calculada indiretamente através da capacidade

térmica, sob processos a campo magnético e volume constante. Com o uso da segunda lei

da termodinâmica e da de�nição de calor especí�co C = dQ/dT , temos:

CH,p(T ) = T

(
∂S

∂T

)
p,H

, (2.22)

de modo que,

S(H,T ) =

∫ T

0

CH,p
T ′

dT ′. (2.23)

Outra forma é através da relação de Maxwell por substituição da equação (2.19) na

equação (2.21):

dS =

(
∂M

∂T

)
p,H

dH. (2.24)

Integrando ambos os lados da equação (2.24), no limite entre H0 e H1, obtemos:

∆S = S(T,H1, p)− S(T,H0, p) =

∫ H1

H0

(
∂M

∂T

)
H,p

dH. (2.25)

Finalmente, uma expressão bem conhecida da física estatística indica que S = R(lnZ+

〈E〉 /kBT ) em que Z é a função de partição do sistema e 〈E〉 a energia média. Denomina-
remos essa entropia de convencional. É simples veri�car que quando T → ∞ a entropia

S → R.ln[2J + 1], sendo J o momento angular total. Por sua vez, este é o limite para a

variação da entropia magnética convencional.

2.2 Ordem e desordem magnética

Três grandezas fundamentais na termodinâmica são: entropia, energia interna e tem-

peratura. Estas encontram-se relacionadas por:

dS

dU
=

1

T
. (2.26)

Esta simples equação, para um sistema em equilíbrio, mostra que a desordem não

é necessariamente devida à agitação térmica das partículas. Por exemplo, durante uma

transformação de fase termodinâmica a entropia de um sistema varia linearmente com a

energia interna (água líquida a 0oC contém mais entropia do que água sólida). Isto, por

sua vez, mostra que transições de fase ocorrem como um balanço entre a energia interna e
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a entropia de um sistema. Dado que a energia livre de Helmholtz é descrita por: F = U -

TS, então S = -dF
dT
≥ 0, o que indica que F é uma função monótona da temperatura e

decrescente com a mesma. Observe que em baixas (altas) temperaturas U (S) é dominante

e que na temperatura de mudança de fase U e S são igualmente importantes [10].

Materiais ferromagnéticos, por exemplo, apresentam magnetização espontânea na au-

sência de um campo magnético externo. A magnetização espontânea induz o chamado

campo molecular ou efetivo Hm, com base nessa hipótese, a magnetização pode ser obtida

considerando que cada íon magnético �sente� (na presença de um campo magnético H)

um campo H +Hm. Para T > TC , em ausência do campo externo H, o campo de Weiss

em um ferromagneto (Hm) é nulo. Ao resfriar o sistema até TC , uma �utuação origina

o ordenamento de alguns momentos magnéticos imersos em uma região de momentos

aleatoriamente desordenados. O pequeno campo estabelecido, Hm ≈ 0, ordena outros

momentos vizinhos reforçando o campo Hm até a obtenção de uma magnetização espon-

tânea. Este aumento do campo molecular, a temperatura constante T = TC , tem como

efeito a separação dos níveis de energia e um aumento na população dos níveis inferiores

(diminuindo, assim, a entropia). Na temperatura de transição, uma reação exotérmica

habilita o sistema a liberar calor (efeito magnetocalórico).

A magnetização é então, um indicativo do comportamento de ordem e desordem de um

sistema, sendo denominado de parâmetro de ordem. A mesma se anula para temperaturas

maiores que TC e apresenta um aumento súbito a partir de T = TC , de forma assintótica,

até o zero absoluto. Em condições de equilíbrio em uma temperatura T , os termos de

ordem e desordem expressos como energia são: µH para ordem e kBT para desordem.

Várias grandezas físicas podem indicar a ordem/desordem de um sistema. Por exem-

plo, a temperatura é uma quantidade que indica desordem, ao mensurar a abertura da

distribuição estatística dos níveis do sistema (no zero absoluto apenas um nível é popu-

lado), porém essa grandeza não é uma medida da desordem. Tal medida está relacionada

com o número de estados microscópicos (Ω) do sistema que são essencialmente compa-

tíveis em termos da energia total e pode ser quanti�cada pela entropia de�nida como

S = kBlnΩ [11].

A forma funcional S(T ) depende do sistema físico considerado. No caso de um gás

ideal clássico S ∼ lnT e para um gás de Fermi S ∼ T . Para um sistema magnético

S = S(T,H) é um indicador da desordem (magnética). Em uma temperatura �xa, a

aplicação de campo magnético, H, tem como efeito a separação dos níveis de energia e

um aumento da população dos níveis inferiores (diminuindo assim a entropia).
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2.3 Transição de fase magnética e expoentes críticos

Sistemas termodinâmicos, constituídos de spins, podem apresentar diferentes fases

magnéticas. A mudança de uma fase para outra é caracterizada por uma variação no po-

tencial termodinâmico. Sistemas ferromagnéticos, por exemplo, geralmente apresentam-se

ordenados em baixas temperaturas, acima da temperatura crítica TC os dipolos magnéti-

cos desordenam-se devido ao aumento da energia térmica. A mudança no comportamento

dos dipolos em TC é proveniente de uma alteração no potencial termodinâmico devido à

variação de algumas grandezas externas, tais como pressão ou campo magnético, por

exemplo.

As primeiras classi�cações em relação ao tipo de mudanças de fases magnéticas foram

feitas por Ehrenfest [12], o qual classi�cou transições de fase como sendo de ordem n se a

n-ésima derivada da energia livre for descontínua. Um aprimoramento desta classi�cação

foi feito por Fisher [13], o qual considerou que se a primeira derivada da energia livre for

descontínua a transição é de primeira ordem e se a primeira derivada for contínua e a

segunda for divergente a transição é de segunda ordem ou crítica.

O tipo de transição de fase apresentado por um material fornece importantes informa-

ções sobre ele. Por essa razão, vários modelos e/ou teorias foram desenvolvidos ao longo

dos anos e podem ser, com mais ou menos precisão, usados para descrever transições de

fase físicas. Exemplos típicos são: a transição líquido/gás em um gás real, descrito por

meio da equação de van der Waals; a teoria de Weiss para a transição ferro-paramagnética;

a técnica da matriz de transferência no modelo de Ising 1-d; a teoria uni�cadora de Landau

para análise de transições contínuas; a teoria de grupo de Renormalização para descrever

os fenômenos críticos e transição de fase em sistemas físicos gerais, dentre outros.

De forma geral, a transição de fase de um material é caracterizada pela mudança

do parâmetro de ordem. Com base na teoria de Yang-Lee [11] em uma transição de

fase ferromagnética a energia livre é singular no ponto crítico (H = 0 e T = TC), ou

seja, diversas grandezas termodinâmicas que são oriundas da energia livre apresentam

um comportamento singular nas proximidades do ponto crítico. A hipótese de escala

estabelece que a parte singular da energia livre, Fsing(T,H), próxima ao ponto crítico

é uma função homogênea generalizada. Isto implica na existência de dois expoentes de

escala aH e aT , tal que:

Fsing(λ
aT t, λaHH) = λFsing(t,H), (2.27)
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em que t = 1 − T
TC

é a temperatura reduzida e λ é uma quantidade arbitrária positiva

escolhida convenientemente. A equação (2.27) é uma relação de escala que assume um

comportamento assintótico próximo da temperatura de transição.

Essa singularidade, a qual introduz os expoentes aH e aT , implica que a magnetização

pode ser escrita como:

M(t,H) = H1/δfm(tH−
1

(βδ) ), (2.28)

e a entropia escrita como:

S(t,H) = H
(1−α)
(βδ) fs(tH

− 1
(βδ) ). (2.29)

Nas equações (2.28) e (2.29) fm e fs são funções de escala e os expoentes α, β e δ

dependem de aH e aT [9].

Os expoentes críticos resultam das análises das grandezas termodinâmicas na região

da criticalidade. Para o caso magnético, algumas relações são mostradas na tabela 2.1 [9].

O expoente associado à variação de entropia magnética é descrito na referência [14].

Tabela 2.1: De�nição dos expoentes no ponto crítico para sistemas ferromagnéticos [9].

Quali�cações Expoentes De�nições Condições

t H M

Calor especí�co (H=constante) α CH ∼ tα < 0 0 0

α′ CH ∼ (−t)α′ > 0 0 0

Magnetização (H=0) β M ∼ (−t)β < 0 0 6= 0

Susceptibilidade isotérmica γ χT ∼ (t)γ < 0 0 0

γ′ χT ∼ (−t)γ′ > 0 0 6= 0

Isoterma crítica δ H ∼ |M |δ 0 6= 0 6= 0

Comprimento de correlação ν ξ ∼ (t)−ν < 0 0 0

ν ′ ξ ∼ (−t)−ν′ > 0 0 6= 0

Variação da entropia magnética n ∆S ∼ Hn 0 6= 0 6=0

Na tabela 2.2 estão indicados os principais expoentes críticos para sistemas ferromag-

néticos, que podem ser representados numericamente e apresentam diferentes valores de

acordo com o modelo utilizado.
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Tabela 2.2: Valores dos expoentes críticos para alguns modelos [13].

Modelos β γ δ α n

Ising 2D 1/8 7/4 15 0 8/15

Ising 3D ≈ 5/16 ≈ 5/4 5,0 ≈ 1/8 ≈ 0, 58

XY 2d 0,34 1,30 4,8 -0,01 0,60

Heisenberg 3d 0,36 1,39 4,8 - 0,12 0,63

Campo médio 1/2 1 3 0 2/3

Experimental 0,3-0,35 1,2-1,4 4,2- 4,8 0 2/3

2.3.1 Relações entre expoentes críticos

Quando ocorre uma transição de fase, algumas grandezas termodinâmicas apresentam

comportamento singular. Grandezas como a susceptibilidade magnética, por exemplo,

divergem em T = TC , obedecendo uma lei de potência que é caracterizada por meio

de expoentes críticos. Relatos na literatura mostram que os vários expoentes associados

a diferentes grandezas não são independentes, sendo, de fato, relacionados entre si. Ao

longo da história, alguns vínculos entre expoentes foram estabelecidos, como por exemplo,

a identidade de Rushbrook (α+ 2β +γ= 2), a relação de Gri�ths (1-α= β(δ + 1) -1) e

a relação de Widom (γ = β(δ − 1)) [9], [15]. As relações existentes entre os expoentes

críticos podem ser demonstradas a partir da teoria de escala de Widom.

Na tabela 2.3 é mostrada a relação entre os principais expoentes críticos. A forma

como essas relações foram obtidas é mostrada com detalhes na referência [9, 14].

Tabela 2.3: Relação entre os expoentes críticos próximos à transição.

α + β(δ + 1) = 2
α + 2β + γ = 2

(δ + 1)γ + 1 = (2− α)(δ − 1)

δ = (2−α+γ)
(2−α−γ)

γ = β(δ − 1)
α = α'
δ = δ'

n = 1 + β−1
β.δ
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2.4 Regra das Áreas

Conforme mostrado na seção 2.1, o potencial magnetocalórico isotérmico ∆S(T ) =

S(Hf , T )−S(Hi, T ), pode ser calculado através da relação de Maxwell (2.24). Integrando

a equação (2.24) de T0 até altas temperaturas, na qualM e ∂M
∂T

são insigni�cantes, obtêm-

se [16]:

AT0 =

∫ ∞
T0

−∆SHi→Hf (T )dT =

∫ Hf

Hi

∫ ∞
T0

(
∂M

∂T

)
H

dTdH =

∫ Hf

Hi

MT0(H)dH. (2.30)

Com base na equação (2.30), a capacidade de resfriamento é de�nida como [17]:

q∆H =

∫ Tf

T0

−∆SHi→Hf (T )dT =

∫ Hf

Hi

MT0(H)dH −
∫ Hf

Hi

MTf (H)dH, (2.31)

e representa a quantidade de calor transferida em um ciclo de refrigeração ideal. Note

que q∆H = AT0 − ATf e, então, o denominaremos de área magnetocalórica.

O que se pode constatar é que, de acordo com a equação de estado magnético, a área

da variação isotérmica da entropia acima de T0 é de�nida pelos valores de MT0(H) para

Hi ≤ H ≤ Hf . Isso é denominado �regra das áreas� [16].

No caso particular de T0 = 0, M(H) pode assumir o valor da saturação ou da mag-

netização espontânea no modelo de campo médio e A0 é a área de um retângulo. Ao

incluir �utuações, transições quânticas podem se apresentar e a magnetização espontânea

mostrar platôs em uma ampla região de campos magnéticos.

Considerando Hi = 0, a variação isotérmica da entropia depende do campo magnético

(Hf ≡ H) através de uma simples lei de potência regida por um expoente n(T,H) [18]:

n(T,H) =
∂ln|∆S(T )|

∂lnH
. (2.32)

Na aproximação de campo médio, a lei de potência ∆S ∼ Hn, segue com n = 2/3,

para t = 0. Na região de baixa temperatura, em que ∂M
∂T

é essencialmente constante,

n=1. Para altas temperaturas em que M = χH, n=2. Escrevendo ∆S = f∆H(T, p)Hn, a

equação (2.31) pode ser rescrita na forma:

q∆H =

∫ Tf

Ti

f∆H(T, p)Hn(T,p)dT, (2.33)

onde f∆H(T, P ) é um fator dependente da temperatura e da pressão.
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2.5 Descrição teórica de sistemas magnéticos

Quando um íon magnético é parte de um ambiente cristalino, ele �ca sujeito a diversas

interações. Para descrever os casos analisados nesse trabalho, será considerado um hamil-

toniano que consiste da interação biquadrática (Ĥbiquadrática), da interação de troca entre

os íons magnéticos (Ĥtroca), da interação Zeeman (ĤZeeman) e da anisotropia do sistema

(Ĥanisotropia). Portanto, a soma de todas estas interações determina o hamiltoniano total:

Ĥ = Ĥanisotropia + Ĥtroca + ĤZeeman + Ĥbiquadrática. (2.34)

2.5.1 Anisotropia magnetocristalina

O potencial elétrico que age sobre uma camada eletrônica desemparelhada pode ser

expressa através de uma expansão multipolar. Quando o termo do potencial que se acopla

com o momento quadrupolar elétrico (da distribuição de carga iônica) é dominante, o

hamiltoniano de campo cristalino resulta em

HCEF = θ2〈r2〉A20Ô20 ≈ −DŜ2
z , (2.35)

onde θ2 é um parâmetro (elemento de matriz reduzida de Stevens) que junto com 〈r2〉,
o raio quadrático médio do orbital magnético (3d ou 4f, por exemplo) e A20 contribuem

para a de�nição da constante de anisotropia D. O operador O20 equivale a 3Ŝ2
z−S(S+1).

Óxidos metálicos 3d podem ser bem descritos ao incluir termos de anisotropia magneto-

cristalina. A anisotropia uniaxial, descrita acima, favorece o eixo z como eixo de fácil

magnetização para valores positivos da constante D. Para materiais magnéticos basea-

dos em terras raras (4f) devem ser usados operadores de momento angular total (exceto

J = S). A intensidade de campo magnético necessária para saturar a magnetização em

uma direção arbitrária depende em geral da ação do campo cristalino sobre os níveis ener-

géticos. Outros termos de anisotropia podem surgir devido a efeitos de forma, superfície,

estresse, etc. No caso especial de intermetálicos baseados em terras raras, o hamiltoniano

de campo cristalino pode ser escrito para simetria cúbica como:

ĤCEF = W [xÔ4 + (1− |x|)Ô6], (2.36)

onde W carrega a intensidade do efeito e x quanti�ca as contribuições dos termos de

quarta e sexta ordem. Se os eixos Jx, Jy e Jz estão alinhados com as arestas do cubo
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teremos

Ô4 =
[Ô0

4 + 5Ô4
4]

F4

e Ô6 =
[Ô0

6 − 21Ô4
6]

F6

, (2.37)

sendo F4 e F6 valores numéricos dependentes do momento angular J .

Algumas vezes é conveniente girar o “cristal” de maneira que a direção cristalográ�ca

[110] seja paralela ao eixo Jz. Por exemplo, quando o campo aplicado aponta na direção

[110] e 〈Jx〉 = 〈Jy〉 = 0. Neste caso

Ô4 = −1

4

[Ô0
4 − 20Ô2

4 − 15Ô4
4]

F4

e Ô6 = −13

8

[Ô0
6 + 105

26
Ô2

6 − 105
13
Ô4

6 + 231
26
Ô6

6]

F6

. (2.38)

Da mesma forma, para Jz apontando na direção cristalográ�ca [111] resulta

Ô4 = −2

3

[Ô0
4 − 20

√
2Ô3

4]

F4

e Ô6 =
16

9

[Ô0
6 + 35

4

√
2Ô3

6 + 77
8
Ô6

6]

F6

. (2.39)

2.5.2 Interação de troca e efeito Zeeman

Os termos Ĥtroca e ĤZeeman do hamiltoniano (2.34) compõem a parte magnética do

mesmo. O efeito Zeeman descreve a in�uência do campo magnético externo ~H sobre os

momentos magnéticos (gµB ~Si) de cada íon através da interação:

ĤZeeman = −gµB
∑
i

~H · ~Si, (2.40)

em que o fator de Landé g=2 para magnetismo unicamente de spin. A interação de troca,

por sua vez é escrita na forma

Ĥtroca = −
∑
i,j

Iij ~Si · ~Sj = −
∑
i

(∑
j

Iij ~Sj

)
· ~Si = −

∑
i

µB ~Hex · ~Si. (2.41)

Em analogia ao termo Zeeman, ~Hex é identi�cado com um campo magnético interno

(vetor campo de troca (exchange)). Na aproximação de campo médio:

Ĥex =
1

µB

(∑
j

Ii,j

)
〈Si〉 = µBη 〈Si〉 , (2.42)

onde η o parâmetro de troca e 〈Si,j〉 é o valor médio do spin no sítio i ou j. Como a

interação do íon i com os z vizinhos próximos é dominante,
∑

j Ii,j ≈ zIex com Iex a

interação de troca entre os pares i − j .
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Neste caso, a média da energia de troca

−
∑
i,j

Ii,j

〈
~Si · ~Sj

〉
= −

∑
i

(∑
j

Ii,j

)
〈Si〉 〈Sj〉 = 0 para T> TC (2.43)

e não contribui para o calor especí�co.

Interpretado como operador, Ŝi não pode ser substituído pelo seu valor médio
〈
Ŝi

〉
.

Isto implica que �utuações de spins não podem ser ignoradas. Neste caso, como o termo de

correlação 〈Si · Sj〉 entre spins vizinhos (para os que Ii,j é apreciável) é não nulo, existirá
uma contribuição ao calor especí�co para T > TC

A contribuição parcial do termo de correlação pode ser obtida mediante uma apro-

ximação de pares (Oguchi- 1955), em que um íon interagindo com um de seus vizinhos

mais próximos é tratado de forma exata, a interação com os demais vizinhos é tratado na

aproximação de campo médio.

−
∑
i,j

Iij ~Si · ~Sj = −N
∑
l

Ii,i+l ~Si · ~Si+l, (2.44)

de onde

− 1

N

∑
i,j

Iij ~Si · ~Sj = −Iij ~Si · ~Sj − (z − 1)Iij

〈
~Sj

〉
~Si, (2.45)

em que
∑

j Iij = (z − 1)Iij, com a soma excluindo o par que é tratado de forma exata. A

equação (2.45) descreve o termo de troca entre o íon i e seus vizinhos.

Uma vez que
∑

j Iij ≈ zIij satisfaz kBTC =
S(S + 1)

3

∑
j Iij na aproximação de campo

médio, a determinação experimental de TC permite obter um valor para Iij (conhecido

o número de coordenação). Assim, na aproximação de pares um valor menor para a

temperatura de transição é esperado.

A interação de troca pode ocorrer diretamente entre elétrons dos átomos magnéticos

vizinhos (troca direta) ou através de um intermediador (troca indireta). A seguir serão

discutidos com mais detalhes esses tipos de interações.

2.5.2.1 Supertroca (LaMnO3)

A principal causa do antiferromagnetismo nos isolantes magnéticos resulta da hibri-

dização das funções de onda 3d com os orbitais dos ânions originando o mecanismo de

supertroca.

A supertroca é uma interação indireta entre cátions magnéticos não vizinhos, que é
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mediada por um ânion não magnético que se encontra entre os dois cátions magnéticos.

Em óxidos, o ânion intermediário é o oxigênio. No esquema da �gura 2.1, o elétron 2p

com spin down é transferido ao átomo de Mn a esquerda resultando em um buraco 2p.

Este pode ser preenchido por um elétron do outro átomo de Mn 3d desde que possua a

polarização de spin correspondente (spin down).

Figura 2.1: Esquema da supertroca entre elétrons d intermediados por um orbital p.

Enquanto em isolantes com elétrons localizados a supertroca é de curto alcance, nos

semicondutores em que os ânions formam bandas a supertroca pode ser de longo alcance.

No termo de interação

H = −I ~Si · ~Sj, (2.46)

I = I0 cos2 θ, sendo θ o ângulo de ligação de super troca e I0 = t′2/U ′.

O que possibilita diversas formas de se arranjar os spins na rede é que a integral de

troca consiste de dois parâmetros: o primeiro, U ′, representa a repulsão entre os elétrons, e

tende a favorecer um acoplamento ferromagnético; o segundo, t ′, é o termo correspondente

à energia cinética e tende a favorecer um acoplamento antiferromagnético. O tipo de

arranjo depende, de forma geral, do grau de hibridização, da ocupação dos orbitais d

dos metais de transição e do ângulo de ligação entre os orbitais semi-preenchidos. A

maneira como os spins se arranjam na rede depende das regras de Goodenough-Kanamori-

Anderson [19]. Até então, as interações ferromagnéticas em óxidos eram explicadas pelo

mecanismo da interação de dupla-troca que passamos a descrever.

2.5.2.2 Dupla troca (La1−xCaxMnO3)

As primeiras observações em relação a interação de troca em manganitas (La3+
1−xCa

2+
x

Mn3+
1−xMn4+

x O2−
3 ) foi feita por Jonker e van Santen [20]. Os mesmos observaram dife-

rentes composições com parâmetros de rede idênticos, porém com temperaturas críticas

diferentes, o que os levou à concluir que uma descrição em termos de uma simples intera-

ção de troca não era su�ciente para explicar a temperatura de transição em manganitas
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ferromagnéticas. Posteriormente, Zener [21] evidenciou que a superposição direta dos or-

bitais dos íons de manganês gerava apenas um ordenamento antiferromagnético. Assim,

propôs que o ordenamento ferromagnético seria dado por uma interação de troca indireta,

entre os íons de manganês mediada pelos íons de oxigênio, a qual foi denominado dupla

troca. Essa denominação se deve ao fato de que o elétron itinerante entre os íons Mn3+

e Mn4+ envolve dois processos de dispersão (criação/aniquilação de buraco 2p).

Figura 2.2: Ilustração do acoplamento de dupla troca nas manganitas.

Na �gura 2.2 é representado um esquema de uma possível interação de dupla troca. O

elétron 2p com spin up é transferido ao íonMn4+ criando um buraco. Um dos elétrons do

Mn3+ aniquila o buraco no orbital p, devido ao acoplamento de Hund o elétron envolvido

é o eg. Assim, é possível notar que é o alinhamento ferromagnético que torna as duas

con�gurações degeneradas, fazendo com que o elétron doMn3+ possa saltar para oMn4+

vizinho com a inversão Mn3+ ↔Mn4+. Este modelo de dupla troca depende unicamente

do ângulo relativo entre os spins t2g. Entanto que no modelo de Heisenberg o produto

dos spins é proporcional ao cos(θ), no modelo de dupla troca o mesmo é proporcional ao

cos(θ/2).

A interação de dupla troca é observada no composto LaMnO3 (Mn3+, S = 2) dopado

[20, 22]. Nesse caso, o sítio do La3+ é dopado por íons divalentes, o que proporciona

o surgimento de íons de Mn4+, de modo que as valências correspondam ao esquema

(La3+
1−xA

2+
x )(Mn3+

1−xMn4+
x )O3, sendo (A2+

x = Ca2+, Sr2+, Ba2+).

2.5.2.3 RKKY (RAl2)

Em alguns metais magnéticos contendo terras raras, o aparecimento de ordem mag-

nética não pode ser explicado pela superposição direta das funções de onda do tipo 4f

de átomos vizinhos. As superposições não podem ocorrer devido ao fato do raio das fun-

ções 4f ser bem menor do que o espaço interatômico. No entanto, os elétrons 4f são

os responsáveis pela ordem magnética desse materiais, fazendo necessário o uso de outro
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mecanismo para explicá-la [23].

Como já é conhecido, os metais apresentam elétrons de condução (itinerantes), que

funcionam como �mensageiros� da interação de troca entre íons vizinhos, sendo então res-

ponsáveis pela interação de troca e, consequentemente, pela ordem magnética do material.

Assim, um elétron de condução ao interagir com um íon da rede, na posição Rn, obtêm

informações sobre o estado de polarização do íon. Ao se propagar no cristal e interagir

com outro íon da rede em uma posição Rn+1, este tende a se alinhar de acordo com a

polarização do elétron. Dessa forma, os dois íons se �veem� no cristal, dando origem a uma

interação magnética [23] como representado na �gura 2.3. Esse mecanismo de interação

indireta entre íons via elétrons de condução é conhecido como interação RKKY (devido

aos autores desta teoria: Ruderman, Kittel, Kasuya e Yosida).

Figura 2.3: Ilustração da interação RKKY.

2.5.3 Interação de troca biquadrática

Nos materiais magnéticos, na grande maioria dos casos podemos ignorar a interação

dipolo-dipolo, mas interações de troca de ordem superior, tais como as biquadráticas,

podem ter uma contribuição à energia não desprezíveis quando comparados ao termo bi-

linear. Essa interação magnética pode se originar de dois sítios (~Si · ~Sj)2, de três sítios

(~Si · ~Sj)( ~Sj · ~Sk) ou de quatro sítios (~Si · ~Sj)( ~Sk · ~Sl). Como a interação biquadrática

corresponde à quarta potência dos operadores de spin, são esperados efeitos mas intensos

em ferromagnetos com valores altos de spin. Assim como no caso bilinear, no caso biqua-

drático devem ser considerados ambos os sinais do parâmetro da interação (I ′1). Estudos

teóricos das interações biquadráticas, mencionados anteriormente, por Allan e Betts [24]

e por Iwashita e Uryû [25] sugerem que as intensidades destas interações, comparadas
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ao termo bilinear, estão na faixa 10−3 ≤ |I ′1/I1| ≤ 10−1. Por exemplo, para um sistema

de spin Ising S=2 em uma rede cúbica simples, um comportamento �anormal� na curva

〈Sz〉 × T para I ′1 6 −0, 2I1 foi reportado por Iwashita e Uryû [25]. Os mesmos autores

reportam uma série de trabalhos prévios que pretendem explicar a origem das interações

biquadráticas.

2.6 Modelos Magnéticos

A maioria dos problemas estudados pela mecânica quântica envolvem sistemas com

muitos corpos. Para a resolução de tais problemas pode-se mencionar três caminhos

gerais:

1- Encontrar as equações microscópicas e resolver o hamiltoniano de muitos corpos;

2- Buscar uma solução simpli�cada que permita uma descrição macroscópica (teoria do

campo médio);

3- Incluir termos devido às �utuações, principalmente na descrição da transição entre as

fases magnéticas.

2.6.1 Teoria de Campo médio

Para encontrarmos uma solução precisa para problemas que envolvam sistemas com

muitos corpos seria necessário resolver um conjunto enorme de equações diferenciais aco-

pladas, o que em muitas situações se torna inviável. A primeira aproximação, a mais

simples e que nos permite ter uma primeira ideia das propriedades do sistema é a teoria

do campo médio. Aqui, essencialmente, as �utuações e correlações são ignoradas, em

outras palavras isso quer dizer que a teoria leva apenas em consideração as interações

sofridas/efetuadas por uma única partícula e generaliza para todo o sistema. O resultado

prático é um potencial médio atuando em uma única partícula, sendo representado pelo

hamiltoniano:

Ĥ = −(Ii,j〈Sz〉+ gµbH)Ŝz. (2.47)

Há várias formulações para a teoria de campo médio nas diversas áreas da física. A

mais antiga é o potencial de interação de van-der-Waals para um �uido (1873) [11]. E no

caso magnético, uma das mais relevantes teorias, foi proposta por P. Weiss e constitui uma

boa aproximação para o estudo de materiais ferromagnéticos. Nesta teoria, considera-se

que as interações existentes entre spin-spin são simpli�cados por meio de um campo

molecular. P. Weiss introduziu a ideia de que cada domínio magnético num material
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está sujeito a um campo proporcional à magnetização local da amostra. Esse campo,

denominado campo molecular ou campo de Weiss, deve-se às interações de troca entre

os momentos magnéticos do material, algo que na época de Weiss era desconhecido e

cuja origem foi elucidada somente com a teoria quântica de Heisenberg. A teoria de

Weiss é aproximada e constata-se que melhorias são necessárias quando se confronta as

suas previsões com os resultados experimentais. Por mais que se melhore uma técnica de

campo médio, di�cilmente, ela competirá com as abordagens mais precisas. No entanto,

ela permite que se faça um estudo preliminar do modelo com um esforço relativamente

pequeno, e que pode servir de base para implementações mais so�sticadas.

Dentre as muitas tentativas para se construir uma teoria melhor destaca-se os estudos

feitos por P.R. Weiss [26] a partir da teoria de Bethe e Peierls [11], cuja ideia para

descrever o ferromagnetismo consiste em considerar de forma exata a interação entre

um determinado momento magnético e seus primeiros vizinhos, enquanto estes por sua

vez são submetidos a um campo molecular análogo ao proposto por Pierre Weiss. Esse

procedimento fornece temperaturas críticas mais próximas aos valores exatos e descreve

bem as propriedades termodinâmicas longe da criticalidade, onde as �utuações espaciais

do parâmetro de ordem são menores [27].

2.6.2 Modelo de Heisenberg

O modelo proposto por Werner Heisenberg em 1926 e quase simultaneamente por

Dirac, propõe que a interação de sistemas ferromagnéticos é proporcional ao produto

dos spins do sistema. Com a simpli�cação de considerar apenas as interações entre os

primeiros vizinhos, vários arranjos ordenados podem ser realizados (�gura (2.4)).

Figura 2.4: Exemplo de con�guração de mínima energia para o caso ferromagnético (a) e anti-
ferromagnético (b).
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Para uma rede cristalina de N spins localizados, o hamiltoniano efetivo entre os spins

é expresso por:

Ĥ = −
∑
ij

(Ixxij S
x
i S

x
j + Iyyij S

y
i S

y
j + Izzij S

z
i S

z
j ). (2.48)

A integral de interação de troca Iij tem origem na interação eletrostática entre os

átomos vizinhos e representa parte da energia média entre dois elétrons na posição r1 e

r2 para os estados quânticos i e j. Sua representação matemática [28] é

Iij =

∫
d3~r1d

3~r2ψ
∗
i (~r1)ψi(~r2)

e2

|~r1 − ~r2|
ψj(~r1)ψ∗j (~r2), (2.49)

sendo ψj(~r1) e ψi(~r2) as funções de onda e e2

|~r1−~r2| representa o termo de interação coulom-

biana entre os elétrons de átomos vizinhos.

Os valores que a integral de troca assume dependem da estrutura da função de onda

correspondente. Assim, para Iij > 0, o estado fundamental com ordenamento ferromag-

nético é favorecido, para Iij < 0, o estado fundamental terá um ordenamento antiferro-

magnético e nos casos em que Iij = 0 o material será paramagnético. Variações no modelo

de Heisenberg podem ocorrer, dependendo do valor que a interação de troca Iij, nas dife-

rentes direções, assume. Assim, o modelo de Heisenberg pode ser renomeado como [29]:

Ixxij = Iyyij = Izzij → Modelo de Heisenberg isotrópico;

Ixxij 6= Iyyij 6= Izzij → Modelo de Heisenberg anisotrópico;

Ixxij = Iyyij = 0, Izzij 6= 0→ Modelo de Ising;

Ixxij 6= Iyyij , I
zz
ij = 0→ Modelo XY anisotrópico;

Ixxij = Iyyij , I
zz
ij = 0→ Modelo XY isotrópico;

2.6.2.1 Modelo de Heisenberg: anisotropia uniaxial

É comum que materiais magnéticos reais apresentem anisotropia de diferentes ori-

gens: troca, magnetocristalina, etc. Assim, para uma melhor descrição de alguns siste-

mas magnéticos é importante adicionar ao modelo de Heisenberg um parâmetro de troca

anisotrópico, representado por ∆ e um termo de anisotropia de um único spin (D). Com

a inclusão do parâmetro (∆) e do termo de anisotropia (D), para um cluster de dois spins,

em uma rede cúbica simples, o hamiltoniano passa a ser de�nido por:

Ĥ = −
∑
ij

I1((1−∆)(Sxi S
x
j + Syi S

y
j ) + Szi S

z
j )−D

∑
i

(Szi )2 −H
∑
i

Szi . (2.50)

Vários outros termos de interação (originários da interação Coulombiana) podem ser
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deduzidos via teoria de perturbação de ordem superior, como por exemplo, o termo bi-

quadrático [30]:

Ĥ(1) = −
∑
ij

I ′1(~Si · ~Sj)2. (2.51)

A interação bi-quadrática na equação (2.51) tem caráter isotrópico e representa uma

correção ao hamiltoniano de Heisenberg [30].

2.6.3 Modelo de Ising

O modelo de Ising foi proposto por Wilhelm Lenz, em 1920, como parte do douto-

ramento de Ernest Ising e corresponde �sicamente ao limite de Heisenberg anisotrópico,

Ixxij =I
yy
ij =0 e I

zz
ij ≡ I1 em (2.48), de modo que:

Ĥ = −
∑
ij

I1S
z
i S

z
j . (2.52)

Este modelo, com interação entre primeiros vizinhos, apresenta solução exata para

casos unidimensionais na presença de campo magnético [31] e bidimensionais [32,33] sem

campo externo. No caso unidimensional, Ising demostrou, em 1925, que a energia livre

é perfeitamente analítica (exceto no ponto trivial T = H = 0) não produzindo nenhuma

magnetização espontânea (e nenhum tipo de transição de fase). Para explicar o compor-

tamento físico de um sistema que apresenta uma mudança de fase do estado ferromag-

nético/antiferromagnético para um estado paramagnético (transição ordem-desordem), o

modelo em questão considera o spin como um vetor clássico unitário na mesma direção do

momento magnético dos átomos que compõem uma rede regular. Assim, apenas existirão

dois estados +z e −z, adotando a direção z como orientação dos momentos magnéticos.

O hamiltoniano mostrado na equação (2.52) foi construído para descrever sistemas

ferromagnéticos na ausência de campo magnético externo. As propriedades termodinâ-

micas do sistema podem ser extraídas da função energia livre [9, 34,35], que por sua vez,

depende da função de partição (Z):

Z =
∑
{s}

e−βĤ , (2.53)

F = − 1

β
lnZ, (2.54)

em que, β = (kBT )−1, kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta do

sistema.
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Para um sistema unidimensional, F pode ser obtida sem muita di�culdade. Ao longo

dos anos, muitas técnicas foram desenvolvidas para resolver aproximadamente o modelo

de Ising em duas ou três dimensões. Muitas delas tratam a energia livre como analítica,

no entanto, a transição de fase é caracterizada por uma não-analiticidade da energia livre

no limite termodinâmico tornando discutíveis quaisquer truncamentos de uma expansão

perturbativa. Todas as aproximações fechadas, do tipo campo médio, sempre conduzem a

uma energia livre de Landau, e portanto, produzem resultados clássicos para os expoentes

críticos [11].

Lars Onsager, para o modelo de Ising numa rede quadrada, produziu uma solução

analítica e mostrou que para T → TC , o calor especí�co diverge de acordo com uma

assíntota logarítmica,

cH=0 ∼ ln|T − TC |, (2.55)

com TC bem de�nida e dada por

kBTc
I

=
2

ln(1 +
√

2)
. (2.56)

Assim, foi mostrado que a energia livre não é analítica e não pode ser escrita como uma

expansão de Landau. A origem dessa não-analiticidade é melhor mostrada pelo teorema

de Yang e Lee sobre transições de fase [11]. Tais observações resultaram em um conjunto

de expoentes críticos bastante diferente do mostrado via expansão de Landau (teoria de

campo médio). Tais expoentes, considerando diferentes modelos, foram mostrados na

tabela 2.2.

A solução exata do modelo de Ising 2d com campo externo e do modelo 3d são

problemas em aberto na área da mecânica estatística em sistemas integráveis e se recorre a

métodos computacionais. Em 1953, Nicholas Metropolis e colaboradores [36], construíram

um algoritmo baseado no método de Monte Carlo, desde então muitos pesquisadores têm

usado esse método computacional, por apresentar resultados que se aproximam muito dos

obtidos analiticamente (nos modelos 1d e 2d sem campo).

2.6.4 Aproximação de pares de spins (método de Oguchi)

Buscando considerar a correlação entre spins, Oguchi [37] tratou, de maneira "exata",

a interação entre dois spins (primeiros vizinhos) e formulou teorias para o ferromagnetismo

e antiferromagnetismo com base no modelo de Heisenberg e como uma extensão da teoria

de Weiss.



2.6 Modelos Magnéticos 26

Os operadores de spins de dois vizinhos mais próximos serão denominados Si e Sj,

respectivamente. Também será considerado que ambos apresentam a mesma interação

de troca com os vizinhos mais próximos (I1). A Hamiltoniana do sistema que leva em

consideração pares de spins é:

Ĥ = −I1(Si.Sj)− I1(
∑
k

(Sk.Si) +
∑
l

(Sl.Sj)), (2.57)

com I1 sendo a interação de troca e as somatórias em k e l são feitas com os vizinhos mais

próximos do i-ésimo spin (exceto o j-ésimo spin) e do j-ésimo spin (exceto o i-ésimo spin),

respectivamente. Os operadores Sk e Sl são substituídos pelo valor esperado da média

térmica. Neste caso, considerando o eixo z como o eixo de quantização, (〈Sx〉 e 〈Sy〉 se
anulam) e o hamiltoniano é reduzido para:

Ĥ = −I1(Si.Sj)− I1(z − 1)〈Sz〉(Szi + Szj ), (2.58)

em que z é o número de coordenação.

A magnetização pode ser obtida por auto-consistência através de:

〈Sz〉 =
1

2
〈Szi + Szj 〉 =

∑
l

〈
l|1

2
(Ŝi

z
+ Ŝj

z
)|l
〉
e−βλl∑

l e
−βλl

, (2.59)

com |l〉 os autovetores e λl os autovalores do hamiltoniano.

Em uma segunda aproximação, Oguchi considerou um sistema com três spins (i, j

e k) lado a lado em uma cadeia linear. Seguindo o mesmo raciocínio empregado acima,

sobre a substituição de operadores por seus valores esperados o hamiltoniano do sistema

resulta [37]:

Ĥ = −I1 (SiSj + SjSk)− I1 (z − 1) 〈Sz〉 (Szi + Szk)− I1 (z − 2) 〈Sz〉
(
Szj
)
. (2.60)

De forma compacta, a relação de auto-consistência usando a equação (2.60) é escrita

como:

〈Sz〉 =
1

3
〈Szi + Szj + Szk〉 =

∑
l

〈
l|1

3
(Ŝzi + Ŝzj + Ŝzk)|l

〉
e−βλl∑

l e
−βλl

. (2.61)

De onde segue a magnetização M = µBg〈Sz〉 e a energia média U = 〈H〉, respecti-

vamente. O calor especí�co
(
C =

dQ

dT

)
p,H

não se anula para T > TC , diferente do que

acontece na aproximação de campo médio.
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2.7 Flutuações

A expansão do operador Ŝi · Ŝj é útil para incluir as �utuações de spin nos sítios i e j.

Se, diferentemente da aproximação de Weiss, o produto Ŝi.Ŝj é mantido, mesmo que par-

cialmente para vizinhos próximos, teremos a possibilidade de calcular as correlações entre

spins nos diferentes sítios i e j. Se i = j nos referimos à autocorrelação. Considerando z

vizinhos próximos e a relação entre S e J , pode-se escrever:

Ĥex = −
∑
i,j

IijŜi · Ŝj = −zIex(g − 1)2
∑
i,j

Ĵi · Ĵj. (2.62)

A função de autocorrelação de um spin em um sítio é, para tempos diferentes, de�nido

por:

〈Jz(τ)Jz(0)〉. (2.63)

Para o caso de dois spins nos sítios i e j, a função de correlação de pares é escrita

como

〈Jzi (τ)Jzj (0)〉. (2.64)

Na aproximação de tempos curtos, a dependência com o tempo pode ser separada

segundo [38]

〈Jzi (τ)Jzj (0)〉 = 〈Jzi (0)Jzj (0)〉e
−w2

exτ
2

2 , (2.65)

em que ωex é denominada frequência de troca.

Na aproximação de campo médio temos a relação:

Iex =
3kBθp

z(g − 1)2J(J + 1)
. (2.66)

Por outro lado, uma avaliação da correlação em altas temperaturas fornece

〈Jzi (0)Jzj (0)〉 =
2Iex(g − 1)2 1

3
[J(J + 1)]2

kBT
, (2.67)

de maneira que se z = 4 teremos:

〈Jzi (0)Jzj (0)〉 =
1

3
[J(J + 1)]

TC
2T

. (2.68)
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2.7.1 Correlação de spin

A busca para melhor entender o comportamento magnético de alguns materiais co-

meçou concomitantemente ao início da descrição quântica da natureza. A modelagem de

sistemas compostos por momentos magnéticos intrínsecos [39, 40] foi fundamental para

a compreensão dos fenômenos magnéticos, permitindo um entendimento mais completo

sobre materiais ferro e antiferromagnéticos, por exemplo. No entanto, sistemas mais com-

plexos apresentam di�culdades de se obter soluções analíticas. Tais di�culdades deram

espaço a métodos que desconsideram alguns aspectos na descrição dos modelos, como as

correlações entre spins, por exemplo, o que leva a soluções mais simpli�cadas, permitindo

uma compreensão qualitativa. Em geral, os métodos de aproximação desconsideram as

correlações entre spins vizinhos.

Íons magnéticos, independentemente da distância entre eles, apresentam certo grau de

correlação que podem ser de�nidas como de longo alcance, enquanto as interações entre

íons bem próximos são de�nidas como interações de curto alcance. Na região ferromag-

nética os spins atômicos tem preferência por uma orientação particular, o que deixa a

correlação entre eles independente de sua separação espacial. Na região paramagnética

esse estado ordenado tende a se anular, no entanto, não totalmente, pois os aglomerados

(clusters) de spins mantém uma correlação entre si e faz com que surja uma ordem de

curto alcance.

Na aproximação de campo médio essa ordem de curto alcance é ignorada, uma vez que

as interações consideradas são oriundas de um campo efetivo (longo alcance). A formação

dos clusters de spins paralelos reduz a temperatura crítica, pois a direção da orientação

dos aglomerados são facilmente desviadas para a região da magnetização média. O efeito

contrário é notado para temperaturas acima de TC , pois à medida que a temperatura

cresce as dimensões dos clusters decrescem. Isto ocasiona mudanças momentâneas na

direção dos spins vizinhos produzindo assim as �utuações que são levadas em conta nos

modelos de Ising e Heisenberg. As transições envolvidas se propagam através da rede com

consequente dispersão.

Em sistemas com muitos corpos, próximo à região de transição de fase há um grande

aumento na dispersão em certas direções. Em sistemas ferromagnéticos, esse comporta-

mento está associado a �utuação de grande escala na magnetização local [41]. A natureza

da dispersão magnética teve melhor compreensão a partir do trabalho de van Hove que

adaptou a teoria clássica de Ornstein e Zernike [41]. Para uma melhor descrição do espa-

lhamento foi usado a primeira aproximação de Born e descobre-se que a intensidade de
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espalhamento é essencialmente proporcional à transformada de Fourier das correlações de

pares de spins:

Γ(~ri − ~rj, H, T ) = 〈(si − 〈si〉) · (sj − 〈sj〉)〉. (2.69)

Para o modelo de Heisenberg (descrito pelo hamiltoniano (2.50)) a magnetização é

de�nida como:

M = gµB
∑
i=1

〈Szi 〉. (2.70)

Em campo nulo e próximo ao ponto crítico, não existe uma ordem de longo alcance, e a

função de correlação pode ser convenientemente de�nida como [41]:

Γµν(~r) =

[
3

S(S + 1)

]
〈Sµ~0S

ν
~0
〉. (2.71)

De forma geral, a correlação entre um par de spins é representada por

〈Si.Sj〉 = 〈Sxi Sxj + Syi S
y
j 〉+ 〈Szi Szj 〉. (2.72)

A equação (2.72) é útil para medir as �utuações devido ao aumento de temperatura

no sistema. A função de correlação pode ser de�nida por: 〈Si · Sj〉 − 〈Si〉〈Sj〉

2.8 Susceptibilidade generalizada

A susceptibilidade generalizada é a resposta de um sistema (inicialmente em equilíbrio

térmico) a uma perturbação que pode variar no tempo (um campo magnético H(t)) ou

uma �utuação espontânea. Na teoria de resposta linear, H(t) deve ser su�cientemente

pequeno para ter uma relação linear com 〈M(t)〉 e a susceptibilidade é construída in-

troduzindo os operadores Ja e Jb (a, b : z,+,−). Para deduzir uma expressão para a

susceptibilidade χab = χ′ab + iχ′′ab, seguimos um breve roteiro introduzindo a função de

Green retardada de�nida em geral como:

Gab(t− t′) =

{
〈〈Ja(t); Jb(t′)〉〉

1
i~θ(t− t

′)〈[Ja(t), Jb(t′)]〉,
(2.73)

com θ(t − t′) = 1 quando t > t′ e θ(t − t′) = 0 quando t < t′. A partir de (2.73) é

introduzida a função resposta direta

Kab(t) =
i

~
〈[Ja (t) , Jb]〉 =

i

~
〈[Ja, Jb (−t)]〉, (2.74)
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em que um tempo nulo é estabelecido para os operadores sem a parte explícita de tempo.

A função resposta inversa Kba(t) = i
~〈[Jb(t), Ja]〉= −Kab(−t). A função resposta também

pode ser escrita como

Kab(t) ≡ {Sab(t)− Sba(−t)} , (2.75)

em que a função de dispersão ou de correlação dinâmica é de�nida como

Sab(t) ≡ 〈(Ja(t)− 〈Ja〉) (Jb − 〈Jb〉)〉 = 〈Ja(t)Jb〉 − 〈Ja〉〈Jb〉 = 〈JaJb(−t)〉 − 〈Ja〉〈Jb〉...
(2.76)

Na representação de Heisenberg Ja(t) = e
iH0t
~ Jae

−iH0t
~ e é fácil mostrar que 〈Ja(t)Jb〉 =

Jba(t − iβ~), do qual se infere que Sab(t) = Sab(t − iβ~) ou, em termos da transformada

de Fourier, Sab(ω) = eβ~ωSab(−ω) . Adicionalmente, pode ser mostrado que Kab(ω) =

2iχ′′ab(ω), em que χ′′ab está diretamente relacionada com a parte imaginária da função de

Green Gab(ω). Desta última igualdade e da equação (2.75) segue uma relação entre a

�utuação e a resposta a uma perturbação denominada teorema da �utuação-dissipação:

Sab(ω) = 2~
1

1− eβ~ω
χ′′ab(ω). (2.77)

Para tempos iguais, a função de correlação (2.76) resulta

Sab(t = 0) = 〈JaJb〉 − 〈Ja〉 〈Jb〉 =
∑
m,n

〈m|Ja|n〉 〈m|Jb|n〉 fm − 〈Ja〉 〈Jb〉 , (2.78)

em que fm ≡ e−βEm/
∑

m e−βEm é o fator de Boltzmann,|m > os autovetores e Em ≡ ~ωm
os autovalores do hamiltoniano não perturbado H0. Como Sab(t = 0) = 1

2π

∫∞
−∞ Sab(ω)dω

segue que

Sab(t = 0) =
1

π

∫ ∞
−∞

1

1− e−β~ω
χ′′ab(ω)dω. (2.79)

Esta relação é importante desde que permite calcular a função de correlação uma vez

conhecida χ′′ab (que pode ser medida experimentalmente). A partir da equação (2.74),

usando a representação de Heisenberg podemos escrever

Kab(t) =
i

~
∑
m,n

〈m|Ja|n〉 〈n|Jb|m〉 (fm − fn)e
i(Em−En)t

~ . (2.80)

Uma expressão semelhante a aquela da aproximação de campo médio segue de

χab(ω) = lim
ε→0+

∫ ∞
0

Kab(t)e
i(ω+iε)tdt (2.81)
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com a substituição da equação (2.80), resultando:

χab(ω) = lim
ε→0+

∑
m,n

〈m|Ja|n〉 〈n|Jb|m〉
En − Em − ~(ω + iε)

(fm − fn). (2.82)

Estados excitados são os polos da susceptibilidade dinâmica, equação (2.82), e as �u-

tuações podem causar transições entre estes estados. Os estados base (energias Em)

correspondem ao hamiltoniano não perturbado H0 (de íon único). Para incorporar a in-

�uência de correlações de dois sítios,i e j , consideremos o hamiltoniano H = H1 +H2. Se

N é o número de íons magnéticos, H1 = NH0 e o termo de dois-íons é

H2 = −1

2

∑
i,j 6=i

I(ij)(Ji − 〈J〉)(Jj − 〈J〉). (2.83)

Neste caso, a função retardada de Green para as componentes do momento angular total,

Gab(ij, t) = 〈〈Ja(i, t); Jb(j, 0)〉〉 é introduzido para determinar as �utuações magnéticas a

temperaturas �nitas considerando todos os níveis de energia. A susceptibilidade pode ser

calculada segundo

χ(q, ω) = {1− χ(ω)I(q)}−1χ(ω). (2.84)

em que I(q) é a transformada de Fourier da interação de dois-íons (a dupla linha indica

um tensor cartesiano) [42].

2.9 Resistividade elétrica devida ao spin

Em uma teoria formal sobre dispersão de elétrons em um condutor magnético pode-se

construir o tempo de relaxação,τ , para obter uma expressão para a resistividade elétrica

(ρ = 1
τ
m
ne2

). Para derivar uma expressão geral de τ se deve considerar a transferência

de energia entre os elétrons dispersados e os centros dispersores. A dispersão pode ser

devida a impurezas no material, o que fornece uma resistividade residual essencialmente

independente da temperatura. A dispersão elétron-fônon fornece ρ ∝ T 5 e ρ ∝ T para

as regiões de baixas e altas temperaturas, respectivamente. A dispersão de elétrons de

condução pelas distribuições iônicas de carga no material constitui um tipo de disper-

são elástica. Como os tipos mencionados de dispersão dependem muito fracamente do

campo magnético, e não são de nosso interesse, trataremos aqui o caso da dispersão por

desordem de spin. Um dos primeiros trabalhos a abordar a dispersão de elétrons por

spins de íons magnéticos é devido a Friedel e de Gennes [43]. A teoria considera a inte-

ração de troca entre o spin do elétron de condução e o spin do íon magnético e fornece
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bons resultados acima de TC . Os spins localizados da rede e orientados aleatoriamente

sustentam a denominada resistividade por desordem de spin. Assim que o ordenamento

começa (abaixo de TC) a resistividade deve diminuir notadamente. Este modelo foi con-

siderado por muitos autores para cálculos de dispersão magnética [44], [45] e anomalias

na região crítica [46], [47]. Aqui adotamos um modelo desenvolvido por Ravishankar [48]

para determinar a resistividade devido a dispersão por spin, ρ(H,T ) .

ρ(H,T ) = ρmag0 × (
〈
O−1

1 O1
1

〉
+
〈
O1

1O
−1
1

〉
); (2.85)

〈AB〉 =
∑
m,n

〈m|A|n〉 〈n|B|m〉 fm
β(Em − En)

1− eβ(Em−En)
. (2.86)

Se os estados magnéticos do sistema são conhecidos, as probabilidades de ocupação de

cada estado (fatores de Botzmann, fm) e as probabilidades de transição (fatores de Fermi,

m↔ n) são determinadas. A parte operacional dá conta do mecanismo correspondente à

dispersão dos elétrons de condução mediante sua relação com a transferência de energia

entre estados, m ↔ n. A dispersão com spin-�ip (inelástica) é calculada para m 6= n. A

equação (2.85) é válida quando a direção da corrente coincide com a do campo molecular

(eixo z) sendo os operadores de�nidos como: O1
1 ≡ −J+/

√
2 e O−1

1 ≡ J−/
√

2, tendo

sido aplicada para comparar com outros mecanismos de dispersão [49] e para comparar

a magnetoresistividade com a variação de entropia magnética [50]. Para incorporar a

in�uência dos efeitos de correlação, ao menos parcialmente, podemos usar a equação

(2.85) com o esquema de níveis do hamiltoniano de dois-íons. Isto leva em consideração

uma medida da dispersão devido a �utuações de curto alcance no ordenamento de spins.
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3 Estado da arte

A interação de troca de Heisenberg [37] entre os spins de um sistema magnético é

um típico problema de muitos corpos. Para resolver esse problema uma das alternativas

é reduzir o número graus de liberdade. Dentre as muitas tentativas para se construir

uma teoria que melhor represente os dados experimentais, destaca-se as teorias do ferro-

magnetismo e antiferromagnetismo baseados no modelo de Heisenberg através do método

desenvolvido por Bethe e Peierls para ligas binárias e aplicado por P. R. Weiss [26] e Li [51].

No entanto, os modelos propostos por P.R.Weiss e Li se mostravam pouco e�cientes em

baixas temperaturas, tanto em sistemas ferromagnéticos quanto em antiferromagnéticos.

Em outras aproximações, Kubo usou o método de expansão da matriz densidade de um

cristal ferromagnético [52], Weiss e Nakamura trataram pequenos clusteres para intro-

duzir o campo de auto-consistência [37] e Kikuchi usou um método combinatório [37].

Oguchi [37] propôs um método similar ao de Nakamura, no qual, o cluster considerado é

menor que o de Bethe, mas não introduz um campo de auto-consistência, utiliza apenas a

equivalência do valor esperado do momento magnético de todos os spins. Esse método é

uma extensão natural da teoria de Weiss que considera primeiros vizinhos com operado-

res, Ŝi e Ŝj, respectivamente. O sistema é regido pelo hamiltoniano mostrado na equação

(2.57).

No entanto, ao longo dos anos esse modelo foi aprimorado visando atender um maior

número de sistemas. Com base nisso, alguns pesquisadores analisando a susceptibilidade

magnética ou a capacidade térmica de um ferromagneto, por exemplo, sinalizaram para

a necessidade da existência de uma interação de troca de ordem superior (uma interação

biquadrática) tanto no ferromagneto de Ising quanto no de Heisenberg.

Em alguns isolantes magnéticos, a interação de troca biquadrática é apontada como

um importante termo do hamiltoniano de spin (Harris e Owen (1963) [53], B. Rodbell e

colaboradores 1963 [54], Rodbell e Owen (1964) [54], Birgeneau e colaboradores (1969)

[55]).
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Em 2009, Iwashita e colaboradores [56] reportaram um trabalho tratando das proprie-

dades magnéticas e estrutura de spins em sistemas com interações entre até quatro spins.

Trabalhos mais recentes mostram propriedades termodinâmicas para pares de spins no

ferromagneto de Heisenberg usando o modelo de Oguchi [57], [58], [59]. N. P. Konstan-

tinidis [60], em 2016, mostrou a in�uência do termo de troca biquadrático na resposta

magnética de icosaedros ferromagnéticos.

Além da interação de troca biquadrática outras modi�cações foram feitas no mo-

delo de Oguchi. Trabalhos como o de Jon Aksamit em 1980 [61], Murat Mert (2015-

2016) [57], [59], [62] e Aycan Özkan em 2016 [63] apontam uma interação de troca diferente

entre primeiros (I1) e segundos vizinhos (I ′1). Outros trabalhos chamam a atenção para

a necessidade de inserir um termo de anisotropia uniaxial. A anisotropia uniaxial (D) foi

proposta por Blume [64] e Capel [65] em 1966, separadamente, dando origem ao modelo

de Blume-Capel. Este modelo, de bastante interesse, é basicamente a generalização do

modelo de Ising [31]. Outros modelos tem sido desenvolvidos para tratar moléculas, polí-

meros, estruturas bidimensionais e, em geral, diferentes topologias. Podemos mencionar,

por exemplo, o modelo de Ising para uma rede triangular com três interações de spins (o

modelo de Baxter- Wu) [66], [67].

3.1 Estudos do efeito magnetocalórico

Segundo Szalowski e colaboradores [68], o emprego da aproximação de pares para

tratar de efeitos magnetocalóricos só tem sido reportado a partir do ano 2011. Inicial-

mente junto ao termo Zeeman, apenas um parâmetro foi considerado: a integral de troca

anisotrópica entre os vizinhos mais próximos.

Desde então, a entropia como função do campo magnético tem sido reportada em

estudos baseados em diferentes aproximações e mencionaremos algumas delas.

Em continuação ao apresentado na seção 2.8, temos na aproximação de campo médio

Ĥ0 = −Szi I(0)〈Sz〉, (3.1)

em ausência de campo e ignorando o termo I(0)〈Sz〉2.

〈Sz〉 é determinado pela equação auto-consistente:

〈Sz〉 =

∑S
M=−SMeβMI(0)〈Sz〉∑S
M=−S e

βMI(0)〈Sz〉
. (3.2)
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Correlações transversais in�uenciam a média térmica de 〈Sz〉 como mostrado por Qin
Wei e colaboradores [69]

〈S−i S+
i 〉 = 2〈Sz〉Φ, (3.3)

em que

Φ =
1

N

∑
q

1

eβEq − 1
, (3.4)

com Eq = 2〈Sz〉
[
I(0) − I(q)

]
+ µBH.

Introduzindo termos dependentes da correlação transversal os pesquisadores mostram

que as curvas de entropia S(T ) diminuem em relação às correspondentes ao campo médio

(para os mesmos valores de campo aplicado).

Gülistan Mert [57] considera o ferromagnetismo de Heisenberg S=1/2 com integrais

de troca para os primeiros e segundos vizinhos mais próximos na aproximação de pares e

determina a entropia convencional como de�nido na subseção 2.1.1.

Indo mais além da metodologia de Qin Wei, Alvarez e colaboradores [70] estendem o

trabalho de Per Bak [71] sobre excitações magnéticas em compostos RAl2 (R: terra-rara).

A metodologia usada é descrita na teoria de resposta linear detalhada na referência [42].

O hamiltoniano, que contém o termo de troca, Zeeman e de campo cristalino cúbico é

dividido em uma parte de íon-único e uma outra de dois-íons. A energia interna do

hamiltoniano de íon-único é U1 =
∑2J

n=0 Enfn. A correspondente de dois-íons é U2 =

− 1
2N

∑
q I(q)(S−+ + Szz) em que Sab é dada pela equação (2.79) trocando-se χ′′ab(ω) pela

susceptibilidade generalizada χab(q, ω) obtida da equação (2.84).

Recentemente, tem despertado interesse a variação de entropia magnética no caso de

spin misto. Por exemplo, Ping Xu e Du [72] reportaram o caso Si = 1, Sj = 2 com termo

de anisotropia uniaxial, tendo o cuidado de calcular a variação de entropia através da

relação de Maxwell.

Para um ferromagneto, tratado com um paramagneto sujeito a um campo de troca

constante, ∆S(T ) obtido pela diferença de entropias convencionais (com campo Hi e Hf )

equivale a aquela obtida pela relação de Maxwell. Porém, este não é necessariamente o

caso quando o parâmetro de troca depende das variáveis externas [73].

Como exemplo, consideremos H = −ISzi Szj −a(Szi +Szj ) com a ≡ I(z−1) 〈Sz〉+gµBH
representando o campo efetivo [16]. Neste caso a energia média será:
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〈E〉 = −
〈
Szi S

z
j

〉
〈Szi 〉

〈
Szj
〉η1M

2 − 1

2
ηM2 −HM = −1

2
η0(T,H)M2 −HM. (3.5)

Neste caso, foi mostrado que além da contribuição convercional ∆S(T )c, a variação da

entropia magnética induzida pelo campo magnético tem uma contribuição adicional [73]

∆S(T )e =

∫ Hi

Hf

M

(
∂η0

∂T

∂M

∂H
− ∂η0

∂H

∂M

∂T

)
(3.6)

e

∆S(T )Maxwell = ∆Sc(T ) + ∆Se(T ). (3.7)

Assim, dependendo do sinal de ∆Se(T ) é possível obter um valor maior ou menor que

∆S(T )c ao longo da faixa de temperaturas.

3.2 Estudos dos efeitos magnéticos

O efeito das correlações de spin na resistividade elétrica em intermetálicos de terras-

raras vêm sendo estudado por muitos autores. Por exemplo na referência [74] é mostrada a

inclinação negativa da contribuição magnética à resistividade ρ(T ) acima de TC , induzida

pelas correlações de spin.

Outro estudo de interesse é o comportamento da magnetização nas proximidades do

ponto crítico. Mediante o emprego de técnicas computacionais, Aycon Özkan [63] tem

realizado cálculos para o modelo de Ising no ferrimagneto de spin misto Si = 3, Sj = 3/2

em rede quadrada (L × L) com anisotropia de íon-único em cada sub-rede. O sistema

considerado exibe transição de fase (i← P ) de segunda ordem para determinados valores

do parâmetro Di (com Dj=0). Da relação de potência e usando teoria de escala de

tamanho �nito (com L até 256) determinaram α = α′ = 0, β = 0, 125, β′ = 0, 875,

γ = γ′ = 1, 75.

As curvas M × H em baixíssimas temperaturas também exibem comportamento

diferenciado. Usando a técnica da matriz de transferência, E. Aydner e C.Akyüz [75]

estudaram os platôs magnéticos no antiferromagneto unidimensional de spin 1 em pre-

sença de anisotropia de íon-único. A existência de 2S + 1 = 3 platôs foi atribuída à

coexistência da interação antiferromagnética, Szi S
z
i+1, e a anisotropia de íon-único. Os

platôs das curvas M ×H ocorrem em diferentes dimensionalidades. Experiências de des-

magnetização adiabática na região de sub-Kelvin (∼ 200mK) realizadas por Sherples e
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colaboradores [76] com moléculas nano-magnéticas (zero-dimensional) que contém em sua

constituição clusters de Gd7(OH)6A de spin 7/2 (A, representa os demais constituintes da

molécula) mostraram a existência de um grande número de platôs magnéticos. Os cálculos

foram realizados para duas regiões de campos magnéticos considerando o hamiltoniano

de Heisenberg:

Ĥ = −
5∑

n=1

I1Ŝn · Ŝn+1 − I1Ŝ1 · Ŝ6 −
6∑

n=1

I2Ŝn · Ŝ7 − gµBH
7∑

n=1

Ŝn, (3.8)

em que S1..., S6 ocupam os vértices de um hexágono e S7 a posição central. A diagonali-

zação de uma matriz de dimensão (2S + 1)7 = 87 requer métodos especiais.

No caso de spin misto Si = 9/2, Sj = 7/2 a dimensão da matriz é (2Si+1)(2Sj +1) =

80 (considerando a interação de apenas primeiros vizinhos na aproximação de pares) e a

diagonalização da matriz 80 x 80 pode ser realizada através de métodos numéricos simples.

3.3 Estudos de acoplamento magneto-elétrico

É bem conhecido que a eletricidade e o magnetismo estão intimamente relacionados.

Nos materiais, grandezas associadas a estes conceitos mostram que tais relações podem-se

apresentar de diferentes formas. Um assunto de interesse é a similaridade existente entre

as curvas da variação de entropia magnética e as de resistividade elétrica induzidas pelo

campo magnético. Muitos exemplos podem ser encontrados na literatura, no caso dos

dialuminatos de terras raras (RAl2) uma construção desta relação pode ser encontrada

na referência [50]. Como os materiais, em particular os magnéticos metálicos, não são

rígidos mas apresentam elasticidade, pode-se esperar que a estrição devida à polarização

magnética (elétrica) in�uencie o comportamento elétrico (magnético). Outros mecanismos

relacionando as respostas elétrica-magnética podem estar envolvidos.

Na última década, o interesse pelos materiais multiferróicos e magnetoelétricos tem ga-

nhado um renovado interesse, devido à possibilidade de combinar os parâmetros de ordem

magnético e elétrico para potenciais aplicações (spintrônica, memórias RAM, etc.). Mul-

tiferróicos exibem simultaneamente duas ou mais fases ordenadas: elétricas, magnéticas,

elásticas. Melvin M.Vopson [77] ilustra de forma excelente os diferentes efeitos térmi-

cos com a possibilidade dos materiais multiferróicos apresentarem um efeito multicalórico

(vide �gura (3.1)).
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Figura 3.1: Diagrama esquemático dos efeitos térmicos nos multiferróicos. σ, ε: Força elástica-

deformação; H,M : Campo magnético- magnetização; E, P Campo elétrico- polarização elétrica.

O efeito magnetoelétrico, isto é, a indução de magnetização (polarização) por um

campo elétrico (magnético) tem sido veri�cado no antiferromagneto CrO3 e a in�uência

das correlações magnéticas tem sido sugeridas nos compostos NaMnGe2O6, LiFeSi2O6

e NaFeSi2O6 [78].

No caso da peroviskita Eu2+Ti4+O2−
3 , o movimento atômico correspondente a um

modo fônon-mole tem sido associado a uma transição ferroelétrica de energia na ordem

de 10 meV [79]. Esta energia é comparável ao efeito de um campo magnético sobre os

íons magnéticos do Eu2+(S = 7/2). Ao aplicar um campo magnético os spins adotam

uma orientação antiferromagnética perpendicular ao campo. Ao aumentar a intensidade

do mesmo, há uma rotação progressiva até ser atingido um ordenamento ferromagnético.

Foi constatado também que a constante dielétrica decresce com o ordenamento AFM e

cresce com o ordenamento FM induzido pelo campo. Em consequência é sugerido que

o comportamento da constante dielétrica é dominado pela correlação de spin 〈Si · Sj〉
estabelecendo-se a relação.

ε(T,H) = ε0(T )[1 + α 〈Si.Sj〉], (3.9)

em que ε0(T ) é a constante dielétrica em ausência de correlação e α é uma constante.
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4 Metodologia de pesquisa

4.1 Rotina computacional

Para a obtenção dos resultados nesta tese, foram feitos cálculos de grandezas termo-

dinâmicas e de resistividade elétrica considerando o hamiltoniano de campo médio, Ising

e Heisenberg com base na aproximação de Oguchi.

Inicialmente realizamos estudos de diferentes tipos de hamiltonianos que foram cons-

truídos baseados nessa aproximação [25, 80�83]. Como foi mostrado na seção 2.6.4, o

modelo de aproximação de pares ou modelo de Oguchi foi desenvolvido para melhorar a

teoria de campo médio. O modelo mais simples inclui um cluster de dois spins, como

sendo um par de spins de primeiros vizinhos selecionados, e assume que o par é acoplado

ao resto dos vizinhos por um campo efetivo proporcional à magnetização [57]. Estudamos

analiticamente o modelo para pares de spins iguais (Si = Sj) e spins mistos (Si 6= Sj) uti-

lizando os hamiltonianos de Campo médio, Ising e Heisenberg. Para esses dois últimos foi

considerado o termo biquadrático, anisotropia uniaxial e as contribuições dos primeiros e

segundos vizinhos. Tais estudos analíticos são relativamente fáceis de realizar para peque-

nos valores de spin (1/2, 1, 3/2, 2). Porém, para valores maiores de spins a complexidade

aumenta e é melhor recorrer a métodos numéricos.

Para tal, desenvolvemos rotinas computacionais usando o software Wolfram Mathe-

matica 7, especi�camente para a construção das matrizes e testes de diagonalização. Pos-

teriormente elaboramos os programas de cálculo através de um software mais e�ciente, em

termos de velocidade de processamento, Fortran 77 (Compaq Visual Fortran Professional

Edition 6.1.0). A necessidade desta migração é por conta das dimensões das matrizes

envolvidas. Por exemplo, se estivermos analisando a interação entre um par de vizinhos

Si = Sj = 15/2, como as projeções possíveis por spin é 16, resultará em uma matriz

de ordem 256× 256. Na �gura 4.1 mostramos esquematicamente a rotina computacional

desenvolvida para o cálculo das variáveis termodinâmicas e da contribuição magnética a

resistividade elétrica.
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Figura 4.1: Rotina computacional utilizada para o cálculo das grandezas termodinâmicas e da

resistividade elétrica.

O hamiltoniano é construído com as componentes cartesianas das matrizes do mo-

mento angular por cada sítio, de seus quadrados e produtos de matrizes para o campo

cristalino. Os parâmetros das interações são escolhidos adequadamente ou obtidos da

literatura para compostos bem caracterizados. Dadas as variáveis externas (temperatura

e componentes cartesianas de campo magnético) são introduzidos valores de teste inici-

ais (médias dos momentos angulares e de seus quadrados, se for o caso) com os quais

o hamiltoniano resulta numérico e é então diagonalizado. Com auxílio dos autovalores

e autovetores, são calculadas a médias dos momentos angulares e de seus quadrados se

necessário. A diferença entre os valores calculados e os valores de teste deve ser menor

de δ = 10−5 ou 10−6 (limitado pelos tempos de processamento aceitáveis) para consi-

derar os cálculos válidos. Se este critério não é satisfeito, os valores calculados são os
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novos valores de teste. A convergência é mais lenta ao redor da temperatura de tran-

sição sobretudo ao se aproximar de TC . A rotina computacional foi implementada em

Fortran 77 sendo o código Householder-bisection-inverse iteration method a sub-rotina

principal para diagonalização. Raramente a convergência entra em um ciclo oscilante sem

atenuação inviabilizando o cálculo para determinados parâmetros.

4.2 Operadores de spin

Como exposto anteriormente, o passo inicial para o nosso estudo é a construção das

matrizes dos operadores de spin. Nessa seção será mostrado como escrever os operadores

na forma matricial. Para isso será considerado um par de spins Si= 3/2 e Sj=1/2.

De�nimos a base padrão:

{|Simi〉|Sjmj〉}=
{
|3
2

3
2
〉|1

2
1
2
〉, |3

2
3
2
〉|1

2
− 1

2
〉, |3

2
1
2
〉|1

2
1
2
〉, |3

2
1
2
〉|1

2
− 1

2
〉, |3

2
− 1

2
〉|1

2
1
2
〉, |3

2
− 1

2
〉|1

2
− 1

2
〉,

|3
2
− 3

2
〉|1

2
1
2
〉, |3

2
− 3

2
〉|1

2
− 1

2
〉}.

ou na forma compacta:

{|mi,mj〉}=
{
|3
2
, 1

2
〉, |3

2
,−1

2
〉, |1

2
, 1

2
〉, |1

2
,−1

2
〉, | − 1

2
, 1

2
〉, | − 1

2
,−1

2
〉, | − 3

2
, 1

2
〉, | − 3

2
,−1

2
〉}.

Como é bem conhecido, os operadores Sαl (α = z,+,−);(l = i, j) agem segundo:

Szi |mi,mj〉 = mi|mi,mj〉; (4.1)

Szj |mi,mj〉 = mj|mi,mj〉; (4.2)

S±i |mi,mj〉 =
√

(si ∓mi)(si ±mi + 1)|mi ± 1,mj〉; (4.3)

S±j |mi,mj〉 =
√

(sj ∓mj)(sj ±mj + 1)|mi,mj ± 1〉. (4.4)

(4.5)

De onde S± = Sx ± iSy, de modo que:

Sx =
S+ + S−

2
(4.6)

Sy =
S+ − S−

2i
(4.7)

A representação matricial das componentes cartesianas dos operadores de spins para
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cada sítio (i, j) resultam, então:

Sxi =



0 0
√

3/2 0 0 0 0 0

0 0 0
√

3/2 0 0 0 0
√

3/2 0 0 0 1 0 0 0

0
√

3/2 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0
√

3/2 0

0 0 0 1 0 0 0
√

3/2

0 0 0 0
√

3/2 0 0 0

0 0 0 0 0
√

3/2 0 0



Syi =



0 0 −i
√

3/2 0 0 0 0 0

0 0 0 −i
√

3/2 0 0 0 0

i
√

3/2 0 0 0 −i 0 0 0

0 i
√

3/2 0 0 0 −i 0 0

0 0 i 0 0 0 −i
√

3/2 0

0 0 0 i 0 0 0 −i
√

3/2

0 0 0 0 i
√

3/2 0 0 0

0 0 0 0 0 i
√

3/2 0 0



Szi =



3
2

0 0 0 0 0 0 0

0 3
2

0 0 0 0 0 0

0 0 1
2

0 0 0 0 0

0 0 0 1
2

0 0 0 0

0 0 0 0 −1
2

0 0 0

0 0 0 0 0 −1
2

0 0

0 0 0 0 0 0 −3
2

0

0 0 0 0 0 0 0 −3
2



Sxj =



0 1/2 0 0 0 0 0 0

1/2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1/2 0 0 0 0

0 0 1/2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1/2 0 0

0 0 0 0 1/2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1/2

0 0 0 0 0 0 1/2 0


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Syj =



0 −i/2 0 0 0 0 0 0

i/2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −i/2 0 0 0 0

0 0 i/2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −i/2 0 0

0 0 0 0 i/2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −i/2
0 0 0 0 0 0 i/2 0



Szj =



1
2

0 0 0 0 0 0 0

0 −1
2

0 0 0 0 0 0

0 0 1
2

0 0 0 0 0

0 0 0 −1
2

0 0 0 0

0 0 0 0 1
2

0 0 0

0 0 0 0 0 −1
2

0 0

0 0 0 0 0 0 1
2

0

0 0 0 0 0 0 0 −1
2


As matrizes de�nidas terão sempre dimensão (2S1 + 1)(2S2 + 1)...(2Sl + 1), onde l é

o número de sítios que de�nem o hamiltoniano.

No exemplo tratado anteriormente, um sítio com spin Si = 3/2 e outro sítio com spin

Sj = 1/2, de�nem matrizes de ordem 8 × 8 quando apenas vizinhos mais próximos são

considerados. Em geral, quando l spins são considerados (o íon central e primeiros e/ou

segundos vizinhos), cada spin possui seu sub-espaço de Hilbert, que compõe uma parte do

espaço total. Para expandir esse sub-espaço é necessário utilizar o esquema abaixo [30]:

S1u = Su(1) ⊗ I(2) ⊗ I(3) ⊗ ...⊗ I(l)

S2u = I(1) ⊗ Su(2) ⊗ I(3) ⊗ ...⊗ I(l)

.

.

.

Slu = I(1) ⊗ I(2) ⊗ I(3) ⊗ ...⊗ Su(l), (4.8)

onde u = x, y, z e os sub-escritos correspondem aos respectivos sub-espaços, I(l) representa
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o operador identidade no espaço l. Após realizar o produto tensorial para os l spins e

suas três componentes, pode-se realizar as operações algébricas com cada spin individual,

já que agora todas as matrizes tem a mesma dimensão.

Neste trabalho, diferentes tipos de hamiltonianos de spins foram estudados, desde os

mais simples (campo médio) até os mais complexos (Heisenberg com interação biquadrá-

tica e bilinear, considerando interações entre primeiros e segundos vizinhos e anisotropia

de campo cristalino).

O hamiltoniano generalizado e mais complexo é o de Heisenberg, construído a partir

da equação (2.48) e simpli�cado, neste estudo, com base na aproximação de Oguchi.

Incluímos interações com os primeiros e segundos vizinhos mais próximos, anisotropia de

troca(∆) e uniaxial (D) assim como interações bilinear e biquadrática. Deste modo, o

hamiltoniano que leva em consideração as interações citadas anteriormente resulta em:

Ĥ = −J1(Si.Sj)− J2(Si.Sk)− J ′1(Si.Sj)
2 − J ′2(Si.Sk)

2 − a1S
z
i − (4.9)

a2S
z
j − a3S

z
k − b1 (Szi )2 − b2

(
Szj
)2 − b3 (Szk)2

com:

Si.Sj = Szi S
z
j + (1−∆)(Sxi S

x
j + Syi S

y
j )

Si.Sk = Szi S
z
k + (1−∆)(Sxi S

x
k + Syi S

y
k)

sendo 〈Si · Sj〉 e 〈Si · Sk〉 os operadores que originam as correlações de spins e levam em

consideração interações de curto alcance. As interações de longo alcance são levadas em

consideração pelos termos de campo efetivo: a1, a2 e a3.

a1 = J1(z1 − 1)〈Sz〉+ J2(z2 − 1)〈Sz〉+H

a2 = J1(z1 − 1)〈Sz〉+ h

a3 = J2(z2 − 1)〈Sz〉+ h

b1 = J ′1(z1 − 1)〈(Sz)2〉+ J ′2(z2 − 1)〈(Sz)2〉+D

b2 = J ′1(z1 − 1)〈(Sz)2〉+D

b3 = J ′2(z2 − 1)〈(Sz)2〉+D

• H é o campo externo, ∆=0 e 1 para os casos de Heisenberg e Ising, respectivamente;

• z1 e z2 são os números de coordenações dos primeiros e segundos vizinhos, respec-

tivamente;

• J1 e J2 são as interações de troca bilinear entre o íon central e seus primeiros e

segundos vizinhos, respectivamente;
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• J ′1 e J ′2 são as interações de troca biquadrática entre o íon central e seus primeiros

e segundos vizinhos, respectivamente;

A magnetização por spin (M) está relacionada com o valor esperado de Sz, M =

gµb〈Sz〉, que é calculado auto-consistentemente pela equação (2.59) (para interações do

íon central e seus primeiros vizinhos) e (2.61) (para interações do íon central e seus

primeiros e segundos vizinhos).

Através do programa descrito no diagrama 4.1 é possível calcular o valor esperado,

por spin, nas direções x, y e z. No caso de considerar apenas primeiros vizinhos, quando

se trata de spins iguais (Si = Sj) teremos 〈Szi 〉 = 〈Szj 〉.

Se os spins são diferentes (Si 6= Sj), neste caso, consideramos duas sub-redes: a

rede A é composta dos spins Si e a rede B é composta dos spins Sj. Evidentemente, a

magnetização nas sub-redes apresentarão valores diferentes, sendo calculados a partir de:

〈SzA〉 =
kBT

Z

∂Z

∂hi
(4.10)

〈SzB〉 =
kBT

Z

∂Z

∂hj
, (4.11)

onde Z corresponde a função de partição do sistema, hi = J1(z − 1)〈SzB〉 e hj = J1(z −
1) 〈SzA 〉 , com z sendo o número de primeiros vizinhos (campo externo pode ser incluso).

Para ambas as situações descritas anteriormente, a energia interna e a capacidade

calorí�ca podem ser �nalmente calculados. A variação de entropia magnética (∆S) foi

calculada através da relação de Maxwell (2.19) ou por diferença das entropias convencio-

nais, quando for o caso.



46

5 Resultados e discussões

Apesar da teoria de campo médio (TCM) ser útil na análise de alguns sistemas mag-

néticos, a mesma, por se tratar de uma média não leva em consideração as correlações de

curto alcance, por exemplo, que são de fundamental importância sobretudo na região de

transição de fase. Com a �nalidade de melhorar a TCM, Oguchi desenvolveu o método de

aproximação de pares, adotado em nosso estudo (subseção 2.6.4). Muitos hamiltonianos

são investigados utilizando o método de aproximação de Oguchi, na literatura é possível

encontrar trabalhos que consideram interações entre pares de n-vizinhos mais próximos,

entretanto, poucos são os trabalhos que abordam propriedades magnetotérmicas [68] e

ainda menos que faz menção às propriedades de transporte.

Os hamiltonianos usados nas análises do presente trabalho levaram em consideração

dois casos, interação entre vizinhos com mesmo momento magnético (Si = Sj) e interação

entre spins mistos (Si 6= Sj). Inicialmente serão mostrados os resultados para spins iguais

(Si = Sj), para diferentes hamiltonianos, em uma rede cúbica simples, considerando as

interações entre os primeiros e segundos vizinhos (seção 5.1). Tais análises foram feitas

com auxílio do método descrito no capítulo 4. Nas seções 5.2 e 5.3, respectivamente, serão

mostrados resultados das análises para sistemas reais RAl2 e LaMnO3. Na seção 5.4

serão mostrados os resultados das análises considerando interações entre spins diferentes

(Si 6= Sj).

5.1 Aplicação em sistemas de spins

5.1.1 Consideração de primeiros vizinhos. Caso Si = Sj = 1.

Apesar do sistema de spins Si,j = 1, na aproximação de pares, ser considerado por

vários autores, o mesmo não foi totalmente explorado. A seguir reconsideraremos este

sistema, corrigindo algumas discrepâncias que detectamos e discutiremos alguns resultados

inéditos. As interações de troca bilinear e biquadrática serão assumidas para um par de
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spins mais próximos. Consideraremos o parâmetro de troca bilinear J1 = 0, 0862 meV.

Também será considerada como base padrão:{
Szi , S

z
j

}
= |1, 1〉, |1, 0〉, |1,−1〉, |0, 1〉, |0, 0〉, |0,−1〉, | − 1, 1〉, | − 1, 0〉, | − 1,−1〉 .

Nessa base o hamiltoniano de Heisenberg (∆ = 0) adota a forma:

Ĥ = −J1(Si · Sj)− J ′1(Si · Sj)2 − a
(
Szi + Szj

)
− b
(

(Szi )2 +
(
Szj
)2
)
, (5.1)

em que a = J1(z − 1)〈Sz〉 + h e b = J ′1(z − 1)〈(Sz)2〉. O hamiltoniano tem a seguinte

representação matricial:

Ĥ =



H11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 H22 0 H24 0 0 0 0 0

0 0 H33 0 H35 0 H37 0 0

0 H42 0 H44 0 0 0 0 0

0 0 H53 0 H55 0 H57 0 0

0 0 0 0 0 H66 0 H68 0

0 0 H73 0 H75 0 H77 0 0

0 0 0 0 0 H86 0 H88 0

0 0 0 0 0 0 0 0 H99


com

H11 = −2a− 2b− J1 − J ′1
H22 = H44 = −a− b− (1−∆)2J ′1

H33 = −2b+ J1 − J ′1 − (1−∆)2J ′1

H55 = −2(1−∆)2J ′1

H66 = a− b− J ′1(1−∆)2

H77 = −2b+ J1 − J ′1 − J ′1(1−∆)2

H88 = a− b− J ′1(1−∆)2

H99 = 2a− 2b− J1 − J ′1
H24 = H42 = H68 = H86 = −(1−∆)J1

H35 = H53 = −(1−∆)(J1 − J ′1)

H37 = H57 = H73 = H75 = −(1−∆)2J ′1

Se considerarmos a base padrão do spin total (S= Si + Sj): {|(S Sz)〉} = {|(2 2)〉, |(2
1)〉, |(2 0)〉, |(2 −1)〉, |(2 −2)〉, |(1 1)〉, |(1 0)〉, |(1 −1)〉, |(0 0)〉}, usando os coe�cientes da

soma de momento angular (Clebsch-Gordan) teremos a equivalência:

|(2 2)〉 ≡ |1 1〉 ≡ V1

|V1|

|(2 −2)〉 ≡ | − 1 −1〉 ≡ V2

|V2|
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|(2 1)〉 ≡ |10〉+|01〉√
2
≡ V4

|V4|

|(2 −1)〉 ≡ |0−1〉+|−10〉√
2

≡ V5

|V5|

|(1 1)〉 ≡ |10〉−|01〉√
2
≡ V6

|V6|

|(1 −1)〉 ≡ |0−1〉−|−10〉√
2

≡ V7

|V7|

Estes vetores (ψ) satisfazem Ĥψ = λψ. Para determinar os autovalores correspon-

dentes aos vetores de spin total com projeção nula (|(0 0)〉, |(1 0)〉, |(2 0)〉) é construída
a matriz 3× 3 com os elementos de matriz do hamiltoniano. Para estes vetores temos

|(1 0)〉 ≡ |1−1〉−|−11〉√
2

≡ V3

|V3|

|(0 0)〉 ≡ |1−1〉−|00〉+|−11〉√
3

≡ V8

|V8|

|(2 0)〉 ≡ |1−1〉+2|00〉+|−11〉√
6

≡ V9

|V9|

Os autovalores resultantes são:

λ1 = −2a− 2b− J1 − J ′1; (5.2)

λ2 = 2a− 2b− J1 − J ′1;

λ3 = 2
√
m sin{π/6− 1

3
tan−1 (

√
m3 − n2

n
)} − p/3.

λ4 = −a− b− (1−∆)J1 − (1−∆)2J ′1;

λ5 = a− b− (1−∆)J1 − (1−∆)2J ′1;

λ6 = −a− b+ (1−∆)J1 − (1−∆)2J ′1;

λ7 = a− b+ (1−∆)J1 − (1−∆)2J ′1;

λ8 = −2
√
m sin{π/2− 1

3
tan−1 (

√
m3 − n2

n
)} − p/3;

λ9 = 2
√
m sin{(π/6 +

1

3
tan−1 (

√
m3 − n2

n
)} − p/3;

Uma raiz cúbica, resultante do determinante da matriz 3× 3, mencionada anteriormente,

fornece λ3, λ8 e λ9 em que:

m = −3q+p2

9
, n =

9pq − 27r − 2p3

54
com:

p = −(−4b+ 2J1 − 2J ′1 − 4J ′1(1−∆)2)

q = (2b− J1 + J ′1)2 − 2(J2
1 + J1J

′
1 − 2J ′1(3b+ J ′1))(1−∆)2 + 4J ′1

2(1−∆)4

r = 2(2b− J1 + J ′1)(−J2
1 + J1J

′
1 + 2J1(b+ J1(1−∆)2))(1−∆)2

Os autovetores correspondentes (não completamente normalizados) são:
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V1 = {1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} ;

V2 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1};
V3 = {0, 0,−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0};
V4 = {0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0};
V5 = {0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0};
V6 = {0,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0};
V7 = {0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 1, 0};

V8 = {0, 0, 1, 0, −2b+J1−J ′1+
√

2b−J1+J ′1)2+8(J1−J ′1)2(1−∆)2

2(J1−J ′1)(1−∆)
, 0, 1, 0, 0};

V9 = {0, 0, 1, 0,−2b−J1+J ′1+
√

(2b−J1+J ′1)2+8(J1−J ′1)2(1−∆)2

2(J1−J ′1)(1−∆)
, 0, 1, 0, 0}.

Passamos a considerar o modelo de Ising (∆ = 1) para a mesma rede tratada anteri-

ormente. Neste caso o hamiltoniano resulta:

Ĥ = −J1(Szi S
z
j )− J ′1(Szi S

z
j )2 − a

(
Szi + Szj

)
− b
(

(Szi )2 +
(
Szj
)2
)
, (5.3)

em que a = J1(z − 1)〈Sz〉 + h e b = J ′1(z − 1)〈(Sz)2〉. A representação matricial do

hamiltoniano é:

Ĥ =



H11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 H22 0 0 0 0 0 0 0

0 0 H33 0 0 0 0 0 0

0 0 0 H44 0 0 0 0 0

0 0 0 0 H55 0 0 0 0

0 0 0 0 0 H66 0 0 0

0 0 0 0 0 0 H77 0 0

0 0 0 0 0 0 0 H88 0

0 0 0 0 0 0 0 0 H99


com

H11 = −2a− 2b− J1 − J ′1
H22 = H44 = −a− b
H33 = H77 = −2b+ J1 − J ′1
H55 = 0

H66 = H88 = a− b
H99 = 2a− 2b− J1 − J ′1
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Os autovalores são dados por:

λ1 = 0; (5.4)

λ2 = λ3 = −a− b;

λ4 = λ5 = a− b;

λ6 = −2a− 2b− J1 − J ′1;

λ7 = 2a− 2b− J1 − J ′1;

λ8 = λ9 = −2b+ J1 − J ′1;

e os autovetores correspondentes são:

V1 = {0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0};
V2 = {0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0};
V3 = {0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0};
V4 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0};
V5 = {0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0};
V6 = {1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0};
V7 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1};
V8 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0};
V9 = {0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0};

conformando uma estrutura canônica.

A �gura 5.1 (a)-Heisenberg mostra a dependência entre 〈Sz〉 com a temperatura para

diferentes valores de parâmetro de troca biquadrático J ′1. Para os cálculos, foi conside-

rada uma rede cúbica simples na aproximação de pares. Observamos que os resultados

espontâneos de 〈Sz〉 para T → 0 assume os valores de 0; 0, 5; 0, 75; 1 correspondentes ao

estado fundamental de�nido pelos parâmetros, neste caso os valores de J ′1. Os resulta-

dos obtidos foram comparados com os reportados por Iwashita e Satou em 1999 [84] e

pode-se observar uma diferença entre as curvas. Ao investigar a causa da diferença nas

curvas foi notada uma imprecisão nos cálculos dos autovalores, por parte desses autores,

as correções foram realizadas e os autovalores mostrados na equação (5.2). Através dos

valores corrigidos dos autovalores observamos que para os casos J ′1= -1,5J1 e -1,75J1 as

curvas apresentam reentrância. Este comportamento reentrante foi reportado por Bon�m

e Obcemea [85] em cálculos baseados no método de Monte Carlo.

Os resultados dos cálculos de 〈Sz〉 para diferentes valores do acoplamento biquadrático
são mostrados na �gura 5.1 (b)-Ising, neste caso existe uma total concordância com os
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resultados obtidos por Iwashita e Uryû [86]. Observamos que para campo e temperatura

nulos têm-se 〈Sz〉 = 1 para todos os valores de J ′1 considerados.

Figura 5.1: Dependência de 〈Sz〉 com a temperatura para o ferromagneto de Heisenberg (a)

e Ising (b), para Si = Sj = 1 e J1 = 0, 0862 meV. As linhas sólidas representam as curvas

calculadas neste trabalho e os símbolos representam cálculos reportados por Iwashita e Satou

(a), Iwashita e Uryû (b).

A continuação, �xamos valores de J ′1 e determinamos o efeito de pequenos campos na

dependência das curvas de 〈Sz〉. Na �gura 5.2 são mostradas as curvas de 〈Sz〉 para dife-
rentes campos magnéticos, considerando o hamiltoniano de Heisenberg da equação (5.1),

para J ′1/J1 = −1, 5;−1, 25;−1, 0 e 0. Para J ′1= −1, 5J1, na região de baixas temperaturas

se observa um comportamento abrupto do valor esperado de Sz. Em uma faixa de tem-

peratura entre 0 e 1, 2 K, 〈Sz〉 cresce com o aumento da temperatura. O comportamento

de 〈Sz〉 muda drasticamente segundo os valores de J ′1 considerados, como mostrado na

�gura 5.2. No caso em que J ′1 6 −J1 o estado fundamental torna-se instável havendo mu-

danças na con�guração de spin. Os estados fundamentais são construídos com diferentes

combinações dos vetores da base (exceto para o caso da �gura 5.2 (d)) dependendo dos

parâmetros. Uma análise semelhante foi reportada por Iwashita e Uryû [87] para o caso

de spins S = 5/2.
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Figura 5.2: Dependência de 〈Sz〉 com a temperatura para o ferromagneto de Heisenberg, con-

siderando Si = Sj = 1, com interação de troca bilinear, J1 = 0, 0862 meV , e biquadrática:

J ′1/J1 = −1, 5 (a), J ′1/J1 = −1, 25 (b), J ′1/J1 = −1, 0 (c), J ′1/J1 = 0 (d).

No caso ∆ = 1 (Ising) realizamos cálculos com base na equação (5.3), para J ′1/J1=

−1, 2; −1, 0; −0, 95 e 0, 25, sendo os resultados mostrados na �gura 5.3. Assim como para

o hamiltoniano de Heisenberg (�gura 5.2), a magnetização espontânea sofre in�uência da

integral de troca biquadrática, com o estado fundamental construído a partir de diferentes

combinações dos vetores da base para J ′1 < −J1 (�gura 5.3 (a)). Nos demais casos, tem-se

a saturação 〈Sz〉= 1 com estado fundamental comum para todos os valores de campo.
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Figura 5.3: Dependência de 〈Sz〉 com a temperatura para o ferromagneto de Ising, considerando

Si = Sj=1, com interação de troca bilinear (J1 = 0, 0862 meV ) e biquadrática: J ′1/J1 = −1, 2

(a), J ′1/J1 = −1, 0 (b), J ′1/J1 = 0, 95 (c), J ′1/J1 = 0, 25 (d).

É notável que a interação biquadrática pode alterar a con�guração de spin no estado

fundamental, de modo a modi�car o valor espontâneo de 〈Sz〉 (�guras 5.1-5.3). Em

materiais ferromagnéticos alguns valores de J ′1 podem alterar o tipo de transição de fase

do material, de primeira para segunda ordem, conforme reportado em [87]. Para campo

magnético nulo e J ′1 = −J1, por exemplo, a magnetização assume, para T próximo de

zero, o valor de 0,75 para o modelo de Heisenberg (Figura 5.2(c) e 5.3 (b)) e 1,0 para o

modelo de Ising.

Para melhor entender o comportamento espontâneo de 〈Sz〉, determinamos a sua va-
riação (a temperatura e campo nulo) em função da razão J ′1/J1. Os resultados, para o

modelo de Heisenberg (∆ = 0) são mostrados na �gura 5.4, em que observamos desconti-

nuidades para J ′1/J1= -1,33 e -1,0. Especi�camente na região −1, 33 < J ′1/J1 < −1, 〈Sz〉
assume o valor de 0,5, já para J ′1/J1 > −1 o valor assumido por essa grandeza é de 1,

excepcionalmente em J ′1/J1 = −1 o mesmo assume o valor de 0,75.
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Figura 5.4: Curvas de 〈Sz〉 em função de J ′1/J1 para H= 0 T e T=0 K (∆ = 0).

A mesma análise pode ser feita para o hamiltoniano de Heisenberg com ∆ = 0, 5

(anisotropia de troca), os resultados podem ser observados na �gura 5.5. Neste caso,

como o par (~Si, ~Sj) gera momento de spin total 0, 1 e 2, são esperado os valores 〈Sz〉 =

0; 0, 5; 1, 0.

Figura 5.5: Curvas de 〈Sz〉 em função de J ′1/J1 para H= 0 T e T=0 K (∆ = 0, 5).
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Para o caso ∆= 1 (Ising) não foi possível obter convergência para J ′1/J1 < −1. Acima

deste valor, 〈Sz〉 espontâneo é igual a 1.

Enquanto nas �guras 5.4-5.5 observamos o comportamento de 〈Sz〉 em relação a J ′1/J1

para T = 0K, na �gura 5.6 observamos a in�uência da temperatura no comportamento

das curvas e veri�camos que o aumento da temperatura destrói a estrutura dos platôs

(Modelo de Heisenberg).

Figura 5.6: Curvas de 〈Sz〉 (Si= Sj=1) em função de J1/J
′
1 para H= 0 T e T= 0,05; 0,10 e 0,20

K, considerando o modelo de Heisenberg (∆ = 0).

As análises acima mostram o comportamento de 〈Sz〉 em relação a J ′1/J1, considerando

o estado fundamental (T=0 K e H= 0 T) e a in�uência da temperatura sob os platôs

magnéticos. No entanto, o campo magnético, também in�uencia no comportamento 〈Sz〉.
É possível ver a in�uência de H nas curvas de 〈Sz〉 vs. J ′1/J1 na �gura 5.7, à medida que

o campo magnético aumenta os platôs são desfeitos.
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Figura 5.7: Curvas de 〈Sz〉 (Si= Sj=1) em função de J1/J
′
1 para T= 0 K e diferentes valores de

campo magnético, considerando o modelo de Heisenberg (∆ = 0).

O comportamento de 〈Sz〉 para diferentes campos magnéticos aplicados foi observado
para um valor especí�co de J ′1/J1=-1,5 usando o modelo de Heisenberg (vide �gura 5.8).

Neste caso é possível veri�car a existência de três platôs magnéticos para 〈Sz〉= 0; 0,5 e

1,0.

Figura 5.8: Curvas de 〈Sz〉 (Si= Sj=1) em função do campo magnético aplicado (H) para

J ′1/J1 = −1, 5 e J1 = 0, 0862 meV .
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Para J ′1/J1=-1,5 não obtivemos convergência para 2T . H . 3, 5T , entretanto, com

o auxílio da regra das áreas [16] foi possível determinar o valor do campo de saturação

(Hsat=2,93 T), o que nos auxiliou na interpretação do comportamento de 〈Sz〉 no intervalo
em destaque.

Outro comportamento observado nas curvas mostradas na �gura 5.1 é a mudança

na temperatura de Curie devido à variação da interação de troca biquadrática. Com

base nisso, a �gura 5.9 mostra a dependência de TC em função de J ′1/J1 considerando o

hamiltoniano de Heisenberg e Ising. No caso de Heisenberg (∆ = 0), TC cresce à medida

que J ′1/J1 aumenta, no entanto, para 1, 5 . J ′1/J1 . 3, 6 decresce com o aumento de

J ′1/J1, tal comportamento não é veri�cado para o hamiltoniano de Ising.

Figura 5.9: Curvas de J ′1/J1 em função de TC para os modelos de Heisenberg (símbolos pretos)

e Ising (símbolos vermelhos) .

Como �cou evidente na �gura 5.9 a temperatura de transição pode ser alterada tanto

com a variação do parâmetro J1 quanto com a variação de J ′1. No que segue, a �gura 5.10

mostra a variação dos picos magnetocalóricos, para H0= 0 T e Hf= 1,0 T, considerando a

aproximação de campo médio e aproximação de pares, usando os modelos de Heisenberg

e Ising. Os valores de J1 e J ′1 foram �xados, J1 = 0, 0862 meV e J ′1 = 0, de modo que,

apenas a interação de troca bilinear altera a temperatura crítica (TC).
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Figura 5.10: Detalhe das curvas de variação de entropia para o hamiltoniano de Heisenberg com

base nas aproximações de campo médio e de pares, e para o hamiltoniano de Ising reduzido

através da aproximação de pares. Para a análise, apenas foi considerada a interação de troca

bilinear (J1 = 0, 0862 meV)

No que segue, para ajustar as curvas magnetocalóricas, consideramos um valor �xo de

TC , o que pode ser feito através do ajuste dos parâmetros J1 e/ou J ′1. Neste caso, o valor

da integral de troca bilinear (J1) foi ajustada para a aproximação de pares. Mantivemos

J1=0,0862 meV para a aproximação de campo médio e alteramos J1 de 0,0862 meV para

0,0879 meV e 0,0893 meV para os modelos de Ising e Heisenberg (aproximação de pares),

respectivamente. Tal ajuste foi feito com a �nalidade de uni�car o valor de TC , sendo

assim, o mesmo encontra-se em torno de 4,0 K para ambas as aproximações.

Através da �gura 5.11 pode-se notar que o modelo de Heisenberg é o que apresenta

um menor valor para −∆Smax, próximo a 2,50 J/mol-K, enquanto o modelo de Ising é o

que apresenta o maior valor, próximo a 2,55 J/mol-K.
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Figura 5.11: Detalhe das curvas de variação de entropia para o hamiltoniano de Heisenberg com

base nas aproximações de campo médio e de pares, e para o hamiltoniano de Ising reduzido

através da aproximação de pares, considerando diferentes valore de J1 e um valor �xo para TC .

Passamos a examinar, com algum detalhe, a região de transição de fase para obter os

expoentes críticos considerando o modelo de Heisenberg.

Através dos cálculos de magnetização para diferentes campos magnéticos foi possível

obter os expoentes críticos associados a magnetização e a susceptibilidade, com base no

que foi descrito na seção 2.3. Os demais expoentes foram obtidos através das relações

mostradas em 2.3.1. O expoente β, associado à magnetização (campo nulo e T → T−C ),

γ, associado a susceptibilidade (para T → T+
C ), e δ, associado a magnetização a campo

variável (para T = TC), foram calculados considerando diferentes interações de troca

biquadráticas. Em posse dos expoentes críticos, as curvas de magnetização e variação de

entropia magnética para um valor especí�co de J ′1/J1 foram universalizadas.

As �guras 5.12 e 5.13 mostram os cálculos dos expoentes críticos β, γ e δ conside-

rando J ′1/J1 = −1, 5 (apenas a interação do íon central com os primeiros vizinhos foi

considerada).
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Figura 5.12: Dependência da magnetização de saturação (Ms) e do inverso da susceptibilidade

magnética (χ0) com a temperatura, a �m de obter os expoentes críticos β e γ (modelo de

Heisenberg).

Figura 5.13: cuvas de ln(M/µB)× ln(H/1T ), em T = TC , para o cálculo do expoente δ (modelo

de Heisenberg).

Utilizando os expoentes obtidos através das �guras 5.12 e 5.13 e as relações mostradas

na tabela 2.3 conseguimos obter outros expoentes críticos. O cálculo também foi realizado

para os diferentes valores de J ′1/J1, conforme listados na tabela 5.1. Na média, β e δ são

diferenciados em dois grupos segundo o sinal de J ′1. Isto tem implicância no valor do
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expoente associado ao pico magnetocalórico n = 1 + β−1
βδ

.

Tabela 5.1: Valores dos expoentes críticos para Si = 1 e Sj = 1 considerando a interação com os

primeiros vizinhos mais próximos. Aqui ∆ ≡ β.δ e α = 2− 2β − γ .

J ′1/J1 β γ δ ∆ α

-1,50 0,503±0, 003 1,000±0, 003 3,064±0, 001 1,539 -0,006

-0,75 0,438±0, 002 0,999±0, 001 3,075±0, 001 1,347 0,125

-0,25 0,508±0, 001 1,079±0, 003 3,079±0, 002 1,55 -0,095

0 0,498±0, 001 0,994±0, 055 3,093±0, 002 1,540 0,010

0,25 0,416±0, 002 0,922±0, 019 3,124±0, 001 1,299 0,138

0,50 0,419±0, 003 1,066±0, 005 3,177±0, 001 1,331 0,096

1,50 0,454±0, 001 0,998±0, 003 3,151±0, 001 1,430 0,094

Utilizando os expoentes críticos expostos na tabela 5.1 para o caso J ′1/J1= −1,5 proce-
demos a tentar universalizar as curvas de magnetização e variação de entropia magnética.

Em primeiro lugar usamos a equação (2.28) para reescalar as curvas de magnetização, para

isso simplesmente determinamos as quantidades tH−1/∆ e MH−1/δ e plotamos as curvas

mostradas na �gura 5.14. Observamos que próximo a TC e acima dessa temperatura,

as curvas colapsam em uma única curva. Para temperaturas menores que TC , mas não

muito distante, o colapso é imperfeito e logo se observa uma abertura em temperaturas

bem menores.

Figura 5.14: Curvas reescaladas da magnetização. Para temperaturas de escala entre -1 e 10

observamos a universalização das curvas.
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Em seguida, universalizamos as curvas de variação de entropia magnética. Usamos

a equação (2.29) para reescalar as curvas de ∆S, determinamos as quantidades tH−1/∆

e ∆SH
−(1−α)

∆ e plotamos as curvas mostradas na �gura 5.15. O colapso em uma única

curva, assim como mostrado na �gura 5.14, é imperfeito em temperaturas menores que a

crítica.

Figura 5.15: Curvas reescaladas da variação de entropia. Para temperaturas de escala entre -1 e

5 observamos a universalização das curvas.

Logo, os expoentes determinados são satisfatórios para a universalização tanto das

curvas de magnetização 5.14 quanto das curvas de variação de entropia magnética 5.15, na

região de transição de fase. Curvas semelhantes são mostradas por Smith e colaboradores

[88] no contexto da equação de estado de Arrot-Noakes (β = 0, 395; γ = 1, 31).

Finalmente, passamos a examinar as áreas magnetocalóricas. Se observarmos a �gura

5.2 (a) em que J ′1 = −1, 5J1 podemos notar um comportamento atípico da magnetiza-

ção na região de baixa temperatura. Os valores iniciais da magnetização mostram que

M0(T ) = 0, para o intervalo de campo magnético considerado, o que segundo a equação

(2.30), resultaria em uma área magnetocalórica nula. Utilizando a equação de Maxwell

(2.19) foi calculada a variação de entropia magnética através das curvas de magnetização

para o intervalo de temperatura entre 0,03 K-628 K (vide a �gura 5.16), com o seguinte

resultado para a área magnetocalórica:

−
∫ 628

0,03

∆S(T )dT = −1, 754.10−9J/mol ≈ 0 (5.5)
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Note o limite superior da integral considerada para o cálculo. Evidentemente o res-

tante da curva fornece valores positivos extremamente pequenos e podemos concluir que

a regra das áreas é veri�cada.

Figura 5.16: Variação de entropia magnética vs. temperatura para o caso de J ′1/J1=-1,5. Na

�gura é mostrada apenas a parte correspondente a temperatura entre 0,03 K e 4,0 K.

5.1.2 Consideração de até segundos vizinhos. Caso Si = Sj =
Sk = 1

Apresentaremos resultados com base nos cálculos que envolvem interações com primei-

ros (z1 = 6) e segundos vizinhos (z2 = 12) em uma rede cúbica cristalina com Si,j,k = 1.

O comportamento de 〈Sz〉, entropia magnética, energia e calor especí�co para diferen-

tes parâmetros de troca bilinear (com os primeiros (J1) e segundos vizinhos (J2)) e os

parâmetros de troca biquadráticos (interação com os primeiros (J ′1) e segundos vizinhos

(J ′2)) serão analisados. Escolhemos parâmetros que levem a diferenças marcantes nas

curvas de ∆S. Tal escolha não é necessariamente compatível com os fatos experimentais

de sistemas reais, mas servirão para estudar qualitativamente as áreas magnetocalóricas.

Inicialmente, desconsideramos o termo de troca biquadrático, tanto na interação com pri-

meiros quanto com segundos vizinhos. Os parâmetros de troca bilinear com os primeiros

vizinhos foram de�nidos como: J1 = 0, 0862 meV para a aproximação de campo médio,

J1 = 0, 089 meV para a aproximação de pares, considerando interações apenas com pri-

meiros vizinhos e J1 = 0, 065 meV para a aproximação de pares, considerando interações

com primeiros e segundos vizinhos. Os diferentes valores do parâmetro de troca bilinear
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(J1) foram necessários para que pudéssemos obter uma temperatura crítica comum para

os casos considerados. O parâmetro de troca bilinear com os segundos vizinhos segue a

função J2 = 0, 5J1. Em todos os casos consideramos apenas o modelo de Heisenberg.

A �gura 5.17 mostra as curvas de entropia magnética convencional, na presença e

ausência de campo magnético, e através delas pode-se veri�car que a correlação entre os

spins da rede provoca mudanças na entropia do sistema, sobretudo na região de transição

de fase. Tal comportamento já havia sido observado por Qin Wei [69] sob efeito de

correlação transversal para o caso de spin 1.

Figura 5.17: Curvas de entropia magnética convencional a campo nulo (a) e com campo de 1 T

(b) considerando a interação com os primeiros e segundos vizinhos. Note a saturação em Rln[3].

Através da diferença entre as curvas de entropia magnética na presença e ausência

de campo magnético, mostradas na �gura 5.17, foram obtidas as curvas de variação de

entropia magnética convencional, conforme mostrado na �gura 5.18. Note que apesar dos

parâmetros usados para um par e dois pares levarem a curvas de entropia bem próximas,

sobretudo na região de transição de fase, as variações de entropia calculadas se mostram

diferentes.
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Figura 5.18: Curvas de variação de entropia magnética convencional, considerando a aproximação

de pares para o hamiltoniano de Heisenberg e aproximação de campo médio, ∆H= 1,0 T.

Através das curvas de −∆S as áreas magnetocalóricas foram calculadas para o inter-

valo de temperatura entre 0,05 K e 10,05 K. Podemos veri�car que apesar dos mesmos

valores espontâneos da magnetização, as áreas abaixo das curvas de −∆S vs . T apresen-

tam diferentes valores. Para a aproximação de campo médio e de Oguchi considerando

apenas um par de spins obtivemos A0,05→10,05=5,37 J/mol, no entanto, para a aproximação

de Oguchi considerando 2 pares de spins A0,05→10,05=5,58 J/mol. A área calculada para o

caso em que 2 pares de spins são considerados, apresenta discrepância quando comparado

com o valor obtido através das curvas de magnetização ( A0,05→10,05=A0,05−A10,05= 5,37

J/mol) .

Alguns trabalhos existentes na literatura [73,89] mostraram que a variação de entropia

total (obtida via relação de Maxwell) é composta por uma parte convencional e outra

adicional. Desta forma, a área magnetocalórica total pode ser de�nida como: Atotal =

Aconvencional +Aadicional, logo, a área total considera as variações de entropia obtidas através

da relação de Maxwell.

Para enfatizar o que foi mostrado anteriormente, �zemos cálculos da variação de

entropia magnética via relação de Maxwell (�gura 5.19). Através das curvas de −∆S

vs . T determinamos as áreas magnetocalóricas total (relação de Maxwell) para a faixa

de temperatura entre 0,05 K e 10,05 K, e obtivemos, aproximadamente, 5, 37 J/mol,

para ∆H = 1T , independente da aproximação utilizada. Através das curvas de M ×H,

considerando T0 = 0, 05K a magnetização é essencialmente 1µB, então A0,05 = M∆H =



5.1 Aplicação em sistemas de spins 66

1µB × 1T × 5,584J/mol
1µBT

= 5, 58J/mol. Para T0 = 10, 05K o cálculo da área A10,05 =∫∞
10,05

MTO(H)dH= 0,21 J/mol, como A0,05→10,05 = A0,05 − A10,05 a regra das áreas é

satisfeita.

Figura 5.19: Variação de entropia magnética total, considerando a aproximação de pares e de

campo médio para o hamiltoniano de Heisenberg (H0= 0 T - Hf= 1,0 T).

Com base na aproximação de Oguchi, para o modelo de Ising (interação com os primei-

ros e segundos vizinhos), foram calculadas as curvas da variação de entropia total (∆H =

4, 0T ) (via relação de Maxwell) e suas fragmentações: variação de entropia convencional

(∆S(T ) = SHf ,T−SHi,T , com S = R(ln(Z)+ 〈E〉
KBT

)) e adicional (
∫ Hf
Hi

M
(
∂η
∂T

∂M
∂H
− ∂η

∂H
∂M
∂T

)
dH).

Através das curvas mostradas na �gura 5.20 foram obtidas as áreas magnetocalóricas de

cada contribuição (convencional e adicional) e a área total no intervalo de temperatura

entre 0,05-10,05 K. Para a área total (via relação de Maxwell) obtivemos o valor de:

A0,05→10,05= 32,53 J/mol, já para a área convencional obtivemos: A0,05→10,05= 33,19 J/mol.

Como era esperado, a área proveniente da contribuição adicional foi igual a A0,05→10,05=

−0, 66 J/mol. Como foi de�nido anteriormente, Atotal = Aconvencional +Aadicional, então,

Atotal = 33,19 J/mol− 0,66 J/mol= 32,53 J/mol, em excelente acordo com o valor en-

contrado via relação de Maxwell. Também foram calculadas as áreas magnetocalóricas

através das curvas de magnetização para T0,05 e T10,05, a diferença entre essas áreas re-

sulta na área entre o intervalo de temperatura em análise (0,05- 10,05 K), desta forma,

AT0,05 − AT10,05=32,53 J/mol. As áreas magnetocalóricas obtidas via relação de Maxwell

e através das curvas de M × H estão em total acordo, satisfazendo, assim, a regra das

áreas.
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Figura 5.20: Curvas de variação de entropia magnética total (via relação de Maxwell) e suas

fragmentações: variação de entropia convencional (linha azul) e adicional (linha vermelha).

No que segue, variamos o valor do parâmetro de interação de troca com os segundos

vizinhos (usamos apenas valores positivos), com a �nalidade de estudar o comportamento

das curvas de magnetização g 〈Sz〉, neste caso, também foi considerado o termo de troca

biquadrático referente as interações com os primeiros e segundos vizinhos (J ′1 e J ′2). A

relação entre os parâmetros de troca bilinear e biquadrático foi considerada �xa, de�nida

por: J ′1/J1=J ′2/J2= -0,5, para as curvas mostradas na �gura 5.21, e J ′1/J1=J ′2/J2= -1,0,

para as curvas mostradas na �gura 5.22. Neste caso, apenas a integral de troca entre

o spin considerado e os segundos vizinhos mais próximos é variável. Como se pode ver

na �gura 5.21 a temperatura crítica (TC) aumenta com o aumento de J2, na ausência de

campo magnético. As interações de troca biquadráticas utilizadas para os cálculos das

curvas da �gura 5.21 não provocam nenhuma alteração no valor de 〈Sz〉 espontâneo do

material. Como foi mostrado na �gura 5.2(c) (interação do íon central com os primei-

ros vizinhos), para campo magnético nulo, 〈Sz〉 apresenta diferentes valores para grupos

distintos de J ′1/J1, proveniente de uma mudança na organização estrutural dos spins no

estado fundamental. Comportamento similar foi veri�cado quando considerado a inte-

ração do íon central com os primeiros e segundos vizinhos, como pode ser veri�cado na

�gura 5.22 ao considerarmos J ′2/J2= -1,0. No entanto, a interação de troca bilinear com

os segundo vizinhos provoca um aumento no valor espontâneo de 〈Sz〉.
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Figura 5.21: Curvas de 〈Sz〉 vs. T para diferentes parâmetros de troca bilinear (J2). Fixando

J ′1 = −0, 5J1 e J ′2 = −0, 5J2.

Figura 5.22: Curvas de 〈Sz〉 vs. T para diferentes parâmetros de troca bilinear (J2) e �xando os

parâmetros de troca biquadráticos J ′1 = −J1 e J ′2 = −J2.

Na �gura 5.23 a função correlação de spin (〈Si · Sj,k〉) é plotada em função da tem-

peratura, considerando as interações entre primeiros e segundos vizinhos. Na análise foi

considerada a relação entre os parâmetro de troca: J ′1/J1= J ′2/J2= -0,05 e J2/J1= 0,5.
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Pode-se notar que na região próxima a transição de fase os spins ainda se encontram cor-

relacionados, diferentemente do que acontece na aproximação de campo médio, em que

a correlação de spins vai imediatamente para zero. Devido ao caráter cooperativo das

interações de troca J1 e J2, os parâmetros de curto alcance 〈Si · Sj〉 e 〈Si · Sk〉 apresentam
o mesmo sinal, sendo o primeiro mais intenso em correspondência a J1 > J2. A correlação

entre os spins quanti�ca as �utuações magnéticas, que são de suma importância para

análises de grandezas termodinâmica nesta região.

Figura 5.23: Curvas de correlação magnética com os primeiros e segundos vizinhos (Si = Sj =

Sk = 1). Considerando as integrais de troca bilinear: J1 = 0, 0862 meV (interação com os

primeiros vizinhos) e J2 = 0, 5J1 meV (interação com os segundos vizinhos) e as interações de

troca biquadráticas: J ′1 = −0, 05J1 meV (interação com os primeiros vizinhos) e J ′2 = 0, 05J2

meV (interação com os segundos vizinhos).

Outras grandezas termodinâmicas, tais como energia interna e capacidade térmica fo-

ram analisadas. A energia térmica do sistema pode ser obtida através da média estatística

do hamiltoniano: U = 〈H〉.

Na �gura 5.24 é mostrado o comportamento da energia interna como uma função da

temperatura, com e sem campo magnético externo aplicado, para vários valores de J2/J1.

A energia interna tem sempre valor negativo e aumenta com o aumento da temperatura,

estabilizando-se depois da temperatura crítica. Os resultados apresentados nas curvas da

�gura 5.24 estão de acordo com outros já existentes na literatura, utilizando aproximação

de pares para spin 1/2 [57], e utilizando o método das funções de Green [90].
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Figura 5.24: Dependência da energia interna para diferentes valores de interação de troca bilinear

com segundos vizinhos (J2/J1 = 0; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0) (a) para h/J1 = 0 e (b) para h/J1 = 1, 0 .

A capacidade calorí�ca (C), a qual é de�nida como a derivada da energia interna pela

temperatura, foi obtido numericamente como função da temperatura. É visível na �gura

5.25 que C atinge seu valor máximo em TC para todos os valores de J2/J1 considerados.

Por outro lado, a capacidade calorí�ca apresenta um pico adicional, conhecido na litera-

tura como pico Schottky para J2/J1= 3,0 na presença e ausência de campo magnético,

na região de baixa temperatura. Medidas experimentais de calor especí�co para o com-

posto NdMn1−xFexO3+δ (com 0 ≤ x ≤ 0, 3) [91] e análises feitas em um cristal único

de PrPtAl [92] apresentaram o pico de Schottky em T < TC . Utilizando a aproximação

de pares, as curvas mostradas por G.Mert e colaboradores na referência [57], também,

apresentam comportamento semelhante ao descrito acima.

Figura 5.25: Capacidade calorí�ca na ausência (a) e presença de campo magnético (b).
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O aparecimento do pico de Schottky ocorre para os valores maiores de J2/J1, à medida

que J2 cresce esse picos vão sendo mais de�nidos. Para o caso J2 = 0, em presença de

campo, se ampli�carmos o termo biquadrático por um fator 10 a contribuição de Schottky

se faz relevante. Na �gura 5.26 mostramos os resultados paras vários valores de J2/J1.

Figura 5.26: Capacidade calorí�ca para h/J1 = 0, considerando �xos os parâmetros de troca

biquadráticos J ′1/J1 = −0, 5 e J ′2/J2 = −0, 5 e o parâmetro de troca bilinear, para interações

com os primeiros vizinhos, J1 = 0, 0862 meV. Os parâmetros de troca bilineares, para interações

com os primeiros vizinhos, foram considerandos como: J2/J1= 0; 0,5; 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3.

5.2 Aplicação em sistemas 4f

Nesta seção será discutido o efeito magnetocalórico em alguns compostos da série

RAl2 (R: Gd, Tm e Tb). Para isso, foram usados os modelos de Ising e Heisenberg, para

os quais as interações spin-spin (4f) foram calculadas através da aproximação de Oguchi.

Consideramos inicialmente o composto GdAl2, uma vez que, seu potencial magneto-

calórico foi bem estudado e é bastante conhecido na literatura. Além disso, análises no

gadolínio são simpli�cadas, pois o mesmo não sofre a ação da anisotropia causada pelo

campo elétrico cristalino, e com isso, esse efeito é retirado do hamiltoniano modelo.

Os compostos TmAl2 e TbAl2 foram estudados e discutidos usando o hamiltoniano

de Heisenberg para as interações spin-spin (4f), o acoplamento desses spins com o campo

magnético aplicado (termo Zeeman) e a anisotropia causada pelo campo elétrico cristalino
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(subseção 2.5.1). A parte magnética do hamiltoniano pode ser escrita, em geral, como:

Ĥmag = −
∑
ij

Iex((1−∆)(Jxi J
x
j +Jyi J

y
j )+Jzi J

z
j )−

∑
α

((z−1)Iex
〈Jαi 〉+ 〈Jαj 〉

2
+gµBH

α)(Jαi +Jαj )

(5.6)

onde ~H = (Hx, Hy, Hz), ~Jl = (Ĵxl , Ĵ
y
l , Ĵ

z
l ) e α = x, y, z.

A anisotropia nos compostos RAl2 é descrito principalmente pelo campo cristalino

(CEF: crystalline electrical �eld) desde que a interação de troca seja considerada isotró-

pica. Outra fonte de anisotropia pode ser introduzida através do campo magnético. O

hamiltoniano total é dado, então, por:

Ĥtotal = Ĥmag + ĤCEF . (5.7)

A parte magnética é escrita convenientemente, para o caso de íon-único e dois-íons,

respectivamente, como

Ĥmag = −gµB[ηgµB〈Jz〉+ gµBH]Jz ≡ −[zIex
〈Jzi + Jzi 〉

2
+ (gµB)2H](Jzi + Jzi ) (5.8)

Ĥmag = −Iex[Jzi Jzj + (1−∆)(Jxi J
x
j + Jyi J

y
j )]− [(z − 1)Iex

〈Jzi + Jzj 〉
2

](Jzi + Jzj ) (5.9)

sendo z o número de íons R3+ mais próximos, vizinhos de cada íon central R3+ em

consideração (z = 4 para RAl2). A relação entre a integral de troca Iex e o parâmetro de

troca η é dada por:

Iex =
g2µ2

Bη

z
(5.10)

Figura 5.27: Estrutura cristalina tipo MgCu2: Al3+ esferas azuis; R3+ esferas amarelas. O lado

direito da �gura mostra a interação de troca bilinear entre o íon central (0) e seu vizinho (2) e

duas possíveis interações de troca biquadráticas.
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A simetria local dos íons R3+ nos compostos RAl2 é cúbica, facilitando a descrição

do campo cristalino (dois parâmetros), sendo um exemplo da fase Laves C15 tipoMgCu2

(grupo espacial Fd3m). Os íons da terra rara formam uma estrutura diamante e os

íons de alumínio formam tetraedros regulares localizados nos interstícios entre as terras

raras (�gura 5.27). Quatro íons R3+ compartilham a menor equidistância (z=4) e são

responsáveis pelas interações de troca. Os íons Al3+ são magneticamente neutros.

5.2.1 Aplicação para GdAl2

Consideremos primeiro o caso do GdAl2 em que o termo CEF é nulo. Temos J = 7/2,

g = 2, η = 180T 2/ meV (Iex=60,32x10−2meV) como parâmetros para íon único (matriz

8x8) conduzindo a TC = 147K. Equivalentemente pode ser usado Iex para o modelo de

dois-íons (matriz 64x64) sem correlação.

Como nosso interesse é quanti�car os efeitos da correlação, a integral de troca foi

ajustada para Iex=64,30x10−2 meV de forma a obter coincidência da temperatura de

Curie TC = 147K. As correlações 〈Jzi Jzj 〉 e 〈Jxi Jxj + Jyi J
y
j 〉, calculadas para temperaturas

entre 0,1 e 200 K em ausência e presença de campo magnético, são mostradas na �gura

5.28. O cristal é orientado de forma que Jx, Jy e Jz coincide com os eixos cristalográ�cos

[100], [010] e [001], respectivamente. Devido a que Jz foi considerado o eixo de quantização

(direção de aplicação do campo magnético),
〈
Jzi J

z
j

〉
diminui com a temperatura seguindo

a tendência da redução da magnetização (g〈Jzi 〉). Tal diminuição favorece o aumento de

〈Jxi Jxj + Jyi J
y
j 〉 até as proximidades de TC em que a função diminui até 0 para T →∞.

Figura 5.28: Curvas de correlação longitudinal, transversal e total vs. temperatura.

As curvas de magnetização, na aproximação de pares incluindo correlação, são mos-

tradas na �gura 5.29, para campo magnético H = 0 e 1 T.



5.2 Aplicação em sistemas 4f 74

Figura 5.29: Curvas de magnetização para o GdAl2, considerando o modelo de Heisenberg para

a variação de campo de 0-1T.

Em ausência de campo, a transição é ligeiramente suavizada de forma consistente com

as regiões em que as �utuações mais intensas são esperadas como indicado na �gura 5.30.

Figura 5.30: Curva da função de correlação para o GdAl2 em presença (H = 1T ) e ausência de

campo. É mostrado também a diferença das curvas.



5.2 Aplicação em sistemas 4f 75

5.2.2 Aplicação para TmAl2

No caso do TmAl2 (J = 6, g = 3/2), como a direção de fácil magnetização é a 〈110〉
o �cristal� foi girado de forma que essa direção resulte orientada ao longo do eixo Jz.

Isto implica que 〈Jx〉 = 〈Jy〉 = 0 quando o campo magnético aponta na direção [110]

(eixo Jz). Considerando o hamiltoniano de íon único para o TmAl2, na aproximação

de campo médio, com parâmetros de CEF , W=0,04 meV e x=0,5, a campo magnético

nulo e parâmetro de troca η = 11, 45T 2/meV (equivalente a uma integral de troca Iex =

11, 29× 10−3 meV), na região de altas temperaturas os níveis de energia são:

Tabela 5.2: Níveis para o sistema de íon único (TmAl2).

Nível a0 a1 a2 a3 a4 a5

E (meV) 0 0,71863 1,15863 4,23863 5,83726 7,75863

A partir destes valores pode-se deduzir os níveis de energia de dois-íons (sem correla-

ção) pela somatória dos níveis de energia individuais. A tabela 5.3 mostra os 20 níveis de

energia excitados correspondentes em ordem decrescente, sendo que o nível fundamental

tem energia nula (a0 + a0).

Tabela 5.3: Níveis excitados para o sistema de dois íons (TmAl2) sem correlação.

Ei + Ej Eij (meV) Ei + Ej Eij (meV)

01 a5 + a5 15.5173 11 a4 + a1 6.55589

02 a5 + a4 13.5959 12 a4 + a0 5.83726

03 a5 + a3 11.9973 13 a3 + a2 5.39726

04 a4 + a4 11.6745 14 a3 + a1 4.95726

05 a4 + a3 10.0759 15 a3 + a0 4.23863

06 a5 + a2 8.91726 16 a2 + a2 2.31726

07 a3 + a3 8.47726 17 a2 + a1 1.87726

08 a5 + a1 8.47726 18 a1 + a1 1.43726

09 a5 + a0 7.75863 19 a2 + a0 1.15863

10 a4 + a2 6.99589 20 a1 + a0 0.71863

A �gura 5.31 esquematiza os níveis de energia sem e com correlação. Na região entre

110-120K estão indicados os níveis de energia de íon único. Como está sendo tratado o

caso J = 6, tem-se 2J+1=13 níveis desdobrados em 3 tripletos, 1 dubleto e 2 singletos na
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região de temperatura considerada em que os efeitos do campo cristalino são dominantes.

Da combinação destes níveis seguem, como exemplo, os 21 níveis CEF , para o caso de

dois-íons sem correlações, correspondentes à faixa de temperaturas entre 102 e 107K.

Figura 5.31: Esquema dos níveis de energia com e sem correlação.

Considerando correlações na aproximação de pares de spins (modelo de Oguchi), a

distribuição de níveis na região de 100 K pode ser associada a aquelas correspondentes,

ao mesmo modelo, sem correlações. Devido ao campo cristalino podem ser observados

71 níveis (do total de 132=169 níveis) distribuídos entre 0 e 15,696 meV ao redor de

100 K. O estado fundamental com energia nula tem degenerescência 2 e os restantes

167 níveis são indicados na tabela 5.4 (degenerescências são indicadas entre parênteses).

Quando a temperatura diminui até TC , os níveis de energia são drasticamente alterados

pelas interações magnéticas. As correlações são mostradas na �gura 5.32 para campo

magnético nulo e de 7 T.
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Tabela 5.4: Níveis excitados de energia para T= 100 K no sistema TmAl2 considerando correla-

ções (degenerescências são indicadas entre parênteses).

15.696(1) 11.840(3) 9.087(3) 7.967(3) 7.066(3) 6.014(3) 5.477(3) 4.307(3) 1.507(1) 1.163(3)

13.934(3) 11.620(2) 8.705(1) 7.221(2) 7.014(1) 6.012(2) 5.399(3) 2.577(1) 1.491(1) 1.060(1)

13.600(3) 10.471(3) 8.686(1) 7.212(3) 6.743(3) 5.995(2) 5.095(2) 2.511(3) 1.479(2) 0.813(3)

12.379(2) 10.244(3) 8.638(2) 7.185(1) 6.736(3) 5.963(1) 5.088(2) 2.483(3) 1.458(3) 0.752(3)

12.160(2) 10.243(3) 8.635(1) 7.156(3) 6.093(3) 5.957(1) 4.461(3) 2.469(2) 1.41(3) 0.338(1)

11.844(3) 9.993(3) 8.629(1) 7.133(2) 6.065(3) 5.545(3) 4.366(3) 2.24(3) 1.271(3) 0.228(3)

11.841(1) 9.092(3) 7.977(3) 7.121(3) 6.029(3) 5.514(3) 4.362(3) 1.913(3) 1.214(2) 0.022(3)

Figura 5.32: Curvas de correlação transversal, longitudinal e total para o TmAl2, considerando

os campos magnéticos de 0 T e 7 T.

A correlação 〈Jzi Jzj 〉 decresce com o aumento da temperatura desde que o eixo fácil

[110] esteja orientado paralelo ao eixo de quantização, isto é, a direção da magnetização

g〈Jz〉. Diferentemente a esta correlação longitudinal, a correlação transversal 〈Jxi Jxj +

Jyi J
y
j 〉 tem um comportamento que depende da intensidade do campo aplicado na direção

[110] do cristal. Para campo nulo se observa um máximo em TC e um valor residual em

baixas temperaturas. Para um campo de 7 T é observado um comportamento usual, o

aumento de 〈Jxi Jxj + Jyi J
y
j 〉 com a temperatura devido ao favorecimento do plano xy ao

diminuir o ordenamento magnético na direção z.

Para comparação, na �gura 5.33 são mostrados os níveis de energia do TmAl2 para
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campo magnético H=7T. No caso de dois íons, os cálculos foram realizados com os mesmos

parâmetros CEF do campo médio, mas a integral de troca foi ajustada para 12,20x10−3

meV a �m de obter o mesmo valor de TC .

Figura 5.33: Níveis de energia para o TmAl2 na presença de campo magnético externo de 7 T.

Note-se que os níveis de energia tem um comportamento relativamente suave em

relação ao comportamento em baixas temperaturas para campo nulo (em que o esquema

de níveis CEF é fortemente in�uenciado pela energia de troca). 1

Na �gura 5.34 é mostrado o comportamento da correlação na região de altas tem-

peraturas. Comparação dos resultados calculados com a equação (2.68) mostra que a

aproximação é excelente. Os resultados con�rmam a adequação dos cálculos realizados.
1NOTA: Se ∆=1 (Ising), 〈Jx

i J
x
j +Jy

i J
y
j 〉 = 0 para todas as temperaturas e campos magnético externos

paralelos a [110].
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Figura 5.34: Continuação da curva da �gura 5.32 (pontos) com a aproximação através da equação

(2.68) (linha contínua).

5.2.3 Aplicação para TbAl2

Para o TbAl2, a direção de fácil magnetização é na direção cristalográ�ca [111] como

resposta aos efeito do campo cristalino. As equações (2.36)-(2.37) descrevem o campo

cristalino se Jx, Jy e Jz coincidem com as arestas do cristal. Dada a direção fácil, convém

usar a equação (2.39). No caso de íon único (campo médio) as matrizes resultantes a

diagonalizar são da ordem 13x13 pois o momento angular total é J = 6. Já no caso de

dois-íons as matrizes resultam de ordem 169x169. Como primeiro resultado, mostramos

na �gura 5.35 as curvas calculadas de magnetização utilizando a aproximação de campo

médio (em preto) e o hamiltoniano de Heisenberg utilizando a aproximação de pares

(em vermelho). Alguns dos parâmetros utilizados nos cálculos foram inclusos na �gura.

Seguindo a rota da aproximação de pares mostramos um detalhe grosso da região da

transição (anexo inferior). Para ilustrar um detalhe mais �no da transição podemos

observar o início da região paramagnética (anexo superior). Em princípio, na aproximação

de campo médio esperamos uma magnetização nula acima de TC , mas observamos uma

pequena subsistência da magnetização, pois a auto consistência é considerada satisfeita

para uma diferença δ = 10−6µB (como indicado no capítulo 4). No caso da aproximação

de pares, a referida subsistência é devida principalmente à contribuição das correlações.
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Figura 5.35: Curvas calculadas de M x T na aproximação de campo médio (MF) e na aproxi-

mação de pares (PA). Anexo inferior: Região da transição no caso PA. Anexo superior: Região

paramagnética no caso MF e PA.

As curvas da função de correlação correspondentes aos casos de campo nulo e de 5 T

são mostradas na �gura 5.36. Como o campo aplicado na direção fácil tende a diminuir

as �utuações, a função de correlação diminui.

Figura 5.36: Curvas calculadas da função de correlação em ausência e presença de campo de 5

T em TbAl2.
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Para observar a in�uência das correlações na entropia magnética, calculamos as entro-

pias magnéticas nas aproximações MF e PA mostradas na �gura 5.37. Encontramos que

as entropias sofrem uma pequena diminuição quando uma interação de dois-íons é consi-

derada em relação ao caso de íon único. As diferenças são menores na região de baixas e

de altas temperaturas. Estes resultados sugerem examinar curvas experimentais de calor

especí�co, a partir das quais pode se extrair o comportamento da contribuição magnética

à entropia. Uma di�culdade é a extração da componente magnética pelo que seria mais

conveniente examinar a variação de entropia (potencial magnetocalórico isotérmico).

Figura 5.37: Curvas calculadas da entropia magnética em ausência e presença de campo de 5 T

em TbAl2 para os casos MF e PA.

Da diferença de entropias magnéticas sem e com campo magnético obtemos as curvas

mostradas na �gura 5.38 para os casos MF e PA. No detalhe pode-se observar que na

região da transição a consideração do par de íons resulta em uma pequena diminuição de

∆S.
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Figura 5.38: Curvas calculadas da variação de entropia magnética para uma mudança de campo

magnético desde 0 até 5 T em TbAl2 para os casos MF e PA. É mostrado o detalhe na região de

transição.

O mesmo resultado foi reportado por Alvarez e colaboradores [70] para DyAl2 e ErAl2
que possuem momento angular total de 15/2. A aproximação usada, por esses autores,

foi aquela descrita na seção 2.8, isto é, baseada nas equações de movimento das funções

de Green. Na abordagem (ver a seção 3.1), a energia derivada das correlações fornecem

o calor especí�co de onde a entropia é determinada. Como na aproximação usada os

autovalores e autovetores correspondem ao hamiltoniano sem perturbação, a in�uência das

�utuações magnéticas sobre ∆S deve conter uma imprecisão. Tal imprecisão é observado

nas curvas da referência [70] em que ∆S (obtida por esses autores) envolve a curva que

inclui as correlações, em toda a faixa de temperaturas, resultando por tanto em menores

valores da área envolvida.

Sabemos que a regra das áreas deve ser satisfeita pelo que passamos a testar sua

validade em nossas curvas calculadas. Para isto, consideramos na �gura 5.39 as curvas de

magnetização (isocampo) obtidas para TbAl2.
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Figura 5.39: Curvas calculadas da magnetização para campos magnéticos na faixa de 0 até 5 T

em TbAl2 para o caso PA. São mostrados os parâmetros de cálculo.

A magnetização espontânea (por íon) é ligeiramente menor que o valor gJ devido à

ação do campo cristalino. Como na região de muito baixas temperaturas as �utuações são

desprezíveis, os valores de magnetização nos modelos MF e PA são iguais. Isto signi�ca

que as áreas sob as curvas −∆S x T (em toda a região de temperaturas) devem ser iguais.

Principalmente, ao considerar duas isotermas (exempli�camos com 2 e 202K) as áreas

M x H devem de�nir a área −∆S x T na região de temperaturas 2K6 T 6 202 K . Isto é

corroborado na �gura 5.40 em que a área −∆S x T resulta 235,39 J/mol e pela rota das

isotermas é a diferença 250,32 (T= 2 K → ∞)-15,06 (T= 202 K → ∞)= 235,26 J/mol.

Assim, a abordagem envolvendo funções de Green deve ser revista a �m de ser consistente

com a regra das áreas.
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Figura 5.40: Curvas para a determinação das áreas. A �gura principal é a variação de entropia

junto à variação da resistividade elétrica para H: 0 até 5 T em TbAl2 no caso PA. No anexo são

mostradas as isotermas 2, 100 e 202K.

O espalhamento descrito pela equação (2.85) para íon-único corresponde ao caso ine-

lástico (isto é, com spin �ip). No espalhamento devido a dois-íons tem-se adicionalmente

o caso inelástico sem spin �ip (em que muda o spin total, mas não a sua projeção). Esta

segunda contribuição à resistividade foi desconsiderada nos cálculos, porém, os níveis de

energia de dois-íons com correlação foram usados junto ao caso inelástico com spin �ip.

A semelhança das curvas ∆S e ∆ρ (�gura 5.40) é mantida como no caso de íon único

(campo médio) reportado na referência [50].

Como complemento, determinamos as curvas de resistividade elétrica (contribuição

magnética) mediante emprego das relações 2.85 e 2.86. Os resultados são bem semelhantes

às curvas da entropia na �gura 5.37 pelo que mostramos apenas a diferença −∆ρ na �gura

5.40.

5.3 Aplicação em sistemas 3d

Nos sistemas em que o magnetismo é baseado nos elétrons 3d, no caso de se estabelecer

o quenching do momento angular orbital, as propriedades magnéticas serão inteiramente

devidas às interações de spin. Tratamos aqui o caso em que os momentos magnéticos esta-
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belecidos estejam localizados em sítios de uma rede cristalina e seja justi�cado o emprego

da aproximação de pares. O caso de momentos magnéticos itinerantes pode ser tratado

usando outras aproximações como o modelo de Hubbard, por exemplo. Nesta seção serão

estudadas as propriedades termodinâmicas de sistemas baseados em Mn usando o hamil-

toniano de Heisenberg simpli�cado através do modelo de pares. Para essa �nalidade serão

calculadas curvas de magnetização, variação de entropia, correlação e as pertinentes aos

expoentes críticos de interesse.

5.3.1 Aplicação para LaMnO3

Os óxidos de manganês apresentam estrutura perovskita (ABO3), onde A, B e O tem

posições bem de�nidas. O sítio A é ocupado por íons de terras raras (Y, La, Pr, Nd) ou

íons bivalentes de metais alcalinos terrosos, enquanto o sítio B é normalmente preenchido

por íons de manganês.

A estrutura perovskita ideal é a cúbica, na qual, o cátion maior (A) ocupa o centro

do cubo, o cátion menor (B) ocupa os vértices e as arestas são ocupadas por ânions

(oxigênio), �gura (5.41). No entanto, o composto pode sofrer algumas distorções que

podem ser oriundas do efeito Jahn Teller [93] ou estarem associadas a inserção de íons

com raios iônicos diferentes no sítio A. Desta forma, a estrutura pode passar a ser:

tetragonal, monoclínica, romboedral ou ortorrômbica.

Figura 5.41: Estrutura perovskita ideal.

A classi�cação no que diz respeito a estrutura do óxido de manganês é feita com base

na análise de um fator de tolerância (t), introduzido por Goldschmidt [94] e de�nido por:

t =
Rx + 〈RA〉√
2(Rx + 〈RB〉)

(5.11)

Com 〈RA〉 e 〈RB〉 sendo os raios iônicos médios dos cátions localizados no sítio-A e

sítio-B (Mn), respectivamente, e Rx sendo o raio atômico do ânion. Segundo Goldsch-
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midt, em estruturas próximas ao ideal (estrutura cúbica), t se aproxima de 1 e o ângulo

de ligação entre 〈Mn−O −Mn〉 é igual a 180◦, porém é comum encontrar valores me-

nores que 1,0 devido as distorções das células unitárias. Assim, quando 0, 96 < t < 1 a

estrutura é rômbica com ângulo de ligação entre 〈Mn−O −Mn〉 próximo a 165◦ [95],

enquanto que, para t < 0, 96 tem-se uma estrutura ortorrômbica ( ângulo de ligação entre

〈Mn−O −Mn〉 próximo a 155◦ [95]) [96]. A equação (5.11) ainda pode ser reescrita em

termos das distâncias entre os íons, da seguinte forma:

t =
dA−O√

2(dMn−O)
(5.12)

onde dA−O é a distância entre o íon do sítio-A e o oxigênio mais próximo, e dMn−O

corresponde à menor distância entre o manganês e o oxigênio.

Os compostos do tipo RMnO3 onde R é uma terra-rara são manganitas com estrutu-

ras cristalinas distorcidas. Estruturalmente, estas manganitas são divididas de acordo com

o tamanho do seu raio iônico, podendo apresentar estruturas ortorrômbica ou hexagonal.

Para raios iônicos grandes, como: La, Ce, Pr, Nd, Sm, Eu, Gd Tb e Dy, a cristalização

ocorre em uma estrutura ortorrômbica [97] e apresentam propriedades como ferroeletri-

cidade, magnetorresistência colossal, entre outras. Os óxidos de manganês apresentam

interações de troca dos tipos: dupla troca ou super troca.

Para o estudo desenvolvido (LaMnO3) o hamiltoniano foi constituído, apenas, com os

termos Zeeman e troca. Neste último, apenas interações de troca bilinear com primeiros

e segundos vizinhos foram consideradas,

Ĥ = −J1(Si.Sj)−J2(Si.Sk)−(3J1 〈Sz〉+J2 〈Sz〉+h)Szi −(3J1 〈Sz〉+h)Szj −(J2 〈Sz〉+h)Szk

(5.13)

Para o composto, J = 2 (no caso Mn3+), g = 2 e J1 = I
(1)
ex =1, 66 × 1, 575 meV

interação de troca bilinear entre os primeiros vizinhos e J2 = I
(2)
ex =−1, 16 × 1, 575 meV

interação de troca com os segundos vizinhos [98], resulta em uma matriz 25x25. O com-

posto LaMnO3 apresenta uma interação ferromagnética, com base no acoplamento com

os primeiros vizinhos e antiferromagnético baseando-se no acoplamento com os segundos

vizinhos.

Iniciamos o nosso estudo, veri�cando o comportamento das curvas de magnetização

em função da temperatura, para os diferentes sítios considerados, conforme mostrado na

�gura 5.42. Na �gura, os valores de magnetizações para os sítios �i � e �j � são positivos o

que corresponde a um comportamento ferromagnético (J1 > 0: interação com os primeiros
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vizinhos), já para o sítio �k � a magnetização é negativa correspondente ao comportamento

anti-ferromagnético (J2 < 0: interação com os segundos vizinhos).

Figura 5.42: Magnetização vs. temperatura para os diferentes sítios i, j e k.

A �gura 5.43 mostra a curva de magnetização total levando em consideração as con-

tribuições dos primeiros e segundos vizinhos.

Figura 5.43: Curva de magnetização total para Si = Sj = Sk = 2. A interação de troca bilinear

com os primeiros vizinhos é dada por J1 = 1, 66 × 1, 575 meV e com os segundo vizinhos por

J2 = −1, 16× 1, 575 meV.
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A �gura 5.44 mostra o comportamento da variação da entropia magnética por mol

(total e por sítio) para o LaMnO3, com campo magnético externo entre 0 e 2T , como

função da temperatura. Nota-se que, nas regiões de baixa temperatura entre 0-50 K o

valor da variação de entropia magnética total (via relação de Maxwell) apresenta valores

menores que zero, proveniente da contribuição antiferromagnética do sistema.

Figura 5.44: Variação de entropia magnética total e a contribuição dos sítios i , j e k .

Como um dos interesses deste trabalho é quanti�car os efeitos da correlação para

sistemas 3d, na �gura 5.45 mostramos o comportamento das funções de correlação longi-

tudinal (〈Szi Szj 〉) e transversal (〈Sxi Sxj + Syi S
y
j 〉), calculadas para temperaturas entre 2,0

e 402,0 K na ausência e presença de campo magnético. Como Sz foi considerado o eixo

de quantização (direção de aplicação do campo magnético externo), 〈Szi Szj 〉 diminui com
a temperatura seguindo a tendência da magnetização (g〈Szi 〉). Tal diminuição favorece

o aumento de 〈Sxi Sxj + Syi S
y
j 〉 até as proximidades de TC em que a função diminui até 0

para T → ∞. Já a �gura 5.46 mostra os efeitos da correlação 〈Szi Szk〉 e 〈Sxi Sxk + Syi S
y
k〉,

para as mesmas condições descritas no caso anterior (ver �gura 5.43). No entanto, como

o spin no sítio k contribui com uma interação antiferromagnética, 〈Szi Szk〉 é negativo e

aumenta com a temperatura seguindo a tendência da magnetização (g〈Szk〉) (ver �gura

5.42), o que resulta na diminuição de 〈Sxi Sxk + Syi S
y
k〉 até as proximidades de TC em que

a função aumenta até 0 para T →∞.
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Figura 5.45: Correlação longitudinal, transversal e total entre os spins nos sítios i e j.

Figura 5.46: Correlação longitudinal, transversal e total entre os spins nos sítios i e k.

A �gura 5.47 mostra as funções de correlação correspondentes a interação do spin i

com seus primeiros (linha preta) e segundos (linha vermelha) vizinhos. Nesse caso foi con-

siderando um cluster com três spins sendo que um par interage de forma ferromagnética

e o outro antiferromagnética.
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Figura 5.47: Função de correlação entre os spins do sítio i e j/k. A interação do spin i com seus

primeiros vizinhos (j) foi representada pela linha preta e com os seus segundos vizinhos (k) pela

linha vermelha.

Em relação as áreas, da �gura 5.43 obtemos que o valor da magnetização espontânea

é de 4µB/3. Para uma diferença de campo de 2T as áreas magnetocalóricas deduzidas

são: 5,584x8/3 = 14,89 J/mol, para T0= 2 K, e 0,34 J/mol, para T0= 202 K, de modo

que, a área entre 2-202 K é igual a 14,55 J/mol.

Figura 5.48: Área magnetocalórica através das curvas de magnetização. A2−202K=AT0=2K-

AT0=202K=14,55 J/mol.
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Da relação de Maxwell, considerando primeiros e segundos vizinhos, determinamos

que a área é 14,55 J/mol (�gura 5.49) na região entre 2-202K, satisfazendo a regra das

áreas.

Figura 5.49: Variação da entropia para H:0-2 T no caso Si = Sj = Sk = 2 (LaMnO3).

Neste caso temos a contribuição de primeiros e segundos vizinhos para in�uenciar os

valores dos expoentes críticos. Na �gura 5.50 mostramos a curva deMs(T ) (∂Ms(T )/∂T )−1

× T a partir da qual é deduzido o expoente β = 0, 495, o qual encontra-se em total acordo

com os valores existentes na literatura.

Figura 5.50: Curva para a determinação do expoente crítico β.
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Na �gura 5.51 mostramos a curva de ln( M
µB

) × ln( H
1T

) a partir da qual é deduzido o

expoente δ = 3, 337. Através dos expoentes β, δ e com o uso da relação n = 1 + β−1
β.δ

obtemos o expoente n = 0, 694.

Figura 5.51: Curva para a determinação do expoente crítico δ.

O expoente crítico associado à curva magnetocalórica também pode ser deduzido a

partir das curvas de ∆SMag vs . H (�gura 5.52). Usando a aproximação de campo médio

o expoente n assume o valor de 2/3 (T = TC). Neste caso obtivemos um resultado

ligeiramente superior.

Figura 5.52: Curvas para a determinação do expoente crítico n no caso Si = Sj = Sk = 2.
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5.4 Aproximação de pares para spins mistos

Nos últimos anos houve um aumento considerável nos estudos teóricos das proprieda-

des magnéticas de spins em duas redes diferentes utilizando o hamiltoniano de Heisenberg,

isso por que, alguns trabalhos mostraram que as análises poderiam ser utilizadas para des-

crever certos tipos de materiais magnéticos, com base em dados experimentais [99�101].

Estes materiais geralmente são uni- e bi-dimensionais e contém dois diferentes íons metá-

licos magnéticos de diferentes valores de spins, que são distribuídos nas redes [102]. Para

análise destes sistemas, os hamiltonianos envolvidos são geralmente simples, com baixa

dimensionalidade, o que muitas vezes nos permite fazer tratamentos numéricos muito

precisos (ver as referências [102,103]).

A maioria dos trabalhos existentes na literatura apresentam análises para o modelo de

Ising e poucos são os que utilizam o hamiltoniano de Heisenberg. Trabalhos recentemente

desenvolvidos por A. Bobak e colaboradores (2009, 2016) [102,104] e E. Albayrak (2017)

[105] trataram de análises de propriedades magnéticas para spins mistos utilizando o

hamiltoniano de Heisenberg com base na aproximação de pares de Oguchi. No entanto,

poucos trabalhos se propõem a analisar propriedades magnetotérmicas. Neste trabalho

propomos fazer tais análises em sistemas com spins mistos considerando Si = 9/2 e

Sj = 7/2.

O hamiltoniano empregado para descrever o sistema estudado leva em consideração

apenas as interações com os primeiros vizinhos e a anisotropia uniaxial (D), ou seja,

J ′1 = J2 = J ′2 = 0 e

Ĥ = −J1[(1−∆)(SxiAS
x
jB + SyiAS

y
jB) + SziAS

z
jB]− hiSziA − hjSzjB −D (SziA)2 (5.14)

onde hi = J1(z − 1)
〈
SzjB 〉 e hj = J1(z − 1) 〈SziA 〉 .

Inicialmente as análises foram feitas para spins SiA = 9/2 e SjB = 7/2, com g = 2

e J1 = 0, 0862 meV como parâmetros para o modelo de dois-íons (matriz 80x80). As

curvas da �gura 5.53 mostram a magnetização no sítio A (g〈Szi 〉), para o modelo de Ising.
Nesta é veri�cado que a anisotropia uniaxial (aplicada no eixo Z) provoca a variação

na magnetização do sítio A, no estado fundamental. A anisotropia uniaxial também

in�uencia nos valores da temperatura crítica.
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Figura 5.53: Curvas de magnetização para o sítio A, considerando o modelo de Ising (∆ = 1).

A �gura 5.54 mostra as curvas de magnetização para diferentes valores de anisotropia

uniaxial considerando o modelo de Heisenberg, na qual, também é perceptível a in�uência

da anisotropia uniaxial. No entanto, como o modelo também leva em consideração os eixos

X e Y, essa in�uência é menor.

Figura 5.54: Curvas de magnetização para o sítio A, considerando o modelo de Heisenberg ∆ = 0.

Em ambos os casos a magnetização espontânea para o sítio A modi�ca-se para dife-

rentes valores de D. No entanto, a magnetização espontânea no sítio B (g〈Szj 〉) mantêm-se
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constante independente do valor atribuído à anisotropia uniaxial, como se pode veri�car

na �gura 5.55 (a), para o modelo de Ising e sofre leves variações quando o modelo de

Heisenberg é considerado (�gura 5.55(b)).

Figura 5.55: Curvas de magnetização para o sítio B. Modelo de Ising (a) e Heisenberg (b).

Realizamos cálculos para mostrar o comportamento da magnetização, no sítio i, para o

estado fundamental, considerando diferentes valores de anisotropia uniaxial. Os resultados

usando o hamiltoniano Ising são mostrados na �gura 5.56 e os resultados de Heisenberg na

�gura 5.57. No caso de Ising para −D/J1 = 2,625; 3,5; 5,25; 10,5 o estado fundamental

corresponde a um dubleto. Por exemplo, para o caso de −D/J1 = 3,5 os autovetores

correspondentes ao estado fundamental são 1√
2
|5
2

7
2
〉+ 1√

2
|7
2

7
2
〉 e 1√

2
|5
2

7
2
〉 − 1√

2
|7
2

7
2
〉.

Figura 5.56: g〈Szi 〉 para diferentes valores de anisotropia uniaxial- modelo de Ising.
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Para o caso de Heisenberg, �gura 5.57, estados fundamentais dubletos não são ob-

servados e no lugar dos platôs existentes no caso Ising é observado um comportamento

decrescente mostrando descontinuidades.

Figura 5.57: g〈Szi 〉 em função da anisotropia uniaxial- modelo de Heisenberg.

A �gura 5.58 mostra o comportamento da magnetização no sítio j para diferentes

valores de −D/J1, considerando o hamiltoniano de Heisenberg. Nesta pode-se veri�car

que g〈Szj 〉 assume valores entre 6µB e 7µB . Com descontinuidades nas mesmas posições

que no caso anterior.

Figura 5.58: g〈Szj 〉 em função da anisotropia uniaxial- modelo de Heisenberg.
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Para o modelo de Ising não foi observado nenhum comportamento anômalo no estado

fundamental.

A seguir calculamos a correlação magnética longitudinal (�gura 5.59) entre os spins

Si e Sj, considerando o modelo de Heisenberg. É notório que o aumento do valor modular

da anisotropia uniaxial reduz a correlação entre os spins no eixo de fácil magnetização.

Figura 5.59: Correlação magnética longitudinal entre os spins Si e Sj calculadas para diferentes

valores de anisotropia uniaxial.

As correlações transversais 〈Sxi Sxj +Syi S
y
j 〉, para diferentes valores de anisotropia uni-

axial (D), foram calculadas para temperaturas entre 0,1 e 80 K na ausência de campo

magnético e são mostradas na �gura 5.60. A direção Sz foi considerada o eixo de quantiza-

ção, o que favorece o termo 〈Szi Szj 〉, na região de baixas temperaturas quando comparadas
com o termo 〈Sxi Sxj +Syi S

y
j 〉. Como mostrado nas �guras 5.54 e 5.55 o aumento de |D/J1|

reduz a magnetização e consequentemente a correlação longitudinal, resultado em um

favorecimento da correlação transversal (�gura 5.60).
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Figura 5.60: Comportamento da função correlação 〈Sxi Sxj + Syi S
y
j 〉 para diferentes valores de

anisotropia uniaxial (modelo de Heisenberg).

A �gura 5.61 apresenta curvas de variação de entropia magnética para diferentes

valores de −D/J1, usando a aproximação de pares no modelo de Heisenberg. Pode-se

veri�car que o crescimento de −D/J1 provoca o decrescimento da temperatura crítica

e uma alteração nos valores dos ∆Spico, no entanto, essa mudança não apresenta uma

tendência única em seu comportamento. Lembrando que �xamos J1 = 0, 0862 meV e

J ′1 = J ′2 = J2 = 0, consideramos unicamente o efeito da anisotropia uniaxial (através do

parâmetro D) sobre a variação da entropia. Os picos principais representam as transições

ferro- para- magnéticas, as contribuições anexas revelam os efeitos do campo cristalino.

Para grandes valores de −D/J1 as contribuições conformam picos secundários os quais

diminuem e se alargam quando −D/J1 vai �cando pequeno.
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Figura 5.61: Efeito da anisotropia uniaxial sobre a variação da entropia para H:0-0,5 T (caso

Heisenberg).

A seguir realizamos uma série de cálculos para observar o comportamento da mag-

netização e da variação de entropia magnética, enfatizando as áreas magnetocalóricas,

magnetização espontânea e os expoentes críticos. Para isso considerando dois casos espe-

cí�cos: D/J1 = −3, 5 e −10, 5 para os modelos de Ising e Heisenberg.

Iniciaremos mostrando o comportamento da magnetização espontânea (T=0 K) para

diferentes valores de campo magnético aplicado. Alguns estudos existentes na literatura

para temperaturas su�cientemente baixas perto do estado fundamental, considerando o

ferrimagneto de Ising para spins 1 e 3/2 [106] e em antiferromagneto de Ising para spins

1/2 e 3/2 [107], mostram que cadeias de spins mistas apresentam platôs de magnetização

no estado fundamental. Os platôs de magnetização são as situações onde a magnetização

se mantém constante mesmo com a variação do campo magnético aplicado, caracteri-

zada por um segmento de reta horizontal na curva de magnetização em função do campo

externo aplicado. O surgimento desses platôs é atribuído as �utuações quânticas e as

frustrações geométricas impostas em sistemas de baixa dimensionalidade [108] e apresen-

tam propriedades �exóticas� nas regiões de campo externo baixo e com pouca agitação

térmica (próxima ao estado fundamental). Apesar de sua real origem ainda ser um ponto

de muito debate no meio cienti�co, Oshikawa-Yamanaka-A�eck [109] encontraram uma

condição para a ocorrência destes platôs de magnetização em modelos unidimensionais

incluindo campo magnético externo (para detalhes veja a referência indicada).
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Comportamento similar aos existentes na literatura é apresentado na análise a seguir.

Consideramos um ferromagneto composto de spins 7/2 e 9/2, na presença de campo

magnético externo, com anisotropia uniaxial negativa e observamos o surgimento de platôs

de magnetização, resultantes da interação entre partículas de diferentes spins.

A �gura 5.62 mostra os resultados obtidos quando o hamiltoniano considerado é o

de Ising. Neste caso, escolhemos D/J1 = −3, 5 e podemos perceber que, para T = 0K

e H = 0T , a magnetização assume o valor de 6µB. À medida que o campo magnético

externo aumenta surgem dois platôs de magnetização, com valores de g〈Szj 〉= 7µB e 9µB,

com campo magnético de saturação (hs) próximo à 5, 211T . Além do campo magnético

de saturação é possível veri�car a existência de um campo crítico (hC) bem pequeno,

próximo a 0 T, no qual, a magnetização muda de 6µB para 7µB. A aplicação de um

campo mínimo equivale a uma mínima diminuição no módulo de D (vide �gura 5.56).

Estas ações rede�nem um novo estado fundamental comum originando a descontinuidade

na magnetização.

A magnetização, no estado fundamental, para o sítio B (Sj), considerando o modelo

de Ising mantêm-se constante (g〈Szj 〉= 7µB) para qualquer valor de campo magnético

aplicado.

Figura 5.62: Curvas de magnetização em função do campo magnético aplicado para D/J1=-3,5

considerando o modelo de Ising.

A �gura 5.63 considera o caso em que D/J1 = −10, 5, para o hamiltoniano de Ising,
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a magnetização espontânea (T = 0K) assume o valor de 2µB para campo nulo. À me-

dida que o campo aumenta surgem quatro platôs magnéticos. O primeiro ocorre em um

valor de campo próximo a zero (hc1) quando g〈Szi 〉 muda de 2µB para 3µB, uma segunda

descontinuidade ocorre em 15,64 T (hc2) quando a magnetização assume 5µB, esse valor é

mantido até 31,27 T (hc3), no qual a magnetização assume o valor de 7µB e �nalmente pró-

ximo a 46,90 T (campo de saturação) a magnetização se estabelece em 9µB (magnetização

de saturação).

Figura 5.63: Curvas de magnetização em função do campo magnético aplicado para D/J1=-10,5

considerando o modelo de Ising. O campo de saturação hs ≈ 46,90 T

No que segue, análises similares às mostradas nas �guras 5.62 e 5.63 foram realiza-

das, mas agora considerando o hamiltoniano de Heisenberg para os mesmos valores de

D/J1 considerados anteriormente. Na �gura 5.64 é veri�cado a existência de três platôs

magnéticos. Para o sítio A (Si), a magnetização espontânea à campo nulo é 5,167 µB
mantendo-se contante até ≈ 0,63 T (hc1), a partir deste valor a curva de magnetização

apresenta uma descontinuidade e passa a assumir 7,035 µB como valor de magnetização,

esse platô se estende até 5,56 T (hs) onde novamente sofre uma descontinuidade e se

estabelece em 9 µB (magnetização total). Comportamento similar é observado no sítio B,

os platôs magnéticos ocorrem praticamente nos mesmos valores de campos magnéticos e

se estabelecem para as magnetizações: M≈ 6,83 µB, 6,96 µB e 7,0 µB.
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Figura 5.64: Curvas de magnetização em função do campo magnético aplicado para D/J1=-3,5

considerando o modelo de Heisenberg.

Para o caso D/J1 = -10,5, considerando o modelo de Heisenberg, nossos resultados,

�gura 5.65, indicam que tanto a magnetização para o sítio A quanto para o sítio B

encontra-se dispostas em cinco platôs magnéticos. Para o sítio A (Si) a magnetização

espontânea à campo nulo é igual a 1,64 µB, mantendo-se constante até H ≈ 1, 97 T, após

esse valor de campo a magnetização assume o valor de 3,07 µB com campo magnético

crítico próximo a 16,06 T, no qual mais uma vez sofre descontinuidade e assume 5,016

µB como valor e 31, 46 T como campo crítico. A existência do quarto e quinto platô é

caracterizada pelas magnetizações 7,00 e 9,00 µB, com campo magnético de saturação

próximo a 47 T. Para o sítio B (Sj) a magnetização assume os seguintes valores: 6,36 µB
(hc1 ≈ 1, 97 T), 6,93 µB (hc2 ≈ 16, 06 T), 6,98 µB (hc3 ≈ 31, 46 T), 6,996 µB (hs ≈ 47 T)

e 7 µB.
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Figura 5.65: Curvas de magnetização em função do campo magnético aplicado para D/J1=-10,5

considerando o modelo de Heisenberg.

No restante desta seção vamos considerar, com detalhe, o caso −D/J1 = 3, 5 usando

o modelo de Heisenberg. Na �gura 5.66 (a) são mostradas curvas de g〈Szj 〉 para campos

entre 0 e 20T. Como esperado, no caso Heisenberg, não se obtém o valor de saturação

para H= 0 T, mas o resultado é bem próximo dele. Para a componente g〈Szi 〉, as curvas
de magnetização (H= 0-20T) são mostradas na �gura 5.66 (b), como a anisotropia age

diretamente nesta componente, é esperado a presença de platôs magnéticos no estado

fundamental, os mesmos ocorrem próximos a 5 µB, 7 µB e 9 µB (vide �gura 5.64).

Figura 5.66: Curvas de magnetização g〈Szj 〉 (a) e g〈Szi 〉 (b) para sistema de spin misto 9/2-7/2

com H:0-20 T e D = −3, 5J1 (caso Heisenberg).
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Das curvas de magnetização mostrada na �gura 5.66 obtemos a magnetização do

sistema (g〈Sz〉 = g(〈Szi 〉 + 〈Szj 〉)/2). Para aumentar a precisão na obtenção da curva

magnetocalórica, por intermédio da relação de Maxwell, determinamos uma série de curvas

isocampo para campos entre 0 e 10T. Através das curvas de -∆S vs. T foi calculada

a área magnetocalórica limitada pelas temperaturas de 0,3 e 4500,3 K resultando em

aproximadamente 410 J/mol, como indicado na �gura 5.67 .

Figura 5.67: Curva de variação de entropia magnética para sistema de spin misto 9/2-7/2 com

H:0-10 T e D = −3, 5J1 (caso Heisenberg).

Através das curvas de magnetização vs. campo magnético (�gura 5.64) podemos de-

terminar a área magnetocalórica total para a faixa completa de temperaturas, a partir de

T0= 0,0 K. Para g〈Szi 〉 e g〈Szj 〉 temos, respectivamente os resultados:
Ai = (5, 16674×0, 63+7, 03507×(5, 56−0, 63)+9×(10−5, 56))×5, 585 = 435, 055J/mol,

Aj = (6, 83326×0, 63+6, 96493×(5, 56−0, 63)+7×(10−5, 56))×5, 585 = 389, 393J/mol,

de maneira que A = (Ai + Aj)/2 = 412, 224J/mol. Da mesma forma, a área magne-

tocalórica entre 0,3-4500,3 K, obtida através das curvas de magnetização, é calculada:

A0,3−4500,3K = AT0,3K
− AT4500,3K

K ≈ 410, 98 − 1, 13 ≈ 409, 85J/mol. Se veri�carmos o

valor obtido anteriormente, podemos constatar que o mesmo é bastante satisfatório.

Finalmente, a modo de comparação com os resultados da aproximação de campo

médio, mostramos, nas �guras 5.68 e 5.69, os resultados da determinação dos expoentes

críticos β e δ, respectivamente. Os casos mostrados nas �guras 5.12 e 5.13, assim como

na �gura 5.50, apresentam correspondência com os expoentes críticos determinados nesta
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seção. Com os valores, β = 0, 483 e δ = 3, 026 pudemos prever o valor n = 0, 6456 para

o expoente que relaciona ∆Smag e o campo na temperatura de transição. O expoente n

é de�nido pelos expoentes β e δ, segundo a teoria de campo médio esse expoente resulta

em 2/3.

Figura 5.68: Curva padrão para a obtenção do expoente crítico β (Modelo de Heisenberg).

Figura 5.69: Curva padrão para a obtenção do expoente crítico δ (Modelo de Heisenberg).

Com base nos expoentes β e δ deduzidos para o caso de Heisenberg com interação de

troca biquadrática e sem anisotropia uniaxial (equação (5.1)), obtemos em média n=0,65
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(β=0,48) para J ′1 < 0 e n=0,58 (β=0,43) para J ′1 > 0 (a partir dos valores da tabela 5.1).

No caso de spin misto tratado aqui, sem troca biquadrática e considerando anisotropia

uniaxial (equação (5.14)), n=0,64 (β=0,48). Estes resultados, dentro das limitações dos

cálculos numéricos principalmente em presença do termo biquadrático, sugerem um com-

portamento crítico semelhante para a magnetização em ambos os casos (exceto J ′1 > 0).

A mesma situação acontece para a lei de potência que re�ete o comportamento na criti-

calidade entre o valor pico da variação de entropia e a intensidade do campo aplicado. A

relevância desta lei de potência é a sua participação no estabelecimento das áreas magne-

tocalóricas, o que foi um ponto bastante explorado nesta tese.
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6 Conclusões e perspectivas

• Nesse trabalho estudamos o modelo de aproximação de pares (modelo de Oguchi)

realizando uma implementação computacional para aplica-lo no estudo de diferentes

hamiltonianos.

• Consideramos os hamiltonianos de Ising e Heisenberg com termos de anisotropia

e interações com os primeiros e segundos vizinhos, nos casos de spin único e spin

misto.

• A metodologia desenvolvida foi utilizada para realizar cálculos em sistemas magné-

ticos bem conhecidos: intermetálicos RAl2 e manganitas LaMnO3.

• Através de cálculos autoconsistentes da magnetização comprovamos a validade da

regra das áreas para todos os sistemas magnéticos considerados.

• Para a interpretação dos resultados foi conveniente, em alguns casos, incluir resul-

tados de energia interna, calor especí�co e resistividade elétrica.

• Realizamos cálculos no zero absoluto para a obtenção de transições quânticas com

a variação dos parâmetros do sistema. Em particular mostramos que os valores

espontâneos de magnetização determinam as áreas magnetocalóricas em toda a faixa

de temperaturas.

• Obtivemos estruturas de platôs no modelo de Ising em função do campo magnético

e da constante de anisotropia uniaxial para o caso de spin misto. Também foi

mostrada tal estrutura para o caso Si = Sj = 1 em função do campo magnético e

da constante de troca biquadrática.

• Determinamos, como exemplo, os estados quânticos associados ao dubleto funda-

mental, no tratamento de spin misto 9/2-7/2, do caso D/J1 = −3, 5 no modelo de

Ising.
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• Determinamos a in�uência das correlações sobre as curvas de entropia e resistividade

elétrica no composto TbAl2 mostrando que os principais efeitos acontecem próximos

da transição magnética.

• Testamos a sutil contribuição das correlações, na aproximação de pares, através da

determinação dos principais expoentes críticos.

• As características apresentadas pelas curvas de variação de entropia são interpreta-

das, em alguns casos, com base no comportamento das grandezas associadas, calor

especí�co, energia interna e magnetização.

• Determinamos as grandezas de interesse do modelo de aproximação de pares: as

correlações longitudinal e transversal. Estas médias fornecem uma leitura direta da

contribuição das correlações para a energia interna do sistema e então determinam

as regiões de maior in�uência.

6.1 Continuidade da pesquisa

• Nesta tese mostramos os resultados de sistemas selecionados: Si = Sj = 1 (primeiros

vizinhos); Si = Sj = Sk = 1 (primeiros e segundos vizinhos); Si = 9/2, Sj = 7/2

(spin misto). Outros valores de spin mostraram resultados semelhantes e podem ser

a base para modelar sistemas reais.

• A metodologia desenvolvida pode ser empregada diretamente para o cálculo de

sistemas de spin misto, como (R1, R2)Al2 e (La,Ca)MnO3, por exemplo.

• O hamiltoniano de pares pode ser condicionado para outros estudos. Por exemplo,

a inclusão da componente-z da interação Dzyaloshinsky-Moriya: K(Sxi S
y
j - Syi S

x
j )

permite estudar, de forma simpli�cada, o emaranhamento em modelos de spin-misto.

• O estudo de sistemas ferroelétricos, através do comportamento da constante dielé-

trica, é potencializado com o cálculo das correlações entre vizinhos próximos.

• Do total de vizinhos de diferentes espécies (primeiros, segundos, terceiros, etc.),

apenas um par representante de cada espécie é tratado exatamente no modelo de

aproximação de pares. Quanto mais pares são considerados maior é a dimensão das

matrizes. Técnicas de diagonalização de grandes matrizes podem ser adotadas para

melhorar as predições do modelo.
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