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Resumo

No presente trabalho, procurou-se investigar as conicas nos contextos sintético, analitico e proje-
tivo, bem como conhecer algumas aplicacoes e propriedades dessas curvas. Na abordagem sintética,
foram enfatizados um pouco do aspecto histérico, os trabalhos feitos por Apolonio e Dandelin, uma
caracterizacao para retas tangentes e normais e as propriedades refletoras. Na abordagem analitica,
foram descritas as equacgoOes cartesianas, polares e paramétricas, como também as aplicacOes nas
Leis de Kepler. Na abordagem projetiva, foram trabalhados os conceitos de plano projetivo, ponto
projetivo, reta projetiva e aplicactes projetivas para dar significado as conicas no universo projetivo,
além disso foram demonstrados os Toeremas de Pascal e Brianchon.

Palavras-chave: Coénicas; Geometria Sintética; Geometria Analitica; Geometria Projetiva.



Abstract

In the present work, we tried to investigate the conics in the synthetic, analytical and projective
contexts, as well as to know some applications and properties of these curves. In the synthetic
approach, it was emphasized a lithe of the historical aspects, the works made by Apollonius and
Dandelin, a characterization for tangent and normal lines and reflecting properties. In the analytical
approach, the Cartesian, polar and parametric equations were described, as well as the applications
in the Kepler Laws. In the projective approach, the concepts of projective plane, projective point,
projective line and projective applications were used to give meaning to the conic in the projective
universe, in addition the Theorews of Pascal and Brianchon were demonstrated.

Keywords: Conics; Synthetic Geometry; Analytical Geometry; Projective Geometry.
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Introducao

Os historiadores atribuem ao matematico Manaecmo (380-320 a.C.), discipulo de Eudéxio na
Academia de Platao, a descoberta das curvas (ou sec¢oes) conicas quando trabalhava na resolucao
do problema da duplicacao do cubo. Foi ele o primeiro a mostrar que as pardbolas, as elipses e as

hipérboles sao obtidas como se¢oes de um cone quando cortado por planos nao paralelos a sua base.

Nos escritos de Pappus de Alexandria (290-350 a.C.) foi atribuido ao geometra grego Aristeu
(370-300 a.C.) a publicagao do primeiro tratado sobre as se¢oes conicas. Mais tarde, o astrénomo e
matematico grego Apolonio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou os resultados conheci-
dos até entao sobre o assunto na sua obra Sec¢des Conicas. A denominagao das curvas nao foi devida
a Manaecmo. As curvas somente foram nomeadas na obra de Apoldnio, mas os nomes parabola e
hipérbole foram usados antes dele. Foi Apolénio quem considerou as curvas como segdes do cone
duplo, com o qual a hipérbole adquiriu outro ramo, tal qual como é conhecida hoje em dia. A obra

Secoes Conicas de Apolonio e os Elementos de Euclides constituem o apogeu da Matemaética grega.

A solidez e o fascinio dos trabalhos de Apolonio, em especial sobre as conicas, garantiram um
poderoso legado histérico, gracas as varias tradugoes para o latim e deste para vérias outras linguas
modernas. Foi assim que, em 1822, o matemadtico francés Germinal Pierre Dandelin (1794-1847)
pode dar um atributo importantissimo no estudo das conicas, determinando a localizacao geométrica
precisa dos focos e das diretrizes. Dandelin preencheu uma lacuna deixada por Apolonio, que pouco
dissertou sobre estes pontos. Com a descoberta explicita e localizada dos focos e das diretrizes,
decorrem como consequéncia direta, as propriedades focais. Com estas descobertas, nada mais seria

o mesmo no estudo das conicas.

J& a motivacao principal de Pierre de Fermat (1607-1665) na elaboracao de sua obra Ad locos
planos et solidos isagoge (1636), no qual estabelece um sistema de coordenadas euclidiana (equi-
valente ao de Descartes), aconteceu quando restaurava a obra perdida de Apolonio, Plane Loci,

seguindo o delineamento feito por Pappus. De posse da teoria de equagdes de Fragois Viete (1540-



1603), Fermat fez uso sistemético da linguagem algébrica para obter as demonstrages dos teoremas
enunciados por Pappus na sua descricdo da obra de Apolonio. A aplicacdo da dlgebra combinada
com a natureza particular dos lugares geométricos estudados em Plane Loci e as técnicas usadas nas
demonstragoes dos resultados revelaram a Fermat que todos os lugares geométricos discutidos por
Apoldnio poderiam se exprimir na forma de equacoes algébricas com duas variaveis, cuja andlise,
usando a teoria de Viete, produziria as propriedades fundamentais do lugar geométrico assim como

a natureza da sua construcgao.

Além disso, a descoberta da Geometria Projetiva, por volta do século XV, respresentou um
caminho mais versatil para o estudo das conicas em ”oposicao direta’a rigidez e limitacoes da
Geometria Euclidiana. Os trabalhos pioneiros foram protogonizados por Girard Desargues (1591-
1661), em 1639 no ambito do Brouillon Project d’une atteinte aur évenements des rencontres du
Cone avec un plan. Mas estes conceitos foram consolidados a partir da publicagdo em 1822 da obra
Tratado das Propriedades Projetivas das figuras, do matematico e engenheiro francés Jean-Victor
Poncelet (1788-1867). Nesta obra Poncelet utilizou uma linguagem semelhante a da geometria
analitica, oferecendo meios préprios para demonstrar as propriedades de que gozam as figuras

cOnicas em um contexto projetivo.

Foi assim, que gracas as diversas formas de entender e criar secoes conicas, que atualmente
estas podem ser aplicadas em diversas areas do conhecimento. Por exemplo, as formas parabdlicas
sao muito usadas na engenharia de telecomunicacoes e na industria automobilistica. Ja as formas
elipticas estao bastante presentes na area da saide e na engenharia civil. Enquanto que as formas

hiperbdlicas, sao bem utilizadas na astronomia e em sistemas de localizacao.

Assim, a presente dissertagdo busca caracterizar as conicas por diferentes formas. O primeiro
capitulo traz uma abordagem sintética, que na qual serd abordado um pouco do aspecto histérico
destas curvas, como também os estudos feitos por Apolonio e Dandelin, além de uma caracterizacao
para retas tangentes e normais as conicas, e por fim, mostrar as propriedades refletoras presente
em superficies geradas por conicas. Para isso, as referéncia principais foram [1] e [3]. O segundo
capitulo, mostra uma abordagem analitica, na qual serd descrita as equagoes cartesianas, polares
e paramétricas das conicas, como também sua ligacao com as Leis de Kepler. Nesta, as referéncias
principais foram [I], [2] e [§]. Por fim, o terceiro capitulo, trard uma abordagem projetiva, em que
serao trabalhados os conceitos de plano projetivo, pontos projetivos, retas projetivas e aplicacoes
projetivas, a fim de dar significado as cOnicas no plano projetivo, além disso, serao mostrados os
celebres teoremas de Pascal e Brianchon. As referéncias para esta abordagem estdo principalmente

em [7] e [12].



Capitulo 1

Abordagem Sintética

A Geometria é um ramo da Matematica preocupado com questoes como forma, tamanho e
posicao relativa de figuras e com as propriedades dos espacos. Uma de suas vertentes é a Geometria
Sintética ou pura, que utiliza métodos exclusivamente geométricos, sem o uso de coordenadas e nao
considerando o conceito de medida. E um ramo da Geometria que se ocupa de construir e estudar
as formas e os lugares geométricos, mas apesar de ser destituida de ferramentas como a Algebra e

a Analise faz uso frequente destes instrumentos para garantir e assegurar seus resultados.

Dessa forma, neste capitulo, serd abordado o conceito de conicas segundo um ponto de vista
sintético. Para isso, espera-se que o leitor esteja familiarizado com resultados mais gerais da
Geometria Euclidiana Plana, para isso veja [9]. Além disso, os resultados que serao mostrados sao
puramente geométricos, o que fara com que o leitor tenha que, por vezes, se voltar a construcao

geométrica indicada para melhor interpretar os resultados.

1.1 Um pouco de Histéria: O surgimento das conicas e o pionei-
rismo grego

Por volta dos séculos V e VI a.C. tinha-se uma regiao denominada Jonia, situada na costa da
chamada Asia Menor onde hoje é a atual Turquia. Segundo o grande historiador grego Herédoto
(485 a.C.), a cidade de Mileto foi o mais importante centro comercial da Jonia, donde emergiu o
que pode-se chamar de cultura grega. A Filosofia grega, centro da Filosofia Ocidental, caracterizou-
se pelo exercicio do pensamento e da linguagem, procurando entender os fenomenos da natureza
por meios de explicagoes organizadas e de cunho racional, fugindo de justificativas mitolégicas,

resumindo, era a busca da verdade orientada pela razao.



Os jonicos mantiveram ao longo deste periodo contatos com diversas civilizagGes orientais em
especial com os babilonicos e os egipcios. A Matemaética desenvolveu-se nesse ambiente cultural,
influénciada pelos processos praticos desenvolvidos por egipcios e babilonicos, que ja eram capazes
de efetuar cédlculos e medidas de ordem pratica com grande precisdo, mas adquiriu linguagem
prépria a partir da evolucao da Filosofia e da légica no mundo grego que introduziu o método

axiomatico com rigorosas provas dedutivas e o encadeamento sistematico de teoremas.

Por dados histéricos, durante os 300 primeiros anos da Mateméatica grega deu-se o desenvol-
vimento de trés linhas de estudo. A primeira linha deu-se no desenvolvimento do material que
acabou se organizando na monumental obra constituida de 13 livros denominada Os Elementos do
grande matemético grego Euclides (300 a.C.). J4 a segunda linha de investigagdo ocorreu com o
desenvolvimento das nogoes relacionadas com infinitésimos, infinitos e processos somatorios. E a
terceira linha promoveu o desenvolvimento da geometria superior, ou seja, a geometria das curvas
e das superficies sem a reta, a circunferéncia, o plano e a esfera. Esta ultima, a geometria superior,

se originou da tentativa de resolver os trés famosos problemas:

1. Quadratura do circulo ou problema de construir um quadrado com a &rea igual a de um

circulo dado, conforme a figura [1.1(i)];

2. Duplicacao do cubo ou problema de construir o lado de um cubo cujo volume é o dobro de

um cubo dado, de acordo com a figura [1.1(ii)];

3. Trisecao do angulo ou problema de dividir um angulo arbitrario em trés partes iguais, ilustrado

na figura [1.1(iii)].

frd b ¥ A

(i) Duplicacio do cubo (iif) Trisseccho do dngulo

(i) Quadratura do circulo

Figura 1.1: Os trés problemas classicos da geometria superior

As origens desses problemas sao diversas e existem vérias histérias que as explicam e foi das

varias tentativas de resolucdo desses problemas que desencadearam descobertas verdadeiramente



geniais na Matematica, dentre os quais as conicas, aqui chamadas de pardbola, elipse e hipérbole.
Estas estariam ligadas ao problema da duplica¢do do cubo, pois segundo os gregos Téon (335-395
a.C.) e Eutdcio (480-540 a.C.), que citam o grande fildsofo grego Aristdsteles (384-322 a.C.) como
fonte, o problema teria sua origem ou no pedido de um oraculo da ilha de Delos por um altar com
o dobro do tamanho do volume, ou pelo desejo de duplicar o timulo do filho do rei Minos, ambos

com o formato de um cubo.

E importante salientar que na Grécia antiga a palavra nimero era usada somente para os inteiros
e uma fragdo era considerada apenas uma razao entre numeros. Estes conceitos naturalmente
causavam dificuldades nas medidas das grandezas, ji que as grandezas incomensuraveis nao se
mostravam como uma razao. Assim no lugar de nimeros, as grandezas passaram a ser associadas
a segmentos de reta e dessa forma, o conjunto dos nimeros continuou discreto e o das grandezas
continuas passou a ser tratado por métodos geométricos. Sendo assim, com esta nova &dlgebra
resolver significava construir. Por exemplo, a equacao ax = bc significava encontrar a altura z de

um retangulo de base a que tivesse a mesma area do retangulo de dimensoes b e ¢ H

Por este método geométrico, a geometria grega passou a ser a geometria da régua (nao graduada)
e do compasso. Contudo, foi neste fato que residiu a importancia do problema de duplicar o volume
de um cubo, pois ele nao pode ser resolvido, a nao ser aproximadamente, com tais instrumentos,
embora sirvam para a resolucao de alguns problemas de construcgao. E necessério ser claro quanto
ao que é permitido fazer com régua e compasso. Com a régua permite-se tracar uma reta de
comprimento indefinido passando por dois pontos distintos. E com o compasso permite-se tracar

uma circunferéncia com centro num ponto dado passando por um segundo ponto qualquer dado.

Sendo assim, a solugao da duplicacao do cubo dependia da construgao, com régua e compasso,
da raiz cibica de dois. De fato, pois dado um cubo cuja aresta tem medida a, tem-se entao que
seu volume tem medida a®. Assim, como pretende-se determinar a medida da aresta de um cubo
de volume 2a?®, tem-se entdo que sua aresta terd medida a</2. No entanto, tal medida nio podia
ser obtida somente com a utilizacao de régua e compasso, fato mostrado somente em 1837 por P.
L. Wantzel A

O primeiro progresso real do problema da duplicacao foi, sem duivida, a reducdo do problema
feita pelo grande intelectual grego Hipéerates (440 a.C.) que propos a construgao de duas médias

proporcionais entre dois comprimentos de retas de comprimento a e 2a. Em uma notagao moderna,

! Ao leitor mais interessado nesta construgio, ver [10].
2WANTZEL, P. L. Recherches sur le moyens de reconnaitre si un Probl‘eme de G’ eom “etrie peut se r’esoudre
avec la r‘egle et le compas. Paris: Journal de Math "ematiques pures et appliqu “ees, 1837. vol. 2, p. 366 - 372.



a

o problema ¢é encontrar z e y, chamadas médias proporcionais, tais que £ = ¥ = 5= sendo a a

<8
O

aresta original do cubo, conforme a figura (1.2).

i ¥ 2a
- i ' al x| -’ ‘ ‘
Figura 1.2: Representacao dos meios proporcionais

Note que isso equivale a obter as solucoes do sistema de qualquer par das trés equagoes:

a x x Y a Y
2= Z=2 ¢ =

y vy 2a x 2a’

ou seja,

2 = ay 22 =ay o y? = 2ax
y? = 2azx ’ xy = 2a? zy = 2a>

Com isso, depois de Hipocrates fazer sua reducao, as tentativas subsequentes de duplicagao
do cubo tomaram como caminho a construcao de duas médias proporcionais entre dois segmentos
de reta dados. Um dos primeiros a se aproximar da solucao do problema foi o matematico grego
Menaecmo (380-320 a.C.), discipulo de Euddéxio (408-355 a. C.) da entdo Academia de Platao(348
a. C.), o primeiro a mostar que as conicas sao obtidas como se¢oes de um cone quando cortados

por planos nao paralelos a sua base.

Menaecmo introduziu as secoes conicas usando trés tipos de cones obtidos pelo rotagao de um
triangulo retangulo em torno de um dos seus catetos, cuja reta suporte era chamada o eizo do cone,
veja a figura (1.3). As curvas assim obtidas eram, originalmente, se¢oes perpendiculares & geratriz
do cone de angulo reto, agudo e obtuso, resultando respectivamnete em uma parabola, uma elipse

e uma hipérbole, de acordo com a figura (1.4).

Assim, Manaecmo percebeu a relacdo das proporcoes continua de Hipocrates nestas curvas e
que a solucao estava associada um ponto comum a duas pardabolas. O que nao se sabe é como

Manaecmo produziu tais curvas. Sabe-se, no entanto, que para produzir pontos das curvas do tipo

2

y? = 2ax e 2% = ay utilizando régua e compasso, basta conhecer a construcao da média geométrica
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Cone reldngulo

Figura 1.3: Classificagdo dos cones segundo o angulo do vértice

DI

Figura 1.4: As secoes do cone por planos perpendiculares a geratriz
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de dois segmentos EL Logo, o segmento de comprimento y é a média geométrica dos segmentos de
comprimento x e 2a, como pode ser visto na figura (1.5), como também o segmento de comprimento
x é a média geométrica dos segmentos de comprimento a e y. Observe que esta construcao nao

permite tracar a curva com régua e compasso, mas sim varios pontos desta.

Figura 1.5: Construgao de pontos da pardbola por régua e compasso

Feito isso, as coordenadas do ponto P, intersecao das curvas, dariam os meios proporcioanis x e
y procurados e, desse modo, teria-se uma solucao aproximada do problema da duplicacao do cubo,

conforme a figura (1.6).

Figura 1.6: Solucao grafica do problema da duplicagdo do cubo

1.2 As secoes conicas segundo Apolonio

Um brilhante estudo direcionado a caracterizacao de se¢Ges cOnicas, foi realizado pelo ma-

temaético e astronomo grego Apoldénio de Perga (262-190 a.C.) da entao escola de Alexandria. Ele

3A média geométrica de um conjunto de niimeros positivos é definida como o produto de todos os membros do
conjunto elevado ao inverso do nimero de membros.



era conhecido como 7o grande gedometra”’e sua obra mais notavel foi sem duvida a que se referiu as
secOes cOnicas, pois é considerada por muitos uma das principais obras cientificas da Antiguidade.
Os dados da vida de Apolonio sdo escassos e quase todos de notas que aparecem nas introducgoes
dos diferentes livros de conicas. Parece que estudou e passou muito tempo em Alexandria, o centro

do saber ocidental da época.

Apolonio em sua obra comegou por definir um cone de maneira nao muito usual, pois este nao
teria que ser necessariamente reto, podendo ser obliquo: uma reta g de comprimento indefinido que
passa por um ponto fixo V', move-se ao longo da circunferéncia (ndo pertencente ao mesmo plano do
ponto V') de centro no ponto O e raio OP, como mostra a figura (1.7). Desse movimento, resultam
duas superficies verticalmente opostas, uma em relacdo a outra. O ponto fixo V representa o vértice
do cone, a reta tracada do vértice para o ponto O denomina-se eixo, a reta V P é uma geratriz e a

circuferéncia de centro O e raio OP é a base do cone.

Figura 1.7: O cone segundo Apolénio

Para Apolénio nao eram necessarias restricoes quanto a natureza do cone, mas sim a rigidez
posicional do plano que o corta, ou seja, de um tipo qualquer de cone (reto ou obliquo) pode-se
obter todas as trés secoes conicas, simplemente variando a inclinacao do plano que corta o cone,
tal plano serda chamado de plano secante. Sendo assim, as caracteristicas das curvas resultantes das
secoes cOnicas estao em dois conceitos fundamentais que serao definidos mais adiante: diametro e

triangulo axial.

Para a deducao geométrica das trés conicas, Apolonio considerou um cone de eixo perpendicular
a base, ou seja, um cone reto, de vértice no ponto A e base circular contida num plano 8. O cone
é cortado por um plano o (que nao contém o vértice A), gerando assim a curva C, como pode ser

visto na figura (1.8).
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Figura 1.8: Estrutura geral para obter as se¢bes coOnicas

A seguir veja as caracterizagoes geométricas realizadas por Apolonio para a deducao das conicas.

Para isso veja que se o for paralelo a 3, entao C é uma circunferéncia. Por outro lado se ¢ nao for

paralelo a f3, entao C resulta numa situagdo genérica mostrada na figura (1.8), em que:

o e 3 intersectam-se numa reta t;

O diametro BC' da circunferéncia determinada pela intersecao do cone com plano 3, define a

reta t' que intersecta perpendicularmente a reta ¢t no ponto G;

Os pontos A, B e C determinam um plano a que corta o eixo, sendo que o triangulo ABC é

chamado de triangulo axial,

Os planos ¢ e o sao concorrentes na reta d, reta esta que intersecta t’ no ponto G. A reta
d pode possuir varias posicoes, mas suponha, sem perda de generalidade, que intersecta a

geratriz AC' no ponto D;

Por um ponto genérico L do cone situado entre o vértice A e a plano 3, traca-se entdo um
plano 7w paralelo ao plano 5. Esse plano intersecta as geratrizes AB e AC nos pontos P e R
rescpectivamente. Ja o segmento PR é um diametro da circunferéncia de interse¢do do cone

com o plano T;
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e Traga-se pelo ponto L a reta p, paralela a reta ¢t que intersecta o plano o no ponto M. Perceba
ainda que a reta p é a intersecao dos planos o e m. Observe também que o ponto M é comum
aos planos «, o e T e que os pontos D, M e E sao colineares por serem comuns aos planos o,

T e q;

e Os pontos L e L' sao os pontos de intersecao da reta p com a circunferéncia contida no plano

.

Sendo assim, veja que a reta p é perpendicular a reta d, pois p é paralela a t, mas ¢ é perpendicular
a BC e BC é paralelo a PR. Com isso note ainda que na circunferéncia contida no plano ,
destacada pela figura (1.9), os tridngulos retangulos LM R e PM L sao semelhantes, ja que possuem
os trés angulos internos congruente. Desta semelhanca, tem-se a relagao:

[ML]>= MP - MR.

De forma anéloga, tem-se também que [ML']> = MP-MR, donde ML = ML', entdo M é o ponto
médio da corda LL'. No entanto, todas as cordas tracadas paralelamente a reta ¢t tém a reta d por

mediatriz, diz -se assim que a reta d é o diametro da secao conica C.

-
\%

Figura 1.9: Circunferéncia contida no plano 7

A parédbola, a elipse e a hipérbole resultam de se¢ées do cone conforme o didmetro da conica
d toca o triangulo axial. Na proposi¢do a seguir, veja as condi¢Oes necessarias para que a secao

conica C da figura (1.8), seja nomeada de pardbola.

Proposigao 1.1. Seja d o digmetro da conica C. Suponha d paralelo ao lado AC do triangulo axial,
conforme figura [1.10 (i)], entdo [LM]?> = EH - EM, em que EH ¢é um segmento perpendicular a
EM.



Demonstragao. Veja que no tridangulo ABC, destacado na figura (1.11), os segmentos EM e PR sao
paralelos respectivamente aos lados AC' e BC', o que faz com que os triangulos FEM P, APR e ABC
tenham a mesma medida nos respectivos angulos internos, logo tais tridngulos sao semelhantes.

Sendo assim,
PM  BC PR PM BC

EM _ AC ¢ AP~ PE _ AB

€ uma vez que,
MR PR—PM BC
AE AP - PE AB

e [ML)>=MP-MR,

tem-se entao,

[LM)>  PM-MR _PM MR BC BC _ [BCP

AE-EM AE-EM EM AE AC AB AC-AB

Como fggg]fB é constante, toma-se EH, conforme figura [1.10 (ii)], tal que,

EH  [BCP?  [LM]?
AE AC-AB AE-EM

e desse modo,
[LM]*> = EH -EM

Figura 1.10: Proposicao 1.1

Observe que segundo a equacio [LM)? = EH - EM, a érea do retangulo de dimensoes EH e
EM terd sempre que ter a mesma area do quadrado de lado LM, ou seja, o segmento KM de um

ponto L da conica obtem-se ”aplicando” ao segmento de reta £ H, a drea do quadrado cujo lado é o

12



B S=G=T c

Figura 1.11: Didmetro d da curva paralelo ao lado AC

segmento LM desse ponto. El Sendo assim, o nome parabola é igual do grego paraboli que significa

aplicado

Agora veja na proposi¢ao abaixo, as condi¢Oes necessarias para que a secao conica C da figura

[1.12(i)] receba o nome elipse.

Proposicao 1.2. Seja d o diagmetro da conica C. Suponha que d intersecta ambos os lados do
triangulo azial nos pontos D e E de modo que os pontos D, E, M e G sejam colineares na reta
d e que uma reta que passa por A e € paralela a d, intersecta o plano 8 da base no ponto K, de
acordo com a figura [1.12 (i)], entdo [LM|* = EH - EM — 25 . [EM)?, em que EH é um segmento
perpendicular a EM.

Demonstragao. Veja que no tridngulo ABC, visto na figura (1.13), o segmento PR é paralelo ao
segmento BK e o segmento EG é paralelo ao segmento AK. Assim, tanto os tridngulos EMP e
ABK, quanto os triangulos DM R e ACK sao semelhantes, pois possuem a mesma medida nos

respectivos angulos internos, logo
PM  BK MR CK
EM _ AK © MD  AK
E ainda usando o fato mostrado anteriormente que [ML]> = M P - M R, tem-se que,
[LM}*  MP-MR BK OK _BK -CK
EM-MD EM-MD AK AK [AK]2 7

e ainda usando o fato que B[flgf( é constante, tome E'H, conforme figura [1.12(ii)], tal que,,

EH BK-CK _ [LMJ?
ED  [AK)?  EM-MD’

4 Ao leitor mais interessado em como obter o segmento EM da equagio [LM]? = EH - EM com régua e campasso,
consultar [10]

13



e uma vez que MD = ED — EM, tem-se,

EH
[LM)*> = EH -EM — =D [EM)?

<

[

Figura 1.12: Proposicao 1.2

Figura 1.13: Diametro d intersecta ambos os lados do triangulo axial

Observe que a equacao [LM|?> = EH - EM — % -[EM)? indica que a drea do quadrado de lado
LM também pode ser obtido retirando da &rea do retangulo de dimensoes FH e EM, o retangulo
de dimensoes %.EM e EM. Dito de outra forma, o segmento M E de ponto genérico L da conica
obtem-se "aplicando”, por ”defeito”, ao segmento de reta FH a area do quadrado de lado LM,

sendo esse defeito o retangulo de lados % -EM e EM, que é, por seu lado, semelhante ao retangulo

14



de lados EH e ED, conforme figura [1.12 (ii)] ﬂ Assim, o nome elipse vem do grego ellipsi que

quer dizer falta.

Por fim, veja agora a proposicao que indica as condi¢oes necessarias para a secao conica C possa

ser chamada de hipérbole.

Proposicao 1.3. Seja d o diametro da conica C. Suponha que d intersecta o triangulo azial no lado
AB no ponto E, mas nao intersecta o lado AC do triangulo axial, mas sim o seu prolongamento

no ponto D, conforme figura [1,14(i)], entdo [LM|* = EH.EM + £8 . [EM]2.

Demonstragdo. Veja que o segmento EM é paralelo ao segmento AK. Isso faz com que tanto os
tridngulos EM P e ABK, quanto os triangulos DM R e AC K sejam semelhantes, pois possuem a

mesma medida nos respectivos angulos internos, logo

PM  BK MR CK
—=— & — =—
EM AK MD AK

Assim, usando mais uma vez o fato que [LM]? = M P - M R, tem-se que,

[LM}*  MP-MR BK CK BK-CK
EM-MD EM-MD AK AK  [AK]?2 '

BK-CK

TARE é constante, tome FH, como o da figura (1.14(ii) tal que,

Ccomo
EH BK-CK _ [LM]?
ED  [AK]?  EM-MD
e uma vez que, MD = EM + DFE, tem-se entao,

EM
[LM)> = EH - EM + ok [EM)?

O

Sendo assim, a equacdo [LM]?> = EH - EM + 5 EH - EM?, indica que a 4rea determinada pelo
quadrado de lado LM pode ser determinada acrescentando a area do retangulo de dimensoes EH e
EM, o retangulo de dimensoes £ E -EM e EM. Dito de outra forma, o segmento EM de um ponto
L da conica obtem-se ”aplicando”, por ”excesso”, ao segmento de reta FH, a area do quadrado de
lado LM, sendo esse excesso o retangulo de lados £ E -EM e EM, que é, por seu lado, semelhante
ao retangulo de lados FH e ED, conforme figura [1.14 (ii)] ﬁ . Logo, o nome hipérbole vem do

grego yperboli que significa excesso.

®Ao leitor mais interessado em obter o segmento £ . EM da equacdo [LM]> = EH - EM — £2 . [EM]?, com
régua e campasso, consultar [10]

Ao leitor mais interessado em obter o segmento £ - EM da equacdo [LM]* = EH - EM + £2 . [EM]?, com
régua e campasso, consultar [10].
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Figura 1.14: Proposicao 1.3

1.3 As secoes conicas segundo Dandelin

Uma outra caracterizacao ao estudo de segOes conicas segundo uma abordagem sintética foi
realizado pelo matematico, soldado e professor de engenharia, o francés Germinal Pierre Dandelin
(1794-1847). Dandelin iniciou seus estudos em Matemética na Ecole Polytechnique em Paris. Mais
tarde conseguiu uma vaga para lecionar no ensino superior na Universidade de Liége na Bélgica
onde foi promovido a coronel de engenharia. Se notabilizou pelo estudo das seg¢oes conicas e trouxe
a tona elementos como focos, diretriz e excentricidade, conceitos que, ou nao foram tratados com

muita importancia por autores anteriores, ou que estiveram em obras que se perderam.

Dandelin considerou as se¢oes de um cone circular reto de duas folhas por um plano m, de acordo
com a figura (1.15). Nesta figura, a reta g descreve o cone circular reto de duas folhas e a reta e
é o eixo do cone, sendo o ponto V a intersecao das retas g e e. Toda reta que é obtida rodando a
reta g em torno da reta e é chamada geratriz do cone. Os angulos de aplitudes a (0 < o < 90°) e
(0 < B < 90°) sao aqueles formados pelas retas g e e e pelas retas e e o plano 7, respectivamente.
A conica resultante da secao depende essenciamente de dois fatores: a amplitude dos dngulos a e

[ e a posicao do plano secante m em relagao ao vértice V.

Para mostrar a explanacao mencionada acima, veja os seguintes casos, que descrevem a situacao

de cada secao conica:
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TC (Plano secante)

Figura 1.15: O cone segundo Dandelin

(i) Se o plano 7 é paralelo a reta e (o« > /3, B = 0), ent@o a se¢@o é uma hipérbole, conforme a

figura (1.16);

(i) Se o plano 7 contém a reta e (aw > 3, B = 0), entao a se¢ao é um par de retas concorrentes,

também conhecidas como uma hipérbole degenerada, ilustrada na figura (1.17);

=0

Figura 1.16: Hipérbole

(iii) Se o plano 7 é paralelo a geratriz (aw = ), entao a segdo é uma parabola, como mostra a

figura (1.18);

(iv) Se o plano 7 contém a geratriz (o = ), entdo a segdo é uma reta, também chamada de

parabola degenerada, destacada na figura (1.19);

17



Figura 1.17: Hipérbole degenerada

)94

Figura 1.18: Parabola

Figura 1.19: Parabola degenerada

18



(v) Se o plano 7 intersecta todas as geratrizes (o < (3), entao a se¢ao é uma elipse, situagdo que

pode ser vista na figura (1.20);

(vi) Se o plano 7 contém o ponto V' (a < (3), ent@o a se¢gdo é um ponto, também intitulado de

elipse degenerada, conforme a figura (1.21).

&=

Figura 1.20: Elipse

&

=

=

=

Figura 1.21: Elipse degenerada

Para determinar os focos, Dandelin supos a existéncia de esferas que se inscrevem no cone com

as seguintes condigoes:

e Todas as geratrizes do cone sao tangentes as esferas de modo que estes pontos de tangéncia

formam circunferéncias;

e O plano 7 que determina a conica é tangente as esferas, sendo que os pontos de tangéncia

desse plano com as esferas determinam os focos da conica.

Dessa forma, se a conica é uma elipse ou uma hipérbole, existem duas esferas S; e Sy inscritas
no cone tangenciando tanto o cone, nas circunferéncias ¢ e ca, quanto o plano, m nos pontos Fj e

F5, conforme a figura (1.22). E se a se¢@o conica for uma parabola, existe apenas uma esfera S;
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que se increve no cone, tangenciando o cone apenas na circunferéncia c¢; e o plano m no ponto F,
T m ur .23). n a m r 1vi oni
de acordo com a figura (1.23). Os pontos F}, Fy, F' sao chamados de focos das respectivas conicas

e desempenham papel essencial na caracterizacao detas curvas.

Figura 1.22: As esferas de Dandelin: elipse (i) e hipérbole (ii)

Para determinar uma diretriz, considere a figura (1.24), na qual uma esfera S inscrita no cone
é tangente ao plano secante m que determina a conica. Como a esfera S tangencia o cone numa
circunferéncia ¢, tome o plano 7 que contém c¢. Os planos 7 e 7 se intersectaram segundo uma reta

d, chamada de reta diretriz.

Ja a excentricidade € de uma conica é um valor positivo que estabelece uma caracteristica

definidora para a prépria secao conica, ou seja, uma se¢ao conica com excentricidade € é o conjunto

PF

de pontos P tal que se verifica a relagao € = 535,

em que o ponto F' é um dos focos e D é um ponto
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Figura 1.23: As esferas de Dandelin: pariabola

Figura 1.24: Reta diretriz
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da reta diretriz d, em que PD representa a distancia do ponto P a reta d, veja a figura (1.25).

E possivel mostrar que a razao % é constante, ou seja, o valor de € estd bem definido. Para

isso veja, ainda na figura (1.25), que ocorre:

O ponto P pertence a coOnica;

O ponto R pertence a circunferéncia c;

O ponto @ é a projecao ortogonal de P sobre o plano 7 (PQ ¢ paralelo ao eixo do cone);

O ponto D é um ponto da diretriz d tal que PD é perpendicular a d;

Os triangulos PQD e PQR sao ambos retangulos no vértice Q.

Figura 1.25: Esquema da excentricidade

Agora veja a relacao entre a excentricidade e os angulos « e [ descritos na figura (1.25).

Proposicao 1.4. See = %, entdo € = gg:gg;
Demonstracdao. Veja que
P
cos(av) = P—g = P(Q) = PRcos(a) (1.1)
P
cos(f) = % = PQ = PD cos(f) (1.2)
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Perceba ainda que os segmentos PR e PF sao tangentes a esfera nos pontos R e F' respectiva-
mente, logo o triangulo PRF' é is6sceles de base RF. De fato o leitor pode facilmente verificar que
sendo PR e PF pendiculares ao raio da esfera, os angulos da base RF do tridngulo PRF tem a

mesma medida. Logo PR = PF e assim, pelas equagoes (1.1) e (1.2) tem-se que,

PF = cos(a) = PDcos(B) = % - Ezzgi; -

O

Deste modo, como na se¢ao conica os valores cos(a) e cos(f) sdo contantes, tem-se entao que a

razao % é a mesma para qualquer ponto P da conica. A depender do valor de € a conica poderd

ser uma parabola, elipse ou hipérbole, mas isso sera tratado com maior clareza no préximo capitulo

mediante uma abordagem analitica.

Nos resultados a seguir, tem-se outras condicoes que abrangem o estudo de conicas, voltado a

proposta de Dandelin.

Proposicao 1.5. Se a conica é uma elipse de focos Fy e Fy, entdo PFy + PFy, = K, com P um

ponto qualquer da elipse e K uma constante real positiva.

Demonstragao. De acordo com a figura (1.26), a reta V P é uma geratriz do cone, logo é tangente

as esferas S e S2 nos pontos T e Th, respectivamente, entao
PTl = PFl (§ PT2 = PFQ

assim,

PF, + PFy = PTy + PTs.

Como P17 + PT5 é constante para qualquer ponto P da elipse, tem-se que,
P+ PFy =K

O]

Proposicao 1.6. Se a conica é uma hipérbole de focos Fy e Fy, entao |PF) — PFy| = K, com P

um ponto qualquer da hipérbole e K uma constante real positiva.

Demonstragao. De acordo com figura (1.27), a reta V P é uma geratriz do cone, logo é tangente as

esferas S7 e S5 nos pontos T3 e Tb respectivamente, entao

PT1 = PFQ (§ PT2 = PFQ
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Figura 1.26: Proposicao 1.5

assim,

|PF, — PFy| = |PTy — PTy|

mas como |PT} — PT5| é constante para todo ponto P da hipérbole, segue o resultado. O

Figura 1.27: Proposicao 1.6

Proposigao 1.7. Se a conica € uma pardbola de foco F e diretriz d, entao PF = PD, com P um

ponto qualquer da pardbola.
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Demonstragao. Segue tanto da figura (1.18) como da figura (1.25), que se a conica é uma parabola,

entao o = (3, logo
PF cos(B)
_— = e =
PD cos(a)

=1= PF=PD

Figura 1.28: Proposicao 1.7

1.3.1 Caracterizagao de tangentes e normais as secoes conicas pelo método de
Dandelin

Veja agora as condigbes necessdrias para que uma reta seja tangente e normal a uma secao
coOnica, mas fazendo uso de conceitos trazidos por Dandelin, como focos e reta diretriz. Sabe-se
que uma reta (contida no mesmo plano que a se¢ao conica) é tangente a uma se¢ao conica em um
ponto P, se a reta, menos este ponto P, esteja totalmente contida na regiao exterior a se¢ao conica.
Por outro lado, diz-se que uma reta (contida no mesmo plano que a se¢ao conica) é normal a uma

secao conica no ponto P, se for perpendicular a reta tangente neste ponto.

Assim, perceba nas proposicoes que seguem que a caracterizacao pra que uma reta seja tangente
a uma segdo coOnica, gera também uma qualificacdo para que uma outra reta seja normal a esta

mesma curva.

Proposigao 1.8. Considere uma pardbola de foco no ponto F e reta diretriz d. Seja P um ponto
qualquer desta pardbola e o ponto D o pé da perpendicular a reta d passando por P. Se uma reta

t € a bissetriz do angulo @, entdo essa reta ¢ a tangente a pardbola mo ponto P.
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Demonstragao. Observe que sendo a curva em questao uma pardbola, pela proposigao (1.7) tem-
se que FFP = PD, além disso, por hipdtese, t é bissetriz do angulo F/PE, segue entao que no
tridngulo FPD, t é mediatriz de F'D. Suponha que existe um ponto @, diferente de P, na parabola
pertencente a t e D' a projegdo de @ em d, conforme figura (1.29). Assim, como D pertence a
mediatriz do segmento F'D, tem-se entao que F'QQ = QD, mas Q/D’\D > Q/DB’, logo QD > QD’,
assim FFD = QD > QD’, uma contradi¢gdo com a proposigao (1.7). Portanto, @ é um ponto que
nao pertence a pardabola e P é o inico ponto comum entre a parabola e a reta t, fazendo assim com

que esta reta seja tangente a parabola no ponto P. ]

7%

Figura 1.29: Proposicao 1.8

Corolario 1.1. Considere uma pardbola de foco no ponto F e reta diretriz d. Sejam P um ponto
qualquer desta pardbola, o ponto D o pé da perpendicular a reta d passando por P e t a reta a
bissietriz do angulo FPD. Se uma reta n for perpendicular a reta t no ponto P, entdao a reta n €

normal a pardbola neste ponto.

Demonstragao. De acordo com a proposigao (1.8) a reta t é tangente a pardbola no ponto P, logo
como a reta n é perpendicular a reta ¢t no ponto P, tem-se entao que n é normal a parabola neste

ponto. ]

Proposicao 1.9. Considere uma elipse de focos nos pontos Fi e Fy. Sejam P um ponto qualquer
desta elipse e EE um ponto da reta determinada pelos pontos P e Fy, com P entre F1 e E. Se a

reta t € bissetriz do angulo ﬁ, entdo t € tangente a elipse no ponto P.

Demonstragao. Seja D um ponto pertecente a reta determinada pelos pontos P e F5 tal que PD =
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PFy, como pode ser visto na figura (1.30). Como ¢ é bissetriz do angulo E/P\Fg, logo t também é
bissetriz do angulo ﬁ[ e entao t é a mediatriz do lado DF} no triangulo DPF;. Suponha que o
ponto @, diferente de P, pertenca a elipse e que ) pertenca a t, logo tem-se que DQ = DFy, pois

Q@ pertenca a t, que é a mediatriz do lado DF, mas pela desigualdade triangular
QN +QF, =QD + QFy, > DFy, = DP + PFy = PFy + PFy,

contradi¢cao com a proposicao (1.5). Portanto, Q é um ponto que nao pertence a elipse e P é o
Unico ponto comum entre a elipse e a reta t, caracterizando esta reta como tangente a elipse no

ponto P. ]

Figura 1.30: Proposicao 1.9

Corolario 1.2. Considere uma elipse de focos nos pontos Fy e Fs. Sejam P um ponto qualquer
desta elipse e E um ponto da reta determinada pelos pontos P e Fy, com P entre F1 e E. Considere
ainda que uma reta t seja bissetriz do angulo Eﬁ’?g Se a reta n for perpendicular a reta t no ponto

P, entao n € normal a elipse neste ponto.

Demonstragao. De acordo com a proposigao (1.9) a reta ¢ é tangente a elipse no ponto P, logo
como a reta n é perpendicular a reta ¢ no ponto P, tem-se entao que n é normal a elipse neste

ponto. O

Proposicao 1.10. Considere uma elipse de focos nos pontos F1 e Fy e um ponto P desta hipérbole.

Se a reta t € a bissetriz do angulo @2, entao t € tangente a hipérbole no ponto P.
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Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade que o ponto P estd no ramo mais préximo
do foco Fy, conforme a figura (1.12) (caso o ponto P esteja no outro ramo a demosntragao é feita
de forma andloga). Suponha ainda que o ponto @, diferente de P, pertenca a hipérbole e a reta
t. Considere o ponto A do segmento PF} tal que PA = PF5. Perceba que o triangulo APF, é
isésceles e a reta t é a mediatriz do segmento AF5. Dessa forma como @ estd em t tem-se que

QA = QF;. Assim, segue da desigualdade tridangular, aplicada no triangulo QAF;, que

QA<QFI+F1lA e QFI <QA+ AR ©QA-—FA<QF <QA+ AR &
—FlA < QFl — QA < AF1 <~ ’QFl — QA’ < AF1

como QA = QF> e AF; é constante, tem-se

|QF) — QF| < AFy,

contradi¢ao, com a proposigao (1.6). Portanto, Q é um ponto que nao pertence a hipérbole e P
¢ o unico ponto comum entre a hipérbole e a reta t, fazendo com que esta reta seja tangente a

hipérbole no ponto P. O

Figura 1.31: Proposicao 1.12

Corolario 1.3. Considere uma elipse de focos nos pontos Fy e Fy e um ponto P desta hipérbole.
Seja a reta t a bissetriz do angulo @2. Se a reta n for perpendicular a reta t no ponto P, entdo

n € normal a hipérbole no ponto P.
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Demonstragao. De acordo com a proposigao (1.10) a reta ¢ é tangente & hipérbole no ponto P, logo
como a reta n é perpendicular a reta t no ponto P, tem-se entdao que n é normal & hipérbole neste

ponto neste ponto.

1.4 A construcao de uma conica por régua e compasso

Na primeira secao foi destacado o modo como os antigos gregos resolviam os problemas que
envolviam grandezas, ou seja, a técnica milenar de régua e compasso. Nesta secao, serd visto como
pode-se proceder com tais recursos para o esboco dos pontos de uma secao conica. Para isso,
vai-se utilizar dos contetidos vistos na disciplina Geometria Euclidiana Plana, vista nos cursos de
graduagdo e no curso PROFMAT.

Veja primeiro os passos para a construcao dos ponto de uma parabola de foco F' e diretriz 7:

No plano, trace a reta r que passa pelos pontos A e B;

Escolha o ponto F, para ser o foco da parabola , fora da reta r;

Escolha um ponto D na reta r;
e Trace a reta mediatriz [ do segmento F'D;

e Trace a reta m perpendicular a diretriz r que passa pelo ponto D;

Determine a intersecao P da mediatriz [ com a reta m.

Proposigao 1.11. Se mover o ponto D ao longo da reta r, entao obtem-se os pontos P da pardbola

de foco F' e diretriz r.
Demonstragao. Veja na figura (1.32) que a medida do segmento PD representa a distancia do ponto
P aretar. Como o ponto P pertence a mediatriz do segmento F'D, entao este ponto é equidistante

aos pontos F' e D. Logo, PD = PF e assim P pertence a pardbola de foco F' e diretriz r. ]

Agora para obter os pontos de uma elipse de focos F} e Fy, faga:

e Escolha dois pontos F} e Fb;
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Figura 1.32: Proposicao 1.11

e Trace a semirreta de origem F; passando por Fy;

e Trace uma circunferéncia C de centro F; contendo F> em seu interior;

Escolha um ponto D no circulo;
e Trace os segmentos DF} e DFy;
e Trace a mediatriz do segmento DF; e seja P o ponto onde ela intersecta o segmento DFj.

Proposicao 1.12. Se mover o ponto D ao longo da circunferéncia C, entdo obtem-se os pontos P

da elipse de centro de focos Fy e Fy.
Demonstragao. Conforme a figura (1.33) o ponto P pertence a mediatriz do segmento F»D, entao
P ¢ equidistante aos pontos F» e D, logo PD = PF5. Como o raio da circunferéncia tem medida
r, tem-se

r=NP+PD=FP+FP
Portanto, P pertence a elipse de foco I} e Fs. ]

E finalmente, para obter uma hipérbole de focos F; e Fy, proceda da seguinte forma:

e Escolha dois pontos F e F5 e um ponto A entre Fi e Fb;
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Figura 1.33: Proposicao 1.12

e Trace a circunferéncia C de centro I que passa pelo ponto A;

Escolha um ponto B na circunferéncia C diferente de A;

e Trace a reta s que passa por F| e B;

Trace a mediatriz m do segmento BF5.

Lema 1.1. Se a reta r que passa por B e Fy nao € tangente a C, entdo a reta s intersecta a

mediatriz m num ponto P.

Demonstragao. Suponha que m nao intersecta s num ponto P, logo m e s sao paralelas, entao
como BFy é perpendicular a m, tem-se que BF; é perpendicular a s no ponto B. Veja ainda que
BF; é um diametro, logo BF5 é tangente a circunferéncia no ponto B. Portanto, pela afirmacao

contrapositiva do que foi mostrado, a reta s intersecta a reta m num ponto P. O
Proposicao 1.13. Se mover o ponto B ao longo da circunferéncia C, entao obtem-se os pontos P
da hipérbole de focos Fi e Fj.

Demonstragao. Suponha que F} esteja entre B e P, de acordo com a figura (1.34). Como o triangulo

BPF;5 é isésceles, tem-se que BP = PFy. Assim,
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PB=PF,+ IWB=PF,= PF, — PF,=FB
Suponha agora que B estd entre Fy e P. Como o triangulo BPF5 é isésceles, entdao PB = PFy.
Assim,

PFy, =PB+ BF, =Pl + Bl = PFy— PFy, =Bl

Portanto, |PFy — PF,| = BF}, e assim P pertence a hipérbole de focos Fj e F. O

Figura 1.34: Proposicao 1.13

1.5 Aplicacoes: Propriedades refletoras

Muitas das aplicagoes das conicas estao associadas as leis de reflexao em superficies conicas de
revolugao, resultantes da revolucao dos trés tipos de conicas em torno dos recpectivos eixos. No
caso de elipse o movimento de revolucao gera um objeto chamado elipsdide, no caso da parabola

este movimento gera o paraboldide e para o caso da hipérbole, o hiperboldide, veja na figura (1.35).

Conforme as leis da fisica classica, os raios de luz e as fontes sonoras se propogam em linhas
retas e radialmente a partir de sua fonte. Além disso, se sua fonte estiver muito longe de seu destino,
estas ondas chegam a este local distante formando um feixe praticamente paralelo, a exemplo das

ondas de radio e das fontes luminosas de corpos celestes bem distantes.
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Figura 1.35: Superficies de revolucao de uma conica

A reflexao da luz é um fendmeno que consiste no fato de a luz voltar a se propagar no meio de
origem, apds incidir sobre um objeto. As leis de reflexdo da luz, seja na superficie plana, seja na

superficie curva, podem ser enunciadas da seguinte formas:

e 1? Lei da Reflexao
O raio de luz refletido e raio de luz incidente, assim como a reta normal a superficie pertencem
ao mesmo plano, ou seja, o raio de incidéncia r;, a reta normal n e o raio de reflexao r, sao
coplanares, veja a figura (1.36);

e 22 Lei da Reflexao

O angulo de incidéncia 6; é sempre igual ao angulo de reflexao 6,, conforme figura (1.36).

Superiitie plana

9:’

Superﬁcie curva

Figura 1.36: Leis de reflexao da luz

Observe pela figura anterior, que a reflexdo na superficie curva é tratada de maneira analoga a
da superficie plana, pois no ponto de incidéncia do raio é considerada a reta tangente a curva neste
ponto, reta esta pertencente ao mesmo plano que o raio e a reta normal n. Dito de outra forma,
nas superficies curvas cada raio incidente é tratado pontualmente como em uma superficie plana,

conforme a reta tangente neste ponto.

Além disso, observe que afirmacao da 2% lei de reflexdo equivale a dizer que os angulos 0, e 6.,

tem a mesma medida, pois sao angulos complementares de angulos de mesma medida.
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Dito isso, acompanhe a seguir como estas leis de reflexao atual nas superficies conicas.

1.5.1 Parabola

Proposicao 1.14. Se os raios de luz chegarem & uma superficie parabdlica, paralelamente ao eizo

de simetria, entdo estes serao refletidos para o foco, de acordo com a figura (1.37).

d T

Figura 1.37: Superficie refletora parabdlica

Demonstracao. Sejam P um ponto qualquer da superficie parabdlica onde o raio incide e é refletido,
o ponto F' o foco da parabola, a reta diretriz d, a reta r determinada pelos pontos F' e P e a retan
como sendo a reta suporte do raio de incidéncia. Veja que, por hipétese, a reta suporte n do raio de
incidéncia é parela ao eixo, logo esta é perpendicular a reta d. Considere ainda, o ponto D da reta
n como sendo pé da perpendicular baixada de P em relagao a d, o ponto N também pertencente a
n em que P estd entre D e N e os pontos. Por ultimo, sejam a reta t bissetriz do angulo FPD e
os pontos de T e T" de t, tais que P estd entre eles e T' est4 no mesmo semiplano do ponto F' em

relagao a reta n.

Pela Proposigao (1.8), a reta t é tangente a pardbola no ponto P, além disso como ¢ é a bissetriz
do angulo I*{P\D, entao tem-se que FPT = TPD. Perceba que como T'PN ¢ oposto pelo vértice

com angulo ﬁ, entdao T'PN = TPD = TPF. Portanto, a 2% Lei de Reflexao é confirmada e

entao segue o resultado.
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Esta propriedade garante a convergéncia para um ponto, no caso o foco, de todos os raios rebe-
bidos em toda a superficie parabdlica, isto fornece diversas aplicagoes na Engenharia. Um exemplo
sao as antenas parabdlicas, veja a figura (1.38), em que o posicionamneto do receptor na haste
central encontra-se préximo ou exatamente no foco deste paraboléide. Assim, este posicionamento
implica que todo sinal recebido na extensao da supérficie da antena é refletido diretamente para o

foco, ou seja, para o receptor.

),

Figura 1.38: Antena parabdlica

O espelho parabdlico também é usado em certos telescépios para refletir os raios de luz emitidos
pelos corpos celestes para um outro espelho ou uma lente. O telescépio Hale no Monte Pamolar na
Califérnia possui o maior espelho concavo parabdlico do mundo. Os espelhos concavos parabdlicos
apresentam maior nitidez em relgdo aos espelhos concavos esféricos quando se trata de imagens de

objetos distantes.

E um outro exemplo é o uso de refletores parabdlicos sdo os holofotes, fardis de automéveis e
de motocicletas, de acordo com figura (1.39). O principio é o mesmo das antenas, mas de maneira
reversa: no foco da parabola fica uma lampada que ilumina uma superficie parabdlica espelhada,

ersta por dua vez reflete os raios de luz paralelos ao seu eixo.

Figura 1.39: Farol parabdlico
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1.5.2 Elipse

Proposicao 1.15. Se a fonte de luz estiver situada no foco de um espelho eliptico, todos os raios

refletidos por este espelho se concentrarao no outro foco, conforme a figura (1.40).

Demonstracao. Sejam Fi e Fy os focos da elipse, P um ponto qualquer da elipse, r a reta deter-
minada pelos pontos F> e P. Suponha que a finte luminosa esteja no foco F;. Assim, considere o
ponto N pertencente a reta r no qual P estd entre Fo e N. Por fim, sejam a reta t bissetriz no
angulo F/l-PTV e os pontos T e T” em t, com P entre eles e TV no mesmo semiplano do ponto F}

determinado pela reta r.

Pela Proposigao (1.9), tem-se que t é a reta tangente a elipse no ponto P, além disso perceba que
os angulos @’ e T'PN tem a mesma medida, logo T'PN = @“, pois sao opostos pelo vértice,

logo F/lP\T = F/QP\T . Portanto, é garantida a 2% Lei de Reflexdo e entao segue o resultado. ]

Figura 1.40: Superficie refletora eliptica

As consequéncias desta proposi¢ao indicam que todo sinal luminoso ou sonoro que irradia do
foco de uma superficie refletora eliptica reflete para o outro foco. Na medicina, o espelho eliptico do
Litotritor é usado par o tratamento dos cédlculos renais. Este aparelho faz com que as ondas sonoras
de choque criadas fora do corpo pelo aparelho, viajam através da pele e tecidos até encontrarem

célculos mais densos, pulverizando estes particulas, como pode ser visto na figura (1.41).

Fato parecido acorre no sistema de iluminagao que os dentistas usam, veja a figura (1.42). Veja
que sao usado refletores elipticos como forma de concentrar o méximo de luz num ponto especifico

dos dentes do paciente.

Existe ainda os saloes chamados de ”galeria de murmirios”, na qual o teto tem a forma de um

elipséide. Nestas se duas pessoas se colocarem nos focos e uma delas falar, mesmo que o som seja
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Figura 1.41: Litritor e aparelho eliptico

Espelho eliptico

Figura 1.42: Sistema de iluminacao dos dentistas
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extremamente fraco, a outra pessoa uovira perfeitamente, ainda que a esta tenha grandes dimensoes

e que haja outros ruidos, conforme a figura (1.43).

Figura 1.43: Galeria de murmurios

1.5.3 Hipérbole

Proposicao 1.16. Se o raio de luz for dirigido a um dos focos de um espelho hipérbolico serd

refletida em direcdo ao outro foco, veja no figura (1.44).

Fz

Figura 1.44: Superficie refletora hiperbdlica

Demonstracao. Sejam Fy e Fs os focos da hiperbole, P um ponto qualquer da elipse, r a reta

determinada pelos pontos F> e P e a reta n determinada pelo foco F} e pelo ponto P. Suponha
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que a fonte luminosa esteja apontada para o foco Fy. Assim, considere o ponto N pertencente a
reta n no qual P estd entre F} e N e o ponto em 7 tal que P estd entre R e Fy. Por fim, sejam a
reta t bissetriz no angulo RPN e os pontos T e T” em t, com P entre eles e T/ no mesmo semiplano

do ponto N determinado pela reta r.

Pela Proposigao (1.10), tem-se que t é a reta tangente a hipérbole no ponto P, além disso
perceba que os angulos RPT" ¢ T'PN tem a mesma medida, mas RPT = @ , pois sao opostos

pelo vértice, logo RPT = @ . Portanto, segue o resultado pela 2% Lei de Reflexao.

O]

A proposicao indica que todo sinal luminoso ou sonoro que apontado para o foco de uma
superficie refletora hiperbdlica sera refletido para o outro foco. O chamado telescépio de reflexao
utiliza esta propriedade uma vez que é constituido, basicamente, por dois espelhos: o maior, que é
parabdlico, o outro menor, que é hiperbdlico. Os dois espelhos estao dispostos de maneira que além
dos eixos coincidirem, o foco da parabola estd no mesmo lugar que o da hipérbole, como mostra a

figura (1.45).

Assim, quando os raios de luz refletem no espelho parabdlico, pela propriedade refletora da
parabola, eles sao direcionados para o foco. Poérem, como o foco da pardbola é o mesmo foco da
hiérbole, pela propriedade refletora desta, os raios de luz refletem no espelho hiperbdlico e seguem
a direcao pora o outro foco da hipérbole. Os raios de luz passam através de um orificio no centro do
espelho primério, atras do qual estd uma lente-ocular que permite corrigir ligeiramente a trajetoria
da luz, que chega finalmente aos olhos do observador ou a particula fotografica. A vantagem deste
telescépio consiste em possuir um comprimento menor do que os telescépios de refracao, que sao

de lentes elipticas, mas que possuem o mesmo poder de amplificacao.

Figura 1.45: Superficie refletora hiperbdlica
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Capitulo 2

Abordagem analitica

A Geometria Analitica também denominada de Geometria Coordenada foi descrita pela pri-
meira vez na famosa obra Discours de la Méthode do filésofo, fisico e matematico René Descartes
(1596 -1650). Descartes, por vezes chamado de "o fundador da Filosofia Moderna”e "o pai da
matematica moderna”, obteve reconhecimento matematico com a publicagao desta obra na qual
sugeriu a fusao da dlgebra com a geometria. Neste contexto, conceitos da geometria sao analisados
por meio de processos algébricos, ou seja, sao utilizados métodos e simbolos algébricos para repre-
sentar e resolver problemas geométricos. Sua importancia estd presente no fato de que estabelece

uma correspondéncia entre equagoes algébricas e curvas geométricas.

Dessa forma, neste capitulo, as conicas serao vista do ponto de vista analitico. Assim, é ne-
cessario que o leitor tenha conhecimento dos conceitos basicos da Geometria Analitica plana, para
isso veja [2]. Além disso, alguns dos conhecimentos obtidos no capitulo 1 sdo pré-requisitos para

compreender alguns dos resultados que serao expostos.

2.1 Equacao cartesiana geral de uma conica

Foi visto no capitulo 1 que conicas sao curvas planas obtidas por intersecao de um cone circular
(neste caso reto) com um plano, como também foram mostrados resultados acerca do foco, reta
diretriz e excentricidade. Um destes resultados foi a Proposigao (1.4) na qual afirma que sendo P
um ponto qualquer da conica, F' um de seus focos (ou o unico) e D o ponto da reta diretriz d, tal
que PD é perpendicular a d, tem-se entao que % = ¢, em que € > 0 é o valor da excentricidade

associada a tal conica.
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Dessa forma, adotando um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas xOy e considerando

que o ponto F tenha coordenadas F' = (x,yo) e a reta d tenha equagao d : ax + by + ¢ = 0, tem-se

que % = € pode ser reescrito algebricamente da seguinte forma:

V(@ —x0)?+ (y — y0)?
fan oy Tl =e. (2.1)
VAR

Assim desenvolvendo a equagao (2.1), tem-se que

V(@ —x0)2 + (y — yo)?

laz+by+c| g
e
— — 5 €lar +by + ¢

2

€
(z—20)* + (y —yo)* = m(

ax + by +¢)* &

€2

(x —20)® + (y — v0)* = (kaz + kby + kc)?, com k* =

a? +b?’
Desta forma, tem-se que
(@ —20)* + (y — 90)* = (pz + qy +1)?,
em que,
p=ka
q=kb
r=kc
Portanto, a equagao (2.2) reduz a equagao geral
Az? + Bay + Cy?> + Dz + Ey+ F =0, (2.2)
na qual,
A=1-7p?
B = —2pq
C=1-¢

D = —2(xo +pr)
E = —2(yo +qr)
F:x%+y3 —r?

Assim, a equacao (2.2) é chamada de equagcao cartesiana geral de uma conica e pode representar

desde pontos, retas e circunferéncias, até as conicas, alvo deste estudo, mas isto serd mostrado mais

adiante.
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Agora veja que a forma caracteristica que identifica qual tipo de conica se refere a equagao (2.1)
esta vinculada a escolha dos eixos coordenados e da constante positiva €. De fato, considere um
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais 'O’y’, no qual o eixo O'x’ contém o foco F e o eixo

O’y coincide com a reta diretriz d, conforme figura (2.1).

Figura 2.1: Sistema de eixos 2’0"y’

Dessa forma, seja P = (2/,3) um ponto da conica e a distancia OF = 2p. Note assim que a

equacao (2.1) assume a forma,

PF (\/(x’Qp)QHy’O)?)Q_ez@

PD 7 o

(z' —2p)° + (f)* = (@)’ & (2)* —dpa’ + 4p* + () = (/)¢ &

(1—e)*(@")? —ap’ + (y)* = —4p? (2:3)

Através da equagao (2.3) e dependendo do valor dado a constante € pode-se entao deduzir a

forma padrao da equagao cartesiana de cada cOnica em funcao do parametro p.

Veja entao a seguir a caracterizagao das trés conicas almejadas, de acordo com o valor imposto

a excentricidade e.

2.1.1 Equacao da parabola

Considere a equacao (2.3), na qual fazendo € = 1, tem-se,
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(1122 — dpa’ +y? = —4p* &

y” = 4p(a’ — p). (2.4)

Assim, note que realizando uma translagao de eixos coordenados de modo que ponto (p, 0) passe

a ser a origem, obtem-se um novo sistema de coordenadas cartesianas z”0”y” no qual:

{ l',:l'”—i‘p
y/:yl/

E dessa forma a equagdo (2.4) reduz-se, no sistema de coordenadas xz”O"y”, & forma que é
chamada equacao caracteristica de uma parabola, a saber:
" "
y"? = dpx
Outro processo para a dedugao a equacao da parabola consiste em considerar uma parabola
qualquer em um sistema de coordenadas cartesianas Oy, conforme a figura (2.2) com as seguintes

caracteristicas definidas abaixo:

e Foco: o ponto F;

Diretriz: a reta d;

Eixo de simetria: a reta r perpendicular a diretriz passando pelo foco F;

Vértice: o ponto V' de intersecao do eixo de simetria com a parabola;

Eixo Oz: o eixo de simetria;

Eixo Oy: mediatriz do segmento F'D’, em que D’ é a intersegao do eixo Oz com a reta d.

Assim, pondo FD' = 2p, veja que segundo a Proposi¢ao (1.7), FV = FD' = p, logo tem-se
qued:xz+p=0eF = (p0). E entdo, sendo P = (x,y) um ponto qualquer da parabola fica

estabelecido também da Proposigao (1.7) que,

_ |z +p|
V140
(x—p)2+y2:(a:—i—p)2:>a:2—2p:1:+p2+y2:x2—|—2px+p2:>

PF=PD = \/(z —p)?+ (y — 0)2

y? =4pz, comz >0, p>0
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Figura 2.2: Pardbola

2.1.2 Equacgao da elipse

Para a equagao da elipse, considere novamente a equagao (2.3). Veja agora que fazendo 0 <

e < 1, tem-se que 1 — €2 > 0, e entdo,

4p -
1—¢2 1—€2 1—¢2

2 2 2 42 1 ) 2 12 422
g\ v A AR VR S
1—¢€2 1—€ 1—-€e\1-—¢ 1—¢2 1—€e2 (1-—¢€2)2

(1 _ 62)1,/2 _ 4p:);‘/ + y/2 — _4p2 o x/Q _

=1 (2.5)

Assim, fazendo entao uma translacao dos eixos coordenados de modo que ponto (%, 0) passe

a ser a origem, obtem-se um novo sistema de coordenadas cartesianas z”0”y” no qual:

r_ 2p
{3: = +—1_€2
]
y =y
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E dessa forma a equacao (2.5) reduz-se, no sistema de coordenadas z”O"y”, a forma carac-

teristica da equagao de uma elipse,

12 "2
Yy
—_ == 1
a? b2
— _2pe — _2pe _ 2 /T 2 _ 2pe 2pe .
Em que a = - eb= meumavezquel € < V1 — €4, tem-se que Tz > meassnn

a>b.

Outro processo para a deducao da equagao caracteristica de uma elipse consiste em considerar
uma elipse qualquer em um sistema de coordenadas cartesianas xOy, acompanhe na figura (2.3),

em que se tem as seguintes caracteristicas:

e Focos: os pontos F e Fy;

e Viértices: Vi e Vb, intersecao da elipse com a reta passando pelos focos Fi e Fy;
e Vértices: V3 e V4, intersecao da elipse com a mediatriz do segmento V; Va;

e Eixo maior: segmento V1V, de comprimento 2a;

e Eixo menor: segmento V3V de comprimento 2b;

e Distancia focal: distancia entre os focos de comprimento 2¢;

e Centro O: intersecao dos segmentos ViV, e V3Vy;

e Excentricidade: e = <;
e Diretrizes: retas d e dz perpendiculares a reta que contém os focos, e a uma distancia ¢ do

centro.

Assim, sendo P = (x,y) um ponto qualquer da elipse fica estabelecido de acordo com a Pro-
posicao (1.5) que PF} + PFy = K, com K uma constante real positiva. Note ainda K = 2a, pois
sendo V7 um ponto da elipse, tem-se queVi Fy + Vi Fy = 2a. Logo pela mesma Proposi¢ao (1.5),
tem-se que,

PFy + PFy = 2a, com a > c,

com isso

VE+e)?+32+ V(@ —oP+?=2= (@ +c2+y2=2a—/(z—c)+12 >
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Figura 2.3: Elipse

(x+c)+y? = {4a2—4a (3:—0)2+y2+(:r—c)2+y2} =ay/(r—c)2+yt=d’—cx =

a’z? — 2dcx + a®c* + a2y2 =a* - 2d%zc + P2t =

(a® — *)a? + a*y? = a*(a® — &) (2.6)

2 _ 2 = b%. De fato, pois sendo V; um ponto da elipse, V4 F; F» um triangulo isésceles

Perceba que a
de base F1F5 e V4 F1 + V Fo = 2a, tem-se que V4 F} = V4 F5 = a. Dessa forma o triangulo retangulo

OF1V, tem hipotenusa de medida a e catetos de medidas b e c.

E entdo dividindo ambos os membros da equacao (2.5) por a?b?, obtem-se,

2.1.3 Equacgao da hipérbole

E por fim, para a equagao da hipérbole considere mais uma vez a equacao (2.3), mas desta vez
tomando € > 1, tem-se que 1 — €2 < 0, donde € — 1 > 0, assim,

y? =

e2—-1 €e-1

2\, y? —4p? 1
_( _ 1) &
<$+1—€2> TeiTe\e”

) 2 /2 4262
P ) +€y B P

4p / 2
62_1.%'—|- =

(1 _ 62)$/2 o 4px’ _|_y/2 — _4p2 o _x/2 _

= =
217 (-1
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2p \*, y* 2pe \?
/

_ — _ =
<x+62—1> Te e2—1

/ 2p 2
(ar + 52—1) N y/2 DR
2pe 2 2pe 2
€—1 e2—1
2
(w'—i— 2p ) 2
—1
‘ S (2.7)

2pe 2 2pe 2
e?—1 e2—1

. ~ - . 2
E assim, fazendo entdao uma translacao de eixos coordenados de modo que ponto (—62 2 1,0)

passe a ser a origem, obtem-se um novo sistema de coordenadas cartesianas z””O”y"” no qual:

r_ 0 2p
{:c-x Z1

y/ — y//

E dessa forma a equagao (2.6) reduz-se, no sistema de coordenadas z”’0"y”, & forma que é a
equacao caracteristica de uma hipérbole,

$//2 y//2 1
a? 2

2pe _ 2pe
Sqeb= -

Em que a =

Outro processo para a deducao a equagao da hipérbole consiste em considerar uma hipérbole
qualquer em um sistema de coordenadas cartesianas xOy, veja a figura (2.4), com as seguintes

caracteristicas:

e Focos: os pontos F) e Fy;

e Vértices: V1 e Vo, intersecao da hipérbole com a reta que passa pelos focos Fi e Fb;
e Eixo focal: segmento V15 de comprimento 2a;

e Distancia focal: distancia entre os focos de comprimento 2¢;

e Eixo transverso: segmento V3V, de compriento 2b, tal que ¢ = a? + b?;

e Centro O: intersecao dos segmentos V1V, com a sua mediatriz;

o

e Excentricidade: e = °

e Diretrizes: retas dy e do perpendiculares a reta que contém os focos e que estao a uma distancia

2 do centro;
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e Assintotas: retas suportes s; e so das diagonais do retdngulo determinado pelos pontos Vi,
Va, V3 e Vy.

Figura 2.4: Hipérbole

Assim, sendo P = (x,y) um ponto qualquer da hipérbole, fica estabelecido de acordo com a
Proposigao (1.6) que |PF} — PF5| = K, com K uma constante real positiva. Note que K = 2a, pois
sendo V7 um ponto da hipérbole, tem-se que Vi Fy, — Vi F} = 2a. Logo, também pela Proposicao

(1.6) tem-se que,

|PF| — PFy| =2a, coma<c=+(z+c)2+1y2+/(z—c)?+y2=+2a=

(x4 )2+ 92 =+2a—/(z — )2 + 42 = (x+c)’+y? = [4@2 +dav/(x — )2+ 2+ (z —¢)® + yQ] =

2

TFa/(z — )2 + 42 = a? — cx = a*2? — 2d%cx + o> + a*y? = a* — 2d%xc + A2? =

(a® — *)a® + a*y* = a*(a® — ¢*) (2.8)

Observe que como a? 4 b?> = 2, entdo a® — ¢ = —b?, logo dividindo ambos os membros da

equacdo (2.7) por —a?b?, obtem-se,
22 g2
a?
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Perceba ainda que as retas assintotas s1 : y = —gac esg Yy = 3

T sao as quais a hipérbole se aproxima,
cada vez mais a medida que os valores de = ou y cresce ou decresce. Com efeito, considerando que
a hipérbole é simétrica em relacao aos eixos x e y, tome a porcao do 1° quadrante, ou seja, x > a

ey > 0, assim

2 2 2.2 722 2
y° 9 b —b%a 9o b7 o
b—z—?—lﬁy = =Y —?(x —a’) =
2 a2
y=+-vVat-ad=y=+t— /22 (1- 5 |=y=2F-1\/1l-—5
a x

E assim fazendo lim y, temos que a hipérbole tende para o grafico da reta y = igx.
T—00

2.1.4 Identificacao de conicas a partir da equagao geral cartesiana

Uma vez determinado os valores dos coeficientes A, B, C, D, E e F da equacao (2.2), pretende-se
saber que curva representa tal equagao. Neste caso, como ja foi visto, veja que a forma que identifica
a equagao caracteristica de uma conica depende essencialmente da escolha dos eixos coordenados.
Logo, partindo da equagao (2.2), condicionada a um sistema de coordenadas cartesianas xQOy,
pretende-se realizar uma rotagao e/ou translacao destes eixos coordenados de modo a encontrar
um novo sistema de coordenadas em que a referida equagao assuma uma forma na qual seja possivel

reconhecer a figura geométrica por ela representada.

Antes observe que se os coeficientes A e C' sdo ambos nulos, tem-se que a equacao (2.2) serd
uma equagao linear e entdo representa uma reta. Mas se os coeficientes A e C ndo sao nulos, entao,
como ja foi dito, é necessario realizar uma rotacao e/ou translagao nos eixos coordenados de modo

a obter um novo sistema de coordenadas.

Para primeiro fazer a rotagao dos eixos coordenados, suponha que (x,y) e (&, 7) as coordenadas
de um ponto P nos sistemas de coordenadas zOy e :%O@, respectivamente, em que ﬁ:Og) é o sistema
resultante de xOy através de uma rotacao de um angulo 0, veja na figura (2.5). Desta forma,
observando tal figura, veja que os valores de x e y em funcao de Z, 4 e 6, pode ser dado da seguinte
forma:s:

t=0M =0ON — MN = Zcosf — ysinf
y=MP=MM +MP=NN"+ M'P = Zsinf + jjcosf

Agora veja como determinar a amplitude do dngulo € necessario para uma mudanga adequada

do sistema de coordenadas.
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Figura 2.5: Rotagao de eixos

Proposicao 2.1. O dngulo 6 necessdrio para mudanca do sistema de coordenadas necessdrio para

eliminar o termo em xy da equacdo
Az’ + Bxy+Cy* + Dz +Ey+F, B#0
pode ser determinado pela formula,
A-C

cotg (20) = 5

=1 y (A=C
—zarccog B .

Demonstracao. Fazendo a substituicao das férmulas de rotacao,

ou

xr = 3Zcosl — g sen 6
y =2 sen 0 + gcosf

na equacao, Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, obtem-se,

A#? + Big+ Cy*+ Di+ Ej+F =0
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em que,
A = Acos? 0 + B cosfsenf + Csen26
B = Bcos(20) — (A — C)sen(20)
C = Asen20 — B cos fsend + C cos? 0
D = Dcosf + Esenf
E = —Dsenf + E cos 6

Note ainda que o coeficiente F' é invariante por rotagao.
Assim, para eliminar o termo em 2y, deve-se ter B = 0, logo

. A-C
B = Bcos(20) — (A —C) sen(20) = 0 < cotg(20) = —5 (2.9)
Fazendo as substituicoes,

cotg?f — 1 A-C
Cotg(29) = W e\= T

tem-se que,

cotg?f — 2Xcotghd — 1 = 0 < cotgh = A + /1 + A2 c0m0<9<g

Portanto, é garantido que a equacao (2.9) possui duas solugoes reais distintas e assim fica

provada a proposicao. ]
Dessa forma, aplicando uma rotagao segundo um angulo 6 a equagao (2.2) fica reduzida a forma,
A#? +C*+Di+ Ej+F =0. (2.10)

Para fazer a translagao, lembre que, sendo (x,y) e (Z,7) as coordenadas de um ponto P nos
sistemas de coordenadas zOy e TO7, respectivamente, em que ZO7F é o resultante de Oy através

de uma translacdo segundo um vetor (h, k), de acordo com figura (2.6). Pode-se entdo obter os

valores de x e y em funcao de T e ¥, a saber:

r=MP=MM +MP=h+7T
y=NP=NN +NP=k+7y

Sendo assim, pretende-se determinar as coordenadas do vetor (h, k) necessario para a mudanga

dos eixos. Para isso considere dois casos: o primeiro caso serd quando um dos coeficientes A ou C'
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Figura 2.6: Translacao de eixos

é nulo; e o segundo quando ambos os coeficientes A e C' nao sdo nulos. Veja ainda que se ambos os

coeficientes A e C' sdo ambos nulos, entao a equacao (2.10) representa uma reta.

Para o primeiro caso, suponha, sem perda de generalidade que o coeficiente A= 0, logo é feita

uma translacao baseada na proposicao a seguir.

Proposigao 2.2. O vetor de coordenadas (h, k), necessdrio para uma transla¢ao de eixos em que

elimina os termos 4 da equacdo,
A2+ CiP +Di+Ej+F=0

pode ser calculado pela solu¢do do sistema,

{ h=0
_ _E
k= 2C
Demonstracao. Fazendo a substituicao das férmulas de translagao,
T=T+h
y=y+k

na equagao (2.10), obtem-se,
Cy*+Dz+Ey+F =0
com - . .
E=2Ck+F
F =Ck?+ Dh+ Ek + F.
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Perceba que os coeficientes A e D invariantes nesta rotagao.

Assim, para eliminar os termos 7, deve-se ter E = 0 e, portanto, as equacdes do sistema (2.11)

ficam determinadas. O

Logo, apés esta translagao de eixos, a equagao (2.10) fica reduzida, no sistema de coordenadas
707, a forma,

CP+Dz+F=0 (2.12)

Nesta forma, pode-se identificar mais facilamente qual figura tal equacado representa. O leitor

pode verificar que:

e Se C e F tem o mesmo sinal e além disso D = 0, entao nao existem pontos que satisfazem

tal equacao, logo esta representa o conjunto vazio ;

e Se C e F tem sinais contrarios e além disso D = 0, entao a equagado representa um par de

retas paralelas;

eSeF=0¢D # 0, entao a equagao é uma parabola;

e Se I, D # 0, entdo ap6s novamnete uma translacio segundo um vetor (iF , 0) é possivel ver

D
que se trata de uma pardbola.

Para o segundo caso, observe, na proposicao logo a seguir a translagao necessaria para melhor

identificar qual curva representa a equagao (2.10).

Proposicao 2.3. O vetor de coordenadas (h, k), necessdrio para uma transla¢ao de eixos em que

elimina os termos T e ¥ da equacgao,
AR+ CP + D2+ Ej+ F =0,
pode ser calculado pela solugcdo do sistema,

{ 2Ah+D =0 (2.13)

20k +E=0
Demonstracao. Fazendo a substituicao das férmulas de translagao
T=T+h
J=9y+k
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na equagao (2.10), obtem-se,
AR+ CyP? + D+ Ey+F =0

com

D =2Ah+ D

E=20k+E

F=Ah+Ck?+ Dh+ Ek+ F

Perceba que os coeficientes A e B invariantes por rotagao.
Assim, para eliminar os termos T e 7, deve-se ter D = E = 0 e, portanto, as equacoes do sistema
(2.13) sao determinadas. O
Logo, finalmente a equacdo (2.10) reduz-se, no sistema de coordenadas O3, a forma,
AT+ Cg? +F =0, (2.14)

Pode-se assim, facilmente identificar que figura a equagao (2.10) representa no novo sistema de

coordenadas. De fato, acompanhe:
e Se A, C e F tem o mesmo sinal, entao nao existem pontos que satisfazem tal equacgao, logo
representa o conjunto vazio;

e Se A e C tem 0 mesmo sinal e F = 0, entao o tnico ponto que satisfaz tal equagao é o ponto

(0,0), ou seja a equagdo representa um ponto;

e Se A e C possuem o mesmo sinal e F' tem sinal oposto ao sinal deles, entdo a equagao

representa uma elipse ou uma circunferéncia;

e Se A e C tem sinais opostos e F' = 0, entdo tal equacio representa um par de retas concor-

rentes;
e Se A e C tem sinais opostos e F' # 0, entdo a equacdo é uma hipérbole;
Exemplo 2.1. Considere a equacdo cartesiana geral da conica,
522 + 6zy + 5y? — dx + 4y — 4 = 0. (2.15)

Para primeiro realizar uma rotagao de eizos, veja que sequndo a Proposicao (2.1), um dos dngulos

0 necessdario para realizar a rotacdo adequada serd:

1 5-5\ 1 .
0= iarcctg <6> = Earcctg(O) = 45°.
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Logo, a equagao (2.15) em um novo sistema de coordenadas ;%Og), terd a forma:

832 4+ 297 +4V2) —4 =0 (2.16)

Ja para realizar o translagdo, a Proposi¢ao (2.12) indica que o vetor necessdrio para uma

translacao adequada de eixos serd:

(h,k) = (0,—V2).

Logo, a equagdo (2.16), no sistema de coordenadas TO7, assume a forma:

—2
8@%2@2—8:0@@%%:1.

Portanto, uma elipse em que seu eizo maior estd sobre o eixo y.
Exemplo 2.2. A equacdo 42> — 4xy + 32 + 32z + 34y + 89 = 0 representa uma pardbola.
Exemplo 2.3. A equacdo 42> + 9y — 40z + 36y + 100 = 0 representa uma elipse.

Exemplo 2.4. A equagio 2% — 2y? + 6x + 4y + 9 = 0 representa uma hipérbole.

2.1.5 Equacao da reta tangente a uma conica

Para estabelecer uma caracterizacao de retas tangentes as conicas, considere que o procedimento
geral para obter a equacao da reta tangente num ponto P = (xg,yo) de uma curva, consiste em
determinar o valor do coeficiente m da equagao da reta r : y — yo = m(z — xp), uma vez que
m = tg «a é o coeficiente angular da reta tangente em P, conforme a figura (2.7). Assim, isolando
o valor de y na equacao da reta e substituindo o resultado na equacao da conica, obtem-se uma
equacao em x na forma,

Az’ + Bz +C =0, (2.17)

cujas raizes sao:

_ —B+VB?—4AC -B+VA
B 24 24

T

A esta 1ltima equacao deve-se impor que A = 0, j4 que deve ter apenas uma unica solucao.

. . o B
Isso implica que xg = —g5%.
Com isso considere entao uma elipse de equagao,

v’2? + a*y? = a?b?, (2.18)
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Figura 2.7: Reta tangente a uma curva

com a,b > 0. As retas tangentes aos vértices Vi = (—a,0), Vo = (a,0), V3 = (0,b) e V4 = (0, —b) sao
as retas verticais x = +a, e as retas horizontais y = £b. Em um outro ponto P = (z¢, 39) qualquer
da elipse, as retas tangentes obtem-se, através da substituigao da equagao da reta y = m(x—x9)+yo
na equagao (2.18). Assim, tem-se que uma equagao da forma (2.17) em que,

A=+ a’m?

B = 2ma?®(yo — mwo)
C = a®(yo — mzo)? — a?b?

E como deve-se ter zg = —%, obtem-se,

2ma2 (yO - mxo)

0 262 + a2m?)
= — a*(yo — mao)m
0 b2 + a2m?2
l’on
m = ——
Yoa

Assim, a equacao da reta tangente a elipse no ponto P sera:
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Considere agora uma parabola de equagao ,
y? = 4pz, (2.19)

com p > 0. No vértice V = (0,0) a reta tangente é a reta vértical z = 0. Em um outro ponto
P = (z9,y0) qualquer da pardbola obtem-se, através da substituicdo da equacao da reta y =
m(xz — xo) + yo na equacdo (2.19). Dessa forma, encontra-se a forma da equagao (2.17) em que,

A=m?

B = 2(yo — mxo)m — 4p)

C = (yo — mxo)?

E, assim, deve-se ter novamente que xy = —% e entao,
2(yo — mzg)m — 4
v = — (Yo 0; p) -
2m
—mxg)m — 2
v = W0 02) N
m
2p
m = —,
Yo
em que a equacao da reta tangente a parabola no ponto P sera:
2p
y = —(x — o) + vo-
Yo

E, por fim, sendo a equacao da hipérbole,

va? — ay? = a®b?, (2.20)

com a,b > 0. Nos vértices Vi = (—a,0) e Vo = (a,0) as equagbes da reta tangente sdo as retas
vérticais = £a e para um outro ponto P = (z,y) qualquer da hiperbole as retas tangentes obtem-
se, novamente, através da substituicdo da equacao da reta y = m(x — z9) + yo na equagao (2.20).
Deste modo, ganha-se forma a equacao (2.17) em que,

A=0b%—a*m?

B = —2m02(y0 - m$0>
C = —a?(yo — mwg)? — a’b?
E, assim como deve-se ter zg = —%, tem-se:

—2ma?(yo — mao)
x0 —

2(b% — a?m?)
_ad*(yo — mzo)m
To = T a2me
mobz
mo= 2
Yoa
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Assim, a equagao da reta tangente a hipérbole no ponto P sera:

B xob?
y_yoaz(x 900)+yo

2.2 Equacao polar de uma conica

O sistema de coordenadas polares é um sistema de duas coordendas em que cada ponto no
plano é determinado por uma distancia e um angulo em relacdo a um ponto fixo de referéncia. O
ponto de referéncia é chamado pdlo e a semirreta de origem no pélo é o eixo polar, de acordo com

a figura (2.8).

Para determinar a localizacao de um ponto P no sistema de oordenadas polares, considere um
ponto O (pdlo) como referencial fixo e uma semirreta Oz (eixo polar). O segmento de reta OP de
comprimento r é chamado de raio vetor e o anngulo 6 formado pelo eixo polar Ox e o segmento

OP sao dados pela par ordenado (r,0).

P(r . 6)

a Ebvo polar x
(Polo)

Figura 2.8: Sistema de coordenadas polares

Feito isso, a fim de relacionar os sistemas de coordenadas polares e cartesianas, faca com que
o pdlo coincida com a origem do referencial cartesiano e o eixo polar coincida com o semieixo Ox,

conforme a figura (2.9).

Assim, veja que o ponto P tem coordenadas cartesianas (z,y) e coordenadas polares (r,0) e
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o
O S

Figura 2.9: Relagao entre coordenadas polares e cartesianas

além disso, que através do triangulo OAP, tem-se as relagoes:

x =rcost
y =rsinf
r2 = g2 4 42

tanf =2, 2 #0

Com isso, para determinar as equagoes polares das conicas, considere dois casos:

e Primeiro caso: A diretriz d é perpendicular ao eixo polar, como pode ser visto na figura

(2.10).
AV d
--------- oD
F=0Y. .y >
r cosd 4 x
z
(F) Diretriz a direita do foco (i) Diretriz & esquerda do foco

Figura 2.10: Diretriz perpendicular ao eixo polar

Assim, para este caso, considere P um ponto qualquer da conica de coordenadas polares (r, 0),
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sendo F um dos focos. Considere ainda que p é diatancia de F' a reta d. Assim, tem-se,

PD =p—rcosf, se a diretriz estiver & direita do foco F, veja a figura [2.10(i)];
PD =p+rcosf, se a diretriz estiver & esquerda do foco, conforme a figura [2.10(ii)].

Logo pela Proposicao (1.4), % = €, em que € representa a excentricidade da conica. E assim,

pfrrcose =¢, se a diretriz estiver a direita do foco F;
m =¢€, se a diretriz estiver a esquerda do foco F.

ou, equivalentemente,

€p
- 2.21
" 1+ ecosd ( )

e Segundo caso: A diretriz d é paralela ao eixo polar, como ser notado pela figura (2.11).

k 4

L 4

{é) Diretriz acima do foco {if) Direfriz abaixo do foco

Figura 2.11: Diretriz paralela ao eixo polar

De forma analoga ao primeiro caso, tem-se,

PD =p—rsenf, se a diretriz estiver acima do foco F, veja a figura [2.11(i)];
PD =p+rsenf, se a diretriz estiver abaixo do foco F, conforme a figura [2.11(ii)].

E assim, novamente, pela Proposicao (1.4),

m = ¢, se a diretriz estiver acima do foco F;
m =¢, se a diretriz estiver abaixo do foco F.

ou, equivalentemente,

€p
= 2.22
" 1+ € senf ( )

E portanto, a equagao polar de uma conica pode ter a forma de uma das equagoes (2.21) ou
(2.22). Além disso, como j4 foi dito, se € = 1 a conica é uma pardbola, caso € > 1 a conica é uma

hipérbole e se por ventura 0 < € < 1 a cbnica é uma elipse.
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2.3 Equacao paramétrica de uma conica

A parametrizacao de uma curva pode ser vista como o caminho de uma particula, no plano, ao
longo de um intervalo de tempo, ou seja, a parametrizacao consiste em descrever cada ponto da

curva em funcao da variavel ¢.

2

Para uma circunferéncia de equacao C : 22 + y? = r2, com raio r e centro na origem, conforme

a figura (2.12), tem-se que,

Figura 2.12: Circunferéncia C

<

_z —
cost = y ;3 tER& v =rcost ; teR (2.23)
sent =< y=rsent

em que fazendo t percorrer os valores do intervalo [0, 27), tem-se todos os pontos da circunferéncia.
Portanto, o sistema de equagoes (2.23) representa uma possivel parametrizagao da circunferéncia

C.

. . . U 2 . . .
Com isso, sejam a elipse £ de equagao %5 + % = 1 com centro na origem e a circunferéncia C’
’ a b
de equacdo a® 4+ 32 = 1 de raio 1 e centro na origem. Perceba que pelo sistema de equacdes (2.23),

tem-se,

= t a=sent
' T qeRr ol .t € R.
{B—sent pelk, ou B8 =cost '’ <

Assim, note que,

(z,y) € € & (o, B) = (%%) e
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e assim obtem-se duas possiveis parametrizagoes da elipse &:

- T = acost HER, e £: r=asent teR
y=>bsent y = bcost

Para o caso de uma hipérbole Hg equildtera de equacio 22 —y? = 1, considere as funcoes cosseno

e seno hiperbdlicos, respectivamente,
b —t t_ —t
e +e e —e
cosht:—i_T e senht=——— teR,
veja na figura (2.13) os respectivos gréficos destas fungoes. Perceba que os pontos (cosht,senh ¢)

e (—cosht,senh t) pertencem a hipérbole Hy, pois

2t —2t 2t —2t
2 -2
costh—senht2:e tote _ € te =1
4 4

para todo t € R.

cosht

senht

Figura 2.13: cosht e senh ¢

Veja que variando t em R tem-se que x = cosht (x = — cosht) percorre todos os valores em
[1,4+00) (respectivamente, (—oo,1]), enquanto y = senh ¢ percorre todos os valores reais. Assim,

obtem-se uma parametrizacao para o ramo positivo, Har :

x = cosht
R 2.24
{ y =senh t teXk, (2.24)
e uma parametrizacao para o ramo negativo, H:
x = —cosht
{ y = senh ¢ teR (2.25)
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Considere agora a hipérbole H de equacao z—i — g—z = 1 e a hipérbole Hg : a® — 5% = 1, pelas
equagoes (2.24) e (2.25) tem-se que,

o = +cosht
%Oi{ﬂzsenht ; teR.

Assim, note que,
(l‘,y) EH= (aaﬂ) = (E 7) € HO,

logo obtem-se as equagoes paramétricas da hipérbole H,

’H:{ x = tacosht teR

y=>bsenht

E, por fim, para o caso da pardbola P de equacio y?> = 4px, tome y = t e assim,

x—ﬁ
P A
y=t

2.4 Aplicacao: As leis de Kepler

Desde muito cedo a humanidade ja procurava entender os fenémenos astronémicos. A mitologia
grega, romana e de outros povos do passado colocavam seus deuses no céu e procuravam explicar
os fendmenos observados como manifestagdes divinas. Os filésofos da Grécia Antiga foram os que
pela primeira vez tentaram explicar os movimentos dos corpos celestes sem recorrer aos mitos e a
religidao. Foram através de seus estudos que surgiram as primeiras descri¢oes dos movimentos dos

planetas.

O 1ltimo grande astronomo da antiguidade, Clatidio Ptolomeu, que viveu no século II d. C.
propos um sistema planetario geocéntrico, com a Terra como centro do universo, sendo que a Lua
e o Sol descreveriam orbitas circulares em torno da Terra. Com relacao aos demais planetas, cada
um descreveria Orbitas circulares em torno de um centro que, por sua vez, descreveria outra érbita

circular em torno da Terra.

Somente no século XVI foram levantadas novas hipdteses sobre o universo com o astréonomo
polonés Nicolau Copérnico, que em sua obra sobre a revolugao dos corpos celestes, afirmou que o
Sol é o centro do Universo e os seis planetas conhecidos descreveriam érbitas circulares em torno

do Sol. Mas foi com Galileu Galilei com a utilizagdo de instrumentos épticos nas observacoes
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astronomicas que possibilitou obter melhores evidéncias a favor do sistema planetario heliocéntrico

de Copérnico.

Coube enfim ao astronomo alemao Johannes Kepler, por volta de 1596, estabelecer de forma
definitiva como os planetas se moviam ao redor do Sol. Kepler herdeu de Tycho Brahe registros de
suas precisas observacoes possibilitando, apés muito estudo, enunciar as trés leis que descrevem o

movimento planetario.

2.4.1 A 12 Lei de Kepler

A primeira Lei de Kepler afirma que: um planeta gira em torno do sol em uma drbita eliptica
com o sol em um dos focos. Para mostar esta afirmacgao considere que como a forca gravitacional
exercida do sol sobre um planeta é bem maior que as forcas exercidas por outros astros, pode-se
entao desconsiderar todos os outros corpos do universo, exceto o sol e um planeta girando em torno
dele. Sendo assim, tome um sistema de coordenadas com origem no sol e seja 7 = r(t) o vetor
posicao do planeta. Dessa forma, tem-se entdo que ¥ = 7’ e @ = 7" sio os vetores velocidade e

aceleracao respectivamente.

Além disso, é necessario considerar duas leis propostas por Newton. A 2% Lei de Newton,
também conhecida como Principio Fundamental da Dinamica que diz que a forca resultante ? que

age sobre um corpo deve ser igual ao produto da massa do corpo m por sua aceleracao 7, ou seja,
F=md.

E a Lei da Gravitagao Universal, na qual dois corpos atraem-se com forca proporcional as suas
massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que separa seus centros de gravidade,

ou seja,
Fo-Clmy  Gmag

r3 r2

Em que ? é a forga da gravidade sobre o planeta, G a constante gravitacional, M e m as massas

do planeta e do sol respectivamente, r = ||7|| e U = %7

Perceba ainda que igualando estas duas leis de Newton para ?, tem-se que

=M

a = —
r3

. , . — ~
Assim, ¢ paralelo a 7, com isso segue que Txd=0ce entao,

P T =P X TP T =T x T+ xB=T > P T =T,
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— —
em que o vetor h é um vetor constante. Assim, o vetor 7= r(t) é perpemdicular a h para todos
os valores de t, logo o planeta estd sempre em um plano que passa pela origem e é perpendicular a

ﬁ. Portanto, o planeta se move em um plano e sua orbita é uma curva plana.

Agora perceba que,
H=TxT =TxT =r@x(r) =rd x (@ ') = r2 (@ x Q) +rr' (T x D) = r2(T x D).
Logo,

@ x =M (2% < W) = —GMT % (T x W) = —GM(T, BT — (T, D)D),

2
Mas perceba que (W, ) =1e (&, ') = 0 assim,

TXH=GMT = (T xR =T xH=axh =GMT".

Integrando ambos os lados desta iltima equagao tem-se
ﬁ
Uxh=GMU+7.

em que @ é um vetor constante.

Para escolher um sistema de eixos coordenados coviniente com esta situagao, ponha o vetor
a7 . - . . - -

da base canonica k = (0,0,1) na mesma diregdo do vetor h. Veja assim que U x h e U sao
. - - . . .

perpendiculares a h , logo pela equagao anterior o vetor < pertence ao plano XY. Assim, também

— ..
é oportuno por o vetor i = (1,0,0) na direcao do vetor z.

Se 6 é o angulo entre os vetores 7 e 7, entdo (r,0) sdo as coordenadas polares do planeta,

assim,
<7>,7><ﬁ> = (7, GMU+7) = (GM7,U)+(7, ) = (GMru, d)+|7|| €| cos§ = GMr+recosh.

Em que ¢ = ||, entdo . R
(7,0 x ) 1 (7, U xh)

"= GM +ccos  GM 1+ecosf

Ainda sim, perceba que

(T x B) = (T x T, B)=(H, 1) =|R|? = h?
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Logo,
h?/GM eh?/c
r= = .
1+ ecosb 1+ecost

E pondo d = h—j, obtem-se,

ed
r=—.
1+ ecosf

Portanto, como a equacao anterior representa a equacgao polar de uma conica de foco na origem
e excentricidade e e a Orbita de um planeta é uma curva fechada, tem-se entao que esta curva

descreve necessariamente uma elipse.

2.4.2 A 2?2 Lei de Kepler

A segunda Lei de Kepler conclui que: uma reta que liga o sol a um planeta, percorre dreas
1guais em intervalos de tempo iguais. Para mostrar isso, considere que a érbita do planeta seja uma
elipse no plano XY e que r = f(6) seja uma funcdo polar da 6rbita com o sol no foco O. Seja Py
a posigao do planeta na posicao tg e P a posicao no instante ¢t > t3. Adote ainda 6y e 0 os angulos

medidos no eixo x-positivo para OFy e OP respectivamente.

Assim, usando a férmula da area em coordendas polares, tem-se que a area percorrida por OP

no intervalo [tg,t] é determinada por:

Sendo assim, como # depende do tempo, tem-se que pela regra da cadeia:
dA  dAdO 1 ,df
—_—=—— = =T —,
dt dg dt 2 dt
_>
Veja agora que sendo T =rcos 97 + rsin 97 + 0k, o seu versor é dado por:

1 — — —
U =-7=cosOi +sinfj +0Fk.
r

Logo,
@*— in@dfe_')—f— ed—e_“ro?
FTa S 7 1 + cos dtj .
E assim, -
dd o d0—= 5 dl—  di—
xﬁ—cos Gak + sin Hak —%k
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Tomando h o vetor constante obtido na demonstracao da primeira lei, tem-se que,

— 2< d7> - ,df o df

— —
h =r X — :h:rakéh:“h\]:ra.

dt

Entao pela equagoes anteriores tem-se,

dA 1
— = —h.

a2
Portanto, a taxa de variacao da area A em relagdo ao tempo é constante e entdao OP percorre

areas iguais em intervalos de tempos iguais.

2.4.3 A 32 Lei de Kepler

A terceira Lei de Kepler confirma que: o quadrado do periodo de revolugao de um planeta € pro-
porcional ao cubo do comprimento do maior eixo de sua orbita. E para ver isso use as demonstracoes
anteriores, ou seja, admita que a érbita planetaria é dada pela equacao

ed

"= 14+ ecosf’

h? (.
Em que ed = z3; e e = 3. Sendo T' o tempo necessdrio para que o planeta complete uma

revolugao em torno do sol, tem-se que a drea percorrida no intervalo de tempo [0, T] é dado por

T
dA 1
A—/dtdt— t—§hT.
O

N
>
S8

Assim, %hT ¢é a area limitada pela elipse. No entanto, a area de uma elipse cujo eixo maior de

comprimento 2a e eixo menor de comprimento 2b é dada por wab, logo

1 2mab
A= ShT =mab=T = ”ha .
Sabe-se ainda que,
2 b2
e=-———"=ca=Va2 -0 =%’ =a® - b* = b =a*(1—é?).
a
Dessa forma, tem-se que,
T2 _ 4r2a’b? _ 4r2a*(1 — 62)‘

h? h?
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Além disso, sabe-se que da relcao ¢ = ea, tem-se que a distancia d entre o foco e a diretriz é

dada por
1— 2
d:g_c:g—eazia( 6):>ed:a(l—62).
e e
Logo, tem-se que
T2 dr’at ed  4An?a?
= h2 ; = h2 ed.
E como ed = Gh—;, tem-se entao que
o Am?a® h? 72 42 3
h? GM - GM
Pondo k£ = % obtem-se, portanto,
T? = ka®
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Capitulo 3

Abordagem Projetiva

O modelo geométrico usado até o momento, a Geometria Euclidiana, postula a existéncia de
retas que nao se interceptam, as chamadas retas paralelas. A Geometria Projetiva, nega este
fato, ou seja, constréi um modelo em que quaisquer duas retas distintas se interceptam em um
unico ponto. Os trabalhos pioneiros foram protogonizados por Girard Desargues (1591-1661), em
1639 na obra Brouillon Project d’une atteinte aux évenements des rencontres du Cone avec un
plan, pérem estes conceitos foram consolidados a partir da publicacao em 1822 da obra Tratado
das Propriedades Projetivas das figuras, do matematico e engenheiro francés Jean-Victor Poncelet
(1788-1867). Nesta obra Poncelet utilizou uma linguagem semelhante a da Geometria Analitica,
oferecendo meios proprios para demonstrar as propriedades de que gozam as figuras. Na Geometria
Projetiva nao faz sentido conceitos métricos como angulos e distancias, mas ha outros conceitos
e propriedades que podem ser analisados, como as relagoes de incidéncia e colinearidade entre

diferentes objetos.

Neste ultimo capitulo, as conicas serao trabalhadas segundo uma visao da Geometria Projetiva,
Geometria pouco explorada nos cursos de graduagao e pos-graduacao de Matematica. Assim, por
usar um modelo geométrico pouco usual e diferente do que foi usado anteriormente, esta ultima
parte do trabalho serd abordado de maneira um pouco mais detalhada, pois antes de definir uma
conica segundo uma visao projetiva, é necessario conhecer os conceitos de ponto, reta e plano
projetivo. Mas mesmo com um pouco mais de riqueza nos detalhes, o leitor terd que ter nocoes
de Geometria Analitica no espago, veja em [2], além de conhecimentos introdutérios de Algebra

Linear, para isto consulte [I1] e de alguns resultados vistos no capitulo 2.
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3.1 O plano projetivo RP?

Considere o conjunto obtido do R3 sem o vetor O = (0,0,0), ou seja, o conjunto R3 \ {O}.

Assim, um plano ax + by + cz = 0 em R3 \ {O} é um plano perfurado na origem.

Definicao 3.1. Chama-se plano projetivo, RP?, o conjunto quociente obtido de R3\ {O}, com a

sequinte relacao de equivaléncia, E|
v~ w & existe um numero real A # 0 tal que v = Aw,

ou seja, RP? = (R3\ {0})/ ~.

Um elemento deste plano (uma classe de equivaléncia) é chamado de ponto projetivo ou sim-
plesmente ponto, denotado por uma letra minuscula com uma barra em cima, v. Dessa forma, v
é um subconjunto de R3 \ {O}, que pela relacio de equivaléncia ~, é um conjunto dos miiltiplos

nao nulos de v, ou seja,
v={ ;AeR e X#0}.

A aplicacao projecao é uma funcao definida por:
Y :R3\ {0} — RP?

v — Y)=7

Para fins de notagao sendo v = (v1,v2, v3) um vetor de R3\ {O}, ponha ¢(v) = v = (vq,v9,v3) =

(v1 : v2 : v3), em que a terna U = (v1 : v : v3) sdo chamada de coordendas homogéneas de T.

Para melhor entendimento do plano projetivo RP? perceba que para cada classe de equivaléncia
T = (v1 : vy : v3) € RP? pode-se determinar dois elementos na esfera unitaria S> ¢ R?\ {O} na

classe de equivaléncia de v, a saber,

1 1
U=——v e —uU=——0u.
[[v]] ||l

Perceba que a divisao pela norma estd bem definida, uma vez que ||v|| # 0. E como u e —u
sdo multiplos nao nulos um do outro, entdo valem as igualdades 7 = w = —u. Dessa forma, tem-se
uma funcao projecao sobrejetora, que é a restricao da funcao projecao antes definida, ou seja,

Yo :S? c RP? — RP?

u — Yo(u) =1,

Uma relacéo de equivaléncia é uma relacdo bindria entre elementos de um dado conjunto, que satisfaz as propri-
edades de reflexividade, simetria e transitividade.
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tal que para cada ponto T o conjunto pré-imagem é formado por dois pontos de S?,

v (@) = {%,_1@}

ol ol

Visto isso, note que sendo u,v € S?, diz-se que,
U~NVE U=V 0u U= —u.

Portanto, pode-se ter um outro modelo de plano projetivo RP? = S?/ ~. Se for considerado somente

o hemisfério norte da esfera unitaria,
2
He, = {u € 5% (u, e3) > 0}»

a restricio da fungdo projecio vy : He, C S? — RP? é sobrejetiva, mas nao é injetiva, uma vez

que podem ocorrer duas pré-imagem de um ponto projetivo, @ = (uy : ug : ug) por ¥yo:

L. gt (@) = {u}, se uz > 0;

2. g (@) = {u, —u}, se uz = 0.

Um grande circulo ou reta eliptica é o conjunto obtido pelo intersecao de um plano que passa
pela origem O com esfera unitaria S?. Dessa forma, considere a reta eliptica r., C S? como sendo
a intersecao da esfera unitaria com o plano z = 0. A imagem desta reta r., pela projegao v é

chamada de conjunto de pontos ideais, I, ou seja,

I ={u € RP? T=(x:y:0)}.

Assim, observe que a projegao 1) aplicada ao conjunto He, \ 7., estabelece uma relagao biunivoca
sobre RP? \ I, pois desta vez a injetividade é garantida. De fato, se @ € He, \ 7e;, entdo a pré-

imagem de w = (uj : ug : ug) por ¥y serd zpo_l(ﬁ) = {u}.

3.1.1 Retas projetivas

Sabe-se que grandes circulos em S? sdo equivalentes a retas na Geometria Euclidiana, no sentido
de que a menor distancia percorrida entre dois pontos na esfera unitaria se torna a menor possivel
quando o caminho tomado é uma das duas possiveis direcoes de um grande circulo que contém

estes dois pontos [

2ver ABREU, S. M.; OTTONI, J. E. Goemetria Esférica e Trigonometria Esférica Aplicadas & Astronomia de
Posigao. Trabalho de Conclusdo do Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional-PROFMAT. Universi-
dade Federal de Sao Joao del-Rei-UFSJ. Campo Alto Paraopeba: 2015, p. 16.
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Definicio 3.2. Um subconjunto r C RP? é chamado de reta projetiva se r for a imagem de um
grande circulo pela projecao,

Yo : S? — RP2

E sabido que a equacao de um plano I' C R3 que contém a origem O = (0,0,0) é determinada

pelo seu vetor normal n = (11, 72,13) com n # O. Assim, para o plano I';, tem-se,

Ly cma+ny +n32=0

Perceba assim que todo vetor normal An com A\ # 0 pertence a mesma classe 7 = {Ag; A €
R3\ {O}} e, dessa forma, i determina um tnico plano I';. Observe também que cada plano I,
é determinado por um tnico 77 € RP?, com efeito, pois se Iy =Ty, entdao n = A/, X # 0, logo

n,n €N eentaion =7.

Logo, como a intersegao de I',, com a esfera unitdria S* determina um tnico grande circulo e
como todo grande circulo pode ser determinado deste modo por um tnico I';, tem-se que a reta
projetiva,

r7 C RP?,

¢ obtida pela imagem da aplicacao g : 1) — RP?, com ry=IyN S2.

3.1.2 Plano projetivo dual

Sejam o plano projetivo RP? e o conjunto de suas partes, P(]RIP’Q). Escolha o subconjunto

R C P(RP?) formado por todas as retas prjetivas.

Agora note que cada ponto projetivo 77 € RP? determina um tnico plano I'z, que por sua vez
determina um unico grande circulo I'; N S?, que por sua vez determina uma tinica reta projetiva 5.
Por outro lado, uma tnica reta projetiva, r7 C RP? é determinada por um tnico ponto projetivo 7.
Com efeito, se r7 = 77 entao, pelo que foi visto no final da segao sobre o plano RP?, FnﬁSQ = Fn/ﬁSZ,

logo I'y =T,y e finalmente, 77 = 77'.
Veja entdo que hd uma correspondéncia biunivoca entre R e RP?,
Ty < 7).
Logo existem tantas retas projetivas quantos pontos projetivos.
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Assim, R serd chamado plano projetivo dual e denotado por RP?*. Sendo RP? um modelo
geométrico de RP?**. Portanto, para fins de notacdo quando, for conveniente, denota-se por uma

letra grega mintdscula os elementos de RP?*, ou seja, no lugar de 7 poe-se 7).

3.1.3 Incidéncia

Diz-se que um ponto incide em uma reta se este ponto pertence a esta reta. Do mesmo modo,
um reta incide em um ponto se esta reta intersecta este ponto. Assim, apds definir plano projetivo,
ponto projetivo e reta projetiva é interessante verificar alguns resultados sobre incidéncias. Primeiro
veja, na proposicao que segue, um critério de incidéncia entre um ponto projetivo e uma reta

projetiva
Proposicao 3.1. Dada uma reta projetiva ry € RP?* e um ponto projetivo T € RP?. Entdo,

Ty e Usdo incidentes se, e somente se,(v,n) =0

Demonstragao. Seja I'yy o plano perfurado na origem, cujo vetor normal 7. Assim,

1
vern:FnﬁSZ@E:errﬁ

1

(v,n) =0« +v el“n@i”v”

Também é necessario mostar que por dois pontos distintos existe um tnica reta que os contém.

Veja como isto pode ser verificado.

Proposicao 3.2. Por dois pontos projetivos distintos T, € RP? passa wma tnica reta projetiva,
a saber ,
r7 € RP* onde n = v x w.

v w

Demonstracdo. Sendo 7, w € RP?, tem-se que seus representantes em S? sio ol € Tholl* Perceba

que Hzi‘l?éiﬁ, Senéov:)\w7 Com)‘ERa)\#Oeen‘céoE:@.

W

o] do qual pode-se ter o plano

Pelo produto vetorial, obtem-se o vetor nao nulo n = HTUH X

perfurado na origem, I';,. Usando o produto interno, tem-se,

(ot = loll {iom) =0 e ol () = (o) =0,
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logo v, w € I'y,.

Note que, I';, é o tinico plano de R3 que contém a origem e os pontos v e w, logo este determina

a reta eliptica r, = I';, N S2. Como H%H’ ||wL|| € ), tem-se que,

o)+ ()

Pela aplicagao projegao, v (ry) = ry €, portanto, U,w € 3.

Para mostrar a unicidade suponha que exista uma outra reta projetiva rgz € RP?* incidindo em T

e w. Logo existe uma reta eliptica 19 = [y NS?, tal que 1o (ry) = rz. Como os pontos |L e §?

ol Tl
e
ﬂﬁﬁ>:0
ﬁﬁﬁ>:0

com 6 o vetor nornal ao plano I'g, tem-se entao que %H’ ﬁ eTyNS2.

Assim, 0 A0 e 0 € 27 X ﬁ, logo existe A € R,com X # 0 tal que,

foll ¥ Tl
0—A<1)x/w>
ol [Jw]]

Logo, 0 = Mo X ﬁ =17 e, portanto, r5; = 1y O

Como ja foi mencionado, o paralelismo entre retas nao é verificado no plano projetivo, ou seja,

duas retas distintas sempre concorrem em um tnico ponto. Veja a demosntracao deste fato.

Proposicao 3.3. Sejam ry e ry retas projetivas distintas. Entao, rg e rg concorrem em um unico

ponto, a saber,

T=r1nx 0 € RP?

Demonstragao. Se rg e rgz sao duas retas projetivas, entdo existem retas elipticas r, = I'; N S? e

ro = Iy N'S?, tais que Y(ry) =15 € Y(rg) = ry.

Observe que ﬁ, ﬁ € S? e que ﬁ # :l:ﬁ, caso contrdrio n = M@, com A € R, A\ # 0 e entao

n=0.

74



Considere agora que v = n x 6, assim,

com v € I';y NI'y. Dai tem-se que,

v

(%
I [|o]]

el NIy NS?, ou seja,

||U eryNry.

Pela aplicagdo projecdo, tem-se que g (HzH) € Y(ry) = rg e (H%H) € (rg) = ry, logo
Yo (ll%ll) € r; N ry. Portanto, v € ry N ry.

Para mostrar a unicidade suponha que exista w tal que w = rzNrg. Logo segue que

X0 nx@}
[l < 611" [l x 6|

v c N
— €T rg =
T

Assim, w = A(n x ) para algum A € R e A\ # 0. Portanto, w = % =n X § = 7. O

[[w]]

Definicao 3.3. Diz-se que trés pontos projetivos w,v,w sao colineares se existe uma reta projetiva

mcidindo sobre estes.

Definigao 3.4. Diz-se que trés retas projetivas ry, 17,15 $G0 concorrentes se existe um tinico ponto

incidindo sobre estas.

Veja a seguir um critério que verifica se trés pontos projetivos sao colineares, como também para
identificar se trés retas sdo concorrentes. Antes é necessario informar que o terno [u, v, w] representa
uma matriz, na qual os elementos das colunas sao formados pelas coordenadas dos representantes

das classes u, U e w, respectivamente.

Proposicao 3.4. Sejam @, T,W pontos projetivos distintos em RP%. Tem-se que, W,T,W sdo coli-

U,
neares se, e somente se, det[u, v, w] = 0.

Demonstragao. Suponha que os trés pontos projetivos sao distintos, caso contrario a demosntragao

é verificada trivialmente. Assim, dados @, 7,w € RP?, tem-se que,

O, WEr =) & ——\ ey e — e o
ul| " (o] [|w]] ul| " (o] [|w]]
< “ v >:det[u, Y ,w]=0<:>
[l [Jof|  [|wl] ul| " [Jo] " |wl|
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1 1 1

[lull ol [l

-detu,v,w] = 0 < det[u,v,w] =0
O
Proposicao 3.5. Sejam trés retas projetivas distintas rq,r5,15 € RP%**. Tem-se que as retas

T, T'g, Tz S0 concorrentes se, e somente se, det[n,0,v] = 0.

Demonstragao. Dadas ryg, 15,15 € RP?*, tem-se que,
T € (rg =o(ry)) N (rg =vo(re)) N (re =vo(ry)) ©vln, vll vive

Mm% 0,7) =0« (v,v) =det[n,0,v] = 0.

3.1.4 Geometria Afim

O espaco vetorial R? pode ser identificado com qualquer plano Euclidiano utilizando um sistema
de eixos cartesianos. J4 no plano projetivo este pode ser identificado como uma parte deste, neste
contexto o espaco R? sera chamado de plano afim. Na geometria afim nio sdo considerados grupos
de congruéncia, nem nocoes de origem, extensao ou angulos. Ela ocupa lugar intermadiario entre

a geometria euclidiana e a geometria projetiva.

Assim, o plano euclidiano R? é naturalmente identificado com o plano horizontal 7 : z = 1
(paralelo ao plano xy) em R3\ {O} que por sua vez é um plano tangente & esfera unitaria S? no

pélo norte, p, = (0,0,1). A identificagdo é simples, veja na figura (3.1) que,

(z,y) «— (z,9,1)

Figura 3.1: Identificacdo de R? em 7

Sendo assim, para cada ponto (z,y,1) € 7 C R3\ {O} determina um tinico ponto em RP?, ou

seja, (x:y:1).
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Definigao 3.5. Chama-se plano afim o conjunto AP? = {(z : y: 1) € RP?; (x,y,1) € R3}.

27— c oy - 2 < fq 77 — y
Note que qualquer ponto v = (z : y : z) € RP?, com z # 0, estd no plano afim, pois v = (g, 2, 1)
e U corresponde ao ponto (g, %) € R?, a este processo é dado o nome de identificacio afim. Além

disso, note que o plano afim é o plano projetivo sem a reta ideal I.

Definicdo 3.6. Chama-se reta afim a intersecio de wma reta projetiva com AP?.

Assim, verifique que qualquer reta projetiva intercepta a reta ideal I,,, num tnico ponto, logo

segue que uma reta afim é uma reta projetiva menos o seu ponto ideal.

O plano afim dual é o conjunto formado por retas afins, serd denotado por AP?* e uma reta afim
serd indicada tanto por 7 € AP?*, quanto por rg C AP?, em que (m1,m2,m3) com ng # 0. Assim, o

plano afim dual pode ser identificado com o plano projetivo menos o ponto 7= (0:0: 1).

Perceba que, uma reta euclidiana [ € R? fica determinada por um vetor normal n = (1,72),
nao nulo, e por um ponto no qual ela incide, p = (p1,p2) € I. Assim, a equacao linear que define a

reta sera:

L:mz+mny+n3 =0,
em que o valor da constante 13 depende do vetor normal n e do ponto p. Para identificar o plano
R? com a plano 7 C R?, em termos de equacdo, 7 : z = 1, faz-se necessario identificar
(z,y) «— (z,9,1).
Dessa forma, a reta [ fica definida como uma reta s contida naquele plano horizontal.

Por outro lado, uma reta em R3 fica determinada pela intersecdo de dois planos em R®, neste
caso, um plano vertical (perpendicular ao plano z = 0) e outro plano horizontal, a saber
) mx+mey+n3=0
s
z—1=0
Mas existem infinitos planos que interceptados pelo plano 7 : z = 1 determinam a mesma reta
s, mas entre tantos planos é preferivel aqueles que contém a origem, mais precisamente o plano

Ly ma 4+ oy + n3z = 0, em que n = (1, 72,713) um vetor normal ao plano.

Agora perceba que sendo [,/ € R? retas paralelas, mas nio coincidentes, tem-se que suas
equagoes assumem a forma,

Limz+my+n3=0

7



U':mx+my+n5 =0,

com 173 # nj5. As retas afins determinadas por elas sdo, respectivamente, 7 = (11,72,73) € U =
(m1,m2,m5), elementos de AP?*. Para calcular o ponto de intersecdo das retas afins, deve-se utilizar

o método estabelecido para o cdlculo de intersecoes de retas projetivas, ou seja,

p=nxv=(nny—men3:mn—mnns:0).

Mas perceba que este ponto é um ponto ideal que nao pertence ao plano afim. Assim, retas
euclidianas paralelas determinam retas afins que também nao se interceptam na plano afim e, dessa

forma, o ponto p é o chamado ponto de fuga o qual, aparentemente, retas paralelas se encontram.

3.2 Projetividades

As aplicagbes projetivas ou projetividades sao classificadas em dois tipos: as colineagOes e as

correlacoes. Tem-se ainda que as correlacoes podem ser polares ou nao polares.

3.2.1 Colineacoes

Definicdo 3.7. Uma colineacio é uma aplicagio bijetiva v : RP? — RP? que preserva colineari-
dade.

Segundo esta defini¢ao se u, v e w sao pontos projetivos colineares, entao as imagens ¥ (u), 1 (v) e (W)
sao também pontos projetivos colineares. Veja na proposicao que segue, que uma colineagao é in-

duzida por um operador linear em R3.
Proposicao 3.6. Seja A : R® — R3 um operador linear invertivel. Entdo a aplicacio A : RP? —»

RP?, A(T) = A(v), estd bem definida e é uma colineagio.

Demonstracio. Seja T € RP?, logo v # (0,0,0). E sendo A invertivel segue que A(v) # (0,0,0).
Logo, o elemento A(v) € RP? estd bem definido.

Seja agora v, u € R3, tais que ¥ = 7. Sendo assim, existe um ntimero real X # 0 tal que u = v,

logo levando em conta que A é um operador linear em R?, tem-se

A(u) = A(M) = MNA(v) = A(v).
Logo, a aplicacio A estd bem definida.
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Perceba ainda que

A(®) = A(w) = A(v) = A(u) =
A(w) = M (u),» e R\ 0= A(v) — A\A(u) =0 =

Av— ) =0=v= u=7=".

Além disso, dado u € R3\ O, tem-se que existe v € R3\ O tal que u = A(v), logo U = A(v) =
A(T). Assim, para todo @ € RP? existe 7 € RP? tal que @ = A(7). Portanto, segue que a aplicacio
A

¢é injetiva e sobrejetiva.

E por fim para mostrar que A é uma colineacdo, suponha que %,vew sao pontos projetivos
colineares. Pelo critério de colinealidade, visto na Proposigao (3.4), tem-se que det[u,v,w] = 0,
logo

det[A(u), A(v), A(w)] = det[[A][u, v, w]] = det[A]det[u, v, w] = 0.

Segue entdo que os pontos projetivos A(u), A(v)e A(w) sdo colineares. E assim, aplicagio A é uma

colinearidade. O

Exemplo 3.1. O operador linear A : R3 — R3, invertivel, definido pela matriz
1 0 -1
2 0 3 ,
2 2 2
induz no plano projetivo a colineacio, A : RP? — RP?, A : (z :y: 2) = (x — 2z : 2z + 32 :
2z + 2y + 22).

Perceba ainda que o operador inverso de um operador linear invertivel é também um operador
linear invertivel. E também perceba que a composicao de operadores lineares invertiveis também
é um operador linear invertivel. Diante disto, pode-se dizer que a inversa de colineacao é uma
colineacao e a composta de colineacoes é uma colineacdo. Além disso, se A é um operador linear

invertivel em R3 e u,v € R3\ O, tem-se que A(u) = v se, e somente se, A~!(v) = u, logo

An) =14 '(7) =1
Portanto, a aplicacdo inversa de um operador linear invertivel A em R? define uma colineacio
que ¢ a inversa da colineacdo definida por A.

Para construir um operador linear A : R3> — R3 basta estabelecer quais sio os valores de A

nos vetores da base canoénica C'= {ej, e2, e3}. Assim, determinados os vetores A(e1) = u, A(e2) =
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v e A(eg) = w, a matriz canonica do operador linear é a matriz [A] = [u, v, w]. Quando o conjunto
{u,v,w} forma uma base de R?, o operador linear A é invertivel. A construcdo de colineacoes
procede-se da mesma forma, porém com um grau de liberdade menor, pois é necessédrio prefixar o
valor da colineagao em quatro pontos projetivos, trés a trés nao colineares. Veja na proposicao que

segue.

Proposicao 3.7. Sejam W, T, W et pontos de RP? ndo colineares trés a trés. Entio existe uma

colineacio A : RP?2 — RP? induzida por um operador linear invertivel A : R® — R3, tal que

Aler) =1, A(ez) =0, A(ez) =w, A(1,1,1) =¢.
Mais ainda o operador linear € definido pela matriz [A] = [kiu, kv, ksw], onde ki # 0,ko # 0 e ks #

0 sao as constantes

_ det[t,v, u] det[u, t,w]

det[u,v, ]
) kil el Al N

 detu, v, w)

kl I k3

 det[u, v, w]’ B det[u, v, w]

Além disso, se um outro operador linear invertivel B : R? — R? define a mesma colineacio que

A, entio B(T) = A(T) para todo T € RP?, ou seja, B = A\A.

Demonstragao. Sejam u = (uy,u2,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws) e t = (t1,t2,t3) 0s repre-
sentantes dos pontos projetivos. Por hipdtese trés pontos diferentes nao sao colineares, sendo que

u,vet formam uma base ordenada de R3, ou seja, det[u, v, w] # 0.

Lembre que para qualquer p € RP? vale a igualdade p = kp, sendo um escalar k # 0. Logo, a
fim de cumprir a exigéncia que A(er) =u, A(e3) = v, A(e3) = w, tem-se,
Aler) = (krua, kruz, kius)

Alez) (kov1, kova, kovs)
Aleg) =  (kswi, kswa, ksws)

em que k; #0,7=1,2,3. Assim, a matriz [A] assume a forma
kiur  kovr  kgvq
[A] = /€1UQ kQUg k3w2
kius kovs ksws
Observe ainda que det[A] = kikaksdet[u,v, w] # 0, ou seja, [A] é invertivel.

Para determinar o valor dos k;s, poe-se A(1,1,1) = (t; : to : t3). Dessa forma, a condicio

A(1,1,1) = (t1,t2,t3) leva ao sistema de equagoes lineares expresso na forma matricial da seguinte

80



forma,

tl klul kQUl k301 1
to | = | kius kove kaws 1
t3 /ﬁ’u,g kgvg k3w3 1
uyp v wip k‘l

= | uz vz wy ko |,
uz vz w3 ks

e como det[u,v,w] # 0, o sistema possui Unica solu¢ao e pela regra de Cramer obtem-se os

valores k1, ks, ks como no enunciado.

Agora veja que se B(Z) = A(T) para todo T € RP?, entdo B(x) = AA(z), A # 0. Assim,
[B] = A\[A] e entao B = A\A para algum escalar A # 0. O

Proposicio 3.8. Sejam dois conjuntos de pontos projetivos {u,v,w,t}, {@, v, w,t} tais que
trés pontos quaisquer de cada um dos conjuntos nao sao colineares. Entao existe uma colineacdo

A : RP? — RP? induzuda por um operador linear invertivel A : R® — R3, tal que

A@w) =, A(0) =7, Aw) =w', A@) =T1.
Além disso, se um outro operador linear invertivel B : R® — R? define a mesma colineacio que

A entdo B = MA para algum escalar \ # 0.

Demonstracdo. Veja que é possivel construir colineacées C : RP? — RP?e D : RP? —s RP? tais

que,

Agora, como a inversa de uma colineacdo é uma colineagdo e a composta de duas colineagoes é

. . ~ ~ L = =1, . -
também uma colineacao, entao a aplicagao D o C' = é a colineagao procurada.

A demonstragdo da tultima afirmacao é semelhante a demonstracao da ultima afirmagao da

proposicao anterior. ]

Foi mostrado que um operador linear invertivel em R? induz uma colineacdo. A reciproca
deste fato também é verdadeira e constitui o Teorema Fundamental da Geometria Projetiva. Para
mostra-16 serd necessario dois lemas, o primeiro afirma que o tnico automorfismo do corpo dos
Reais é a aplicacio identidade, j& o segundo classifica todas as funcdes do R? nele préprio que

aplica retas em retas.
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Lema 3.1. Seja f: R — R € uma aplicacao nao identicamente nula, tal que para quaisquer x e

y reais valem as igualdades:

a) f(x+y)=f(x)+ f(y)
b) f(zy) = f(z)f(y)

Entao, f(z) = x.

Demonstragao. Veja os seguintes observagoes:

1% Observagao Note que f(a) = 0 se, e somente se, a = 0. Com efeito, as igualdades f(0) =
f(O+0) = f(0) + f(0) implicam que f(0) = 0. Suponha, por absurdo, que exista a # 0 tal que
f(a) = 0. Entao

x x x
f@) =1 (ag) = @i (3) =0s (3) =0

Isto significa que f é identicamente nula, uma contradicao.
2% Observacao Observe que f é uma funcao impar, pois
0=f(0) = flz+(=x)) = f(2) + f(—2) = f(z) = —f(—2).
De fato, para qualquer z real tem-se que f(z) =

1.
f(lx) = f(1)f(z), portanto, f(x)(f(1) —1) = 0. Como f nao é identicamente nula, existe xy tal
que f(z0) £ 0. Logo, /(1) = 1.

3% Observagao Afirma-se que f(1) =

4% Observagio Naturalmente, f(2?) = [f(x)]? para quaisquer z, pois f(z%) = f(zx) = f(z)f(z).
Afirmacgao 1 Para quaisquer n € Z e x € R, tem-se que f(nz) =nf(z).

Fixe z real. Para n = 0 a afirmacao é verdadeira pelas observacoes iniciais. Assuma que a

afirmacao é veraddeira para n > 0. Veja que
f((n+1z) = flnz + ) = f(nz) + f(z) = nf(x) + f(z) = (n+1) f(2).
Assim, pelo principio de indugdo, afirmagao é verdadeira para qualquer n > 0.
Paran < 0 utilize o fato da fungao ser impar, f(nz) = f((—n)(—z)) = —nf(—z) = (—n)(—f(x))

nf(z). O que completa a demosntracao desta afirmagao.
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Afirmagao 2 Para quaisquer 7 = >, com n € N e m € Nx e ainda z € R, tem-se que

f () = 5/ @)

Fixe qualquer z. Seja m # 0 um inteiro. Pela afirmacao anterior,

Logo f (%x) = % (). E assim, f (%x) =nf (%ac) = X f(x).

Afirmacao 3 f (%) = /- para todo racional 7.

Veja,

Afirmacao 4 f preserva a ordem, isto é, x < y entdo f(x) < f(y).

Seja z > 0. Como existe a > 0 tal que a® = z, tem-se que f(x) = f(a?) = [f(a)]?> > 0. Assim,
se x <y, entdo 0 < y — x. Pelo visto, 0 < f(y —x) = f(y) — f(x) e entdo, f(x) < f(y).

Para concluir a demonstracao do lema, suponha que exista xy tal que f(xg) # xg. Sem perda
de generalidade assuma f(xg) < xp. Saba-se que dados dois nimeros reais distintos, existe um
racional entre eles. Assim, escolha a racional tal que f(z¢) < a < xyp. Como f preserva a ordem
e a é racional, tem-se que a = f(a) < f(xg), uma contradigao. Logo, f(z) = x para qualquer x
real. O

Lema 3.2. Seja B uma fun¢do biunivoca tal que B : R? — R2, com B(O) = O. Se B aplica retas

euclidianas em retas euclidianas entdo B € um operador linear invertivel.

Demonstracao. O termo ”aplica retas em retas”significa que a imagem de uma reta Euclidiana esta

contida numa reta Euclidiana.

Assim, sejam [; e k retas tais que B(l;) C k. Suponha, por absurdo, que exista um ponto ¢ € k,
mas ¢ €B(l;). Neste caso, como B é biunivoca existe um unico ponto gy tal que B(qy) = q. E
claro que gy €l;. Seja lo uma reta que contém ¢y e é perpendicular a [y em ¢; € l;. Como B
aplica retas em retas e B(qo), B(q1) € k estdao em B(lz) C k. Agora, dado um ponto qualquer p
de R?, ele pertence a uma reta [ que intercepta l; Uly em pelo menos dois pontos, chamados de p;
e pa. Novamente, como B(p1), B(p2) € k segue que B(l) C k. Isto mostra que B(R?) C k. Uma

contradicao, pois B é sobrejetiva. Portanto, s existe a reta [; tal que B(l;) = k.
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Seja agora, l1 e lo retas paralelas. Pelo que foi visto, suas imagens B(l1) e B(l2) sdo retas
distintas. Suponha, por absurdo, que exista um ponto de intersecdo p € B(l;) N B(l2). Sendo
assim, a pré-imagem B~!(p) tem pelo menos dois pontos, um em cada reta paralela, contradizendo
a hipdtese de B ser biunivoca. Portanto, imagens por B de quaisquer duas retas paralelas sao duas

retas paralelas.
Afirmacao 1 Seja {v,w} é uma base R? entdo B(v + w) = B(v) + B(w).

A hipdtese de ser uma base implica que v e w nao sao nulos e nao colineares. Sejam [y e s as
retas distintas que concorrem na origem e tais que v € I3 e w € lp. Sendo assim, {v+w} =1 N1},
em que l} é a reta que passa por w e é paralela a reta l;, enquanto [} é a reta que passa por v e é
paralela & lo. Veja ainda que, B(O), B(v) € k1 = B(l1) e B(O), B(w) € ks = B(l2).

Como kj e ko sdo retas distintas, tem-se que 8 = {B(v), B(w)} é uma base de R?, pois nenhum
vetor é nulo e sdo nao colineares. Agora, as retas kj = B(l}) e ki, = B(l}) sao retas que passam,
respectivamente, por B(w) e B(v) e sao paralelas, respectivamente, a ki e ka. E claro {B(v) +
B(w)} = K| N kL. Por outro lado, {B(v + w)} = B(lj Nl,) = k} N kb, portanto, B(v + w) =
B(v) + B(w).

Afirmacao 2 Existe uma transformaco linear invertivel A : R2 — R? tal que a composta
C = A7 ' o B é uma expressa na forma C(z,y) = (f(z),9(y)), em que f e g sdo biunivoca,

f(0)=g(0)=0e f(1) = g(1) = 1. E mais, C satisfaz as hipdteses do Lema.

Como efeito da Afirmacio 1, B = {B(e1), B(e2)} é uma base de R%. Seja 4 : R? — R? uma
transformagao linear ta que A(e;) = B(e1) e A(e2) = B(ez). Mais precisamente, seja A(x,y) =
rB(e1) +yB(ez). Como B é uma base entdo A é invertivel. Recorde que A~! é uma transformacio
linear, logo aplica retas em retas, com A~'(O) = O e ainda é sobrejetiva, pois A~! é invertivel.
Assim, C = A~! o B também é uma aplicacio biunivoca, aplica retas em retas e C(O) = O.

Portanto, C satisfaz as hipéteses do Lema.

Por construcao, C(0O) = O, C(e;) = e; e C(ez) = ea. Logo, C preserva os eixos e trans-
forma retas verticais em retas verticais e retas horizontais em retas horizontais. Assim, C(z,y) =

(f (@), f(y))-

Para mostrar que f é biunivoca suponha, por contradi¢ao, que f(z') = f(2") para 2’ # 2" ou
que nao exista x € R tal que f(x) = x¢ para algum xg € R. Sendo assim, teria-se respectivamente
C(z',y) = C(2",y) para (2/,y) # (2”,y) ou ndo existiria (z,y) € R? tal que C(z,y) = (z0,y)

para algum (z9,y) € R%. Contradigoes, pois C' é uma aplicagio biunfvoca. A demosntracio que
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g ¢é biunivoca é similar. Além disso, como C(O) = O, C(e;) = e1 e C(e2) = ez tem-se que

f(0)=g¢(0) =0, f(1) =1e g(1) = 1. Isto conclui a demonstragao da afirmagao.

Afirmacgao 3 As fungoes coordenadas de C(x,y) = (f(x), f(y)) sao aditivas, ou seja, f(r1 +
x2) = f(x1) + f(22) € g(y1 +y2) = 9(y1) + 9(12).

Dados x1 e z2. Se x1 # 0, considere a base {v,w} do R?, em que v = (1,0) e w = (z2,1). Pela
Afirmagao 1, vale aditividade C'(v+w) = C(v) 4+ C(w), implicando que f(x1+x2) = f(x1)+ f(x2).
Se 1 = 0 =, como f(0) = 0, é imediato verificar que f(x; + x2) = f(z1) + f(x2). A demonstracao

para g ¢é similar.
Afirmacgao 4 f =g e f(z122) = f(21) f(22).

Seja a € R. Considere uma reta [ com iclinacao «, a saber [ : y = ax + by. Para calcular a
inclinacdo i(a) da reta imagem C(1), sejam (0, b) e (x, ax 4 by) dois pontos distintos de . E claro

que x # 0. A inclinagao de C(I) é

glar +bog) —g(bo)  glax)

=" f@)

Da ultima igualdade segue que g(ax + by) = g(ax) + g(by) e f(0) = 0. Avaliando em =z = 1
obtem-se que i(a) = g(«), pois f(1) = 1. Logo, g(ax) = g(«) f(x) para quaisquer x e . Avaliando
em « = 1 conclui-se que g = f, pois g(1) = 1. Portanto, f(ax) = f(a)f(x). Isto encerra a

demonstracao da afirmacao.

Assim pelo visto, f(x) = = = g(z). Logo, C(z,y) = (f(x),9(y)) = (z,y), encerrando a

demonstracao do Lema. ]

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva). Toda colineagio v : RP? — RP?

¢ induzida por um operador linear invertivel A : R? — R2.

Demonstracio. Seja v : RP? — RP? uma colineacdo. Sem preda de generalidade, assuma que
1) preserva a reta ideal I, e fixa o ponto (0 : 0 : 1). Caso isso nao ocorra, considere os pontos

projetivos nao colineares trés a trés,

a=9(1:0:0)€¢(Ix), b=9(0:1:0)€p(Ix) ec=1(0:0:1)
e construa a colineacio D : RP? — RP? induzida por um operador linear do R? tal que
D(@)=(1:0:0), D(b)=(0:1:0), D(e) =(0:0:1).
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Logo, a composta Do : RP? — RP? é uma colineagao que fixa o ponto (0:0: 1) e preserva

a reta ideal, pois fixa dois de seus pontos, quais sejam (1:0:0),(0:1:0).

Suponha que a colineagao 1 esta sob as condigoes descritas acima. Sendo assim, 1 aplica
biunivocamente o plano afim no plano afim. Isto permite definir uma aplicacdo B : R? — R? via

identificacao afim, estabelecendo que

B(z,y) étal que (B(z,y):1)=v(x:y:1).

Como % é uma aplicacao biunivoca do plano afim que aplica retas afins em retas afins, a
identificagdo afim aplica retas Euclidianas em R? em retas afins e como (B(0,0) : 1) = (0 : 0 :
1) =(0:0: 1) é imediato concluir que B aplica retas Euclidianas em retas Euclidianas, é biunivoca

e fixa a origem O € R2.

Portanto, B : R?> — R? é um operador linear invertivel. Considere o operador linear invertivel
A : R® — R3, definido por A(z,y,2) = (B(z,y),z). Como, por construcdo, ¥(1 : 1 : 1),(1 :
0:0),(0:1:0)e(0:0:1) ndo sao colineares trés a trés, pela Proposi¢do (3.7), tem-se que
P(x :y:2) = A(x : y : 2) é induzida por pelo operador linear A : R? — R3, definido por
A(z,y, z) = (B(z,y), 2). O

3.2.2 Correlacgoes

Seja uma aplicacio bijetiva entre os planos projetivos p : RP? — RP?* possuindo a propriedade
de colinearidade dual, ou seja, se u, vew sao trés pontos projetivos colineares entao p(u) =7, p(v) =
11 e p(w) = v sao retas projetivas concorrentes. Tais aplicagdes e suas inversas sao chamadas de

correlacoes.

Assim, sendo A : R?> — R3 um operador linear invertivel, pode-se definir uma aplicacio
A* : RP? — RP?* na qual associa-se o ponto projetivo T a uma reta projetiva r. A utilizacao
do asterisco nesta notagéo tem o objetivo de destingui-la de uma colineacdo. A inversa de A*
é aplicacdo A, : RP?* — RP?, em que se 7,7l e U sdo trés retas projetivas concorrentes, entio
A.(M) = u,Ax(t) = T e A.(V) = W sao pontos projetivos colineares. Da mesma forma que as
colineacdes, um operador linear invertivel de R? induz uma correlacio. Veja nas proposicoes a

seguir.

Proposicao 3.9. Seja A um operador linear invertivel em R3. Os pontos projetivos u,7,w € RP?

sdo colineares, se e somente se, as retas projetivas A*(w), A*(v), A*(w) € RP? sdo concorrentes.
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Demonstragao. A colinealidade e a concorréncia estao relacionados por

det[A(u), A(v), A(w)] = det([A][u, v, w]) = det[A]det[u, v, w].

Assim, det]u,v,w] = 0, se e somente se, det[A(u), A(v), A(w)] = 0. O

Proposicao 3.10. Seja A um operador linear invertivel em R3. As retas projetivas 7, i, 7 € RP?*

sdo concorrentes, se e somente se, 0s pontos projetivos A, (7), A«(fi), Ax(¥) € RP? sdo colineares.

Demonstragdo. Analogamente ao que fol mostrado na proposicao anterior
det[A(n), A(n), A(v)] = det([Al[n, p, v]) = det[A]det[n, p, v].

Assim, det[n, u,v] = 0, se e somente se, det[A(n), A(n), A(v)] =0 O

Pelo Teorema Fundamental da Geometria Projetiva, cada correlagao é induzida por um operador
linear invertivel de R? e este operador ¢ tinico a menos de uma multiplicacdo por um escalar diferente
de zero. Assim, dado um operador linear invertivel A : R — R3, a correlacio induzida por A é a
aplicagao:

A* :RP? — RP*, A*(T) = A(v).

Recorde ainda que A*(v) e 74+ %) tem o mesmo significado, indicam a m esma reta projetiva. Por
outro lado, a inversa da correlacdo induzida por A é a correlacdo induzida pelo operador A~!, ou
seja,

A, :RP¥ — RP?, A, () = A~ 1(n).

Definicao 3.8. Uma correlacdo é uma polaridade se sua matriz € simétrica.
Definicdo 3.9. Uma aplicacio polar é uma correlacdo simétrica A* : RP? — RP%*, e uma

aplicacdo pdlo é uma correlacio simétrica A, : RP?* — RP2.

Uma propriedade relevante de operadores simétricos invertiveis é que seu operador inverso
também é simétrico e [A71]! = [A7!]. Assim, a inversa de uma polaridade é uma polaridade e ao se
definir uma polaridade induzida por um operador A fica subentendido que s&o as duas aplicacoes,

polar e pdlo.

Proposicao 3.11. Polaridade preserva incidéncia: v € 17 < Ax(n) € 74+ () -
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Demonstragao. Segundo a equagoes de incidéncia

(A7 (), A@w) = (0, A" 0 A(v)) = (. A™H 0 A(v)) = (n,v) = (v, 7).

Assim, (A71(n), A(v)) = 0, se e somente se, (v,7). O

Sejam A* : RP?2 — RP?* e A, : RP?* — RP?, as aplicacdes polar e pdlo, respectivamente,
associados a um operador linear simétrico invertivel A em R3.
Definigao 3.10. Quando U € r«m) diz-se que o ponto projetivo U € autoconjugado, ou seja,
(v, A(v)) = 0. Em outras palavras v pertence ao seu polar.
Definicao 3.11. Quando A.(n) € ry diz-se que a reta projetiva i € autoconjugada, ou seja,
(A=Y(n),n) = 0. Dito de outra forma a reta projetiva incide em seu pélo.

Proposicao 3.12. Uma reta projetiva ri contém no mdzimo dois pontos autoconjugados associados

a uma aplicacdo polar A* : RP? —s RP?*.

Demonstragao. Sejam v e w dois pontos autoconjugados e distintos sobre a reta r7. Assim, sendo
T A*(v) € T A*(w) 520 Tetas distintas e qualquer ponto do plano I';, C R3 ¢ uma combinacao linear dos
dois vetores v e w. Portanto, os pontos da reta projetiva 75 sao expressos na forma u = sv + tw,
em que s e t sa40 nimeros reais nao nulos simultaneamente. Pela equagao de autoconjugagao tem-
se que (v, A(v)) = 0 = (w, A(w)). Suponha, por absurdo, que Uy = spv + fow seja um ponto

autoconjugado em ry. Assim, pela bilinearidade do produto interno e a simetria, A = At
0 = (uo, A(uo))
= s3(v, A(v)) + 2s0to (v, A(w)) + t3(w, A(w))
= 2spto(v, A(w)).

Como sg # 0 e tg # 0 entao, (v, A(w)) = 0, significando que U € r 4 (7, mas v é autoconjugado,
entao U € 14+ (y), logo
UV € T A (@) T A*(7)-
Pelo fato de A ser simétrica tem-se também que (w, A(v)) = 0, significando que W € 7r4+(7). E

assim, novamente pela autoconjugacao,
W € T px7) N7 A (@)

Mas duas retas projetivas incidem em um tunico ponto. Logo, ¥ = w, uma contradicao, ji que
assumiu-se que estes pontos eram distintos. Portanto, nao existe um terceiro autoconjugado na

reta projetiva 7. ]
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3.3 (Conicas em RP?

Uma conica em R? é uma curva obtida pelo transporte, via identificacdo afim, da intersecdo
de um cone e o plano horizontal I, : z = 1. A projegdo de um cone (menos o seu vértice, que
neste caso serd sempre origem O), no plano projetivo é uma curva C denominada cénica em RP2.
Entenda melhor pelas figuras (3.2), (3.3) e (3.4).

Figura 3.2: Elipse

Note que a equacao de um cone é dado por C : 2—; + z—Q — i—; = 0, tal que os parametros a,b e c

sao todos positivos e as razoes ¢ e g destes paramteros sao as inclinacoes da geratriz deste cone

com os planos x =0 e y = 0.
Assim, perceba que se v = (x,%, z) € R3, entdo o cone C fica definido por:
C:(v,A(v)) =0.

Definigao 3.12. Um conjunto de pontos v = (x,y,z) € R3 que satisfazem a equagdo polinomial

homogénea de ordem 2 em R3,
az? +by? + ¢2® + day + exz + fyz =0,

€ chamado de quddrica.
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Figura 3.3: Pardbola

Figura 3.4: Hipérbole
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Esta equacdo polinomial associa-se a um operador linear simétrico 4 : R? — R3, tal que
(v, A(v)) = az® + by* + c2® + day + exz + fyz,

cuja matriz na baes canonica é

a d/2 e/2
d/2 b f)2
e/2 f/2 ¢

O Teorema Espectral para Operadores Simétricos, afirma que todo operador simétrico possui
uma base ortonormal de autovetores, ou seja, que matriz do operador é diagonalizavel EL Sendo
assim, para que o operador linear simétrico seja invertivel, tem-se necessariamnete que seus autova-
lores sejam todos nao nulos. Além disso, em Algebra Linear diz-se que um operador simétrico com
todos os autovalores positivos é dito positivo e vale a condi¢ao (v, A(v)) > 0 para todo vetor nao
nulo v. Neste caso, o operador linear simétrico produz uma quédrica (degenerada) que se reduz
a um ponto, a origem. Caso parecido ocorre com um operador linear com todos os autovalores
negativos, vale a inequagao (v, A(v)) < 0 para todo v # O. E também para este caso a quadrica

correspondente reduz-se a um ponto [
Assim, a fim de nao cair nao situacoes descritas acima, é interessante a partir de agora, consi-
derar as quadricas provinientes de operadores lineares A de R3 que satisfaz as seguintes condicdes:
e Simétricos;
e Autovalores distintos de zero (A é invertivel);
e Autovalores nao tem o mesmo sinal.
O conjunto solucdo C4 em R? da quadrica cujo operador linear associado esta sob as condicoes

acima é chamado de cone em R3. E assim, o cone associado a matriz A, utilizando a condicio de

incidéncia entre ponto e reta, serd:

Cy={veR3 (v,A(v)) = 0)}.

Portanto, a projecao ¢ : R3\ {0} — RP?, )(v) = T, aplica o cone C4 (menos sua origem)

numa curva sobre o plano projetivo, chamada de conica projetiva, ou simplemente, conica.

3ver em AR06 p. 226
4ver BARBOZA, D. F.; MELO, W G. Algebra Linear II. CESAD-UFS. Aracaju: 2011.
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A intersecao do cone C'4 com o plano I'c,, produz os trés tipos de curvas em R?, via identificacdo

afim, chamadas de conicas: elipse, pardbola e hipérbole.

Numa definicdo mais técnica, uma conica C4 é o conjunto do pontos projetivos autoconjugados
em relacdo a aplicacdo polar A* : RP?2 — RP?*. Dito de outra forma, a conica é o conjunto de

pontos que satisfazem a condigao U € 14+ (), isto &,
Ca = {v € RP?; (v, A*(v)) = 0}.

Observe que o conjunto C4 nao depende do representante do ponto projetivo tomado, pois se
(v, A*(v)) =0 e A # 0 entdo (v, A(\v)) = A\2{v, A*(v)) = 0.

E dessa forma, uma conica pode ser classificada a depender da sua intersecao com a reta ideal,
veja novamente as figuras (3.2), (3.3) e (3.4). Diz-se, assim que uma conica C4 é:

e uma elipse, se C4 nao intercepta l;

e uma parabola, se C4 intercepta I, num tinico ponto;

e hipérbole, se C4 intercepta I, em dois pontos.

Estas sao as trés possibilidades para a intersecao coma reta ideal pois, segundo a Proposicao

(3.12) uma reta projetiva possui no maximo dois pontos autoconjugados.

Exemplo 3.2. Considere a matriz simétrica

1 -1 3
A=|-1 1 5
3 5 =2

Verifique que o determinante da matriz € diferente de zero. Assim, pode-se entdo garantir que
[A] define uma correlagio A* : RP? — RP?*,

A (z:y:2)=(x—y+3z: —r+y+5z:3x+ by — 22).

. Além disso, os autovalores de A sdo distintos de zero e ndo tem o mesmo sinal. Assim, o conjunto

no qual (v, A(v)) =0 ndo € vazio. Logo, da condi¢io (v, A(v)) =0 tem-se a equagGo homogénea
Ca : 22— 2xy + 6xz + y? + 10yz — 222 = 0.
Fazendo v = (x : y : 0) e substituindo na equagdo obtem-se,
22— 2y + 9y =(z—y)2=0.
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Portanto o ponto ideal v = (x : y : 0) pertence a C4 se, e somente se, x =y, ou seja, C NIy =

{(1:1:0)}. Logo, existe pelo menos um ponto autoconjugado e assim, C4 € uma pardbola.

Dito isso, deseja-se saber quais os pontos do (x,y) € R? que através de indentificacdo afim
pertence a conica? Para responder a esta pergunta, considere o ponto T = (x :y: 1) € RP? e exiga
que este pertenca a conica Ca, isto €, que suas coordenadas satisfacam a equacao de incidéncia.

Assim, obtem-se a pardbola em R?,
Cy:a®—2xy+6z+y>+10y —2=0.

Exemplo 3.3. Considere a matriz simétrica

3.1 0
Bl]=|1 -1 0
0 0 -1

Como o determiante de [B] ndo é nulo, tem-se a correlagio A* : RP? — RP*,
Az y:2)=Bz+y:x—y:—2)

. Além disso, seus autovalores sao distintos de zero e ndo possuem o mesmo sinal, garantindo que

o conjunto (v, A(v)) = 0 ndao é vazio. Logo, de (v, A(v)) =0 tem-se a equagdo homogénea
Ca:3x% — 9% 422y — 22 = 0.
Veja que procurando as intersecoes com a reta ideal I, ou seja, substituindo v = (z :y : 0) na
equacdo Cy : 3x> — 3% + 2xy — 22 = 0., tem-se
32% —y? + 20y = 42% — (z —y)? = 0.

LogoCNly ={(1:—1:0),(1:3:0)} e entdo, C é hipérbole. E fazendo a identificacao afim destes

pontos, tem-se a equacdo da hipérbole em R?,

Ca:322 —y?+22y—1=0.

3.4 Aplicagoes: Teoremas de Pascal e Brianchon

A Geometria Projetiva comegou a ganhar vida a partir do século XV, quando os artistas do

Renascimento encontraram dificuldades em dar aos seus quadros uma apraréncia naturalista, tal
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qual a visao humana. Um dos que foram decisivos para a consolidagao deste ramo da Matematica foi
o matemaético, fisico, inventor, filésofo e tedlogo catdlico Blaise Pascal (1623-1662). Além disso, ele
contribuiu fortemente para a criacdo da teoria das probabilidades. Em Fisica, estudou a mecanica
dos fluidos, e esclareceu conceitos sobre pressao e viacuo. Foi ainda o criador de uma das primeiras
calculadoras e de estudos sobre o método cientifico. Aos 16 anos encontrou alguns dos invariantes
projetivos (incidéncias e colinearidades) entre diferentes objetos da Geometria Projetiva, fato que
ficou conhecido como o celebre Teorema de Pascal ou Teorema do Hexagrama Mistico. Um artificio
corriqueiro na Geometria Projetiva estd em encontrar uma figura mais simples que a original e
homologa a ela, estudar as suas propriedades que sao invariantes por projecoes e secoes e assim
obter propriedades da figura original, veja a figura (3.5). Para mostar o Teorema de Pascal serd
usado teoremas da Geometria Euclidiana e o Teorema de Menelaus. Veja, entao a seguir o Teorema

de Menelaus que serd usado como resultado para a demonstragao Teorema de Pascal.

Figura 3.5: Teorema de Pascal pelo método de projecoes e secoes

Teorema 3.2 (Teorema de Menelaus). Seja um triangulo ABC, e uma reta transversal que corta

0s lados AC, BC e AB, ou o seus prolongamentos, nos pontos E, D e F, respectivamente. FEntdo

BE AE CD |
AF EC DB ’

Inversamente, se E, D e F sdo pontos sobre os lados AC', BC e AB do triangulo ABC tais que
BE AE CD |
AF EC DB )
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Entao, E, D e F sao colineares.

A demonstragao deste Teorema estd em [12] (p. 70-73). Assim, agora para a demonstragao do
Teorema de Pascal, primeiro veja nas figuras (3.6) e (3.7) a ilustracao deste resultado na elipse e
na hipérbole. No entanto, a demonstragao seguira para hexagonos inscritos em uma circunferéncia,
uma vez que, se o Teorema for verdadeiro para hexdgonos inscritos em circulos e como as cOnicas

sao projecoes de circulos, entao o resultado sera valido para hexagonos inscritos em conicas ﬂ

B

Figura 3.6: Teorema de Pascal na elipse

Figura 3.7: Teorema de Pascal na hipérbole

SGARBI, G. G. A rainha das ciéncias: um passeio histérico pelo maravilhoso mundo da Matemética. Sao Paulo:
Editora Livraria da Fisica, 2006.
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Teorema 3.3 (Hexdgrama Mistico de Pascal). Seja ABCDEF uwm hexdgono inscrito em uma
conica, entdo os pontos de intersecao dos trés pares de lados opostos, ou de seus prolongamentos,

sao colineares e reciprocamente.

Demonstracao. Considere o tridngulo XY Z dterminado pelas retas AB, CD e EF. Os pares de
lados opostos BC' e EF, AB e ED, AF e CD, possuem um pontos de intersecao P, R e @,

respectivamente. Serd mostrado que P, R e () s@o colineares.

Considere, agora a reta C'P que intersecta as retas dos lados do triangulo XY Z, conforme a
figura (3.8). Pelo Teorema de Menelaus, pode-se escrever:

XP ZC YB _ o)
PZ CY BX
De maneira analoga, considere a reta DR que intersecta as retas de lados do triangulo XY Z, como
na figura (3.9). Aplicando novamente o Teorema de Menelaus, tem-se que

ZD YR XE

DY RX EZ _© (3.2)

Figura 3.8: Reta C'P

Finalmete, a reta AQ que intersecta as retas dos lados do triangulo XY Z, como na figura (3.10).

E assim , mais uma vez pelo Teorema de Menelaus, obtem-se,

2Q YA XF_ (3.3)
QY AX Fz ‘

Multiplicando as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3), tem-se entao,

XpP zZC YB ZD YR XE ZQ YA E—lll

PZ CY BX DY RX EZ QY AX FZ
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Figura 3.9: Reta DR

Figura 3.10: Reta AQ
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Lembrando das propriedades métricas na circunferéncia, tem-se as igualdades
XA - XB=XF -XFE
YB-YA=YC-YD
ZD-ZC =Z7ZFE-ZF,

as multiplicagoes acima ficam reduzidas,

XP YR ZQ

ZP RX QY
E assim, finalmente, estd ultima equacao satisfaz o Teorema de Menelaus para o triangulo XY Z,

logo P, R e () sao colineares. ]

Na geometria projetiva existe uma ideia especulativa chamada de principio de dualidade que sig-
nifica que todo enunciado as palavras ponto e reta podem ser trocadas (com as devidas adaptagoes)
dando origem a novos resultados. Por exemplo, tanto na Geometria Projetiva, quanto de Geometria
Euclidiana tem-se que dois pontos distintos quaisquer determinam uma tnica reta, pelo principio
de dualidade este resultado propoe que quaisquer duas retas distintas determinam um tnico ponto,
fato valido na Geometria Projetiva. Perceba que, pelo que foi visto na secao sobre plano proje-
tivo RP?, as coordendas homogéneas de um ponto representa uma reta que o liga & origem, logo

entende-se que dai se origina tal principio.

Assim, um Teorema que é considerado uma dualidade do Teorema de Pascal é o Teorema
de Brianchon, teorema atribuido ao matemdtico geémetra e quimico, o francés Charles Julien
Brianchon (1783-1864). Se dualizar o Teorema de Pascal tem-se que, os seis pontos sobre uma
coOnica, passam a ser seis retas tangentes a uma conica em seis pontos distintos. Estas seis retas aos
se intersectam dao origem a um hexdgono circunscrito a conica. Logo a primeira parte do teorema

terd um hexdgono circunscrito a uma conica.

Na segunda parte os trés pontos de intersecao dos pares de lados opostos, passam a ser as trés
retas de intersecao dos pares de vértices (pontos) opostos, ou seja, os trés diagonais que ligam
os vértices opostos. E por fim, tem-se que os pontos sao colineares, passam a ser as retas sao

concorrentes.

veja entao o referido teorema:

Teorema 3.4 (Teorema de Brianchon). As diagonais determinadas por pares de lados opsotos
de vértices de um hexdgono circunscrito a uma cénica sao concorrentes em um ponto (ponto de

Brianchon,).
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Demonstragdao. Sejam U, V, W, U’, V', W' os pontos de tangéncia do hexidgono ABCDEF cir-
cunscrito & conica. Por sua vez, estes pontos determinam um segundo hexdgono UVWU'V'W’
agora inscrito na conica dual (constituida pelas retas de tangéncia & conicas original), conforme a

figura (3.11).

Figura 3.11: Reta AQ

Pelo Teorema de Pascal, existe uma tnica reta (a reta de Pascal) que incide sobre os trés pontos
de intersecéo dos pares de lados opostos do hexdgono inscrito. No plano projetivo dual RP?*, estes
trés pontos sao as trés diagonais que ligam os trés pares de vértices opostos do hexdgono circunscrito

e a reta de Pascal é o ponto onde estas trés diagonais concorrem. O

Figura 3.12: Teorema de Brianchon na elipse
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