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PROCEDIMENTOS TEORICOS PARA A RESOLUGAO DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Simone Moura Queiroz[i]

Eixo Tematico: 20 - Educacédo e Ensino de Matematica, Ciéncias Exatas e Ciéncias da Natureza.

Resumo

Muito antes da escrita e dos nimeros o homem vive de resolver problemas e este ato o faz evoluir, pois
quando se depara com um problema e consegue soluciona-lo, finda por aprender algo, levando-o a outro
patamar cognitivo. A resolucdo de problemas em matematica compreende uma relagdo entre o aluno e alguns
conceitos matematicos. Este artigo trata-se de uma analise dos procedimentos, que denominamos fases,
pelos quais se passa ao deparar-se com um problema matematico, que se inicia no momento de o primeiro
contato com o enunciado do problema indo até a conclusdo deste. Estas seis fases &€ uma releitura das quatro
etapas de Polya (2006), fundamentando-se também nos estudos de Vergnaud (1982, 2000), além de Dante
(1989), Pozo (1998), Viera (2001), Menezes (2004), Lorensatti (2009), Queiroz e Lins (2011), dentre outros.

Palavras-chave: problemas matematicos; fases da resolugdo de problemas; Polya.

Resumen

Mucho antes de que existiera la escritura y los niumeros el hombre ya resolvia problemas y ese acto le
permitié evolucionar, pues cuando se enfrenta a los problemas y consigue solucionarlos, termina aprendiendo
algo y llevéndolo a otro nivel cognitivo. La resolucion de problemas en matematicas implica una relacion entre
el alumno y algunos conceptos matematicos. Este articulo trata del analisis de los procedimientos, que
llamaremos fases, por los cuales el alumno transita cuando se enfrenta a un problema matematico, proceso
que comienza en el momento que tienen el primer contacto con el enunciado del problema y que va hasta su
conclusion. Las seis fases que presentamos son una reinterpretacion de las cuatro etapas propuestas por
Polya (2006), basandonos también en los estudios realizados por Vergnaud (1982, 2000), Dante (1989), Pozo
(1998), Viera (2001), Menezes (2004), Lorensatti (2009), Queiroz e Lins (2011), entre otros.

Palabras clave: problemas matematicos; etapas de la solucién de problemas; Polya.

Introducgao

Como diz Pereira (2001, p. 3) “O problema é o meio pelo qual a Matematica se desenvolve, ou seja, o
‘alimento’ da evolugdo matematica.” E algo que transcende o proprio conceito de nimero e suas operagoes,
pois diante da resolugdo de um problema depara-se com novas idéias “capaz de impulsionar os diversos
ramos da Matematica — sobretudo aqueles em que ele ndo esta diretamente relacionado” (p. 3).

Para Popper (1978, p. 14) “o conhecimento ndo comeca de percepcdes ou observacdes, ou de colecao de
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fatos ou numeros, porém comeca propriamente de problemas”. Segundo Mayer (1992), o problema consiste
de uma situacao, apresentada em um estado inicial determinado e, que se deseja estar em outro estado
distinto e, ndo ha uma estratégia direta e 6bvia para deslocar-se de um estado ao outro.

Vianna (2002) nos lembra que a resolucdo de problemas é uma pratica utilizada no dia-a-dia pelos
profissionais na area de matematica, ja na sala de aula o problema deixa de ser o foco e passa a se tornar o
vinculo entre o conteldo matematico e a realidade estabelecida pelo enunciado. Todavia o problema nado o é
por si s6, Vianna (2002) afirma que o sujeito (aluno) esta diante do problema quando:

-Tem uma questdo para resolver;

-Quer ter uma resposta para essa questdo. Se ndao houver o desejo por parte do aluno a situacdo nao pode
ser considerada um problema;

- Ndo tem, previamente, uma resposta para esta. A nogdo de problema nao tem sentido se o aluno puder
aplicar um sistema de respostas inteiramente constituido.

Buscamos através de esta pesquisa destrinchar as fases pelas quais se passa, durante a resolugdo de um
problema matematico, apresentando as dificuldades enfrentadas em cada uma delas.

Resolugao de problemas: calculo relacional e calculo numérico

Para analisar os problemas usamos como suporte tedrico os estudos de Gerard Vergnaud (1996; 1982) em
resolucdo de problemas matematicos.

Para Polya (2006), o processo que o aluno faz até chegar a resposta dos problemas, sdo divididos em quatro
etapas, sdo as seguintes: compreender o problema, estabelecer um plano, executar o plano, fazer um
retrospecto. O retrospecto tem a intengdo de confirmar se a resposta estad coerente com a pergunta levantada
pelo problema. O retorno a etapa ou etapas anteriores pode ser feito durante qualquer uma delas, para se
certificar se esta no caminho correto.

De acordo com Vergnaud (1982), todos os procedimentos feitos em um problema, que ndo inclui o cdlculo
propriamente (seria um pré-calculo e/ou pds-cdlculo), é tratado como cadlculo relacional, é repleto de idas e
vindas em seus conhecimentos prévios, neste momento o aluno busca da melhor opgdo para a resolucdo do

problema a ele apresentado.

Terminado este momento de reflexdo que Vergnaud (1982) de calculo relacional, o aluno passa para, segundo
ele, para o calculo numérico. E neste momento em que ele se depara com o0s seus conhecimentos
operacionais matematicos, relacionado a execugao dos algoritmos.

Observando os estudos desses dois tedricos, é possivel perceber que um problema envolve um aparato de
fatores, ndo apenas relacionados ao conhecimento operacional, ao algoritmo, mas a uma diversidade de
procedimentos mentais, que tentaremos nesse trabalho esmiuncar um pouco mais.

Para QUEIROZ e LINS (2011), temos um fluxograma na pagina 81, na resolugdo de um problema, em que
esse ocorre da seguinte forma: Leitura do problema (linguagem), analise do problema, busca por problemas
correlatos, elabora um plano para a execucdo, executa o plano (faz o calculo) e retrospecto.

Sentimo-nos no direito de adapta-lo um pouco. Tirando a fase do retrospecto desse fluxo, podemos fazer com
gue permeie cada uma das fases anteriores, sem necessariamente estar apds todas elas, nem aparecendo
apenas no final, mas dando a liberdade de se fazer um retrospecto quando sentir a necessidade. Ou seja,
nesse novo fluxograma, também seria ciclico como das autoras acima citadas, porém o retrospecto ficaria
como algo central, em que se poderia em cada uma das fases se fazer um retrospecto.

As seis fases na resolucao de um problema
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Agora iremos destrinchar um pouco mais essas seis fases, as quais nos referimos anteriormente.
12 fase - Leitura do problema (linguagem)

A habilidade de ler, escrever e interpretar sdo fundamentos necessarios para qualquer area do conhecimento.
A leitura ndo é apenas uma decodificacdo de simbolos, mas algo dinamico, além de social, pois advém da
interacdo entre o que aparece no texto com os conhecimentos prévios, linglisticos e visdo de mundo do
leitor, para dar sentido a este. Como afirma Aebersold & Field (1997. p.15) “Leitura é o que acontece quando
as pessoas olham um texto e atribuem significado aos simbolos escritos naquele texto. E a interagdo entre o
texto e o leitor que cria significado.” Enfim, é uma construcdo de significado.

Ou seja, o mesmo leitor pode interpretar o mesmo texto de maneira diferente, pois segundo Smith (1989
p.36) “A leitura ndo pode ser separada do pensamento. A leitura é uma atividade carregada de
pensamentos”. Isto faz com que a leitura nunca seja univoca e estatica.

Segundo Bransford & Stein (1984) tanto a lingua falada quanto o sistema de numeracgdo foram criados com o
intuito de resolver uma variedade de problemas, em que a linguagem, tanto falada quanto escrita, € uma
maneira de expressar as idéias, resolvendo com isto o problema de comunicacdo e o sistema de numeragdo
facilita a resolucdo de problemas que requerem uma linguagem propria.

Ao ler e interpretar um texto matematico o pensamento passa a ser ordenado logicamente, sendo necessaria
a conversdo da linguagem natural para a linguagem matematica (e vice-versa), ou seja, compreender as
regras matematicas que estdo implicitas no texto. “A leitura de textos que envolvem Matematica [...] precisa
de um referencial linglistico e, para decifrar os codigos matematicos, de um referencial de linguagem
matematica.” (LORENSATTI, 2009, p. 92)

Com isto, para que o aluno consiga passar por esta primeira fase na resolugdo de um problema é preciso
compreender verbalmente este, assim como a natureza matematica a que ele se refere.

Para fazer esta passagem da linguagem natural a uma sentenca matemadtica é necessario haver a
compreensao do enunciado do problema e das informagdes contidas nele, assim como as relagdes conceituais
gue darao significado a essas informacoes. Lorensatti afirma que

o resultado da compreensdo é a construcdo de uma representacdo mental decorrente
dessa interacdo. Assim, pode-se dizer que ler e compreender um problema
matematico escrito significa saber decodifica-lo linguisticamente, li reconstrui-lo no
seu significado matematico para poder codifica-lo novamente em linguagem
matematica. (idem, p.96).

A linguagem matematica (simbologia) desempenha um papel significativo dentro da Matematica e da cultura,
mas nao sobrevive isolada, pois prescinde do apoio da linguagem materna para a realizacdo da comunicagao.

A comparagao que fazemos entre a linguagem natural e a linguagem da Matematica,
em que apontamos similitudes, apresentam, como é facil de adivinhar, diferencas
marcantes. Desde logo, porque a linguagem matematica ndo se aprende a falar em
casa, desde tenra idade - aprende-se, isso sim, a utilizar na escola. A aprendizagem
da matematica apresenta, também, diferencas quando comparada com a
aprendizagem de uma segunda lingua natural — que habitualmente também ocorre
numa escola - pois ndo encontramos, no dia-a-dia, um grupo de falantes que a
utilize, em exclusividade, para comunicar. A linguagem da matematica carece, pois
do complemento de uma linguagem natural (MENEZES, 1999, p. 3).

As duas linguagens precisam ser claras para que haja um encadeamento que permita a analise do problema,
que exploraremos na fase seguinte.
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22 fase — Analise do problema

Pode existir mais de uma solucdo para um problema, e para se escolher a melhor, é necessario fazer uma
analise deste problema, pois ha caminhos diferentes a serem tracados para a sua realizacdo.

De acordo com Resnick apud Pereira (2001) um problema pode ser caracterizado das seguintes formas:
- Sem algoritmizagdo: o caminho da resolucdo é desconhecido.
-Complexos: precisam de varios pontos de vista.

-Exigentes: a solucdo sé é atingida apds intenso trabalho mental; embora o caminho possa ser curto, ele
tende a ser dificil.

-Necessitam de lucidez e paciéncia: um problema comeca com uma aparente desordem de idéias e é preciso
adotar padrbes que permitirdo construir o caminho até a solucao.

-Nebulosos: nem sempre todas as informacGes necessarias estdo aparentes; por outro lado, pode existir
conflito entre as condicdes estabelecidas pelo problema.

-Ndo ha resposta Unica: normalmente ocorre de existirem varias maneiras de se resolver um problema; no
entanto, pode acontecer de ndo existir uma melhor solugdo ou até de nao haver solucdo, pois este ndo é
sindbnimo de achar a resposta.

Segundo Polya (2006) o aluno precisa compreender o enunciado, para que possa analisa-lo de pontos de
vistas distintos, identificando a incdgnita, os dados e a condicionante. Além disto, ele precisa desejar
solucionar o problema.

Esta 22 fase assemelha-se a 12 etapa de Polya para a resolucdo de problemas, que seria a Compreensédo do
problema. Para este matematico hingaro é necessario se fazer trés perguntas em cada uma das etapas de
resolugdo, sao elas: Por onde comegar?

Que posso fazer?

Qual a vantagem em assim proceder?

Para exemplificar, escolhnemos um problema de estrutura aditiva, que envolve Mudanca segundo Carpenter e
Moser (1982).

Adauto tem 42 anos e suas filhas Aline possui 10 anos e Marcela possui 4 anos. Apds trés anos qual sera a
idade dos trés juntos?

Diante deste problema simples, pode-se analisar baseado em perguntas, tais como:

-Sobre o que se trata o problema?
Sobre a idade de um pai e suas duas filhas.

-Qual é o questionamento?
A idade deles apds algum tempo.

-Qual a palavra-chave?
Juntos.

-Quais sdo os dados disponiveis?
A idade de todos e o intervalo de tempo que interessa.

-Qual a dificuldade deste problema?
Lembrar que ao juntar as idades é preciso lembrar que o problema quer apds trés anos e ndo no tempo atual.
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Ao término desta andlise pode-se passar para a fase seguinte.
32 fase — Busca por problemas correlatos

Apos ler e entender o problema surge um novo procedimento, o de procurar por outro problema que possua
alguma semelhanga com o atual.

E dificil imaginar um problema absolutamente novo, sem qualquer semelhanga ou
relacdo com qualquer outro que ja haja sido resolvido; se tal problema pudesse
existir, ele seria insolivel. De fato, ao resolver um problema, sempre aproveitamos
algum problema anteriormente resolvido, usando o seu resultado, ou o seu método,
ou a experiéncia adquirida ao resolvé-lo. (POLYA, 2006, p. 41)

Em outras palavras, o problema passa a fazer parte da pessoa que o resolve. Mesmo que ndo esteja
executando-o constantemente, quando se depara com situagcdes semelhantes pode recordar-se deste, ou caso
isto ndo ocorra, pode recordar-se do caminho que trilhou até chegar a sua solucdo. Algumas vezes, o caminho
gue o levou a solugdo do problema é mais marcante que o procedimento final deste, devido as constantes
visitas que se faz aos problemas correlatos.

Nesta fase o aluno vivencia uma metodologia analoga aquela que se observa na Histéria da Matematica, pois
irdo ocorrer transferéncias, retificagbes e rupturas nos conceitos que trazem consigo. Ou seja, o aluno
constréi um campo conceitual (VERGNAUD, 2000) que facilitara a resolucdo de uma diversidade de
problemas.

Campo conceitual, segundo Vergnaud (2000), trata também de um conjunto de situagdes, em que cada uma
delas exige o dominio de uma variedade de conceitos (como o exemplo apresentado), de procedimentos e de
representacdes simbolicas. Ou seja, um conceito (VERGNAUD, 2000) é composto por um conjunto de trés
elementos, C = (S, I, R):

Situagdes (S) - referente do conceito - conjunto que dao sentido;

Invariante operatorio (I) - significado do conceito — € um conjunto de invariantes sobre os quais repousa a
operacionalidade do conceito;

Representagdo simbolica (R) - significante - é a forma como o individuo expde seu pensamento é a
simbologia ou conjunto de representagdes simbdlicas (linguagem natural, graficos e diagramas, sentencgas
formais, etc.).

Enfim, durante a resolucdo de problema, as situacées, se opera com o0s invariantes operatorios, os
algoritmos, podendo ser representados com os simbolos mais apropriado para o resolvedor do problema
(POLYA, 2006). Dependendo dos problemas com o qual se depare, vai aos poucos formalizando campos
conceituais.

Apds esta busca por problemas correlatos, segue-se para a préxima fase.
43 fase - Elaborar um plano para a execugao

Ja foi feita a leitura, a interpretacdo, a analise do problema e a busca por problemas correlatos, agora vem a
fase que corresponde a uma sintese de todas aquelas pela qual o aluno passou. Pois, diante de seus
conhecimentos, o aluno ira discernir o melhor plano de acdo para solucionar aquele problema.

Temos um plano quando conhecemos, pelo menos de um modo geral, quais as
contas, os calculos ou os desenhos que precisamos executar para obter a incdgnita.
O caminho que vai desde a compreensdo do problema até o estabelecimento de um
plano pode ser bastante longo e tortuoso. (POLYA, 2006, p. 7)
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Algumas vezes o aluno pode ficar perdido em meio a diversidade de informagGes e possiveis solugbes, sendo
com isto necessario filtrar.

Para exemplificar esta fase, usaremos um problema de estrutura aditiva, classificado segundo Carpenter e
Moser (1982) como Igualizacdo:

Bruno fez 640 pastéis. Ana fez 429 pastéis. Quantos pastéis Ana precisa fazer para ter a mesma quantidade
que Bruno?
(QUEIROZ e LINS, 2011)

Apds passar pelas fases anteriores, sabe-se que este problema estd incluso no Campo Conceitual das
Estruturas Aditivas (VERGNAUD, 1982). Com isto podem surgir novos questionamentos, tais como: Por onde
iniciaria os procedimentos de execugao?

Qual o melhor caminho a ser sequido?

Quais seriam os proximos passos a serem estabelecidos?

Diante deste problema, em que o objetivo é igualizar os valores, poderiam se executar dois planos. Sao eles:

Plano A: Optar por uma operagdo de subtracdo, em que se faria o decréscimo da quantidade maior, com o
intuito de igualizar os valores.

Plano B: Optar por uma operacdo de adicdo, em que se faria o acréscimo da quantidade menor, até esta
alcangar o valor da maior.

As opcOes de planos sdo restritas com problemas com este tipo de estrutura, tendo mais opgdes de escolha
problemas que abordem estruturas mais complexas.

Ou seja, antes de operar com os algoritmos, o resolvedor vai tracando os possiveis caminhos para sua
solucdo, optando pelo que mais Ihe aprouver, diante de suas experiéncias com problemas correlatos ou pela
dissociacdo deles no intuito de uma nova formalizagdo.

Apds, a escolha do plano, passa-se para préxima fase que € mais técnica.
52 fase — Executa o plano (faz o calculo)

Estando o plano “formalizado”, pode-se dizer que o aluno possui o roteiro geral em maos, nao sendo este
estatico, ja que podem sofrer alteragdes. Fora isto, é preciso analisar cada uma das fases durante o processo
de execugdo (retrospecto).

Precisamos ficar convictos de que os detalhes inserem-se neste roteiro e, para isto,
temos de examina-los, um apds o outro, pacientemente, até que tudo fique
perfeitamente claro e que ndo reste nenhum recanto obscuro no qual possa
ocultar-se um erro. (POLYA, 2006, p. 11)

Para aqueles que conseguiram chegar até esta fase foi preciso passar por momentos reflexivos, de calculo
relacional (VERGNAUD, 2000).

Nesta fase, o que ocorre algumas vezes sdo erros voltados para a execucdo aritmética dos algoritmos ou
algébrica das expressées, levando o aluno a resultados ndo condizentes. Entretanto, ao repensar o plano,
podera se concluir que o resultado encontrado ndo é satisfatorio, revendo seus calculos.

Algumas vezes sao considerados, pelos professores, apenas aqueles problemas em que o aluno obteve a
resposta correta, ndo valorizando o trabalho desenvolvido por ele. Ou seja, o aluno pode ter desenvolvido um
caminho estratégico satisfatério (correto) para resolver o problema, mas ao errar em alguma operacdo, nao
chegando a resposta correta, este esforco passa a ser desconsiderado.

E de fundamental importancia aue no processo de construcdo dos conceitos pela
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crianga [pelo aluno], os erros sejam considerados como degraus para futuros
acertos. Isto porque estes erros estdo indicando o que a crianga [0 aluno] esta
pensando e é nisso que o professor deve deter-se: no pensar do aluno a fim de
compreendé-lo e assim poder desafid-lo a encontrar outras respostas. (ABRAHAO,
2007, p. 190)

O erro ndo pode ser visto como sin6nimo de fracasso da aprendizagem, pois de acordo com Vergnaud (1982)
0 erro é parte integrante do processo de aprendizagem. Para la Taille (1997), os erros podem ocorrer por
motivos variados, causados: por esquecimento; por dificuldades de manutencdao, de linguagem e outros
ligados a simples ignorancia a respeito de um determinado tem a; por ddvidas ou simplesmente por acaso.
Castorina (1988), em seus estudos das teorias de Piaget, afirma que este Ultimo considerava o erro mais
fecundo que um acerto imediato, principalmente porque a consideracdo da hipdtese falsa pode fornecer novos
conhecimentos, quando se analisam as conseqiéncias dessa hipdtese.

Infelizmente o que se observa diante dos resultados absurdos dados pelos alunos aos problemas é que a
dificuldade ndo estd apenas na estrutura algoritmica ou algébrica, mas pode estar na ansiedade ou
impaciéncia ou até mesmo na falta desinteresse do aluno em resolver o problema, que o leva a queimar as
fases anteriores, ou seja, resolve-o, apenas operacionando com os dados numéricos, sem ter realmente
compreendido o problema.

62 fase — Retrospecto

E nesta etapa que o aluno faz um paralelo entre a solucao obtida e o enunciado do problema, analisando e
verificando o resultado, na busca de possiveis enganos. Ou até mesmo, conferindo o resultado com os
colegas, podendo discutir a respeito, defendendo cada um seu procedimento, aprendendo conjuntamente a
partir do momento que responde a argumentos levantados por outros, repensando em seus passos,
defendendo-o0s ou nao.

Se fizerem um retrospecto da resolucdo completa, reconsiderando e reexaminando o
resultado final e o caminho que levou até este, eles poderdo consolidar o seu
conhecimento e aperfeigoar a sua capacidade de resolver problemas. (POLYA, 2006,
p.12)

Este ultimo momento (ou fase) é de reflexdo, tanto quanto as 23, 32 e 42 fases, pois mesmo encontrando a
resposta correta, ainda Ihe ocorrem outros questionamentos.

Quando a resolugdo a que finalmente chegamos é longa e complicada, suspeitamos,
instintivamente, de que haja outro processo mais claro com menos rodeios: E
possivel chegar ao resultado por um caminho diferente?

E possivel vé-lo num relance?

Até mesmo quando conseguimos encontrar uma resolugdo satisfatéria, podemos
estar ainda interes sado em achar outra. (POLYA, 2006, p. 68)

Isto faz com que além de rever a parte técnica, reveja as fases anteriores, buscando novamente em seus
conhecimentos prévios, outra maneira mais simples ou mais objetiva, de chegar a mesma resposta.

Esta ultima fase também deixa claro que um problema ndo termina nele mesmo, o conhecimento técnico e
cognitivo adquirido por quem o resolve transcende-o, pois com a resolugdo deste os conhecimentos prévios
sao “re-ordenados” e conseqlientemente expandidos, servindo de base para outros problemas.

Conclusao

Através desta pesquisa quisemos mostrar que a resolugdo de um problema matematico, ndo se reduz a
encontrar uma resposta, mas envolvem uma diversidade de praticas, sendo elas: linglisticas, psicoldgicas e
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conceituais, relacionados a Matematica. Pois, os alunos diante da resolugdo de problemas sdo conduzidos por
hipdteses, analogias e metaforas, que estdo sujeitas aos conceitos que ele possui, podendo leva-lo a uma
reestruturacao de seu campo conceitual.

Com a finalidade de apresentar como se procede a resolugdao de um problema, foram apresentadas seis fases,
gue inicia com a leitura do problema, em que se precisa ter o dominio da linguagem deste, sendo seguida
pela analise do problema, busca de problemas correlatos, elaboracdo um plano para a execucgdao do calculo,
execucao do plano e por fim o retrospecto, estando esse a permear também as demais fases anteriores.

O intuito de esmiuga-las (as fases) foi para entendé-las, assim como conhecer os obstaculos que cada uma
traz consigo, ampliando o campo de visdo de o professor diante das respostas dadas pelos alunos aos
problemas a eles apresentados. Mesmo sabendo da dificuldade em avaliar o aluno em todas estas fases,
principalmente aquelas referentes ao que Vergnaud (1982) denomina de Célculo Relacional, nosso intuito é
guebrar com o paradigma de que apenas o calculo numérico importa, sendo ignorado todo o procedimento
que o precede.
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