S\NENDO ERESE/T
O UV O

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA
NUCLEO DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

Modelo de Heisenberg com campo aleatorio e
interacao Dzyaloshinskii-Moriya

DISSERTACAO DE MESTRADO

Joeliton Barros da Silva

Sao Cristovao/SE

Fevereiro/2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA
NUCLEO DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

Joeliton Barros da Silva

Modelo de Heisenberg com campo aleatorio e
interacao Dzyaloshinskii-Moriya

Dissertacdo apresentada ao Nucleo de Pos-
Graduacgdo em Fisica da Universidade Federal de
Sergipe como requisito parcial para a obtengdo
do titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Douglas F. de Albuquerque

Sao Cristovao/SE

Fevereiro/2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE
Nucleo de Pos-Graduacao em Fisica

“Modelo de Heisenberg com campo aleatério e interagao
Dzyaloshinskii-Moriya”

por

JOELITON BARROS DA SILVA

Dissertacao de mestrado APROVADA em sessao publica no dia vinte e
seis de fevereiro do ano dois mil e dezoito perante a banca examinadora
constituida pelos seguintes professores:

Prof. Dr. Douglas'Rerreira de Albuquerque
(DMA-UFS)

Prof. Dr. Nelson Orlando Moreno Salazar
(DFI-UFS)

7

Prof. Dr. A)J( to dos Sgntos Freitas
(IFS-Lagarto/SE)



Aos meus pais,

Antonio e Valdice.



Agradecimentos

Agradeco ao professor e orientador Douglas F. de Albuquerque, pela amizade e confianca

na capacidade e competéncia para a realizacdo da pesquisa.

Ao professor José Ricardo de Sousa, pela aceitacdo do convite a fazer parte da banca. No

entanto, por motivos de for¢ca maior ndo pdde comparecer.

Aos professores Augusto Freitas, Jodo Batista e Claudia Adriana, por muitas contribuigdes
durante as minhas iniciagdes cientificas na graduacgdo, que foram importantes para a minha

formacdo e ingresso no mestrado.

A todos os professores do Departamento de Fisica da UFS que direta ou indiretamente
contribuiram para a minha formacao. Particularmente agradeco aos professores Mério Ernesto G.
Valerio, Nelson O. M. Salazar e Francisco A. G. de Almeida, pelos conhecimentos transmitidos

nas disciplinas durante o mestrado.

Agradeco a Vivia, minha noiva, pelo apoio, companheirismo e prestimoso convivio de

sempre.

Aos colegas de residéncia, os irmaos Jailsson e Jaelsson. Ao meu irmao, José Jaédson. A
Bruno, Adelino, José Anselmo e todos os colegas de pds-graduagdo. Aos secretdrios do NPGFI,

Alvaro e Camila.

Por fim, as agéncias CAPES/FAPITEC, pelo suporte financeiro.



Resumo

O comportamento critico de sistemas que exibem magnetismo tem sido objeto de intensa
pesquisa. O modelo de Heisenberg merece especial atencdo por se tratar de uma ferramenta
a ser empregada para a descricdo das propriedades de muitos materiais magnéticos, isolantes
e anisotropicos. Além disso, sabe-se que a consideragdo de efeitos anisotropicos em muitos
modelos de spins pode resultar na presenga de comportamento tricritico no diagrama de fases e
propriedades termodinamicas. Em particular, a interacdo Dzyaloshinskii-Moriya (DM) consiste
em um importante tipo de anisotropia, que desde as tltimas décadas tem atraido muita atencao,
desempenhando um papel relevante na descri¢do de algumas classes de isolantes, bem como no
estudo dos fendmenos envolvendo vidro de spin, dentre outros. A presenga de desordem nos
modelos, introduzida através de varidveis aleatérias governadas por uma dada distribuicao de
probabilidades, também resulta geralmente na alteragdo do comportamento critico em relagdo ao
sistema homogéneo, de modo que tem crescido o interesse nos sistemas em presenca de campo
aleatério. Com tal motivagcao, o modelo de Heisenberg anisotropico com interagdo DM e campo
magnético aleatdrio (com distribuicao trimodal) € estudado nas versdes spin 1/2 e spin 1 usando
o método de Oguchi (aproximacdo de pares). Embora a abordagem seja desenvolvida para redes
com nimero de coordenagdo z geral, € tratado em detalhes o modelo na rede cubica simples, com
nimero de coordenacdo z = 6. O comportamento critico, com dependéncia tanto do pardmetro
DM quanto do campo aleatério € analisado. Os diagramas de fases investigados revelam a
presenca de pontos tricriticos e os resultados sao estendidos a descricdo do comportamento das

propriedades termodinamicas do sistema.

Palavras-chave: Modelo de Heisenberg. Interacao Dzyaloshinskii-Moriya. Campo aleatorio.

Ponto tricritico.



Abstract

The critical behavior of systems that exhibit magnetism has been the subject of intense research.
The Heisenberg model deserves special attention because it is a tool to be used to describe
the properties of many magnetic, insulators and anisotropic materials. In addition, it is known
that the consideration of anisotropic effects in many spin models can result in the presence
of tricritical behavior in the phase diagram and thermodynamic properties. In particular, the
Dzyaloshinskii-Moriya (DM) interaction consists of an important type of anisotropy, which since
the last decades has attracted a great deal of attention, playing an important role in the description
of some classes of insulators, as well as in the study of the phenomena involving spin-glass,
among others. The presence of disorder in the models, introduced by random variables governed
by a given probability distribution, also usually results in the alteration of the critical behavior in
relation to the homogeneous system. Therefore, the interest in the systems in the presence of
random field has grown. With such motivation, the spin-1/2 and spin-1 anisotropic Heisenberg
models with DM interaction and magnetic random field are studied within the framework of
Oguchi’s pair approximation. Although the approach is developed for lattices with general
coordination number z the model is discussed in detail for the simple cubic lattice (z = 6).
The critical behavior dependent on both the DM parameter and the random field is analyzed.
The investigation of phase diagrams reveals the presence of tricritical points and the results are

extended to describe the behavior of the thermodynamic properties of the system.

Keywords: Heisenberg model. Dzyaloshinskii-Moriya interaction. Random field. Tricritical

point.
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Introducao

O estudo das propriedades magnéticas dos sélidos é o dominio da Fisica cujo interesse
consiste na descricdo da interacdo dos momentos magnéticos das particulas que compdem a
matéria [1]. A descricdo de tais propriedades € de grande relevancia, uma vez que possuem
muitas vantagens relacionadas a aplicagdes em novas tecnologias. Por isso, diversas abordagens,
tanto tedricas quanto experimentais, tém sido elaboradas ao longo dos anos em busca de maior

compreensdo dos fendmenos que exibem magnetismo.

Estudos tedricos analitico-computacionais utilizando modelos magnéticos sao uma grande
motivacdo, uma vez que podem, paralelamante as abordagens experimentais, explicar muitos
fendmenos ou servir como um primeiro ponto de vista para a elucidacao de determinado tipo
de comportamento. Por outro lado, diversas técnicas tedricas aproximativas tém sido utilizadas
para tratar as abordagens estatisticas e termodinamicas dos mais variados modelos, buscando
reproduzir resultados experimentais ou propor novas ideias e perspectivas de pesquisa. Desse
modo, o desenvolvimento de pesquisas ligadas a descricdo das propriedades magnéticas dos
materiais tem se tornado cada vez mais intenso, alcancando grandes avancos ao longo das tltimas
décadas [2, 3].

Nos modelos magnéticos, uma componente de grande relevancia € a constante de in-
teracdo (também chamada de “troca”, do inglés exchange), denotada por .J, que tem o papel
de descrever as interacdes entre os &tomos, componentes elementares dos materiais [2,4]. De
maneira simplificada, as particulas do sistema podem ser tratadas como spins' apontando em
uma dada dire¢do e ocupando os sitios (posi¢cdes bem definidas) de uma determinada rede

cristalina [3].

Dependendo dos tipos de d&tomos envolvidos e do ambiente no qual eles se encontram,

'O spin é um ente de natureza essencialmente quintica e pode ser entendido (por analogia cldssica) como

o momento angular intrinseco de uma dada particula [2]. No caso do magnetismo consiste basicamente no
momento magnético associado ao elétron (além do momento magnético orbital). Ou seja, em esséncia, as
propriedades magnéticas macroscOpicas dos materiais sdo uma consequéncia direta das interacdes entre 0s
momentos magnéticos de seus dtomos constituintes. Estatisticamente, cada spin interage com os demais, sendo
que em uma modelagem a interacdo é geralmente considerada para o caso de sitios vizinhos e pode ser desprezada
para os mais distantes.
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a interacao de troca nos modelos de spins pode apresentar muitas variagdes. Alguns exemplos
destas variacdes sao [3,5]: Heisenberg (JS; - Sy), Ising (J5755%), anisotrépica (uma combinagdo
destas tltimas, como no caso J[AS?S3 + (S¥S§ + SYSY)] ), biquadritica ( J(S, - S,)* ), entre
outras. Além disso, podem existir no Hamiltoniano outros termos que nao sdo interagdes, mas
que envolvem spins individuais, como € o caso de termos de campo cristalino, tipicamente na
forma A(S7)?, e campo magnético externo na forma HS7 [6]. Todas estas situagdes descrevem
casos particulares e extensdes ou generalizacdes do modelo de Heisenberg, quando em adi¢do a

interacao de troca isotropica, outros efeitos desempenham papel relevante.

O estudo de sistemas que exibem magnetismo possui caracteristicas bastante peculiares e
vérios fendmenos e comportamentos sdo observados. Dentre eles, estdo os aspectos inerentes das
transi¢Oes de fase [7, 8], correspondendo geralmente a uma mudanga qualitativa e quantitativa
nas propriedades macroscopicas de um dado material. Usualmente o conceito € associado a
uma mudanca na varidvel denominada de parametro de ordem [9]. Tais mudancas (transi¢des)
ocorrem quando uma fase termodinamica torna-se instavel em determinadas condi¢des. Uma
mudancga de estado pode envolver ou nao um calor latente. As fases antes e depois de uma
transicdo muitas vezes tém diferentes simetrias. A fase de alta temperatura € geralmente mais
simétrica do que a fase de baixa temperatura [6]. Por isso, quando ocorre transi¢gdo normalmente

fala-se em quebra de simetria [6].

O formalismo adotado para a descri¢do das transi¢des de fase baseia-se na Termodinamica
[7-9]. Um material pode se apresentar em vdrias fases sob determinadas condi¢des das variaveis
termodinamicas envolvidas, como a temperatura, o volume e a pressao, e mudar de uma fase
para outra quando tais condi¢des sao modificadas [10]. Basicamente o que caracteriza uma
transicao € a mudanca qualitativa das propriedades provocada a partir de variagdes de grandezas
termodinamicas envolvidas no sistema. Sabe-se, por exemplo, que a pressao ambiente (a nivel
do mar), a d4gua comegard a ferver ao atingir aproximadamente 100 °C'. Outro caso interessante
acontece no fendmeno conhecido por “cavitacdo” [11], em que se observa a formacao de bolhas
de vapor (gas) num liquido por efeito de uma redugao da pressao total. Essa ocorréncia pode ser
verificada no funcionamento de um submarino. Pelo principio de Bernoulli, o girar das hélices
faz com que a pressao local do fluido no entorno das mesmas seja reduzida, ocasionando as
bolhas pela vaporizacdo da d4gua. Manter-se oculto, portanto, € uma tarefa de estratégia para a

engenharia militar.

A visdo moderna das transi¢Oes de fase estd intrinsecamente relacionada a no¢ao de
parametro de ordem do sistema. Para descrever as transi¢cdes de fase com uma mudanga de
simetria, Landau introduziu este conceito (no caso de sistemas magnéticos, a magnetizacao
m). E notdvel que o dominio das transi¢cdes de fase possui, a0 mesmo tempo, uma diversidade
abundante e extremamente rica, além de muitas propriedades comuns tornando-se imprescindivel
a necessidade de classifica-las. Assim, transicdes de fases de segunda ordem s@o aquelas para

as quais o parametro de ordem permanece continuo a medida que ocorre a transicdo. Este é
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usualmente um caso mais simples de se analisar. As transi¢cdes de primeira ordem, por sua vez,
sdo aquelas para as quais o parametro de ordem € descontinuo na transicdo e o estudo deste tipo

de comportamento geralmente envolve a anélise da energia livre do sistema [10].

Ao longo dos anos, o estudo de sistemas que exibem magnetismo tem despertado o
interesse de pesquisadores e, consequentemente, aumentado o entusiasmo em relagdo aos efeitos
de diferentes anisotropias sobre o comportamento critico de diversos modelos, a exemplo do
modelo de Heisenberg. Duas das anisotropias mais discutidas sdo a de campo cristalino (ion
unico) [12, 13] e Dzyaloshinskii-Moriya [14, 15]. Os modelos abordados sio de variados tipos de
spin (S =1/2, 5 =1, S = 3/2, mistos, dentre outros).

Especificamente para o modelo de Heisenberg spin 1/2, uma prova rigorosa conhecida
como teorema de Mermin-Wagner [16] proibe um ordenamento espontaneo de longo alcance para
0 caso isotropico em uma e duas dimensdes. Desse modo, pode aparecer ordem espontanea apenas
se for considerada uma estrutura magnética tridimensional ou alguma anisotropia magnética
envolvida. Para spins maiores, contudo, ndao h4 tal restri¢do, uma vez que Stanley e Kaplan [17]
mostraram a existéncia de transi¢do de fase no modelo de Heisenberg ferromagnético para

S > 1/2 em duas e trés dimensdes.

O estudo desenvolvido na presente dissertacao trata das propriedades criticas do modelo
de Heisenberg ferromagnético para os casos spin 1/2 e spin 1 com interagdes anisotropicas de
troca e Dzyaloshinskii-Moriya e na presenca de campo magnético aleatdrio, utilizando uma
distribui¢do de probabilidades conhecida como “trimodal” [18-21]. O texto dissertativo se
constitui da seguinte maneira: no Capitulo 2 € feita uma abordagem geral a respeito de modelos
e formalismos, bem como das técnicas aproximativas que serdo empregadas para a obtencao
de resultados. No Capitulo 3 sdo mostrados os resultados para o modelo spin 1/2 contidos na
Secdo 3.1, onde sdo investigados os diagramas de fases. As propriedades termodinamicas na
auséncia de campo sao também obtidas, reproduzindo-se os resultados de Sousa et al. [22]. O caso
do modelo com spin 1 € abordado na Sec¢ao 3.2, detalhando-se mais uma vez o comportamento
critico do sistema. Neste caso, 0 modelo na auséncia de campo retoma o comportamento
investigado por Sun e Kong [14]. Finalmente, a Secdo 3.3 descreve discussoes sucintas de
alguns modelos e métodos relacionados. As conclusdes e perspectivas sao tratadas no Capitulo 4.
Por fim, os Apéndices descrevem com maior rigor alguns detalhes matematicos dos calculos

envolvidos.
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Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo desenvolve-se, a titulo de revisdo, alguns modelos e métodos utilizados
para o estudo de sistemas interagentes. Os detalhes de todas as possiveis interacdes de muitos
corpos ndo sdo levados em conta no tratamento. Mesmo assim, as interacdes incluidas de forma
simplificada tornam possivel descrever a esséncia fisica de sistemas interagentes, possibilitando,
inclusive, solugdes analiticas exatas para alguns casos [23]. Quando as solugdes se tornam muitos
complicadas para um tratamento analitico exato, formalismos de aproximacdes tais como as
teorias de campo médio [9,23] e campo efetivo [24,25] sdo, em muitos casos, de grande utilidade
e fornecem primeiros indicios de observagdes fisicas importantes. Ocasionalmente, recursos de
simulagdo numérica, a exemplo do método de Monte Carlo [26], sdo também uma vantajosa

ferramenta na estimativa de resultados, mas ndo serdo abordados no presente trabalho.

2.1 Modelos magnéticos

Modelos magnéticos tém sido apresentados na literatura com o propdsito de descrever os
aspectos inerentes de comportamentos observados por alguns sistemas que apresentam efeitos
cooperativos. Exemplos de modelos largamente aplicados ao caso de magnetismo localizado
sdo Ising e Heisenberg. Muitas variantes destes tém se destacado ao longo dos anos, a exemplo
dos modelos de Blume-Capel [27,28], Potts [29], XY [30], dentre outros, sendo algumas dessas
variantes mais especificas para tratar sistemas que, por algum aspecto, se destacam por apresentar
caracteristicas pouco usuais ou mesmo efeitos mais robustos, tais como transi¢do de primeira
ordem e pontos multicriticos. E nesse aspecto que se distingue o modelo de Heisenberg em
presenca da interacdo Dzyaloshinskii-Moriya, o qual tem fornecido resultados tedricos que

corroboram com dados experimentais [31].

Macroscopicamente, um cristal magnético consiste num arranjo muito grande de atomos.
Assim, uma aproximacgao bastante simples, mas de considerdavel precisdo para muitos casos,
consiste em assumir que apenas os vizinhos mais proximos interagem com um dando sitio

(ponto da rede). O nimero de primeiros vizinhos numa rede cristalina é chamado de nimero de
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coordenacdo, usualmente representado pelas letras z (como nesta dissertacdo) ou q. Os arranjos
possiveis que sdo tratatos nos modelos vao desde o caso unidimensional (uma cadeia de spins),
passando por estruturas bidimensionais, como as redes quadrada e hexagonal, até o caso 3D,

cujo exemplo mais simples € a chamada rede ctibica simples.

O estudo tedrico dos fendmenos criticos baseia-se, de modo geral, em modelos que
procuram se adequar a descricdo de materiais através de seus constituintes microscopicos. No
caso do magnetismo, o momento magnético intrinseco do elétron, bem conhecido como spin, € o

elemento que desempenha o papel fundamental na descri¢dao dos fendmenos.

Usando o formalismo do magnetismo, em que a energia do sistema € descrita em termos
de varidveis de spins, uma das muitas formulacdes possiveis que podem ser apresentadas para

um modelo € a seguinte:

H == Jij [a(SFS; + S!SY) + BS; S]] 2.1)
1,3

A partir da relagdo (2.1) podem ser definidos trés dos modelos mais utilizados nos estudo

dos fendmenos magnéticos:

e o = [ =1 — Heisenberg;
e a=1,0=0—XY;

e a=0,8=1— Ising;

Em esséncia, qualquer modelo estd associado ao tipo de spin e a estrutura da rede
(incluindo a dimensdo). Em relacdo ao tipo do spin podemos ter, por exemplo, S = +1 (Ising),

S =(5"5Y)(XY)e S = (S®,SY,S%) (Heisenberg). Em relagdo a estrutura, exemplos so as
redes cubica simples, cibica de corpo centrado (3D), triangular, quadrada (2D), dentre outras.

Considerando o caso mais simples possivel (Ising), para uma rede de /N spins o modelo é

usualmente definido por:
N
H=-J> oi0; —H> o (2.2)
(i.3) i

onde a primeira soma ¢ efetuada sobre os vizinhos mais préximos, o que é denotado por (i, j),
enquanto a segunda descreve o campo externo atuando sobre cada sitio ¢ da rede (interac¢ao
Zeeman). H aqui ja inclui o momento magnético u de cada spin (estd em unidades de energia).
J € a constante de troca ou exchange € o;(;) s@o varidveis de spin, assumindo, neste caso, dois

estados possiveis, +1 e —1 (modelo bindrio).

Diferente de um caso cldssico como o gés ideal, por exemplo, onde sdo desprezadas
todas as interagdes entre moléculas, aqui os sitios vizinhos na rede interagem. O acoplamento
J que surge desta interacdo tem o sinal dependente da forma como os sitios mais proximos se

alinham. Isto € o que define os casos de ferromagnetismo e antiferromagnetismo no modelo:
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Jy = Jy = J, Jyy = —J. As setas indicam a orientacdo do spin: up (1) e down ({). O esquema

¢ ilustrado na Fig. 1.

(@J>0 (b) J <0

Figura 1 — [lustracdo esquematica dos acoplamentos ferromagnético e antiferromagnético entre
sitios vizinhos.

2.2 Transicoes de fase

O fendémeno das transi¢coes de fases ocupa um importante lugar na Fisica da Matéria
Condensada, por razdes tais como a freqiiéncia e diversidade com que ocorre nos sitemas fisicos,
despertando grande motivacdo e interesse na descri¢do e entendimento do comportamento
critico e explicagcdo de questdes conceituais relacionadas. As transicdes de fase em fluidos e

ferromagnetos fornecem dois exemplos de uma grande diversidade de mudancas de estado.

O exemplo bem conhecido cotidianamente que envolve transicao € da dgua e suas varias
fases: s6lido (gelo), liquido, gés (vapor). As transi¢des de uma fase para outra, neste caso, podem
ser facilmente observadas e ja nos sdo muito familiares, uma vez que podemos distingui-las na
experiéncia didria.

Para um determinado sistema, um conjunto de pardmetros (temperatura, pressao, campo
externo, entre outros) sao variados para destacar as varias fases do sistema e explorar os dominios
de existéncia de cada uma. Os resultados sdo registrados pela determinagcdo do chamado diagrama

de fases. Como exemplo, € mostrado na Fig. 2 o diagrama pressao vs. temperatura para um fluido

simples.

Ponto
critico

P, L2 I A ]

o o :

= & :

P 3 W '

Pt---mmmemm-- :

 Ponto (4 :

'+ triplo !

T; T.

T

Figura 2 — Diagrama de fases P x T' para um fluido.
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Este diagrama mostra os dominios de existéncia de trés fases (sélido, liquido, gés) para
um fluido. Existem dois pontos particulares: o ponto triplo (7, 73) na juncao dos trés dominios e
o ponto critico (P,, T,), ponto final na fronteira entre os dominios da fases liquida e gasosa. Ao
contornar ao redor do ponto critico pode-se passar continuamente de um estado liquido para um

estado gasoso (sem transicdo descontinua).

Conforme j4 discutido, as transicdes de fase geralmente sdo caracterizadas por singulari-
dades termodinamicas. Com a evolucdo histérica da Termodinamica e da Fisica Estatistica, vérias
maneiras de discutir essas singularidades foram propostas ao longo do tempo. Naturalmente, as
diferentes classificacdes refletem a evolug@o conceitual dos métodos de estudo de transi¢cao de

fase.

A classificagdo mais antiga, de natureza termodinamica, é devida a Ehrenfest. Baseia-se
na andlise de singularidades do potencial termodinamico associado. Posteriormente, Landau
trouxe a nocao de quebra de simetria espontanea, o que corresponde a uma classificagdo diferente,

com base no parametro de ordem do sistema considerado.

2.2.1 Teoria de Landau

Baseada essencialmente em consideracOes de simetria, a teoria de Landau fornece uma
descri¢do aproximada do comportamento do sistema proximo a uma transi¢do de fase. Esta
abordagem fenomenoldgica relaciona quantidades mensurdveis entre si usando um conjunto
minimo de parametros de entrada que podem ser determinados por comparacao a experiéncia ou
a partir de abordagens de primeiros principios. A teoria de Landau pode entio servir como uma

ponte conceitual entre os modelos microscopicos e os fendmenos macroscopicos observados.

De forma resumida, a proposta de Landau consiste numa andlise baseada na simetria do
sistema, que busca descrever o comportamento de equilibrio na vizinhanca da criticalidade. E um
fato notdvel que um sistema ndo pode mudar suavemente entre duas fases de diferentes simetrias.
O caminho continuo que um sistema fluido pode tomar entre os estados liquido e gasoso em
torno do ponto critico € possivel apenas porque nao hd mudanga de simetria envolvida. Além
disso, os estados termodinamicos de duas fases que sdo simetricamente distintas devem ser os
mesmos na linha de transi¢@o por eles compartilhada (a chamada linha de coexisténcia de fases),

de tal forma que a simetria de uma fase deve ser maior do que a da outra.

Landau entdo caracterizou a transicdo em termos de um pardmetro de ordem, uma
quantidade fisica que geralmente € nula na fase de alta simetria (desordenada), e muda para um
valor finito uma vez que ocorre a quebra da simetria (fase ordenada). Essa mudanca pode ser
continua ou descontinua, o que corresponde a transicdes de segunda ordem e primeira ordem,

respectivamente.

Graficamente, o comportamento do parametro de ordem nas transi¢cdes continuas e
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descontinuas € apresentado na Fig. 3. Alguns tipos de parametros de ordem para diferentes

transi¢cdes de fase sdo mostrados na Tab. 1.

: ;
e )
5 5
[} [}
< a) < b)
S e :
5 - 5 - !
= Transicao = Descontinuidade '
<§ continua em 7, <§ em 7, '
v \ v :
‘ z
T. T
Temperatura Temperatura

Figura 3 — Comportamento caracteristico do parametro de ordem em funcao da temperatura nas
transi¢des de fase: a) segunda ordem e b) primeira ordem.

Tabela 1 — Exemplos de transicdes de fase e os respectivos parametros de ordem [32].

Transicao de fase \ Parametro de ordem \ Exemplos
Paramagnética-ferromagnética ‘ Magnetizacdo m ‘ Fe, Ni
Paraelétrica-ferroelétrica ‘ Polarizacao p ‘ BaTiOs, BiFeO;

Paramagnética-antiferromagnética | Magnetizacdo  alternada | RbMnF;
(staggered) ms = ma—mp

Gas-liquido | Densidade p — p, | CO,, H,0

A esséncia da abordagem de Landau se dd do fato de que a energia livre pode ser
representada como uma expansao em série de poténcias do pardmetro de ordem na vizinhanca

da transicao:

Para o caso do magnetismo, no qual o parametro de ordem é a magnetizacao m:

F(T,m) = Fy(T) + a(T)m? + b(T)m* (2.3)

Por questdes de simetria, € notdvel o fato de que a energia livre ndo deve depender do
sinal de m, ou seja, F'(T,m) = F(T, —m), de modo que apenas poténcias pares devem aparecer
na expansao.

A dependéncia de a com relacdo a temperatura é considerada de tal forma que para

T >T.ouTl =T, aenergia livre serd minimizada apenas para m = 0, enquanto que abaixo de

T, a energia serd minima para [m > 0|'.

' O que garante que F' serd minima sdo as condigdes (OF/Om)r = 0 e (0> F/dm?)r > 0 para o equilibrio. Isto

assegura que b > 0 para equilibrio mais estavel (graficamente, um minimo global).
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Sea > 0paraTl > T.ea < 0paral < T, entdo a energia livre serd minima em

m = 0 quando 7" > T, em m # 0 quando 7" < T,. E o ponto critico (em 7" = T.) ocorre

quando a(T,) = 0, uma vez que F' deve variar continuamente na regifio de transi¢do. Com isto,
escreve-se que:

a=a(l-T.), a>0 (2.4)

Minimizando com relacdo a m, energia livre tem extremos:

—a (0]
m=0 ou m=| =% (T~ T) (2.5)

Quando T > 7T, o minimo ocorre para m = 0. Ja quando 7" < ;. , o minimo se d4 para

m = :i:\/ (a/2b)(T. — T). Dessa forma, abaixo de T, o parimetro de ordem é ndo nulo e cresce

proporcional a (T, — T)"/2.

Assim, pode-se expressar a energia livre da seguinte maneira:

F(T,m)=F, para T >T,, (2.6)

(T, —T)?

F(T.m)=Fy— —¢

para T < T, 2.7

Na Fig. 4 € esquematizado o comportamento da energia livre para o caso de uma transi¢ao
de fase de segunda ordem. Acima de 7. hd um minimo global da energia livre em m = 0. Em
1., o grafico torna-se mais achatado na vizinhanca de m = 0 e, finalmente, em 7" < 7. passam
a existir dois minimos simétricos da energia livre, cujas posi¢des dao novos valores finitos do

parametro de ordem +m,, enquanto m = () passa a ser um maximo local.

F —Fy

mo

Figura 4 — Curvas da energia livre em funcdo do pardmetro de ordem m na teoria de Landau
(esquema para uma transicdo continua). As linhas sdo para temperaturas 7" > T,
(—)T=T.(—)eT <T,.(—).
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2.2.1.1 Pontos tricriticos

A teoria de Landau permite também descrever um ponto tricritico (ponto em que uma
linha de pontos de transi¢ao de segunda ordem toca uma linha de transicdo descontinua). Para

isso, considera-se a expressao da energia livre na forma:

F(m,T) = Fy(T) + a(T)m? + b(T)m* 4 c(T)m° + - - (2.8)
Os extremos da energia livre descrita em (2.8) sd@o dados por:

or

= 2am + 4bm?> + 6em® = 0, (2.9)
om

T

cujas solucdes sdo:

o —b= Vb? — 3ac
3¢

(2.10)

m=0 ou m

Nesta situag@o pode-se ter dois regimes: uma linha de transicdes de fase continuas e uma
de transi¢des descontinuas. As condi¢des que devem satisfazer uma transi¢ao descontinua ou

de primeira ordem sdo F' = Fjy e (OF/Om)r = 0. Essas equagdes simultaneamente resolvidas

fornecem: )
, -
= — 2.11
mt= o (2.11)
de modo que para m? > 0 exige-se b < 0, e
b2
= — 2.12
a= . (2.12)

que determina a linha de transi¢do de primeira ordem. Ja para a transi¢do de segunda ordem

tem-se a condicao a = 0.

Na Fig. 5 € apresentado o comportamento da energia livre na regido de transi¢do de

primeira ordem.

As linhas comecam com temperaturas acima de 7, onde o sistema encontra-se na fase
desordenada, pois F' tem apenas um minimo em m = (. As temperaturas vao decrescendo até
T = T,, que corresponde a temperatura para a qual ocorre transicao de primeira ordem, quando
os minimos da energia livre m # 0 sdo iguais ao minimo m = (. Neste ponto, as fases ordenada
e desordenada coexistem. Para 7' < T, o minimo global m # () garante a estabilidade do sistema
na fase ordenada. Vale observar ainda que para temperaturas um pouco acima da transicao de
primeira ordem aparecem minimos locais, que representam a situacao de metaestabilidade da

fase ordenada (o equilibrio se da na fase desordenada, pois m = 0 € minimo global).
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m

Figura 5 — Curvas da energia livre em funcio do pardmetro de ordem m na teoria de Landau
(esquema para uma transi¢dao descontinua ou de primeira ordem). Algumas linhas de
temperaturas caracteristicas sao I’ > 1. (—), T =1T. (—)e T < T, (—).

2.3 Métodos aproximativos

A seguir € elaborada uma descricdo dos procedimentos de cdlculos baseados na apro-
ximag¢do de campo molecular (campo médio), que frequentemente € utilizada devido a sua
simplicidade como ferramenta primdria para a estimativa do comportamento magnético de
muitos sistemas de spins. A abordagem quantitativa de campo médio € capaz de determinar
as temperaturas criticas e fornecer também estimativas dos expoentes criticos [33]. Quando se
trata de modelagem magnética, muitas situa¢des representam uma série de desafios em relacdo a
métodos analiticos mais sofisticados, de modo que a versatibilidade e simplicidade conceitual
sdo vantagens desta aproximacao, que pode ser facilmente adaptada a modelos de spins em

diversas redes cristalinas [23].

2.3.1 Abordagem classica de Weiss

Para uma ilustracio do formalismo, consideremos o caso mais simples, a aproximagao de

campo médio (equivalente a tomar um cluster de apenas um sitio) aplicada ao modelo de Ising:

N
H=-J> o0 —HY 05, o0;==l (2.13)
(i.7) i
O campo médio sugerido por Weiss simplesmente troca a interagdo spin-spin por um
campo magnético médio no qual o spin deve estar situado. Este campo deve ser proporcional a
magnetizagao:

’}/:JZO'Z':JZM,

=1
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em que z é o nimero de coordenacdo e m € a magnetiza¢io por spin.

Portanto, o Hamiltoniano de campo médio para um spin é dado por:

Hi = —o1 (Jiaj + H) = —(Jzm+ H)oy (2.14)

j=1

onde o, € o spin do cluster considerado. Neste caso, os detalhes da estrutura sio perdidos a partir
desta aproximacdo, uma vez que somente z ndo fornece precisamente a topologia tratada. O que
nao ocorre com a teoria de campo efetivo, usando a técnica do operador diferencial, uma outra

ferramenta possivel para esta abordagem.

Tomando agora a média termodindmica (o) = m, teremos:

(Kzm+h)o1 Kzm-+h —Kzm—h
o€ —
m = 2o %1 _C ¢ , 2.15)
Z{Ul} e(Kzm+h)o1 eKzm+h + e—Kzm—h
sendo K = Jeh=[(H.
Lembrando das fungdes hiperbélicas®:
_ senh(Kzm + h)
cosh(Kzm + h)
m = tanh(Kzm + h) (2.16)
f(x)
1 e
1 - , : \ “\ > T
-2 —1 ! ‘\\1 i 2
- N
E ! v Solugdes
! ndo triviais da
Eq. (2.16) para Kz > 1
! . com h = 0.

Figura 6 — Representagdo grafica das solu¢des para a equagdo de campo médio: f(z) = =
(—), f(z) = tanh 0,5z (—), f(z) = tanhx (—), f(z) = tanh 1,25z (—)
e f(z) = tanh2x (—). Os pontos nas intersec¢des entre as curvas da fungdo
tangente hiperbdlica e a reta f(x) = x representam solug¢des ndo nulas (magnetiza¢do
espontianea) em temperaturas criticas abaixo de 7.

2

senhz = 3(e® — e™7), coshz = (e + e~ ”) e tanhz = senhz/cosh .
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O resultado mostrado na Eq. (2.16) é a famosa relac@o da teoria de Weiss, a aproximagao
de campo médio cldssica. Plotando-se m e tanh(K zm) (h = 0, ver Fig. 6) pode-se perceber
que had sempre uma intersec¢do em 0 (solugdo trivial). Se Kz < 1,ouseja, T’ > Kz =T, a
inclinacdo da tangente hiperbdlica na origem é menor do que 1 e hd somente a solucdo m = 0.

Por outro lado, se Kz > 1 ouT < T, ocorrem trés solugdes: m = 0 e m = +mg # 0.

Na Fig. 7 € apresentado o diagrama m X h, enquanto o comportamento da magnetiza¢ao

em relacdo a temperatura pode ser visto na Fig. 8.

Figura 7 — Magnetiza¢do em funcio do campo magnético: comparagdo entre curvas com 7' < 7,
T=T.eT>T1T.

0 0.5 1 1.5 2

Figura 8 — Magnetizacdo em funcdo da temperatura: solucdo implicita da equag¢do de campo
médio a campo nulo e para H > 0.

O diagrama H x T é mostrado na Fig. 9 para um material que apresenta transi¢ao

ferromagnética (ferromagneto uniaxial). Este diagrama mostra um ponto limite no eixo 7" com
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H = 0, o chamado ponto critico. A campo nulo, quando 7" = T, no ponto critico ocorre uma
transicdo. Acima de 7. hd uma fase desordenada, paramagnética, sem magnetizacdo espontinea;
enquanto abaixo de 7, existe magnetiza¢ao espontanea e observa-se uma fase ordenada, chamada
ferrromagnética. Pode-se fazer uma analogia com a transi¢do liquido-gas no diagrama P x T',

com H desempenhando papel andlogo a P.

H

Figura 9 — Diagrama de fases no plano i x 7.

A aproximacdo de campo médio pode ser obtida também através da aplicagao do principio
variacional [9], uma aproximagdo da energia livre, que serd mostrado na préxima se¢do para o

caso de dois sitios. A aproximacgdo de pares € mais conhecida como método de Oguchi [22,34].

2.3.2 Minimizacao da energia livre: principio variacional

O método baseia-se na desigualdade de Gibbs-Bogoliubov [23], que € a base formal da
teoria de campo médio:
F<®=Fy+ (H—Ho),, (2.17)

onde F' € a energia livre do sistema descrito por um Hamiltoniano H (exato), Fg € a energia livre
associada ao sistema simplificado, dado pelo Hamiltoniano H, (aproximado) e (---), denota a

média tomada na aproximacao dada por H,.

Seja um sistema dado por um Hamiltoniano H. A energia livre correspondente € definida
por:
F=—kgThZ, (2.18)
onde Z € a funcao de parti¢do candnica do sistema:
Z =Y e P (2.19)
{s}
cuja soma € realizada sobre todas as configuracdes de spins (caso magnético). F' € a verdadeira

energia livre do sistema, sem aproximacdes.
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Considerando agora que:
H = Ho + Hi, (2.20)

onde a decomposicdo € tomada de tal modo que a estatistica de H, possa ser calculada de
maneira mais facil, pois € a aproximagdo considerada, enquanto H; contém toda a parte restante

de H, sendo de dificil tratamento.
Assim, aplicando (2.20) em (2.19), temos:
Z = Z e P = Ze_’BHl_ﬂHO = Ze_m‘le_ﬁ%o (2.21)

Dividindo ambos 0os membros por Zj, teremos:

—BH1 ,—BHo
Z Ye e _ <€ﬂ37—£1>0 (2.22)

Zy  YefH
Pela propriedade de convexidade® da fungdo f(x) = e~ (ver Fig. 10) é obtida a relagdo:

<6—57‘11>0 > e~ B0 (2.23)

Com a desigualdade (2.23) segue entdo de (2.22) que:
Z
= 2 e P ou InZ —1InZy > —B(Hi)o (2.24)
0
Uma vez que F = —% InhZz, Fy = —% InZye (Hi)o = (H — Ho)o, prova-se imediata-
mente a relagdo (2.17):

F < Fy+ (" —Ho), (2.25)

Figura 10 — Ilustragiio gréfica da relacdo (e =) > e~{*), A desigualdade de Gibbs-Bogoliubov
provém da convexidade da fun¢do exponencial.

3 Uma fungdo f(z) é convexase f(ZF22) < f(l'l);f(”)

da desigualdade for invertido, a funcao € dita concava.

para todo x; e z2 pertencentes ao dominio. Se o sinal
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Consideremos agora o caso de uma aproximagao com dois sitios. Numa rede hipercibica

temos N z/2 pares de vizinhos mais préximos* (nimero de ligagdes). Assim, no modelo de Ising:

Nz/2 N

H=-J Z S@'Sj_HZSi
(i.7) =1

Ho = Z 7‘[2, onde HQ = —JSl,S'g — ’}/(Sl + SQ),

pares

em que v € o parametro variacional, cuja expressao serd obtida a seguir.

Temos /N/2 pares de spins no Hamiltoniano tentativa e entao:

Zy = Zév/z, onde Zy = 2e” cosh(267) +2¢ ¥, com K = .

Logo, a energia livre é:

N K -K
Fy = ~25 In [26 cosh(2/37) + 2e }

E assim, a magnetizagdo por sitio com relagcdo a H sera:

10K senh (247)
N 0y  cosh (287) + e 2K

m =

Para o cdlculo do segundo termo, (H — Hy)o, temos:

N N
(H%:—Jﬁfm?—HNme<H@0:—J§wﬂ—7Nm

Nz

N
= <H—Ho>0 = <7‘[>0 — <H0>0 = —JTmz—i—J?mz —HNm+nym

So(H —Ho)o = —]\;J(z —1)m? - N(H —v)m

Assim: NJ
@z%——?@—UmLJWH—wm

Minimizando ¢ com relacao a v:

0 om om om
om
= [—NJ(Z—l)m—N(H—fy)]a—zo
Y

Logo, ¢ imediato de (2.35) que:

vy=J(z-1m+H

4

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Cada um dos N sitios possui z ligacdes, sendo que cada uma destas € compartilhada entre dois vizinhos.
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Com o parametro variacional obtido, substituindo em (2.30), a magnetizacdo torna-se:

senh (2K (z — 1)m + h)
= h=3H. 2.37
"= cosh (2K (2 — 1)m + h) + e—2K’ com p 237)

O método de Oguchi (aproximacdo de pares) € uma maneira mais direta de melhorar os
resultados de campo médio [9]. A relacdo (2.37) fornece uma estimativa ligeramente melhor
da temperatura critica em relac@o a Eq. (2.16) da aproximacao de Weiss. Plotando-se ambas as
curvas de m x T' para z = 4, por exemplo, pode-se perceber graficamente a diferenca (Fig. 11).
O modelo de Ising na auséncia de campo foi resolvido de forma exata para a rede quadrada por

Onsager [35] em 1944, sendo a temperatura critica aproximadamente 2, 269.

0.8 1

0.6 1

0.4 1

kpTe ~,
kple ~ 3,776

021 spin
— 2 spins
0 1 ‘ 1

kpT/J

Figura 11 — Magnetizacdo em func¢ao da temperatura reduzida: comparagdo entre os resultados
nas aproximacdes de um e dois sitios.

2.4 Interacao Dzyaloshinskii-Moriya e campo aleatorio

Seja o Hamiltoniano H = —JS; - S, descrevendo a interac@o de troca entre dois spins
no modelo de Heisenberg. H contém um produto escalar dos dois spins S; e Sy, de modo que
a energia € minimizada se eles estiverem numa orientacao colinear (paralela ou antipararela).
Qualquer desvio desta configuracdo estd associado a um custo energético. Supondo, por exempo,
que S; esteja fixo e S, forme um angulo com S4, o custo energético € o mesmo independentemente
do desvio ser para um lado ou para outro. Portanto, a interacdo € simétrica. Quando atua entre
dois spins S; e So, a interacdo Dzyaloshinskii-Moriya, por sua vez, é descrita no Hamiltoniano
pelo termo

HD]M =-D- (Sl X SZ)
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Nota-se que H ,,, contém um produto vetorial que resulta consequentemente num vetor
perpendicular a S; e S, vezes (escalar) o vetor DM dado por D. Isto assegura que pode ocorrer
um ganho energético na configuracao de angulo nao nulo entre os dois spins. Contudo, o desvio
precisa ser na dire¢do “certa”, uma vez que a direcdo oposta a configuracdo de colinearidade seria
energeticamente desfavordvel. Assim, a rotacao do spin € favorecida em um sentido particular,
de modo que se descreve a interacio DM como sendo de natureza antissimétrica, servindo
em aplicacdes a fendmenos com a presenca de quiralidade [15], a exemplo das estruturas
denominadas Skyrmions [36,37]. A acdo da interacdo DM (tendéncia em rotacionar os spins
em pequenos angulos) mais comumente ocorre em antiferromagnetos, resultando no efeito

conhecido como ferromagnetismo fraco [6], como € o caso do composto La,CuQOy [38,39].

Em anos recentes, a interacdo DM (levando-se em conta o efeito spin-Orbita) tem sido vas-
tamente investigada em diversos modelos aplicados ao estudo de sistemas com emaranhamento
quantico [40—44]. Os trabalhos a respeito do emaranhamento usualmente tratam do conceito de
“discordia quantica” [45], do inglés quantum discord, que foi elaborado basicamente para quanti-
ficar o quanto as correlacdes entre particulas e conjuntos de particulas estdo em desacordo com
as leis cldssicas da Fisica. Trata-se de uma quantidade introduzida por Henderson e Vedral [46] e

(independentemente) Ollivier e Zurek [47], para a quantificacdo de correlacdes nao classicas.

Num certo sentido a interagdo DM € uma espécie de correcao (ou aperfeicoamento) do
modelo de Heisenberg usual e outras abordagens para tratar sistemas magnéticos também tem
sido adotadas. E, com intuito particular para obten¢do de pontos tricriticos (como também ¢é
um dos aspectos largamente credenciados nos modelos com interacdo DM). Nesse contexto,
ao longo dos recentes anos tem aumentado o interesse também nos modelos de spins em
presenca de campo magnético aleatério. O modelo de Ising em campo magnético aleatorio foi
introduzido inicialmente por Larkin [48] para supercondutores e posteriormente generalizado
por Imry e Ma [49]. Este modelo foi largamente estudado ao longo das ultimas décadas desde
a sua proposicao e € util na descricdo de uma série de sistemas, tais como transi¢do de fase
estrutural em ligas aleatdrias e misturas de fluidos bindrios em meios porosos aleatérios [50].
Além disso, antiferromagnetos diluidos, tais como Fe,Zn;_,Fs, Rb,Co,Mg;_,F, e Co,Zn;_,Fs
em campo magnético homogéneo comportam-se como ferromagnetos na presenca de campo
aleatorio [51, 52]. De modo geral, uma distribuicdo de campo magnético aleatdrio produz
efeitos dréasticos nos diagramas de fase e propriedades magnéticas do sistema considerado.
Sistemas de Ising sob influéncia de distribui¢des simétricas discretas, como bimodal [53] e
trimodal [19] apresentam comportamento tricritico, enquanto para distribui¢cdes simétricas

continuas (gaussianas) ocorrem apenas transi¢des de segunda ordem [54].

No presente trabalho faremos a aplicagdo da distribuicao de probabilidade “quenched”
descrita por:

P(H:) = p8(H)) 1;7’ S(H, — H) + 6(H, + H) |, (2.38)

em que p ¢ um nimero real (0 < p < 1) medindo a probabilidade de encontrar o campo
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magnético aleatério H; = 0, (1 — p) /2 para campo magnético aleatério H; = £ He § é a fungdo
delta de Dirac. Se p = 0, tem-se o caso de uma distribuicdo bimodal, com igual probailidade

para os campos longitudinais + H.

Os efeitos de campo aleatério no modelo de Heisenberg também vém sendo tratados
principalmente para o caso spin 1/2. Albuquerque e Arruda [55] estudaram as caracteristicas de
uma transicao de fase com uma distribuicao bimodal de campo no modelo de Heisenberg spin
1/2 através da teoria de campo efetivo para dois sitios, tendo sido encontrado ponto tricritico.
Posteriormente, Albuquerque et al. [56] trataram 0 mesmo sistema com efeito amorfo. Sousa
et al. [57] estudaram os efeitos de uma distribuicdo bimodal de campo aleatério na transi¢ao
de fase do modelo de Heisenberg cldssico e quantico de spin 1/2 por meio da teoria de campo
efetivo com dois sitios e também obtiveram comportamento tricritico no sistema. Akinci [52]
realizou um estudo dos efeitos de uma distribui¢do trimodal no modelo de Heisenberg quantico
anisotrépico (spin 1/2) para redes cubica simples e cibica de corpo centrado, via formalismo
EFT (teoria de campo efetivo). Recentemente, usando campo efetivo Santos Filho et al. [58]
também investigaram o comportamento critico do modelo de Heisenberg cldssico de spin 1/2

diluido e na presenca de campo aleatério com distribui¢ao trimodal.
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Resultados e Discussoes

Neste capitulo sao discutidos os diagramas de fases e as propriedades termodinamicas
do modelo de Heisenberg ferromagnético para os casos spin 1/2 e spin 1 com interagdo DM e
campo magnético aleatério. O formalismo € desenvolvido por meio de uma aproximagdo de
pares, mais conhecida como método de Oguchi [22,34]. O capitulo esta organizado em trés
secoes, conforme a descri¢do a seguir. Na Secdo 3.1 sdo mostrados o formalismo e os resultados
para o caso spin 1/2, enquanto a Secdo 3.2 € dedicada a apresentacdo do formalismo e resultados
para o caso spin 1. Por fim, algumas consideracdes e discussoes de trabalhos relacionados sdao
abordadas na Secdo 3.3, que demonstra, por exemplo, a aplicacdo do modelo de Heisenberg
spin 1 com anisotropia de campo cristalino para um cluster de trés sitios nas redes kagomé e

triangular.

3.1 Modelo de Heisenberg spin 1/2 com interacao DM e campo

magnético aleatorio

O Hamiltoniano do modelo € descrito por:
- Jyl1 )(S7ST 4+ SYSY) + S; S| — Z D, - (S;xS;)—=> H;-S;, (3.1
(i.9) é
onde os termos dos somatdrios representam a interacdo de troca anisotrdpica, a interagdo DM e
0 campo magnético aleatorio, respectivamente. No primeiro termo, considera-se J;; = J > 0
(caso ferromagnético), A € [0, 1] diz respeito ao pardmetro anisotrépico que define o modelo:
A = 0e A =1 correspondem aos modelos de Heisenberg isotropico e Ising, respectivamente.
Em se tratando da presenca de campo magnético externo, a terceira soma corresponde a interag@o
Zeeman. Além disso, S] (y = x,y, z) sdo as componentes do operador de spin 1/2 no sitio i de

uma dada rede.

Consideraremos que D = Dz e H = Hz, ou seja, D e H estando na direcdo z. Aplicando-
se entdo uma aproximacao axial, de modo que se considera o sistema com ordenamento prefe-

rencial na dire¢do z, o Hamiltoniano efetivo (— ) para um cluster de dois sitios serd dado por:
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—BH1 = K[(1 = A)(S755 + S155) + STS5] + L(S755 — 5155) +xS7 + 953, (32)

sendo que K = 3J, L = 8D, 8 = 1/kgT (kp é a constante de Boltzmann e 7" € a temperatura),
r=K(z—1m+h,y=K(z—1)m+ hycomh; = H;/kgT (i = 1,2) e z é o nimero de

coordenagdo.

Matricialmente, a Eq. (3.2) é representada por':

K+xz+y 0 0
0 —-K+z— 2a
—BHs = tY . (33
0 2 —K—(x—y) 0
0 0 0 K—(z+y)

em que o = K (1 — A) +iL e, consequentemente, a* = K (1 — A) — (L.

Considerando w = a*a = aa™* = |« 2

, 0s quatro autovalores obtidos a partir de (3.3)

M=K+xz+y

A=K —(x+1y)

Ny = —K +/(z — y)? + 4w
M=—-K—/(z—y)?+4w

A funcdo de particdo do modelo tem, portanto, a seguinte expressao:

4
Z=>3 e =2e" {cosh(:z: +y) + e ?X cosh ( (x —y)?+ 4w>} :
n=1

comw = K2[(1 — A)?+ (D/J)?, em termos das varidveis primarias.

A magnetizacao (média térmica), por sua vez, € dada por:

S7 4 5z
"= < 2 >
1(S2 4 S2)e~ B
) A
1 (0lmZ OlnZ
) ( Ox * dy )
m = senh(z + y) (3.4)

- cosh(z + y) + e~2X cosh ( (x —y)? + 4w>

Uma maneira simples e elegante de se obter tal representag@o consiste no uso do produto de Krocecker com as
matrizes de Pauli, conforme é mostrado no Apéndice A. Desta forma, evita-se o uso explicito de conjuntos de
bases para a construcdo dos elementos da matriz que representa o Hamiltoniano [59]. Para maiores detalhes e
uma abordagem mais completa, ver Refs. [60-62].
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A energia livre reduzida (funcdo da temperatura e da magnetizacao) para um cluster de
dois sitiios € dada por [14,34,63]:
F
NJ

f =(z-1)m* - K 'InZ (3.5)

O primeiro termo de (3.5) surge da aplicacdo do principio variacional (desigualdade
de Gibbs-Bogoliubov) conforme discutido na Subse¢do 2.3.2. A energia livre € a ferramenta

essencial para a andlise das transi¢Oes de fase de primeira ordem.

Para dar sentido fisico completo a Eq. (3.4) aplica-se a média configuracional sobre as
varidveis independentes h; (lembrando que x = K(z — 1)m + hy ey = K(z — 1)m + hy),
considerando a distribui¢do de probabilidades. Serd empregada a distribui¢ao trimodal de campo
aleatorio dada na Eq. (2.38) com h; = H,;/kgT":

P(he) = pi(hi) + 15 L 15k + h) + (0 — 1) (3.6)

Desse modo, denotando (- - ). por média configuracional:

(m) = [ TLdnsP(hiym (3.7)

Aplicando as Egs. (3.4) e (3.6) em (3.7), a expressdo obtida é dada no Apéndice B. Por
simplicidade e conveniéncia, a partir daqui a nota¢do se manterd m = (m)., de modo que ao se

usar m j estardo implicitas as médias térmica e configuracional da magnetizacao.

O mesmo procedimento € feito para a energia livre [54,64]:

F=(f)= / [T dhiP(hs) n [Tx (e=)] (3.8)

Na vizinhanga da linha de transi¢do de segunda ordem naturalmente assume-se que m
tem um valor muito pequeno, o que sugere uma expansdo em série do lado direito da Eq. (3.4)

em torno de m = 0 (teoria de Landau):

m ~ am + bm® +em® + - - - (3.9)

Resolvendo (3.9) na vizinhanga da transi¢io de segunda ordem?, termos:

1 _
m? = — ¢ (3.10)

Os coeficientes da expansio® dependem da temperatura e de todos os parimetros envolvi-
dos no modelo descrito pela Eq. (3.1). Dessa forma, a expansdo em poténcias da magnetizacao

m pode ser diretamente usada para localizar as linhas de transi¢do de segunda ordem e os pontos

2
3

Considerando, no segundo membro, até o termo de ordem cubica da expansao.
As expressoes dos coeficientes a e b sdo mostradas no Apéndice C.
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tricriticos. As temperaturas criticas correspondentes as transi¢des de segunda ordem obedecem
a condicdo a = 1, b < 0, enquanto os pontos tricriticos sdo localizados pela condi¢do a = 1 e
b = 0. Além disso, as temperaturas criticas das transi¢cdes descontinuas (de primeira ordem) sdo
obtidas a partir da comparagio da energia livre nas fases ordenada e desordenada, ou seja, F'(m)
e F'(0). A seguir sao mostrados os diagramas de fases do modelo. Em todos os diagramas de
fases bidimensionais apresentados convenciona-se que as curvas cheias (continuas) representam
transi¢oes de segunda ordem, enquanto as tracejadas correspondem as transi¢des de primeira
ordem. Entre as duas transi¢des o ponto tricritico € demarcado por um ponto no diagrama.

Consideraremos z = 6 (para o caso de uma rede cubica simples).

3.1.1 Diagramas de fases

A Fig. 12 mostra o diagrama de fases em trés dimensdes que descreve o comportamento

critico do sistema para p = ( (distribui¢do bimodal do campo aleatorio).

Figura 12 — Diagrama de fases kgT./J x D/J x h para p = 0, mostrando a superficie de
transicdo de segunda ordem, delimitada pelas linhas de pontos tricriticos.
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Para cada par de coordenadas (h, D/.J) hd uma correspondente temperatura critica (de
segunda ordem) kgp7./J, de modo que toda a regido critica de segunda ordem é mostrada pela
superficie colorida no diagrama, sendo esta delimitada pelas linhas vermelhas que indicam as
solugdes para pontos tricriticos. Tomando-se valores nulos de h e D/.J, temos uma dnica solugio
para a temperatura critcia: kg7./J(h = 0,D/J = 0) ~ 5,9. A medida que se vai aumentando
estes parametros, por outro lado, ocorre uma diminui¢do das temperaturas crititicas, até que
eventualmente se chega num ponto tricritico, a partir do qual teremos transicdes de primeira
ordem, cujas linhas serdo mostradas nos diagramas bidimensionais seguintes (ver, por exemplo,
Fig. 15).

E interessante ressaltar que as solucdes para pontos tricriticos, conforme a condigdo
a = 1 e b = 0 continuam indefinidamente a partir de uma temperatura critica minima de
aproximadamente 0, 8. Desse modo, sé foram incluidos dados para o grafico do diagrama em 3D
mostrado na Fig. 12 até a temperatura critica kg7, /.J = 2. Tomando-se valores de temperaturas
abaixo disto, chega-se gradativamente a um limite em que a superficie de transi¢do de segunda
ordem continua constante 2 medida que se aumenta h e D/.J, de modo que no diagrama D/J X h,
D/ J cresce de forma diretamente proporcional ao aumento do campo h e vice-versa. Nesta
situacdo, as linhas de pontos tricriticos seguem também paralelamente, delimitando as solucdes
de segunda ordem. Os resultados estdo, pois, suprimidos nesta regido. J4 para o modelo spin 1,

que serd discutido na Secdo 3.2, tal comportamento nio ocorre.

Na Fig. 13 é apresentado o comportamento do diagrama kgT./J X h X p, para diferentes
valores de p considerando D/J = 0. Para cada p dado é obtida uma curva de temperatura critica
vs. campo aleatdrio. Se p = 1, por exemplo, obtém-se uma reta, sendo a temperatura critica
invaridvel em relacdo ao campo, uma vez que para este valor de probabilidade, de acordo com a
distribuicao trimodal, apenas o valor nulo do campo € levado em conta na média configuracional.
Para valores de p menores, comeca a ocorrer a contribui¢do de probabilidades de se ter campo
+h, sendo que para p = 0,9, por exemplo, ja se observa uma ligeira variagdo/diminui¢ao
da temperatura critica com o aumento do campo. Este € um comportamento esperado, ja que
0 aumento do campo aleatério tem como efeito justamente promover um desordenamento e
este, por sua vez, estd diretamente associado a transicdo de fase que acontece, indentificada
pela temperatura critica. Quanto maior a presenca de desordem no sistema, menores sao as

temperaturas criticas.

Por outro lado, a curva de pontos tricriticos (em vermelho) demarca o inicio das linhas
de primeira ordem (tracejadas) parap = 0, p = 0,1 e p = 0, 2. O ponto no diagrama em que
termina a linha de pontos tricriticos, demarcado pela esfera em vermelho, representa o valor de p
para o qual cessa a ocorréncia de comportamento tricritico (que serd denotado por p*). Ou seja,
para o intervalo de valores 0 < p < 0, 266 o sistema exibe pontos tricriticos e transicdes de fase
de primeira ordem. Os valores dos pontos tricriticos para cada p apresentado no diagrama sao
dados na Tab. 2.
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Figura 13 — Diagrama de fases kg7./J X h x p. As linhas continuas com p constante correspon-
dem as transi¢des de segunda ordem. As transi¢des de primeira ordem, por sua vez,
sdo dadas pelas curvas tracejadas. Para valores de p > p*, todas as transi¢des sdo de

segunda ordem.

Tabela 2 — Coordenadas de pontos tricriticos para valores selecionados de p para o caso spin 1/2.

p hy T,
0 2,598 3,771
0,1 2,814 3,646
0,2 3,116 3,401
p* ~ 0,266 3,448 2,714

Para maiores detalhes em relacdo ao diagrama tridimensional apresentado na Fig. 12,

serdo mostradas a seguir algumas curvas de niveis (com valores constantes de temperatura) em
duas dimensdes. Desse modo, o que se observa nos diagramas D/J x h (Figs. 14 e 15) sdo
curvas isotermas criticas de primeira e segunda ordem e os pontos tricriticos, sendo que na
Fig. 14 sdo dadas as curvas de segunda ordem até a temperatura critica kz7./.J = 4, enquanto
a Fig. 15 mostra transi¢des de segunda e de primeira ordem para temperaturas kg7./J = 3,5,

kgT./J =3ekpT./J = 2,5. Como pode ser visto do comportamento das curvas, para que se

mantenha uma mesma temperatura critica, 2 medida que se aumenta o valor do campo aleatdrio,
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o valor do parametro DM diminui e vice-versa. Isso significa que ambas as varidveis contribuem
para a desordem, levando o sistema a uma transi¢do de fase. De um ponto de vista qualitativo,

para cada curva de temperatura critica hd uma relagdo proporcionalmente inversa entre 0 campo
aleatdrio h e o pardmetro D/ .J.

——Kk T/I=58]
Cc
30 —— K T /=54
B ¢
—— Kk T/3=50-
Cc
25 —— Kk T/A=45
—— k. T/3=40]
Cc
2,0 .
2 i
(m)
15 .
1,0 .
0,5 .
0,0 .
0,0 0,5 1,0 15 2,0 25
h
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—k.T/J=25 VoV
B'c VoY
I — = vV 1
05 | kBTC/J - 3,0 |‘ \‘ \‘ |
' —k . T/J=35 R
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\
O’O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | II 1 : |
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0

Figura 15 — Isotermas criticas no plano D/.J x h correspondentes a transi¢des de primeira e de
segunda ordem, com a presencga de pontos tricriticos separando-as.
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O comportamento da temperatura critica em relacdo ao parametro DM (com £ fixo) e
da temperatura critica em relagdo ao campo magnético aleatdrio (para valores fixos de D/J) é
mostrado, respectivamente, nas Figs. 16 e 17, incluindo as linhas de transi¢dao de primeira ordem.
No primeiro caso, kgT./J x D/J, a medida que se aumenta o valor do campo aleatdrio, as

temperaturas criticas diminuem, enquanto no diagrama kg7,./J X h, as temperaturas decrescem
com o aumento de D/J.

| ——DP=00 R \
——D/J=1,0 LT
L ——D/J=2,0 b : .
0 . 1 . 1 . 1 . 1 . Pt
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Figura 17 — Diagrama kgT./.J X h para valores constantes de D /.J.



Capitulo 3. Resultados e Discussoes 38

312 Casop=1

A seguir sdo apresentados os resultados para o caso p = 1. Para este valor, de acordo
com a distribui¢do (3.6) o campo aleatério € completamente eliminado das equagdes obtidas,
retomando-se o caso das Refs. [22,63, 65]. Nesta situacdo, tem-se o modelo de Heisenberg com

interacdo DM na auséncia de campo.

O diagrama de fases, neste caso, para diferentes valores de A, é mostrado na Fig. 18.
Quando D/J — 0 temos as temperaturas criticas do modelo puro: kg7./J(A = 1) = 5,847,
kpT./J(A =0,2) = 5,766 e kgT,/J(A = 0) = 5,719. A medida que D/.J vai aumentando a
partir de zero, as temperaturas da transi¢do de segunda ordem vao decrescendo até atingirem
o ponto tricritico (13, D;), ponto final da linha de pontos criticos de segunda ordem. Para o
ponto tricritico (PTC) encontra-se que a temperatura critica independe do parametro A, valendo
T, = 10/3, enquanto o parimetro DM ¢é dado por D, = \/ 10,75 — (1 — A)2. Analiticamente,
as coordenadas do PTC sao dadas pelas expressoes:

2 1
T, = g(z —1) e D= \/4Tt2 arccosh?(2e%/Tt) — (1 — A)? (3.11)

Nota-se, assim, de (3.11), que o valor de temperatura € dependente apenas do nimero de
coordenacdo.

A partir do PTC, a transi¢do de primeira ordem se dd com o aumento de D/.J e decréscimo
da temperatura critica. No limite kg7./J — 0, o valor critico de D/J é dado numericamente
por D, = /12,25 — (1 — A)2.

6 T T T T T T T T T T T T T T -]
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 PR |
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

D/J

Figura 18 — Diagrama kp7./J x D/J para valores constantes de A.
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Explorado o diagrama de fases, as propriedades termodinamicas abordadas a seguir sao
para A = 1 (Ising).

Magnetizacao

A expressdo da magnetizacdo a campo nulo € dada por:

senh(2vp)
m =
cosh(270) + 2K cosh(2y/w)’

(3.12)

onde 7o = K(z — 1)mew = K?[(1 — A)> + (D/J)?], que € obtida considerando-se p = 1 na
expressao (B.1).

O grifico para alguns valores constantes de D/.J é apresentado na Fig. 19. Quando
D/J =0,8e D/J = 3 a magnetizacdo decresce continuamente até atingir as temperaturas
criticas, ocorrendo assim transi¢oes de segunda ordem. Ja para D/J = 3,38 e D/J = 3,42
ocorrem transi¢des de primeira ordem, de modo que a magnetizagao descresce com o aumento
de kpT'/J até um valor ndo nulo no qual salta descontinuamente para zero, o que € indicado
pelas linhas pontilhadas verticais. As linhas tracejadas com as cores correspondentes a legenda

sdo solugdes instdveis, como no caso das reentrancias que aparecem quando D/J = 3,38 e
D/J = 3,42.

l,o : T T T T T T 1 T 1 T
_ D/J=3,0 ]
0.8 | bgse
0,6 - |
(=]

S -
04 - |
02 |
0,0 , 1 N | 1 | 1 |

0 1 2 ) ° i

3
k,T/J

Figura 19 — Grafico da variacdo da magnetizacdo com a temperatura para valores selecionados
D/JeA=1.
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Energia interna

A campo nulo, a energia interna é definida por [22]:

H olnZ
u = f]N> —_ 81;( (3.13)

e K [COSh (2y/w) — 2 (%)senh (2\/6)} — e [cosh (270) + 2(%0>senh (270)}
cosh (27g) + e~2K cosh (2y/w) ’

u =

(3.14)

onde o = K(z — 1)mew = K?[(1 — A)? + (D/J)?. O grafico é apresentado na Fig. 20.

OfF— T T T T T T T T T T T T T A
2L .
4k
=)
6k
8tk
——D/J=0,8
D/J=3,0
210 - D/J=3,38
—D/J=3,42
_12 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

k,T/J

Figura 20 — Gréfico da variacdo da energia interna em funcdo da temperatura com A = 1, para
alguns valores de D/.J indicados na legenda.

As curvas de u em fungdo de kT, /J para A = 1 e valores selecionados de D/.J mostram
um comportamento crescente a medida que se aumenta a temperatura. Quando a temperatura
tende a zero, a energia reduzida fornece o valor u = —11. As descontinuidades vistas no grafico
indicam os pontos de transi¢do de fase, nos quais temos as temperaturas criticas, sendo que
para D/J = 3,38 e D/J = 3,42 as transi¢des sdo de primeira ordem, o que se caracteriza pelo

“salto” indicado pelas linhas tracejadas.
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Calor especifico

Por diferenciacao numérica da energia interna obtém-se o grafico do calor especifico ¢
em fundo da temperatura kp7./.J. Matematicamente: ¢ = Ju/0T. Assim como no caso anterior,

da energia interna, as descontinuidades indicam os pontos de transi¢do de fase.

6 B L) l L) l L) l L) l L) l L) l L) l L) _
51 . ——D/J=0,8
: D/J=3,0
D/J=3,38
4r ——D/J=3,42
o ]
3+ .
2+ .
1+ .
0 - : . . L . i —
0 1 2 3 4 5 6 7 8
kBT/J
Figura 21 — Calor especifico em funcio da temperatura com A = 1 para valores constantes de

D/J.

Susceptibilidade magnética

A susceptibilidade magnética a campo nulo € obtida a partir da relagao

_ Om

= (3.15)
on |, _,

X
usando m da Eq. (3.12) com 7y = K(z — 1)m + h, considerando-se a presenca do campo
externo.

Assim, temos:
1 + e 2K cosh (27p) cosh (2y/w)
2 () 1 + =25 cosh (240) cosh (2/)]  [cosh (230) + e~2F cosh (2y/w)]”

sendo agora, em (3.16), 79 = K(z — 1)mew = K*[(1 — A)? + (D/J)?].

X = (3.16)

O grafico da Fig. 22 mostra o comportamento da susceptibilidade a campo nulo em

funcdo da temperatura reduzida para a rede ctbica simples com pardmetro anisotrépico A = 1,
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para valores constantes D/J = 3,38, 3,42. Pode se ver a ocorréncia de descontinuidades
na temperatura critica de primeira ordem. Para 1" > T, na fase paramagnética (my = 0), a
susceptibilidade apresenta um maximo, comportamento andmalo atribuido a competicao entre as
interacdes J e DM [22].

5 D/J=3,38 |
——D/J=3,42

k. T/3

Figura 22 — Susceptibilidade magnética a campo nulo em func¢io da temperatura com A = 1
para valores selecionados D/.J.
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3.2 Modelo de Heisenberg spin 1 com interacao DM e campo

magnético aleatorio

Matematicamente, o Hamiltoniano € o mesmo da Eq. (3.1):

— > Jil(1 = A)(SFST + S7SY) + 5757 — Z D, - (SixS;)=> H;-S; (3.17)

i,J (4,9) i
Novamente os termos em (3.17) representam, sequencialmente, interacdes de troca aniso-
tropicas, a interagdio DM e um campo magnético aleatério, sendo que S; (v = z,y, 2) representa

as componentes do operador de spin 1 no sitio 7.

Aplicando a aproximagdo axial com H = Hz, D = Dz e J;; = J > 0 (modelo

ferromagnético), o Hamiltoniano efetivo para um par spins mais uma vez serd dado por:
—OHio = K[(1 — A)(STSS + S57SY) + S7S5] + L(S7 Sy — S7S5) + xS; + 4S5, (3.18)

onde K = 3J,L = 8D, B = 1/kgT (kg é a constante de Boltzmann e 7" é a temperatura),
r=K(z—-1m+h,y=K(z—1)m+ hycomh; = H;/kgT (i = 1,2) e z é o nimero de
coordenagdo.

De modo andlogo ao que foi feito para o caso spin 1/2, mas agora fazendo uso das

matrizes de Pauli para S = 1 (dadas no Apéndice A), a Eq. (3.18) serd representada pela matriz
9 x 0

hyy 0 0 0 0 0 0 0 0
0 T 0 « 0 0 0 0 0
0 0 hygs O « 0 0 0 0
0 o 0 y 0 0 0 0 0
—0BHia = 0 0 o 0 0 0 « 0 0 |, (3.19)
0 0 0 0 0 —1y 0 « 0
0 0 0 0 o 0 hy7 0 0
0 0 0 0 0 o 0 —x 0
0 0 0 0 0 0 0 0 hgg |
ondeh;y = K+x+9y,hy3 = —K+z—y hyy = —K—(x—y),hyg = K — (z+v),

= K(1 — A) +iL e, consequentemente, o = K (1 — A) —iL.

Conforme esperado, assim como no caso spin 1/2, a matriz — 3H, dada pela Eq. (3.19)
¢ Hermitiana, pois coincide com o complexo conjugado de sua transposta*. Desse modo, trata-se
de uma matriz quadrada e seus elementos, simétricos em relacdo a diagonal (com elementos
reais), sdo conjugados, ou seja:

h;; = h}; parai # 7.
Uma matriz M ¢é Hermitiana se obedece a condigio M = (M™)* ou M3, = M,;.

4
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Com o célculo dos autovalores da matriz (3.19) podemos montar a fun¢do de particdo e
2

)

com isso obter todas as demais propriedades do sistema. Considerando w = a*a = aa* = |«

os nove autovalores® obtidos sdo:

+y+y/(z—y)?®+dw

)\3: 2
r+y—/(r—y)?+4w
Ay = 5
—(z+y)+/(z —y)* + 4w
)\5:
2
—(z+y) —/(z—y)* + 4w
Ag = 5
ok 2K+ 6w+3(z—y° |1 K (K + 9w —9(z - y)°)
/\7:—?—1- 5 cos garccos -
\/<K2+6w+3(x—y)2>
oK 2/K?+6w+3(x—y? |1 K (K*+9w—9(x—y)*)
Ag = —5 - 3 cos garccos o
\/(K2—I—6w+3(x—y)2)
2 [ 2 2
oK 2/K?+6w+3(x—vy) S K (K +9w—9(x —y)?)
/\9:—?— 3 CosS §+§arccos &
\/(K2+6w+3(x—y)2)

Com os autovalores dados acima, a fun¢do de particdo Z do modelo serd dada pela

seguinte expressao:

9 2
—y) +4
Z = Ze/\n = 2e’ cosh (z + y) + 4 cosh <$;Ly> cosh ( (=) w)
n=1

2
2K2 +6w+3(e—y)? |1 K (K* + 9w -9 (z —y)°
+ 2e7 273 cosh \/ w3 (=) cos | = arccos ( ( )>3
\/(K2+6w+3($—y)2>
2 2 2
2K 2/K? 46w +3(x—y) T 1 K (K?+9w—9(z —y)*)
+ exp 3 5 CoS §+§ arccos

\/(K2—|—6w—|—3(:c—y)2)3

A presenca de mais de uma varidvel (K, z, y) em elementos da diagonal principal de (3.19) torna o célculo
dos autovalores uma tarefa nfo tdo trivial para muitos softwares. Programas como o wxMaxima, por exemplo,
definitivamente ndo exprimem todos os autovalores reais, apesar da propriedade evidente de hermiticidade
da matriz. Assim, mais especificamente os trés ultimos autovalores foram obtidos a partir de uma anélise do
polindmio caracteristico. A fatora¢do do polindmio caracteristico d4 dois mondmios que fornecem A; e Ao,
dois polindmios de grau 2, cujas solu¢des sdo A3, A\g, A5 € Ag e, por fim, um polindmio ctbico, cujas raizes
equivalem a A7, A\g € Ag. As solucdes de uma equagdo cibica (com exigéncia de trés raizes reais) podem ser
obtidas a partir das férmulas mostradas na Ref. [66].
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E a magnetizacdo, por sua vez, sera:

2
L - +4
m = — |2¢¥ cosh (x 4+ y) + 2cosh (%) cosh ( (x —y) w)]

A 2

Conforme ja mostrado na secao anterior, apds o cdlculo das médias configuracionais da
magnetizagdo e da energia livre sdo obtidos os resultados mostrados a seguir, a comecar pelos

diagramas de fases. Estes provém da expansdo de Landau da Eq. (3.9).

3.2.1 Diagramas de fases

A Fig. 23 mostra o diagrama de fases tridimensional que mapeia o comportamento critico

do sistema considerado, com A = 1 (Ising) e p = 0 (correspondente a uma distribui¢do bimodal).

Figura 23 — Diagrama de fases kg7T./J x D/J x h para p = 0, mostrando a superficie de
transi¢do de segunda ordem, delimitada pela linha de pontos tricriticos.
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O comportamento é qualitativamente andlogo ao diagrama da Fig. 12 apresentado na
se¢do anterior. Mas cabe ressaltar algumas diferengas em relacdo ao caso S = 1/2. A primeira
delas consiste na redugio temperatura critica quando temos o modelo puro: kgT,./J(D/J = h =
0) ~ 3, 94. A medida que se aumenta o valor de D/.J e/ou h as temperaturas criticas comecam a
diminuir, evidenciando o comportamento competitivo com a interacio .J que tende a manter uma
magnetizagdo forte e, consequentemente, temperaturas criticas mais altas. Todos os pontos de
temperatura critica de segunda ordem para distintos valores de D/.J e h sdo representados pela

superficie colorida no diagrama.

Outra peculiaridade € que, diferentemente do caso spin 1/2, as solugdes para pontos
tricriticos (condi¢do a = 1, b = 0) delimitam completamente a superficie critica de segunda
ordem (colorida), mesmo quando h e D/.J assumem os maiores valores. Para valores de kgT./J
abaixo da linha de PTCs (em vermelho) hd também uma superficie de transi¢do de primeira
ordem, mas que nao foi esbocada. Porém, algumas linhas desta superficie sio mostradas em
diagramas bidimensionais apresentados a seguir, como pode se ver na Fig. 25, por exemplo.
Os pontos tricriticos no diagrama kgT,./J x D/J x h aparecem no intervalo de temperaturas
criticas 1,324 < kgT,/J < 2,631, sendo a temperatura inferior numericamente correspondente
ao par de coordenadas h ~ 1,86 ¢ D/J ~ 3,9, enquanto a temperatura superior corresponde ao
limite D/J — 0.

Figura 24 — Diagrama de fases kg7, /.J X h X p. As linhas continuas (para cada valor constante de
p) correspondem as transicoes de segunda ordem. As transi¢Oes de primeira ordem
sdo dadas pelas curvas tracejadas.
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No limite D/J — 0, o diagrama kgT./J x h x p é qualitativamente semelhante ao caso
do modelo com spin 1/2, como pode ser visto na Fig. 24. A curva de pontos tricriticos (em
vermelho) demarca o inicio das linhas de primeira ordem parap = 0,p =0,1ep = 0,2. O
valor final p* € indicado pelo ponto vermelho ao fim da linha tricritica. Para valores de p maiores,
todas as transi¢des sdo de segunda ordem. A principal diferenca em relacdo o caso spin 1/2
consiste nos valores menores de temperaturas criticas, por exemplo, kpT./J(h = 0) ~ 3,94.
Quanto ao ponto tricritico final, correspondente ao valor p*, tem coordenadas (p, h, kgT./J) ~

(0,249, 3,276 1,947). As coordenadas dos pontos tricriticos comp =0, p = 0,1 e p = 0,2 sdo
dadas na Tab. 3.

Tabela 3 — Coordenadas de pontos tricriticos para valores selecionados de p para o caso spin 1.

p hy T,
0 2,444 2,631
0,1 2,662 2,535
0,2 2,987 2,335

p* =~ 0,249 3,275 1,947

A seguir, as curvas isotermas criticas no plano D/.J x h referentes ao diagrama da Fig.
23 sdao mostradas na Fig. 25, incluindo as solucdes de primeira ordem.

——k, T /=15 VoA
\
—k,T/J=2,0 VoL
1+ c \ vV
—k, T /J=25 o
¢ \
i
—k,T/J=3,0 ‘.‘ L
|
0 s ! s ! s ! s ! ) Lo
0,0 0,5 10 15 2,0 2,5

Figura 25 — Isotermas criticas no plano D/J x h mostrando as solu¢des de primeira e segunda

ordem e os correspondentes pontos tricriticos para valores fixos de temperatura
critica.

Para kpT./J = 3 hd apenas transi¢des de segunda ordem. J4 quando kgT./J = 2,5, por
exemplo, temos um ponto tricritico em h; = 2,4 ¢ D; = 1,45, usando a notagdo D = D/ J.
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Parah > hy e D < Dy, a solug@o de primeira ordem € dada pela curva tracejada. O mesmo se da

para curvas com temperaturas menores, como se pode ver no grafico as curvas kg7,./J = 2 ¢
kpT./J = 1,5.

Mantendo D/J fixo com probabilidade p = 0, o diagrama da Fig. 26 mostra o comporta-
mento da temperatura critica com o campo aleatorio. Para ver também como varia a temperatura
critica com o parametro DM em diferentes valores do campo h foi feito o gréafico da Fig. 27.

Ambos os diagramas incluem as linhas de primeira ordem.

4 - T T T T T T T T T T T T
3+ _
\\
2 Q
|_° \\ \\\
2 v =
\ NN
\ \ \\\
\ \ \
\ \ \\\
——D1J=0 Y
—D/J=1 \ vt
1F \ \ ‘v
——D/J=2 Y
\ \
——D/J=3 L
D/J=4 o
I ! I
0 , ! , ! , ! , ! , |1 L
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0

3 —h:1,5 \ ‘\‘
\

0 PR RPN R U R R SRS R S
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5
D/J

Figura 27 — Diagrama kgT,./J x D/J para spin 1.
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322 Casop=1

Novamente considerando a situagcdo onde p = 1, temos um caso particular equivalente ao
formalismo na auséncia de campo. Como estd se tratando agora do modelo com spin 1, retoma-se

entdo o caso ja conhecido da Ref. [14]. Os procedimentos sdo andlogos aos ja apresentados na
Subsec¢ao 3.1.2.

O diagrama de fases correspondente pode ser visto na Fig. 28. Assim como no caso spin
1/2, as temperaturas dos pontos tricriticos independem do parametro anisotrépico de troca do
modelo e é equivalente a T; = 1,71, com D; = \/19, 50 — (1 — A)2. No limite kgT./J — 0,
na transi¢ao de primeira ordem, D. = /21 — (1 — A)2. Conforme constatado por Sun e Kong,

em relagdo ao caso spin 1/2 as temperaturas criticas sdo menores, mas o parimetro DM ¢ maior®

Quando D/J — 0, por exemplo, agora temos as temperaturas criticas: kp7./J(A = 1) = 3,92,
ksTo/J(A =0,3) = 3,89 e kT./J(A = 0) = 3, 86.

3,6

3,0

2,4

(]

k,T /3

1,8

1,2

5 —A=1
0,6 | —A= 0,3 \‘\‘|‘ i
_Azo |||\

0,0 L ! L 1 L 1 L 1 L I L 1 . 1 N
0,0 0,6 1,2 1,8 2,4 3,0 3,6 4,2 4,8
D/J

Figura 28 — Diagrama de fases kgT./.J x D/J para valores constantes de A.

Para as propriedades termodinadmicas mostradas a seguir (magnetizacdo, energia interna,
calor especifico e susceptibilidade magnética) é considerado o caso A = 1 (limite Ising).

6 Comparar com o diagrama da Fig. 18.



Capitulo 3. Resultados e Discussoes 50

Magnetizacao

A expressdo da magnetizacdo, neste caso, € dada por:

eX senh (27y) + senh (7p) cosh (y/w)
el cosh (27) + s~ 5 + e~K/2 cosh (%\/ 8w + K2> + 2 cosh (p) cosh (vw)

, (3.20)

m =

comy=K(z—1)mew = K?[(1-A)*+ (D/J)?].

1,0

0,8

06 |

0,4

0,2

0,0 1 | 1 ‘: | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5

k,T/3

Figura 29 — Magnetizagdo em funcdo da temperatura para valores constantes de D/J e A = 1.

O grifico da magnetizagdo para quatro valores selecionados de D/.J é apresentado na
Fig. 29. Quando D/J = 0,8 e D/J = 4,2, a magnetizag¢ao decresce continuamente da fase
ferromagnética até zero, ao atingir as temperaturas criticas, ocorrendo assim transi¢des de
segunda ordem. Jd para D/J = 4,5e D/J = 4,55 ocorrem transi¢cdes de primeira ordem, de
modo que a magnetizagdo descresce com o aumento de kg7'/.J até um valor ndo nulo no qual
salta descontinuamente para zero, o que € indicado pelas linhas pontilhadas verticais. As linhas
tracejadas com as cores correspondentes a legenda equivalem as solugdes instaveis, como no

caso das reentrincias que aparecem quando D/J = 4,5e D/J = 4,55.
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Energia interna

A expressao da energia interna é dada por:
-X
u =
2eK cosh (270) 4+ e~ + 2% cosh <%\/ 8w + KQ) + 4 cosh (7o) cosh (y/w)

. (3.21)

sendo
X = 2¢" cosh (2v9) + 4(z — 1)me® senh (2v9) — e

1 8 K? 1
— e~ % cosh <2\/ 8w + K2> + e_gwijLQ senh <2\/ Sw + K2>

w

+ 4(z — 1)msenh (7o) cosh (\/E) +4 2 cosh (7p) senh (ﬂ) :

comy =K(z—1)mew= K?[(1—-A)?+(D/J).

As curvas de u em funcdo de kg7, /J para A = 1 e valores selecionados de D/.J mostram
um comportamento qualitativamente semelhante ao caso .S = 1/2, ou seja, crescente com 0
aumento da temperatura. Quando a temperatura tende a zero, a energia reduzida fornece o valor
u = —11. As descontinuidades vistas no grafico indicam os pontos de transicdo de fase, nos
quais temos as temperaturas criticas, sendo que para D/J = 4,5e D/J = 4,55 as transi¢des

sdo de primeira ordem, o que se caracteriza pelo “salto” (descontinuidade) indicado pelas linhas

tracejadas.
oF T T T T T ]
2k
4k
S
6 L
e ——D/J=0,8
—D/J=4,2 A
-10 ——D/J=4,5
—— D/J=4,55
12 . ] . ] . ] . ] . ] .
0 1 2 3 4 5 6

k. T/J
Figura 30 — Energia interna em funcao da tempe%atura com A = 1 para valores constantes de
D/J.
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Calor especifico

Novamente por diferenciagdo numérica da energia interna obtém-se o grifico do calor
especifico ¢ em fungdo da temperatura kg7, /J: ¢ = Ou/OT, cujas transi¢des sdo indicadas pelas

descontinuidades nas curvas.

8 T T T T T T T T T T T T T

——D/J=0,8
—D/J=4,2
——D/J=4,5
——D/J=4,55

3 4 5 6 7
k,T/J

Figura 31 — Calor especifico em func¢io da temperatura com A = 1 para valores constantes de
D/J.

Susceptibilidade magnética

A susceptibilidade magnética a campo nulo, x = %—T , usando m da Eq. (3.20), ¢ dada
por: "=
0
= — 322
X QQ ) ( )
sendo:

KX
0y =2K |2cosh (279) + de’® cosh (270) cosh (2> 4 10e” cosh (270) cosh () cosh (KT)
-K _K KX
+ e cosh (70) cosh (KW) + 2e™ 2 cosh () cosh (KW) cosh <2>

+ 4e*K — 8¢ senh (2o) senh () cosh (KW) + 4 cosh? (KW)] ;
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Qy = e 2% —8K(z — 1)e* 4 4cosh (27y) — 4K (z — 1) cosh (27o)

KX KX
+ 4e7% cosh? (2> — 8Kze? cosh (279) cosh <2>

KX KX
+16Ke® cosh (270) cosh (2) + 8K cosh® (KW) + 4e~% cosh (2>

— 8Kz cosh? (KW) + 4e*X cosh? (279) + 16 cosh® (7p) cosh? (KW)
+ 16€™ cosh (27p) cosh (7o) cosh (KW) + 16e~% cosh (70) cosh (K W) cosh <K2X>
— 2K (2 — 1)e™* cosh (p) cosh (KW) + 8¢~ X cosh (7o) cosh (KW)
—4K(z — 1)6_% cosh () cosh (KW) cosh <K2X>

— 20K (z — 1)e’ cosh (2) cosh (7o) cosh (K W)
+ 16K (z — 1)e senh (2y) senh (7) cosh (KW) ,

com X =8w+ KZeW = /(1 - A)2+ (D/J)2.

O gréfico da Fig. 32 mostra o comportamento da susceptibilidade a campo nulo em func¢ao
da temperatura reduzida para a rede cubica simples com parametro anisotrépico A = 1, para
valores constantes D/J = 4,5, 4,55. As curvas apresentam a ocorréncia de descontinuidades na

temperatura critica de primeira ordem.

De maneira geral, todas as propriedades termodindmicas possuem um comportamento

similar (qualitativamente falando) ao caso spin 1/2.

oL ' D/J=45 .
——— D/J=455 -

0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
k,T/J

Figura 32 — Susceptibilidade magnética a campo nulo para valores constantes D/.J com A = 1.
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3.3 Consideracoes finais

Conforme foi mostrado nas secdes anteriores, quando se considera p = 1 (auséncia de
campo aleatdrio) na distribuigdo trimodal, os diagramas de temperatura critica vs. D/.J mostram
que os pontos tricriticos sdo localizados em temperaturas independentes do valor de A (parametro
anisotrépico de troca) tanto para spin 1/2 quanto para spin 1. Isso segue ocorrendo também na
presenca do campo aleatério, ou seja, para quaisquer valores fixos do campo h e da probabilidade

p que governa a distribui¢do trimodal considerada, KT, /J independe do valor A tomado.

Para mostrar um exemplo, foram mantidos constantes os valoresde p =0,1eh =1e

plotados os diagramas com A = 0, A = 0,3, e A = 1 para ambos os modelos, conforme se
observa nas Figs. 33 e 34.

5L \\\\\‘ |
Vv
| —A=1 v
Vi
—A=0,3 V
1+ [T T
—A=0 Vi
N
- e
1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |:|||
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
D/J

Figura 33 — Diagrama de fases kgT./J x D/J parap = 0,1 e h = 1 para diferentes valores de
A no modelo spin 1/2.
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Figura 34 — Diagrama de fases kgT./J x D/.J parap = 0,1 e h = 1 para diferentes valores de
A no modelo spin 1.

Todo o formalismo desenvolvido até aqui tratou de uma aproximacao para dois sitios.
Entretanto, € razodvel uma tentativa de implementar uma abordagem para clusters maiores a fim
de se conseguir uma melhoria na estimativa das propriedades descritas pelo modelo. Apesar do
maior esfor¢o computacional, espera-se que os resultados sejam melhorados, o que motiva uma
investigagdo neste sentido. Desse modo, em 2016 Santos Filho [67] realizou uma abordagem
para trés sitios na rede kagomé utlizando o modelo de Heisenberg spin 1/2 ferromagnético
com interacdo DM através do formalismo da aproximacgao de pares. Lamentavelmente nao
foi identificada a presenca de ponto tricritico no sistema, como seria esperado. Contudo, uma
abordagem do mesmo sistema para spin 1 na presenca de campo cristalino (com a interacdo DM
ausente) resulta em ponto tricritco no diagrama de fases, conforme serd mostrado no presente

trabalho. O desenvolvimento do modelo € apresentado a seguir.

3.3.1 Modelo de Heisenberg com anisotropia de campo cristalino

O Hamiltoniano do sistema na presenca de anisotropia de {on tinico € campo magnético
externo é dado por:

Ho=—>Jiy [(1— A)(SPST+ 8/SY) + 8:;| = DY (SP) — HY. S5, (3.23)
) i i
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onde o primeiro termo representa a interacdo de troca anisotropica: J;; = J € a constante de

troca (J > 0 — caso ferromagnético) e A é o pardmetro anisotrépico de troca. S] (v = z, vy, 2)

tropia

a aniso

N

tes do operador de spin 1 no sitio 7. O segundo termo diz respeito

de campo cristalino e o dltimo representa a contribuicdo de um campo magnético aplicado.
O Hamiltoniano aproximado H 23 para trés sitios serd dado por:

Sa0 as componen

S5 (3.24)

z
1

S3ST +59357) + S

S3 + 9553 + 5553

155 + 57

—J (1= A)S

Hios

+ 5595 + 5557 = D [(S7)* + (55)” + (55)%] — ho(S} + S5 + S5),

J(z — 2)m (desprezando-se o termo de campo: H = 0).

sendo hg

Na forma matricial, a Eq. (3.24) torna-se:

)
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—J(1 — A) e os elementos da diagonal sdo dados por:
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Este modelo pode ser aplicado aos clusters ilustrados na Fig. 35.

(a) (b)

Figura 35 — Representacdo esquematica de clusters com trés spins nas redes: (a) kagomé (z = 4)
e (b) triangular (z = 6).

Realizando uma abordagem analitica similar a apresentada nas se¢des anteriores, as
equagdes necessdrias para a construcao dos diagramas de fase sdo facilmente obtidas. Nas Figs.
36 e 37 sdo apresentados os diagramas kgT,./J x D/.J nas redes kagomé e triangular. Um caso
do modelo de Heisenberg com anisotropia de campo cristalino para nimero de coordenagao
z = 4 (estrutura diamante) em cluster de dois sitios pode ser visto na Ref. [34]. Como usualmente

ocorre neste caso, 0s pontos tricriticos possuem temperaturas que dependem do valor A tomado.

As coordenadas dos PTCs sao dados na Tab. 4.

2,5

2,0 -

—A=0,3 +

0,0

Figura 36 — Diagrama de fases kgT./.J x D/J para a rede kagomé (z = 4).
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4,0 -

10

0,5

0,0

Figura 37 — Diagrama de fases kgT,./.J x D/J para a rede triangular (z = 6).

Tabela 4 — Coordenadas dos pontos tricriticos das redes kagomé e triangular.

z=4 z2=26
A ,I;g Dt A ,I;f Dt
0 0,906 —1,354 0 1,728 —2,460
0,3 1,025 —1,637 0,3 1,805 —2,639
1 1,125 —1,874 1 1,871 —2,788

Por se estender além dos objetivos desta dissertacdo, ndo serdo apresentados aqui os

gréficos de propriedades termodinamicas deste modelo.

Outro caso interessante diz respeito ao que os autores Jiang e Kong denominam de
Ising quantico [68], uma variagdo do modelo de Baxter-Wu com trés spins interagentes, cujo

Hamiltoniano € dado por:

H=—JY 5(S; xSx)*—D> (S5) (3.25)

(ijk)

Para o caso spin 1 com anisotropia de campo cristalino foram obtidas transi¢Oes de
segunda e primeira ordem. Consequentemente, vé-se a presenca de ponto tricritico no diagrama
de fases. A abordagem foi desenvolvida para uma rede triangular (z = 6). Resultados prévios

nossos obtidos a partir da troca do termo anisotropico de campo cristalino pela interacio DM
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para a mesma topologia para o caso spin 1/2 também indicam a existéncia de ponto tricritico

nesse sistema. Neste caso, a aproximagao para trés sitios € dada por:

—6H123 = K[Sf(SQ XSg)Z—FSQZ'(Sl XSg)Z+S§'<SQ XSg)Z]—i-L[(Sl XSQ)Z+(SQ XSg>Z+(Sg xSl)Z]

Uma investigacao mais detalhada deste modelo devera ser feita em breve.
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Conclusoes

Foi realizado um estudo a respeito das propriedades termodindmicas do modelo de
Heisenberg ferromagnético para os casos spin 1/2 e spin 1, aplicado a rede cubica simples. Para
tanto, foi empregada a técnica de aproximagdo de pares ou método de Oguchi. As discussdes
elaboradas com base nas propriedades criticas foram apresentadas no Capitulo 3. Os diagramas
de fase tridimensionais kgT. x D/J x h e kgT. x h x p mapeiam as regides de criticalidade do

modelo, revelando a presenca de pontos tricriticos.

O comportamento tricritico aparece pela contribuicdo tanto do campo magnético aleatorio
quanto da intera¢do Dzyaloshinskii-Moriya. Ambos os efeitos contribuem conjutamente levando
o sistema ao estado desordenado, devido a competi¢cao com a interag@o de troca. A interacdo J
tende a alinhar paralelamente os spins, enquanto o pardmetro DM e o campo aleatdrio contribuem

para a quebra deste alinhamento.

No limite D/J — 0, eliminando-se a contribui¢io da intera¢do DM, temos o modelo
de Heisenberg com campo aleatério numa distribuicao trimodal. Neste caso, para anisotropia
A =1 (modelo de Ising), foi investigado o comportamento critico da temperatura em relagdo ao
campo, mostrando a presenca de pontos tricriticos. A tricriticalidade desaparece a partir de um
dado valor de p, de modo que ocorrem transi¢cdes de primeira ordem no intervalo 0 < p < 0, 266
no caso spin 1/2 e 0 < p < 0,249 para o caso spin 1, que sdo resultados préximos dos obtidos
por Mattis [18] no modelo de Ising tradicional (RFIM), com as varidveis cldssicas o; = 1. O

caso Heisenberg isotropico A = 0 serd investigado futuramente.

Os resultados sdo estendidos ainda a descrigdo do comportamento das propriedades
termodindmicas do sistema no limite do modelo de Ising (A = 1) e na auséncia de campo
magnético. Em sintese, os resultados obtidos podem ser utilizados para o tratamento de outros
modelos e/ou redes cristalinas distintas, conforme a discussdo na Secao 3.3, uma vez que o

comportamento na regido critica € qualitativamente equivalente em tais casos.

Em relacdo as perspectivas, dentre as possibilidades de investigacdo estdo o aumento do
cluster, bem como do nimero de spin do modelo, consideragdes que podem fornecer melhores

resultados. O tratamento para spin 3/2, por exemplo, e de casos spin 1/2 e spin 1 em clusters
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maiores serdo investigados futuramente. Também deverd ser realizada uma abordagem via
teoria de campo efeitvo [69], levando-se em conta, além disso, efeitos de desordem magnética
modelados por dilui¢do com a finalidade de aplicacdes experimentais em compostos tais como

ligas metélicas desordenadas.
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Produto de Kronecker e
matrizes de spins

Sejam A e B duas matrizes de dimensdes k x ¢ e m X n, respectivamente. O produto de

Kronecker de A e B é a matriz C' de dimensao km x ¢n definida por:

anB aipB - ayB
anB aypB -+ ayB

C=AgB=| ' 20 T (A1)
am B apB - auB

onde ay; denota o elemento de A na linha / e coluna j.

Note que o produto de Kronecker de duas matrizes de modo geral resulta numa outra
matriz de maior dimensao. Esta operagdo, na literatura, pode ser também chamada de produto

tensorial ou produto direto entre matrizes.

Algumas propriedades bésicas sao (considerando as matrizes A, B e C):

(1) Linearidade:

A® (aB)=a(A® B) = (cdA)® B
(i1) Distributividade e associatividade:

(A+B)@C = (AC)+(B®()
A (B+C) = (A®@B)+(A®C(C)
(A B)@C = A®(B®C()

(iii) Assumindo que o nimero de colunas de A € igual ao nimero de linhas de C' e similarmente
para B e D, entdo:
(A® B)(C® D)= AC® BD

(iv) Se A and B sao quadradas e inversiveis, vale:

(A B '=A4"1e B!
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Para o tratamento de sistemas de multiplos spins interagentes, como € o caso do modelo

de Heisenberg, uma defini¢do essencial € a seguinte:

N fatores
cr]°.y = I® - R®IRKR IR IR---R1, (A.2)
|3

j-ésima posi¢cao

onde / € uma matriz identidade, 0 é a matriz de Pauli (com o = x, ¥, ) na j-ésima posi¢ao,

sendo j = 1,2, ..., N (N diz respeito ao nimero de sitios em um cluster).

Outra propriedade muito importante diz respeito a soma de Kronecker de M,,,,,, € N,
definida por:
M&N=M® I, + I, ® B, (A.3)

que pode ser vista também como uma consequéncia da definicdo (A.2)'.

As matrizes de Pauli de spin 1/2 e a matriz identidade 2x2 sdo dadas por:

szlo 1];0y:[0 _i];azz{l O};b:[l 0]' (Ad)
10 i 0 0 —1 0 1

Para o caso spin 1, por sua vez, teremos:

010 0 —i 0 10 0 100
o"="5 10 |iet="010 0 i [10"={ 01 0 [15={010] (A
010 0 i 0 00 —1 001

As matrizes necessdrias para a aplicacdo do produto de Kronecker sdo obtidas através
das propriedades de comuta¢do dos operadores de momento angular. Sio muito conhecidas da
Mecénica Quantica e estdo disponiveis em vdrias fontes (ver, por exemplo, <http://easyspin.org/

documentation/spinoperators.html>).

Da defini¢do (A.1), o termo o”¢¥ para o caso spin 1/2, por exemplo, serd dado explicita-

mente por:
0 0 — . 0 —2
i 0 i 0 0O 0 0 —
- 0 1 0 —2 - - - - 0O 0 ¢ O
o ®0‘y: = —
10 v 0 - - _ - 0 —i
) 0 — 0 0 —z i 0
1 0 1 0

' Porexemplo: S5+ 55 =5* @[ +1® S* = 5*® 57


http://easyspin.org/documentation/spinoperators.html
http://easyspin.org/documentation/spinoperators.html
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Usando a definicdo (A.2) e as matrizes de Pauli (A.5), alguns termos para um sistema

spin 1 num cluster com N = 3, por exemplo, serdo escritos da seguinte maneira:

(A.6)

O'Z®]3®]3

z
01

(A.7)

13®O'Z®]3

z
Oy

(A.8)

0FRc*R I3

0105

(A.9)

L®d"® o*

x

X
0903

(A.10)

oo} = '@ L® oY

Explicitando o ultimo termo (A.10), através da defini¢do (A.1), obtém-se:

ool =o' @ ;® oY

oS o
o = O

— O O

0

—1

0
?
0

0 000 000 00O0~-10 00 0 OO0 O0O00 000 000 07

0000000001 0O-10000O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0 O
00000000001 0O0OO0OO0OOOOO0OO0O0O0OO0O0O0O0 O
0000000000 O0O0O0O-1000O000000O00O0 O
0000 000 OO0 O0OCOT1T O0-100O000000 000 O
0000 000 OO0 O0OCOO0OT1TO0OO0OOO0O0OO0O0O0OO0O0O0O0 O
0000 000 O0O0OO0O0OOOO0OOO-1000000O00O0 O
0000000000 O0OO0OO0OO0OO0OT1O0-100000 0000
0o ooo0 ooo o0oo0oo0 00O0O0OO0OO0OT1TO0OO0O0O0O00O0O0O0O0
0100 000 OO0 OCOO0OO0OOOOO0O0O~-1000O0000
-1010 000 00O OO0OOOOOOOIO-1I00 0000

0-100 000 OO0 O O OO0OO0OOOO0OO0OLI OO0 O0OCO0OO0 O
06000100 000O0O0O0OO0OO0OOOO0OCO0O0O00-1000 0
0 00-1010 000 0O0OO0OO0OO0OOOO0OO00O010-100 0
0 000-100 OO0 O0OCO0OO0OO0OO0OOOO0OO0OO0OO0OLT OO0 O
0000000 100 0O0OO0OO0OO0OO0OOO0OCO0OO0O0O0O0O0O0-120

06000 00-1010O0O0O0OO0OO0OOOO0OCO0O0O000O01O0-—1
06000 o000 -100 0 0O0O0O0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OOO01 O
0000 0000001 O0O0OO0OO0OOOOO0OO0O0O0OO0O0O0O0 O
0000000 00-101O0O0O0O0O0OO0OC0O0O0O0O0UO0OO0O0 O
06000000 000~-10000O0OO0O0O00O0O0O0O0O0O0 O
0000 000 OO0 O0OCOO0OTI1TO0OO0OOO0OO0OO0O0O0OO0O0O0OO0 O

0000 000 000O0O0-1010O0O000O000O00O0 O
0000000000 O0O0O0-1000O000000O00O0 0
0000000000 O0OO0OO0OO0OO0OOT1TO0O00O0O00O0O0O0 O
0o ooo0 o000 0600 00O0O0O0-101T00000 0000
0000 000 O0OOO0OOOOOOO-1000000O00O0 0

1
2

E assim s@o construidos todos os demais termos, representando na forma matricial o

Hamiltoniano do modelo considerado. Referéncias para consulta mais aprofundada e formal em

relacdo a detalhes deste apéndice estdo indicadas na pag. 31.
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Média configuracional da
B magnetizacao e energia livre

Média configuracional da magnetizacdo calculada a partir da Eq. (3.7) utilizando (3.4) e

(3.6) no modelo spin 1/2:

senh(2vy + hy + hs)
cosh(2vg + h1 + hg) + 2K cosh (\/(hl — h9)? + 4w>

(m)e = ([ dhaP(hz)ah, P(hy)

(me = p [cosh (270]; j-ezhﬁz(gsh (24/w) * 1 ;p (4+ B)] * 1;p [p(A +5)

N 1—p senh (29 + 2h) N senh (27p) B.1)
2\ cosh (27 + 2h) + e=2K cosh (2y/w) ~ cosh (2v9) + e 2K cosh (T) )~

_|_

1-p senh (2vy — 2h) N senh (2vy)
2 \cosh (279 — 2h) 4+ e~2K cosh (24/w) ~ cosh (27) + e=2K cosh (T')

sendo que:

Y =K(z—1)m
B senh (290 + h)
~ cosh (2790 + h) + e=2K cosh (\/W)
senh (2v9 — h)
cosh (299 — h) + e=2K cosh (\/M)
I=2vVi2+uw
w=K?|(1-A)?+(D/J)]
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Analogamente, a média configuracional da energia livre serd dada por:

(fle=(z—1)m* — ll{ {p [pln (QeK (cosh (2K (z — 1)m) + e ?X cosh (2\/6)))
+ 12 (ln (ZeK (cosh (2K (z — 1)m + h) + e~ *¥ cosh (\/ h? + 4w)>)
+1In ( (cosh 2K (z — 1)m — h) 4+ e ¥ cosh (\/ h? + 4w))>)]

1_

+ — 5 {p In (26 (cosh (2K(z — 1)m + h) + e *¥ cosh (\/ h? + 4w)>)

152 0 e~ 20 e (045)
+1n (2 (cosh (2K (z — 1)m) + e 2% cosh (2\/ h? + w))))
+pln (26 (cosh(2K(z — 1)m — h) + e 2% cosh (\/ h? + 4w)))

+ 12 (ln ( (COSh (2K (z — 1)m) + e *¥ cosh (2 h? + w)))

i (2 e~ 20+ o 242

As médias configuracionais para o caso spin 1 ndo serdo explicitadas aqui, pois sdo
consideravelmente maiores, contudo as expressdes sao andlogas ao caso spin 1/2 e podem ser
facilmente obtidas pelo mesmo procedimento.
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Coeficientes da expansao de
Landau

Coeficientes a e b da expansdo (3.9) para o modelo spin 1/2:

a=p

2pK (z — 1) 1—p [ 4K (z—1)cosh(h) + A} — Ay
1+ e?K cosh (2y/w) 2\ cosh (h) + e 2K cosh (\/ h? + 4w)

1—p|1l—p (4K (z—1)cosh(2h) — A3 + A4 4K (z — 1)
2 2 cosh (2h) + e=2K cosh (2y/w) 1+ 2K cosh (2\/m>
2p(8—2h_1) 2p(e2h_1)

dpK (Z - 1) cosh <h) - 1+e—2h42e-2K-h cosh(\/W) " 1te?hy2e—2K+h cosh(\/W)

cosh (h) + e=2K cosh (\/ h? 4+ 4w) 7

_|_

sendo:

(e’% — 1) 2K (z — 1) senh (h)

A:

! 1+ e 2 4 2e—2K-h cosh (\/ h? + 4w)
e —1)2K (2 — 1) senh (h

(=126 (1) s

1 + e2h 4 2¢—2K+h cosh (\/W)
A (e4h - 1) 2K (z — 1) senh (2h)
57T 14 eth + 2e-2K+2h ¢osh (24/w)
(e7# —1) 2K (2 — 1) senh (2h)
T 14 et 4 2e-2K-2h cosh (20/w)
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I (e* — 1)K3(z — 1)3senh(h)
A EED + 1 4 2e=2K+" cosh(v/h? + 4w)

4 4 e?h — 1) K3(z — 1)%senh(h
—K3(z —1)*cosh(h) — = ( ) ( ) (%)

3 3e2h 41 + 2e~2K+h cosh (\/ h? + 4w)
8K3(z —1)3e" (th + e 2K+2h cogh (\/ h? + 4w> + e 2K cosh (\/ h? + 4w)> cosh(h)

(1 + e2h 4 2e—2K+h ¢ogh (\/ h? + 4w))2

I—p

2

B 8K3(z — 1)3eh By senh(h) 1
(1 4 e2h 4 2e—2K+h cogh (\ /12 + 4w>>3 cosh(h) 4+ e=2K cosh (\/ h? + 4w)
4 (7 —1) K*(z — 1)’ senh(h)

+ (§K3(z —1)3cosh(h) +

3e=2h 4 1 4 2e=2K—h cosh (\/ h? + 4w)
(1 + e=2h + 2e—2K~h cosh (M))S cosh(h) + e=2K cosh (\/M)
8pK3(z —1)3e™" (2e*h + e 2K72h cogh (\/ h? + 4w) + 72K cosh (\/ h? + 4w)> cosh(h)

8K3(z —1)3e™h (2e*h + e 2K=2" cogh (\/ h? + 4w) + e K cosh (\/ h? + 4w)) cosh(h)
(1 + e 2h  2¢—2K—h cosh (\/ h? + 4w))2
B 8K3(z — 1)%e "B, senh(h) ) 1 }
1— 4 4 ple? —1) K3z —1)2senh(h
+ P P (K3(z —1)* cosh(h)) + = ( ) ( ) )
2 3 3e=2h 41 4 2e-2K-h cosh (\/ h? + 4w)
(e*% + 1+ 2e2K cosh (\/ h? + 4w> e*h)Q
8pK3(z —1)3By (e‘Qh — 1) e "senh(h) 1
(e—% + 1+ 2e¢2K cosh (\/ h? + 4w) e—h>3

cosh(h) + e=2K cosh (\/ h? + 4w)

et _ 3(z — 1)%sen
(4K3(2 —1)% cosh(2h) + 2 ( 1) Kz~ 1) h(2h)

I—p

2

3 3e 4 4 1 4 2e~2K-2h cosh (2/w)

8K3(z —1)3e™2" (26*2}’ + e 2E=4h cosh (24/w) + e 72K cosh (2\/5)) cosh (2h)
(e~ + 1 4 2e=2K-2h cosh (2y/w))?
8K3(z — 1)%e?" By senh(2h) 1
(e~ + 1 + 2e-2K—2h cosh (2\/@))3) cosh (2h) + e=2K cosh (2y/w)
4 K3 (z—1)3 (—2 + e 2K cosh (2\/%))
T (e ot (2 T ) )
4 P (€2h — 1) K3(z — 1)3senh(h)
3e2h 41 4 2e—2K+h cosh (\/M)
SpK3(z —1)3eh <2eh + e%he2K cosh (M) + e~ 2K cosh (\/m» cosh(h)
(e% + 1+ 2e—2K cosh (\/M) eh)2

4
+ ngg(z —1)3cosh(h) —
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SpIK3 (2 —1)° (€2 — 1) € B; senh(h) 1
B <€2h 41+ 2e-2K+h cosh ( hZ + 4w)) cosh(h) + e=2K cosh (\/ h? + 4w)

— 1) K*(z — 1) senh(h)
+ 1 + 2e2K+20 cosh (24/w)
8K3(z —1)3e*h (262h + e 251 cosh (24/w) + e 72K cosh (2\/@)) cosh (2h)
(e*h + 1 + 2e—2K+2h cosh (2/w))’
8K3(z — 1)%¢? By senh (2h) ) 1

1- 4 4
+ P (3K3(Z 1) cosh(2h) + § g

2

- (et + 1 + 2e—2K+2h cosh (2y/w))” | cosh (2h) + e~2K cosh (2y/w)
4 K3(2—1)3 (—2 + 72K cosh (2\/h2 + w))
_|,_ —
3 (1 + 72K cosh (2\/ h? + w))2

)

onde:

By = —4e3h — 72K+ ogh (\/ h? + 4w> + 4el + 27 HEF3 (ogh? (\/ h? + 4w>
+ e 2K cosh (\/ h? + 4w) — 274K+ o5l ? (\/ h? + 4w>

By = de73h 4 e 2874 ¢ogh (\/ h? + 4w) — de™h — 273 o512 (\/ h? + 4w)
— e 2K cosh (\/ h? + 4w) + 2¢ 4R (ogh? (\/ h? + 4w)

By =4e " 4+ 725720 cosh (\/ h? + 4w) + e K cosh (\/ h? + 4w)
— 2e” " cosh(V/h2 + 4w)

By = —4e " — ¢72K78h ¢ogh (2@) + 4e™%h 4 274K =6 ¢ogh? (2@)
+ e 2K cosh (2\/6) — 2e K72k cogh? (2\/6)

Bs = —4el — e 242k ¢ogh (\/ h? + 4w) — e 2K cosh (\/ h2 + 4w)
+ 2 4+ ¢ ogh? (\/ h? + 4w)

Bg = —4e%h — ¢72E48h oo5h (2\/@) + 4e 4 27 HEHOR (g1 (2@)
K cosh (2\/5) — Qe M2 (ogh? (2\/6)

Os coeficientes da expansio para 0 modelo com spin 1 sdo andlogos, mas com expressoes

que ndo caberiam em poucas paginas, de modo que ndo serdo mostradas aqui.
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