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Belchior



RESUMO

O escoamento em meios porosos € relevante em diversas dreas de interesse cientifico e
tecnolégico. E possivel citar uma série de operacdes unitdrias, concernentes 2 Engenharia de
Processos Quimicos, envolvendo sua aplicagdo, como em reatores de leito fixo, filtracao,
secagem, cromatografia, adsor¢cdo, conversores cataliticos para a reducdo de poluentes
automotivos, sedimentagao, transporte de solidos por arraste de fluidos, dentre outras. A ampla
aplicacdo do processo de escoamentos em meios porosos requer, cada vez mais, estudos sobre
formulacdes tedricas, visando uma modelagem mais generalizada que contemple o
aparecimento de novos termos nas equacdes de balancos, como o poder das forcas de interacao
e acoplamentos termodinamicos, inclusive grandezas arbitrarias quando hd algum tipo de
restricdo. Neste sentido, pode ser destacada a formulacdo tedrica para um meio poroso com
restricdo de incompressibilidade, modelado pela teoria continua das misturas sem reacoes
quimicas, que, quando aplicada ao movimento de uma suspensdo particulada com restricao de
incompressibilidade, fornece equagdes de balancos envolvendo grandezas arbitrarias, onde
relacdes entre grandezas produzem varias formas de sistemas de equacdes para 0 movimento
de tal suspensdo. Dentre tais grandezas, a forca de interagdo arbitraria pode ser destacada. Na
literatura, estudos sobre a forca de interacao arbitraria, em uma suspensao particulada, ainda
sdo bastante escassos. Neste trabalho, foi obtida uma expressao para a parte arbitraria da forca
de interacdo, como func¢do apenas da varidvel porosidade. Alcancada, por sua vez, com base
em relacdes entre grandezas arbitrarias e por meio da introducdo de uma nova fung¢ao arbitraria,
chamada fracdo de pressoes arbitrarias. O estabelecimento de informagdes para a parte
arbitrdria da forca de interacdo € feito com base na modelagem matemdética do movimento
gravitacional de uma suspensao particulada, com restri¢cao de incompressibilidade, em proveta.
A base de informagdes e a expressdo para a parte arbitraria da for¢a de interacdo, apresentadas
neste trabalho, envolvem parametros basicos produzidos pela modelagem, de simples obtengdo,
o que resulta numa ferramenta eficaz para obten¢ao de dados e de resultados numéricos para a
parte arbitrdria da forca de interacdo, consistindo numa importante contribuicao ao estudo das
suspensoes particuladas com restricao de incompressibilidade.

Palavras-chave: Suspensao particulada, Interacdo arbitraria, Modelagem matematica.



ABSTRACT

The flow in porous media are relevant in several areas of scientific and technological interest.
It is possible to cite a series of unitary operations, interesting to Chemical Process Engineering,
involving its application, as in fixed-oil reactors, filtration, drying, chromatography, adsorption,
catalytic converters for reduction of automotive pollutants, sedimentation, transport of solids
by drag of fluids, among others. The wide application of the flow process in porous media
requires, more and more, studies on theoretical formulations, aiming at a more generalized
model that contemplates the appearance of new terms in the balance equations such as the
power of the interacting forces and thermodynamic couplings, including arbitrary quantities
when there is some kind of restriction. In this sense, the theoretical formulation for a porous
medium with restriction of incompressibility, modeled by the continuous theory of mixtures
without chemical reactions, when applied to the movement of a specialized suspension with
restriction of incompatibility, offers of balance equations involving arbitrary quantities, where
relations between greatness produce various forms of systems of equations for the suspension
movement. Among such magnitudes, the force of arbitrary interaction can be highlighted. In
the literature, studies on the arbitrary interaction force in a particulate suspension are still quite
scarce. In this work, an expression was obtained for the arbitrary part of the interaction force,
as a function only of the porosity variable. It is achieved, on the other hand, on the basis of
relations between arbitrary quantities and through the introduction of a new arbitrary function,
called a fraction of arbitrary pressures. The establishment of information for the arbitrary part
of the interaction force is based on the mathematical modeling of the gravitational movement
of a particulate suspension, with incompressibility constraint, in a test tube. The information
base and expression for the arbitrary part of the interaction force, presented in this paper,
involve basic parameters produced by the modeling, from simple obtaining, which results in an
efficient tool for obtaining data and numerical results for the arbitrary part of the interaction
force, constituting an important contribution to the study of particulate suspensions with
restriction of incompressibility.

Keywords: Particulate suspension, Arbitrary interaction, Mathematical modeling.
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1  INTRODUCAO

O escoamento em meios porosos € relevante em diversas dreas de interesse cientifico e
tecnoldgico. Dentre os exemplos concernentes a Engenharia de Processos Quimicos, pode-se
citar uma série de operacdes unitdrias envolvendo sua aplicacao, como em reatores de leito fixo,
filtracdo, secagem, cromatografia, adsor¢do, conversores cataliticos para a reducdo de emissdes
de poluentes automotivos, sedimentacdo, transporte de soélidos por arraste de fluidos. Na
industria petrolifera, é possivel destacar os processos de injecdo de dgua em reservatdrios de
petrdleo, o uso de agentes seletivos para a uniformizacdo da acidificacdo de formacdes que
apresentam canalizacOes de fluxo, dentre outros. Na industria eletrOnica, meios porosos
ceramicos e metélicos sdo empregados em evaporadores capilares com o intuito de promover a
dissipacdo de calor. Na industria geotérmica, vale ressaltar sua importancia na extracdo de
energia geotérmica, em armazenamento de residuos nucleares e movimentos de poluicdo e em
fluxos de dgua subterranea. Vale ressaltar também a geracao de elevacdo em meios porosos, a
exemplo do movimento de uma célula sanguinea em um capilar bem ajustado, microcirculagao,
lubrificagdo porosa macia, amortecimento por aperto e po de neve (esqui).

A fluidodindmica da particula sélida, a exemplo da queda acelerada de uma particula
em um fluido, pode ser utilizada como ponto de partida para a obten¢do de informacdes acerca
de alguns parametros ou grandezas para o estudo de um meio poroso, principalmente para o
movimento de uma suspensao particulada, como a forga de arraste, o coeficiente de arraste e a
forca de interacdo relacionada a resistividade. Mas, a ampla aplicagdo do processo de
escoamento em meios porosos requer, cada vez mais, estudo sobre formulagdes tedricas,
visando modelar, de forma mais generalizada, um meio poroso, principalmente quanto ao
aparecimento de novos termos nas equacdes dos balancos. Nesse sentido, € possivel destacar a
inclusdo do poder das forcas de interacdo, a possibilidade de comportamentos incomuns, como
o fornecimento de calor a um constituinte resultante da interacdo com outro constituinte, termos
para descrever acoplamentos termodinamicos, termos referentes a fratura hidriulica, grandezas
arbitrarias quando ha algum tipo de restricao e outros termos (COSTA MATTOS e MARTINS-
COSTA, 1995; ANGULO, 2015; LIU et al., 2011; SILVA et al., 2013; LIBORIO et al., 2016;
KUMAR e ABBAS, 2016.)

No caso de um meio poroso saturado com fluido, modelado pela Teoria Continua das
Misturas sélido-fluido na auséncia de reagdes quimicas, no qual as densidades do sélido e fluido
puros sdo constantes (restricdo de incompressibilidade), a formulacdo tedrica, como
apresentada em Silva et al. (2013), fornece equacdes de balanco generalizadas, envolvendo

grandezas constitutivas e arbitrdrias. Desse modo, € importante destacar o uso do movimento
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de uma suspensdo particulada, com restricdo de incompressibilidade, modelada pelo meio
poroso com tal restricdo. Com isso, de acordo com Libdrio et al. (2015 c¢), os parametros que
aparecem nas grandezas podem ser estudados utilizando-se modelagem matemadtica do
movimento gravitacional de uma suspensao particulada em proveta.

Este trabalho estende o estudo de grandezas constitutivas e arbitrarias de uma suspensao
particulada com restricao de incompressibilidade, tendo como base o0 movimento gravitacional
de tal suspensdo, em proveta, e a estrutura preliminar de informacdes desenvolvida por Libdrio
(2016) para o cdlculo da diferenca de pressdes arbitrarias.

A contribui¢do deste trabalho para o estudo do movimento de suspensdes particuladas
com restri¢cao de incompressibilidade € o desenvolvimento de uma base de informagdes para a
parte arbitraria da forca de interacdo. Além disso, destaca-se: o estudo das relagdes entre
grandezas arbitrédrias, a introdu¢do de uma nova funcdo arbitrdria denominada fracdo de
pressoes arbitrarias, a utilizacdo de equagdes para as partes constitutivas da forca de interagao
e de cada tensor tensdo, a utilizacdo de uma forma de sistema de equacdes do movimento de
uma suspensio particulada e, por fim, a determinacdo da equacdo para o calculo da parte
arbitrdria da forca de interacdo, em funcdo da porosidade, de modo que é possivel obter

resultados numéricos.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 Queda acelerada de uma particula esférica num fluido

A fluidodinamica de sistemas particulados pode ser estudada tomando como ponto de
partida a fluidodinamica da particula isolada. A determinacdo das propriedades do todo pela
extrapolacdo do comportamento de um elemento da estrutura € intuitiva. Além disso, a
fluidodinamica da particula pode ser descrita através de um conjunto de equagdes que inclui a
equacdo do movimento da particula, as equagdes da continuidade e movimento para o fluido e
as condi¢des limite pertinentes ao problema especifico (MASSARANI, 2002).

Sobre a fluidodinamica da particula sélida, principalmente queda acelerada de particulas
em fluidos, é importante destacar o levantamento bibliogréafico feito por Liborio (2016),
evidenciando os trabalhos de Basset (1961), Feng e Joseph (1995) e Mollinger et al. (1999),
Massarani (2002), Ardekani e Rangel (2006), Jalaal et al. (2010), Srivastava e Yadav (2012),
Srivastava e Srivastava (2013) e Torabi e Yaghoobi (2013).

O trabalho de Silva e Jesus (2015) mostrou que a equacdo integro-diferencial proposta
por Basset (1888) para a queda de uma particula num fluido, envolvendo a histéria da
aceleracdo, pode ser transformada em uma equacdo diferencial ordindria linear de segunda
ordem, com coeficientes constantes, ndao homogénea, a qual gera alternativas para a
determinacdo da velocidade. Tal transformacgdo € importante para o estudo de quedas de corpos
em fluidos que requerem termos adicionais. Esses termos podem ser adicionados a equacao
diferencial de segunda ordem, de modo a ndo envolver a histéria da aceleragdo. Com isso, o
estudo da queda acelerada de uma particula num fluido apresenta elementos que podem ser
utilizados como ponto de partida para o estudo de uma suspensao particulada.

Indmeros problemas de engenharia envolvem o fluxo de suspensdes particuladas e,
consequentemente, incluem equacdes para o0 movimento da particula.

O trabalho de Nouri ef al. (2014) inovou ao propor trés diferentes métodos analiticos
para o estudo do comportamento instavel da queda acelerada de particulas esféricas em um
fluido newtoniano, sugerindo solugdes particularmente simples, que podem ser estendidas a
problemas mais complexos que a sedimentagdo. Para a modelagem do problema, considerou-
se uma particula esférica e rigida caindo em um fluido newtoniano e incompressivel de
densidade e viscosidade conhecidas. O movimento da particula no fluido foi descrito pela
equacdo integro-diferencial de Basset, cuja resolucdo € dificultada devido a nao linearidade do
termo de coeficiente de arraste. O estudo de Nouri et al. (2014) introduziu trés métodos simples

para a resolucao de tal termo ndo-linear e comparou a resolu¢do a um método numérico, o de
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Runge-Kutta. Os métodos analiticos apresentaram conformidade com o método numérico.

Posteriormente, Rahimi-Gorji ef al. (2014) também investigaram analiticamente a queda
vertical de uma particula, mas em fluidos ndo newtonianos. O termo nao linear da equacao de
Basset foi resolvido utilizando-se o0 Método da Intercalacio (Colloction Method). A aplicagcdo
do método ndo exigiu nenhuma discretizacao, hipdtese restritiva ou transformacgdo. Além disso,
esse método pode ser usado para desenvolver solugdes validas mesmo para problemas que sao
altamente ndo lineares e pode ser considerado como um refinamento importante e significativo
dos métodos anteriormente desenvolvidos. Ao ser comparado a métodos numéricos para a
resolucdo da equacdo integro-diferencial de Basset, o Método da Intercalacdo mostrou
resultados bastante satisfatorios, fornecendo solucdes analiticas altamente precisas para
problemas ndo lineares e, assim, reduzindo consideravelmente a extensdo dos calculos
necessarios.

Malvandi et al. (2014) utilizaram um método semi-analitico para investigar o
movimento acelerado de uma particula ndo esférica em um fluxo viscoso quiescente. A técnica,
assim como no trabalho de Rahimi-Gorji et al. (2014), foi aplicada sem a necessidade de
suposicdes restritivas, discretizacdo ou transformacgado. Os resultados indicam que, a medida que
a esfericidade da particula aumenta, a velocidade terminal da mesma também o faz. Ao mesmo
tempo, foi pontuado que particulas com maior esfericidade atravessam uma distancia mais
longa até que suas velocidades terminais sejam atingidas.

Betancourt et al. (2015) desenvolveram uma equagdo tedrica explicita para o coeficiente
de arraste e para as velocidades de queda de particulas esféricas em um fluido nao newtoniano,
embasando-se nos trabalhos anteriores aqui citados. O efeito do cardter ndo newtoniano do
fluido no movimento da particula foi expresso como uma relagdo empirica, obtida a partir de
dados experimentais disponiveis na literatura, relacionando o coeficiente de arraste e a
espessura da camada limite sobre a esfera. A expressao proposta se mostrou de acordo com os
dados experimentais.

Song et al. (2017) realizaram um vasto estudo experimental sobre o comportamento da
queda acelerada de particulas esféricas e ndo esféricas em um fluido ndo newtoniano. Apds um
total de 336 experimentos, concluiu-se que a forma da particula e a orientacao da sedimentagdo
¢ util para a determinacdo precisa do coeficiente de arraste e da velocidade das particulas nao
esféricas no fluido newtoniano. A partir de tal observacdo, uma nova correlacdo para o
coeficiente de arraste de particulas esféricas e ndo esféricas foi desenvolvida, incluindo o efeito
da esfericidade e a orientacdo da sedimentacdo das particulas. Por fim, foi proposta uma
equagdo explicita para prever diretamente a velocidade de sedimentacdo de particulas de

diferentes formas, que € bem ajustada para nimero de Reynolds variando entre 0,001 e 100 e
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esfericidade entre 0,471 e 1.

E notdria a relevancia do estudo do movimento de particulas, esféricas e nao esféricas,
em fluidos, uma vez que uma série de operacdes unitdrias na inddstria quimica, como a
sedimentacdo, filtracdo, centrifugacdo, dentre tantas outras, necessitam de detalhes acerca da
trajetéria da queda da particula acelerada para propor melhorias em sua operacdo € no
desenvolvimento de novos projetos de equipamentos. Entretanto, grande parte dos estudos sdo
concentrados no movimento de particulas em formato esférico, quando, na prética, as particulas
apresentam formatos diversos e 0 movimento da suspensdo € afetado por isso. Dogonchi et al.
(2014) estudaram o movimento acelerado de uma particula ndo esférica movendo-se em uma
fase fluida continua e incompressivel, utilizando o método de Padé para obter solucdes
aproximadas para a velocidade. O algoritmo proposto foi empregado sem a necessidade de
linearizacdo, discretizagdo, transformacao, nem hipéteses restritivas, consistindo num método
eficaz de estudar o movimento de suspensdes particuladas, levando em consideracdo a nao
esfericidade das particulas.

Doostmohammadi et al. (2014) estudaram a dinamica de sedimentac@o de uma particula
esférica num fluido linearmente estratificado com moderado nimero de Reynolds. Verificaram
que além do coeficiente de arraste e das forcas descritas pela equacdo de Basset, existe uma
forca adicional que age na sedimentacdo em um fluido estratificado devido a deflexdo de
camadas por trds da particula e associada a forca de flutuacdo. Doostmohammadi ez al. (2014)
propuseram um modelo simples para estimar a velocidade mdxima que a particula esférica
experimenta durante sua descida vertical e concluiram que, ap6s atingir sua velocidade méxima,
os efeitos de estratificacdo podem levar a oscilacio da velocidade de sedimentacdo e, até
mesmo, a levitagdo de particulas.

Em determinadas aplica¢cdes do estudo da queda acelerada da particula em fluido, como
em processamento de minerais, em reatores de leito fluidizado, a massa e, por conseguinte, o
diametro da particula se reduz devido a solubilidade no fluido em escoamento, ou mesmo a
presenca de reacdo quimica. Nesses casos, hd um erro associado ao modelar a particula como
rigida e insoldvel. Hatami et al. (2014) propuseram uma equagdo para a queda transiente de
uma particula soldvel em um fluido newtoniano, assumindo que a redu¢do do didmetro das
particulas € governada por uma fung¢ao linear.

Também se embasando no estudo da queda acelerada da particula esférica num fluido,
Ardekani et al. (2016) investigaram a sedimentacdo de pares de particulas isoladas e ndo
esféricas em um fluido viscoso, através de simulagdo computacional. O tempo de interacao
aumenta significativamente para particulas ndo esféricas. A 1ém disso, particulas elipsoides

sdo atraidas por deslocamentos laterais. As implicacdes desses fendmenos sdo importantes para
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a estimativa de nucleos de colisdo, podendo resultar num aumento significativo de agrupamento
em suspensdes elipsoides sedimentares. O estudo sugere que o agrupamento em uma suspensao
de elipsoides pode ser expressivamente maior que para particulas esféricas.

Yin et al. (2017) investigaram, analitica e experimentalmente, a queda acelerada de uma
particula num fluido imével, obtendo uma relacdo entre o coeficiente de arraste e o nimero de
Reynolds, baseada na equag¢do de Basset-Boussinesq-Oseen. Os parametros envolvidos na
equacgao do coeficiente de arraste foram determinados, para uma ampla faixa de nimeros de
Reynolds. Um experimento simples foi conduzido para medir o tempo de queda e a distancia
percorrida por uma particula esférica, caindo através de dgua parada, possibilitando a derivagcao
de equacdes finais que relacionassem velocidade de queda, tempo e distancia. O trabalho
proposto por Yin et al. (2017) é relevante para a andlise da relacao entre o nimero de Reynolds
e a deposicdo de particulas, podendo ser empregado em dreas da engenharia quimica e
ambiental, a exemplo do tratamento de dgua e efluentes.

Liu et al. (2017) analisaram numericamente a queda livre de uma particula esférica num
fluido, utilizando o software de Dindmica de Fluidos Computacionais (CFD). No trabalho, foi
considerado o movimento da particula frente a diferentes nimeros de Reynolds, além das forcas
hidrodinamicas atuantes e as caracteristicas do campo de fluxo circundante. Observou-se que o
campo de fluxo circundante a particula perde a simetria gradualmente, a medida que o nimero
de Reynolds aumenta, podendo variar de uma simetria axial a uma simetria plana, até tornar-se
cadtico. Os resultados obtidos fornecem uma referéncia bdsica para a pesquisa sobre o
movimento de mdltiplas particulas, com ampla aplicagdo, como na engenharia de transporte
hidrdulico vertical de minério e na mineracao em dguas profundas.

Mehrabian et al. (2017) também utilizaram o movimento da queda acelerada de uma
particula como base inicial para estudo da separacdo 6leo-particula, levando em consideragao
mecanismos hidrodindmicos que, normalmente, ndo sdo considerados em diversas abordagens
do estudo de processos de separacgao.

Fakour et al. (2017) introduziram métodos analiticos para a resolu¢cdo do problema do
comportamento instdvel da queda de particulas esféricas em um fluido newtoniano. Os
experimentos foram realizados utilizando particulas de diferentes materiais (aluminio, cobre e
chumbo) e empregando a 4gua como fluido newtoniano e incompressivel. A solucdes analiticas
foram validadas através dos dados experimentais obtidos, se mostrando um método bastante
satisfatorio na resolucdo da equagdo da velocidade terminal para a queda da particula em
liquidos, necessdria em diversas aplicagdes industriais, como processamento de minerais,
reatores de leito fluidizado, transporte hidraulico, dentre outras.

O levantamento bibliogrifico aqui discorrido apresenta elementos bdsicos capazes de
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nortear o estudo do movimento de suspensdes particuladas, sobretudo nos aspectos referentes
a resisténcia dinamica. A Teoria Continua das Misturas fornecerd equacdes de balanco de

quantidade de movimento mais genéricas, envolvendo a forca de interacao.

2.2 Meio poroso saturado com fluido

Nos sistemas diluidos, a fluidodinamica da particula isolada constitui um ponto de
partida para a sua andlise. No entanto, para sistemas densos em particulas, a utilizagdo dessa
estratégia oferece grande dificuldade. Para contornar tal dificuldade, diversos autores
desenvolveram uma teoria das misturas capaz de descrever diferentes fendOmenos, como a
difusido molécular e o escoamento em meios porosos.

O'Rourke et al. (2014) desenvolveram um modelo para o cdlculo da aceleragdo de fluxos
de particulas polidispersas. O modelo explica as for¢as de contato que ocorrem quando
particulas de diferentes aceleragdes, causadas por um fluido intersticial, forcam particulas de
diferentes tamanhos e/ou densidades a se aglomerarem, de modo que a forca de uma particula
individual € transmitida para as particulas vizinhas. O resultado desse fendmeno € que as
particulas experimentam uma aceleracdo total, decorrente da mistura das aceleragdes
individuais e médias locais. Levando a conclus@o de que, para se prever a separacdo de
diferentes tipos de particulas em leitos fluidizados, se faz necessario o uso de um modelo
numérico capaz de explicar as variagdes na forca de contato que ocorrem nesses leitos. O
trabalho € relevante no sentido de explicar numericamente a forca de interacao entre particulas
num meio poroso saturado com fluido. Entretanto, ndo fornece base para que a forca de
interacao seja descrita analiticamente, de forma direta.

Wei e Muraleetharan (2002) realizaram um estudo sobre Teoria das Misturas aplicada
a um meio poroso saturado por multiplos fluidos imisciveis. A teoria proposta pode ser usada
para caracterizar condi¢des de compatibilidade dinamica nas interfaces, condi¢des estas que
representam microscopicamente as restricoes mecanicas nos saltos de pressdo através das
interfaces, desempenhando um papel fundamental no comportamento geral de meios porosos
saturados com multiplos fluidos. Foi, também, proposto um modelo eldstico linear para o caso
em que o meio poroso € saturado por fluidos bifdsicos, analisando-se, para essa condi¢do, a
propagacio de ondas acusticas no meio, chegando-se a conclusdo de que existem, geralmente,
trés ondas de compressdo no meio poroso insaturado, sendo a terceira associada a compressao
capilar.

Da Gama e Martins-Costa (1996) propuseram uma simulacdo de transferéncia de

energia € momento em um meio poroso saturado por um fluido incompressivel. O trabalho
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estudou os fendmenos de transporte de um fluido newtoniano incompressivel através de uma
matriz porosa rigida. O meio poroso saturado foi modelado como uma mistura de trés
constituintes sobrepostos: um sélido (a matriz porosa rigida, homogénea e isotrépica), um
fluido newtoniano incompressivel e um gds inerte. Nas equagdes de balanco, foram inseridos
termos relacionados ao impulso e as fontes de energias, ausentes na abordagem clédssica. A
representacdo matemadtica resultante consistiu em um conjunto de equacdes diferenciais
parciais ndo lineares sujeitas a dados iniciais e condi¢des de contorno, cujas incégnitas eram a
velocidade do constituinte do fluido, a saturacao e as temperaturas do fluido e dos constituintes
do solido. Para a resolugdo, fez-se uso de uma aproximagdo numérica ndo convencional, na
qual o problema matemaético foi decomposto em duas partes: uma eliptica (representando as
equagdes de energia tanto para a matriz porosa, quanto para os constituintes fluidos) e uma
hiperbdlica (representando as equagdes de continuidade e momento para o constituinte fluido).
Para simular casos unidimensionais de interesse, o problema hidrodindmico (equacdes
hiperbdlicas) foi aproximado pelo método de Glinm, combinado com uma técnica de divisdao
do operador; j4 o problema térmico foi aproximado fazendo uso do método implicito de
diferencgas finitas.

Costa et al. (1992) propuseram um modelo para a descri¢dao da transferéncia local de
energia do escoamento de um fluido newtoniano através de uma matriz porosa rigida, fazendo
uso da Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo. A matriz porosa e o fluido foram
considerados constituintes continuos de uma mistura bindria. Em cada ponto, assumiu-se a
existéncia simultdnea de duas temperaturas e duas velocidades distintas, o que origina uma
geragdo de energia e uma geracao de momento, proporcionando interacdes térmicas e dinamicas
na mistura solido-liquido. O emprego da Teoria das Misturas se mostrou uma boa escolha para
descrever fendmenos multifdsicos cuja complexidade, quando descrita pelas usuais ferramentas
da mecanica cléssica, levam a aproximacoes drésticas para a realizacdo de simulacoes.

O trabalho de Mattos et al. (1993) estabeleceu uma teoria geral para 0 momento € a
transferéncia de energia em misturas continuas, levando em consideracdo fendmenos
dissipativos (importantes, por exemplo, nas simulacdes de processos como a fabricacdo de
alguns compdsitos ou o fluxo de petréleo através de uma matriz porosa). Equagdes basicas que
descrevem a dinamica de uma mistura foram obtidas a partir do principio da poténcia virtual, o
que leva a uma interpretacdo natural da forca de interagcdo entre os constituintes e a parte anti-
simétrica do tensor de tensdo parcial. O uso da abordagem da Teoria das Misturas d4 origem a
pardmetros que explicam a interacdo termodindmica entre os constituintes. Nesse sentido, o
trabalho propds um procedimento sistematico para a obten¢do de um conjunto completo de

equagoes, oferecendo um minimo de complexidade, que satisfizessem a primeira e a segunda
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leis da Termodinamica, levando em consideracdo a poténcia das forcas de interagcdo entre os
constituintes, de modo a descrever adequadamente os acoplamentos termodinamicos.

Barletta (2010) realizou uma extensa revisao bibliografica acerca das instabilidades
termoconvectivas que podem ocorrer em um meio poroso saturado com fluido, delineando a
descricdo macroscépica de escoamento do mesmo, baseando-se na lei de Darcy, e considerando
que os efeitos de dissipacdo viscosa ndo sdo negligencidveis. Para o caso do sistema de fluxo
vertical, o efeito da dissipacdo viscosa rompe a simetria entre o fluxo ascendente e o fluxo
descendente. Para o fluxo descendente, dois efeitos concorrem entre si: a convecgdo forcada
devido ao fluxo continuo, que leva a um resfriamento do sistema, em decorréncia da entrada de
fluido do ambiente, e a dissipacdo viscosa, que provoca um aquecimento interno da camada. A
competi¢cdo entre esses dois efeitos pode produzir um perfil linear basico de temperatura, como
no problema de Darcy-Benard. Entretanto, em casos nos quais a dissipacdo viscosa € acentuada,
nota-se um efeito desestabilizador para o fluxo ascendente.

A revisdo bibliogréfica realizada por Barletta (2010) abrange aspectos importantes,
dentro da literatura, sobre as instabilidades, provenientes de efeitos convectivos, presentes em
meios porosos saturados com fluido. Segundo o autor, o papel desempenhado pela dissipacao
viscosa, no inicio da instabilidade, pode ser uma mera interagdo com o efeito dos gradientes
térmicos basicos induzidos por condi¢des de contorno. Em alguns casos, a dissipacdo pode ser
a Unica causa de instabilidade. Tem-se uma necessidade do desenvolvimento de formulacdes
tedricas que abranjam tais fendmenos, na descri¢do do movimento do meio poroso.

Angulo (2015) empregou a abordagem da Teoria das Misturas para estudar o
escoamento de um fluido newtoniano generalizado através de um canal poroso limitado por
duas placas planas. Foram postuladas equagdes de balanco de massa e de quantidade de
movimento linear, além de equacdes concernentes a primeira e a segunda leis da
Termodinamica. Postulou-se, ainda, uma equacao relacionando permeabilidade e porosidade
da matriz porosa, constituida de apenas dois pardmetros escalares, facilmente calculados a partir
de dados experimentais. A metodologia exigiu um baixo custo computacional e se mostra de
grande aplicabilidade em problemas praticos, como, por exemplo, na possivel substitui¢do do
uso de materiais poluentes em problemas de fratura hidrdulica — técnica usada em processos de
extracdo de petrdleo e gas de xisto.

Mahdi et al. (2014) fizeram um levantamento bibliografico em relacdo a porosidade,
permeabilidade, coeficiente de inércia e condutividade térmica efetiva para meios porosos, além
de estudos sobre transferéncia de calor por convec¢do em meios porosos com nanofluido. Os
estudos mostraram que a transferéncia de calor por convec¢cdo aumentou em meios porosos

preenchidos com nanofluidos que apresentavam alta condutividade térmica.
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Montienthong et al. (2016) estudaram a influéncia do campo magnético na distribui¢ao
de temperatura, velocidade e concentracao durante o escoamento saturado em um meio poroso.
Hipoéteses simplificadoras foram adotadas, com intuito de reduzir a complexidade da
modelagem do problema, dentre elas: fluido newtoniano incompressivel, meio poroso
isotropico, dispersdo térmica omitida. Observou-se que a magnitude das ondas
eletromagnéticas impacta de forma substancial na temperatura do meio poroso saturado com
fluido, de forma que um aumento na poténcia das ondas eletromagnéticas produz um aumento
significativo na diferenca de temperatura entre as fases sélida e fluida.

O estudo desenvolvido por Montienthong et al. (2016) contempla a andlise do efeito do
campo magnético nas equagdes de energia que descrevem o meio poroso saturado por fluido.
Uma vez que a producio de calor por micro-ondas € de alta eficiéncia; dada sua capacidade de
selecionar o calor recebido e a penetracdo de energia; e de ampla implementacdo em processos
industriais, sobretudo na industria de alimentos, o trabalho é extremamente relevante. A
modelagem matematica proposta faz uso de equacOes transientes de momento, energia e
concentracdo, juntamente com a equacdo de Maxwell, e o conjunto ndo linear de equagdes
governantes do sistema € resolvido numericamente, por diferencas finitas.

Revil (2017) desenvolveu um modelo matematico para descrever fluxo cruzado em um
meio poroso parcialmente saturado, incluindo acoplamento eletrocinético e efeito da filtracao
de ions, além da natureza multicomponente da fase molhante. Tais termos de acoplamento
obedecem a reciprocidade de Onsager, que ¢ uma condi¢cdo necessdria para que a fungdo de
dissipacdo total do sistema seja positiva. Os termos foram descritos em funcdo de uma
densidade de carga efetiva, controlada, por sua vez, pela permeabilidade e saturagdo do meio.
Dessa forma, foi possivel desenvolver um conjunto de relacdes constitutivas capazes de
delinear o transporte de fons e dgua sob condi¢des saturadas de um meio poroso carregado,
comumente encontrado em solos. Tal modelo pode ser utilizado para monitorar processos de
transporte em meios porosos com capacidade de permuta catidnica, empregando principios
geofisicos e métodos termograficos.

Gajo et al. (2016) propuseram uma estrutura abrangente para reproduzir caracteristicas
do comportamento de acoplamentos hidromecanicos em meios porosos saturados por trés
fluidos imisciveis — amplamente aplicados em engenharia ambiental e de energia. A estrutura
¢ composta por diferentes equacdes constitutivas para a permeabilidade relativa e para as
pressoes capilares, testadas em diferentes condi¢des de carregamento, com o intuito de
reproduzir aplicacdes realistas, condizentes com o estudo de escoamento de gés, 6leo e dgua
em uma rocha deformadvel.

Apesar de consideradas as aplicacdes em engenharia de petréleo, para efeito de
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validacdo do modelo proposto por Gajo et al. (2016), a anélise pode ser estendida a aplicacao
em uma variedade de situagdes envolvendo escoamento de trés fluidos em um meio poroso
saturado, a exemplo da poluicdo de dguas subterrineas e problemas envolvendo sequestro de
di6éxido de carbono. O trabalho apresenta uma abordagem versatil e modularizada, definindo
modelos constitutivos para as permeabilidades relativas, em um contexto multifasico de trés
fluidos.

Os estudos realizados por Montienthong et al. (2016), Revil (2017) e Gajo et al. (2016)
incluem termos relacionados a forcas de campo eletromagnéticas, efeitos de forcas idnicas
provenientes da interacdo eletrostatica dos componentes do meio poroso saturado, além de
acoplamentos hidromecanicos, para descrever as equagdes de balanco e equacdes constitutivas
presentes na modelagem do meio poroso. A inser¢do de tais efeitos visa suprir a necessidade de
formulacdes tedricas mais abrangentes, que descrevam, de forma mais precisa, fendmenos até
entdo negligenciados.

Peng et al. (2017) apresentaram um modelo numérico para simular o fluxo da superficie
livre, em um meio poroso saturado com porosidade espacialmente varidvel. As equagdes
governantes foram baseadas na Teoria das Misturas e resolvidas a partir de uma abordagem
multifdsica, onde a dgua foi modelada como um fluido incompressivel e a fase sdlida foi
discretizada por particulas fixas. Alguns fatores de influéncia, como a lei da resisténcia,
tamanho de particulas e porosidade foram investigados. O desempenho do modelo se mostrou
satisfatério, e em concordancia com diversos dados experimentais, para delinear fluxos
dindmicos de dgua em estruturas porosas, como rochas. Entretanto, o estudo ndo abrange
aspectos relacionados a energia de interagdo, ou a forca de interagdo do meio poroso saturado.

Jin et al. (2017) investigaram o efeito da rugosidade na deposi¢do de particulas em
meios porosos saturados por fluido. Até entdo, tal efeito ndo fora observado de forma
consistente, nem descrito sistematicamente na literatura. O trabalho avaliou os impactos da
rugosidade na deposi¢do de particulas no meio poroso, na presenga de uma barreira de energia,
ou seja, em condi¢des onde a forga idnica era baixa, portanto, sob condi¢des desfavordveis a
deposi¢do, demonstrando que, independentemente da presencga de tal barreira, a rugosidade da
superficie do meio poroso influencia consistentemente a deposicdo de particulas de maneira
ndo linear. Sob condi¢des de baixa forga idnica, as mudangas associadas a energia de interagao
ndo sdo suficientes para explicar as diferengas observadas na deposicao de particulas, por isso,
a inclusdo da descri¢@o do retardo hidromecanico, de for¢as de adesdo e de campos de fluxo, as
equagdes do movimento propostas pelo modelo continuo podem ajudar a melhorar modelos
preditivos relacionados a deposi¢do de particulas nas superficies de meios porosos saturados,

em situacdes nas quais as mudangas na energia de interacdo ndo sdo suficientes para explicar
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adequadamente as diferencas, na deposi¢do de particulas, associadas a rugosidade da superficie.

Outro emprego importante do estudo de meios porosos saturados é o transporte de
nanoparticulas, com ampla aplicacdo, sobretudo na drea ambiental, onde a nanotecnologia vem
permitindo o desenvolvimento de sensores cada vez mais seletivos para o monitoramento de
poluentes organicos. Entretanto, a modelagem mecanicista tedrica enfrenta desafios ao
considerar os efeitos simultineos dos mecanismos de transporte de nanoparticulas em meios
porosos. Nesse sentido, o trabalho de Babakhani et al. (2017) propde uma revisdo sistematica
dos mecanismos importantes de transporte de nanoparticulas, com seus modelos representativos
de continuidade matematica, conforme encontrado na literatura cientifica atual. A falta de
abordagens efetivas para a validagdo da diversidade de equagdes de modelo, desenvolvidas por
diferentes autores, representa um grande obstdculo a aplicac@o robusta e bem-sucedida desses
modelos na descri¢do e predi¢dao dos fendmenos envolvidos no transporte.

Sasidharan et al. (2014) exploraram sistematicamente os efeitos acoplados da
hidrodinamica e das condi¢des quimicas das solucdes na deposi¢do de nanoparticulas em meios
porosos saturados. As variagdes espaciais € temporais na taxa de deposicao em meios porosos
podem ocorrer por uma variedade de razdes, incluindo: diferentes pontos de energia de
interacdo, variagdes espaciais nas taxas de transferéncia de massa, maior reten¢do em locais
especificos.

Zhao et al. (2015) derivaram um conjunto de equacOes diferenciais parciais que
descrevem o problema da dissolu¢do quimica nos meios porosos saturados por fluidos sob
condi¢des ndo isotérmicas. O problema da dissolucdo foi tratado como um problema de valor
limite, para o qual solugdes estritamente analiticas foram derivadas. O método de simulagdo
computacional foi usado como ferramenta complementar, para simular a evolu¢do morfolégica
das frentes de dissolu¢c@o quimica em meios porosos saturados nao isotérmicos.

Os resultados tedricos e numéricos obtidos no trabalho de Zhao er al. (2015)
demonstram que o gradiente de temperatura na dire¢do a montante de uma frente de dissolucao
quimica € menor do que na dire¢do a jusante da mesma, quando o sistema em questdo € nao
isotérmico. O trabalho € fundamental no sentido de introduzir entendimentos importantes em
relacdo as instabilidades do processo de dissolucdo quimica ocorrido em um meio poroso
saturado por fluidos em condicdes onde hé variacao significativa de temperatura.

A revisdo realizada por Babakhani ef al. (2017) reforca a necessidade critica de pesquisa
em modelos, sejam conceituais, sejam computacionais, que nido apenas reconhecam, mas
avaliem de forma sistemadtica e varidvel a gama de processos capazes de atuar simultaneamente
no transporte de nanoparticulas em meios porosos, evidenciando a necessidade de se reconhecer

que as condi¢des uniformes e estdveis, comumente assumidas pela maioria das abordagens
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matematicas, sdo rara excec¢ao, nao regra, para os sistemas coloidais em meios porosos, mesmo
em condicdes experimentais controladas. Os modelos continuos multidimensionais que
consideram multiplos fendmenos de transporte representam a Unica abordagem
conceitualmente vidvel para prever comportamentos de transporte de nanoparticulas em escalas
ambientalmente relevantes, em dominios realistas. Entretanto, existem diversas limita¢des
atuais, e se faz essencial que os trabalhos tedricos continuem a definir relagdes de correlagdes
entre pardmetros mensurdveis e ndo mensuraveis. Nesse sentido, € significativa a importancia
do uso de modelos abstratos e mecanicistas, além de combina¢des dos mesmos com abordagens
continuas, para a compreensdao do meio poroso saturado por fluido.

Todos os trabalhos citados corroboram com a importincia do desenvolvimento de
formulacdes tedricas gerais para descrever o meio poroso saturado com fluido, uma vez que a

aplicacdo desses modelos € relevante em diversas dreas de interesse tecnoldgico.

2.2.1 Meio poroso com restri¢do de incompressibilidade

Um meio poroso saturado com fluido, onde densidades de sélido e fluido puros sao
constantes, € caracterizado por uma restricao de incompressibilidade. Neste caso, as equacdes
de quantidade de movimento, estabelecidas pela Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo
para sistemas solido-fluido que nd3o apresentam reacdo quimica, envolvem grandezas
arbitrdrias, além das grandezas constitutivas.

Liborio (2016) propds uma base de informagdes para o estudo de grandezas arbitrarias
e constitutivas de uma suspensao particulada com restricao de incompressibilidade. Para tal,
duas solucdes exatas de um sistema de equagdes do movimento de uma suspensao particulada
foram determinadas, ambas inseridas em modelagem matemética do movimento gravitacional
de suspensdes particuladas em proveta. A primeira solu¢do foi inserida na regido de
sedimentacdo livre e a segunda na regido de transi¢ao, de modo que os movimentos da onda de
aceleracdo e das interfaces fossem estabelecidos por meio da compatibilizacdo das duas
solucdes.

Através das solucdes exatas e dos movimentos das interfaces, Libério (2016)
estabeleceu duas funcdes velocidades que serviram como base para o cédlculo de parametros
basicos, e prop0s equacdes constitutivas para a forca de interacdo de cada tensor tensdo,
construindo uma base preliminar de informagdes que pode ser utilizada para o cdlculo da
diferenca de pressdes arbitrdrias, estabelecendo a pressdo arbitraria da fase fluida diferente da
pressdo arbitrdria da fase sélida. E importante ressaltar que, por causa da relagdo entre

grandezas arbitrdrias, a pressao arbitraria que aparece no balango de quantidade de movimento
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linear do fluido, sem incluir for¢a de interacdo arbitrdria, é diferente da pressdo arbitraria que
aparece no balanco de quantidade de movimento linear do sélido. Dai é que surge a diferenca
de pressoes arbitrarias. Neste sentido, tal diferenca € uma contribui¢ao ao estudo do movimento
de suspensdes particuladas, uma vez que, na literatura, usualmente, a pressdo arbitrdria é
negligenciada. Ou, quando aparece, a pressdao arbitrdria na equacdo do movimento do
constituinte fluido é considerada a mesma da pressao arbitraria na equagao do movimento do

constituinte solido.

2.3 Movimento gravitacional de uma suspensdo particulada

Kynch (1952, apud AROUCA, 2007) foi o primeiro a propor uma teoria para o
movimento gravitacional de uma suspensdo particulada em proveta (sedimentacdo
gravitacional em batelada), baseada apenas nos balancos de massa e na suposi¢do de que a
velocidade das particulas sélidas € funcdo da concentracao de sélidos, ficando a sedimentagdo
de particulas s6lidas em um meio liquido descrita como um fendmeno de propagacao de ondas,
puramente cinemadtico. O uso apenas de balanco de massa motivou pesquisadores como Tiller
(1981), Fitch (1983) e Font (1988) a revisar a teoria e a introduzirem balangos de quantidade
de movimento linear.

Sobre 0 movimento gravitacional de suspensdo particulada em proveta € importante
destacar o levantamento bibliogréfico realizado por Libdrio (2016), apresentando descri¢des
resumidas dos trabalhos de Kynch (1952), Tiller (1981), Fitch (1983), Font (1988), Burguer e
Wendland (2001), Wett (2002), Garrido et al. (2003, 2004), Biirger e Karlsen (2001), Usher e
Scales (2005), Biirger et al.(2006), Pianet et al.(2007), Grassia et al. (2008; 2011; 2012), Iritani
et al. (2009), Hogg e Dorrel (2010), Guo et al. (2012), Yu et al. (2013) e Hernando et al.
(2014;2015).

E importante destacar o levantamento bibliogrifico efetuado por Biirger ¢ Wendland
(2001) do ano de 1912 até 2000, que fornece um relato conciso das contribui¢des para a
pesquisa em suspensdo particulada, feita durante o século XX, mostrando que um grande
avanco foi a teoria cinemética de Kynch, publicada em 1952.

Ao utilizar a equag¢do de movimento apenas para o constituinte sélido, a teoria de Kynch
(1952, apud AROUCA, 2007) nédo leva em consideracdo a for¢ca de interagdo solido-liquido,
além de desconsiderar os efeitos inerciais e gravitacionais, conferindo, assim, um carater
parabdlico ao fendmeno, que resulta numa descricio matemadtica apenas para a interface
ascendente. A interface descendente, por sua vez, € descrita apenas empiricamente. A teoria de

Kynch descreve bem a sedimentacao de particulas s6lidas incompressiveis, tais como esferas
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de vidro, e a sedimentacdo de particulas esféricas nio floculantes. O sistema de equacdes
diferenciais obtido pela aplicagao da Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo pode ser
utilizado para modelar cada uma das trés regides bifdsicas existentes no processo de
sedimentacdo em batelada (regides de sedimentagdo livre, de transicdo e de compactagdo).
Entretanto, as equacdes constitutivas sdo especificas para cada regido. A regido de
sedimentacdo livre, cuja velocidade de queda da particula é constante, é caracterizada por uma
fraca interacdo sélido-sélido, o que indica um efeito negligencidvel da tens@o nos sélidos. Na
regido de formacdo do sedimento a interagdo solido-sélido por sua vez € extremamente
significativa, acarretando um forte efeito de tensdo nos sélidos seguido pela compactagdo das
particulas pela acio de seu proprio peso. A regido de transi¢ao por sua vez possui caracteristicas
em comum com as demais regides e normalmente costuma-se considerar que a tensao nos
sOlidos é desprezivel nessa regido. Sendo as regides distintas entre si, € presumivel que as
equacgdes que governam o fendmeno também o sejam.

Oliveira et al. (2015) propuseram equacdes constitutivas relacionando pressdo nos
sOlidos e permeabilidade em meios porosos a partir de fluidos newtonianos e ndo newtonianos
em baixas e altas pressoes. Os testes de sedimentacdo em batelada foram realizados utilizando-
se solugdes aquosas de goma xantana e carbonato de cdlcio e, ao final de cada teste, os
sedimentos resultantes foram avaliados por meio da utilizacdo da Técnica de Atenuacdo de
Raios Gama. Foram obtidas equagdes constitutivas para a distribuicio e compactagdo do
sedimento em funcdo da posi¢dao e do tempo. O estudo de Oliveira et al. (2015) ndo traz
equacgoes generalizadas de balango de massa e de quantidade de movimento linear, de modo
que as grandezas arbitrdrias, como a parte arbitrdria da forca de interacdo e a diferenca de
pressdo arbitrdria, ndo foram objetos de analise.

O trabalho de Boscarino (2016) proporciona uma ferramenta eficiente para a exploracao
numérica da formagdo e composicao de sedimentos sob um modelo de sedimentagcdo
polidispersa, partindo do pressuposto de que os métodos Runge-Kutta explicito-implicito sao
adequados para a solu¢do de problemas ndo lineares do tipo convec¢ao-difusdo, uma vez que
as restricoes de estabilidade, provenientes do tratamento explicito da parte convectiva, sao
menos severas que aquelas que seriam deduzidas de um tratamento explicito do termo difusivo.
A discretizacdo dos termos difusivos de tal maneira que se distinga cuidadosamente a severa da
ndo severa dependéncia levam a resolugdo, em cada passo de tempo, de apenas um sistema
linear.

O estudo de Boscarino (2016) € relevante do ponto de vista do tratamento numérico para
a modelagem matemdtica da sedimentacdo, entretanto, ndo sdo apresentados balangos

diferenciais de massa e de quantidade de movimento linear que possibilitem a constru¢do de
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solugdes analiticas.

Biirguer (2016) aplicou os métodos descontinuos de Galerkin-Runge-Kuta (RKDG) e
Elementos de Volume Finito (DFVE) em um problema de transporte que descrevia o
deslocamento imiscivel de um fluido incompressivel viscoso num meio poroso ndo homogéneo.
O problema do modelo consistia em lidar com equacdes ndo lineares de pressdo-velocidade
acopladas a uma equacdo hiperbdlica ndo linear que governa o balango de massa (equacao de
saturacdo). As propriedades de conservacdo de massa inerentes a métodos baseados em
volumes finitos motivam um esquema DFVE para a aproximacio do fluxo de Brinkman em
combinacdo com um método RKDG para a discretizacdo espago-temporal da equacdo de
saturacdo. A estabilidade dos esquemas desacoplados para o fluxo e para as equacdes de
saturacdo foi analisada, e varios experimentos numéricos ilustraram a robustez do método
numérico.

Torfs (2017) propés um modelo numérico robusto para descrever a sedimentacdo em
batelada. Para sedimentadores secundérios, a metodologia de modelagem matematica conduz a
uma equacao diferencial parcial (EDP) ndo linear do tipo convec¢do-difusdo, como um modelo
unidimensional para a concentracdo dos sélidos em fun¢do da profundidade e do tempo. Essa
EDP inclui um fluxo que depende descontinuamente da posi¢cdo espacial e dos balancos de
massa, uma fonte que descreve o mecanismo de alimentacdo, um termo que contabiliza a
compressibilidade do sedimento e um termo de dispersao para turbuléncia. A solugdo, em si, €
descontinua. Assim, o modelo proposto permite que relacdes constitutivas para a contencao,
compressao e dispersdo sejam incluidas dentro do mesmo.

Biirguer (2016) e Torfs (2017) propuseram modelos numéricos robustos para a
resolucdo de equacgOes diferencias associadas aos balancos de massa e de quantidade de
movimento que governam o fendmeno de sedimentacdo. Tais modelos, entretanto, ndo
permitem a construcdo de uma base matemaética que possibilite o cdlculo da for¢a de interacdo
arbitrdria de forma analitica e direta.

Apesar de ndo apresentar equacdes generalizadas para os balancos de quantidade de
movimento linear, os trabalhos de Hernando et al. (2014; 2015) sdo basilares, no sentido de
fornecer a percep¢ao da existéncia das sub-regides de sedimentacdo — regido de liquido puro,
regido de sedimentacdo livre, regides de transi¢cdo e compactacdo e ondas de aceleracdo —
caracteristicas do movimento de suspensdes particuladas em proveta.

Majumder et al. (2016) investigaram as interagdes particulas-particulas em sistemas de
sedimentacdo, considerando as interagdes hidrodinamicas e eletrodinamicas e concluiram que
essas interacdes ocorrem majoritariamente em dois modos: interagdes de campo préximo e de

campo distante. No trabalho proposto, as intera¢des hidrodindmicas foram modeladas
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empregando “Stokesian Dynamics”, enquanto as interagdes eletrodindmicas foram
contabilizadas por meio de uma formulagdo matricial capaz de abordar efeitos de um campo
elétrico arbitrario, aplicado externamente. A presenca de um campo elétrico arbitrario externo
modifica fortemente a dinamica das particulas esféricas rigidas, se comparada com o sistema
de sedimenta¢do ndo submetido a efeitos de campo elétrico. Como consequéncia, as alteracdes
nos arranjos de particulas culminam com alteracdes na forca de arraste liquido experimentada
pelas particulas durante a sedimentagao.

Dessa maneira, o trabalho de Majumder ef al. (2016) suscita a importancia do estudo
das forcas de interacdo que agem nas suspensoes particuladas, evidenciando que alteragdes em
tais forcas estdo diretamente ligadas a alteracOes no movimento da suspensdo, tornando
essencial a inclusdo de termos que descrevam essas forcas de interagdo nas equagdes de balango
de quantidade do movimento desses sistemas.

A simulag@o do escoamento de suspensdes coloidais é desafiadora devido aos limites
moveis das regides de sedimentacdo das particulas e os problemas das fronteiras migratdrias
sdo usualmente tratados usando métodos cujos algoritmos exigem um custo computacional
elevado. Alapati ef al. (2015) estudaram numericamente a sedimentacdo de uma suspensao
particulada sob a¢do da gravidade em um fluido viscoso, utilizando o método de Boltzmann,
mas introduzindo um termo de for¢a na equacdo do movimento. Em primeira instincia, foi
simulado um fluxo constante sobre uma esfera estdtica e o algoritmo numérico foi validado
comparando-se os resultados a dados publicados anteriormente na literatura. Em seguida,
simulacdes com uma unica esférica foram realizadas. Os resultados da simulacdo da trajetéria
da esfera sob acdo da gravidade e a velocidade de sedimentacdo, em diferentes nimeros de
Reynolds, foram estipulados e se mostraram de acordo com dados empiricos da literatura.

Chen et al. (2015) também utilizaram o modelo de Boltzmann para simular o
movimento de particulas, mas em uma suspensao de dois fluidos imisciveis, observando uma
variacdo de densidade do fluido préxima a superficie sélida, causada pela interagdo sélido-
fluido. Tanto Alapati et al. (2015), quanto Chen et al. (2015), conseguiram uma redugdo
drastica do custo computacional associado a descricdo do movimento de sedimentacdo de
particulas e corroboraram com a importancia de se inserir termos referentes as forcas de
interacao nos balancos de quantidade de movimento, uma vez que as interagdes sélido-sélido e
sOlido-liquido afetam diretamente o escoamento.

Apesar da ampla aplicagdo do movimento gravitacional de suspensdes particuladas, a
complexidade inerente a sua modelagem torna impraticdvel a aplicagdo a um tnico modelo
numérico, ou correlacdo empirica unificada. Por isso a necessidade de mais estudos nesse

aspecto. Silva et al. (2015) realizaram um extenso apanhado acerca da evolucdo, ao longo dos
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anos, das correlagdes empiricas, modelos analiticos € numéricos para prever o comportamento
da sedimentacdo de suspensdes particuladas, fornecendo informagdes sobre as vantagens e
desvantagens de cada método.

Outra aplicacao industrial do estudo da queda acelerada da particula € o tratamento de
dguas residuais através da sedimenta¢do de lodo ativado. A opacidade do lodo, no entanto, faz
com que métodos Oticos convencionais sejam ineficientes, o que dificulta a obtencdo de
informacdes sobre o comportamento interno da sedimentacao.

O lodo apresenta o comportamento de uma emulsdo. Fenomenologicamente, isso é
convalidado pela abordagem do meio poroso, segundo a qual o leito de lama se comporta como
uma rede continua de deformacao, através da qual a dgua circula. O trabalho de Locatelli et al.
(2015) permitiu a investigagdo da sedimentacdo de lodo ativado, utilizando um método nao
invasivo, baseado em um transdutor ultrassonico. O tratamento do sinal tornou possivel a
obtencdo de dados sobre a velocidade de sedimentagdo e os perfis de concentracdo dentro da
suspensdo. Esses dados sdo particularmente uteis para a compreensao do comportamento das
suspensoOes de lamas ativadas, e para a calibracdo de modelos numéricos, além da proposi¢ao
de parametros que impliquem em modelos teéricos mais representativos.

Comportamentos coesivos dependem das caracteristicas das particulas em
sedimentacdo. A influéncia exata dessas caracteristicas sobre os comportamentos coesivos, no
entanto, ainda € pouco conhecida. Sun et al. (2017) investigaram o processo de sedimentacao,
considerando a influéncia das forcas de colisdo inter-particulas, for¢cas de Van der Waals, além
da forca de interacdo. O aumento da coesdo das particulas entre as particulas de sedimento
evita a formacdo de estruturas mais fechadas, a densidade estrutural média diminui quando a
polidispersidade do tamanho da particula aumenta, o que pode ser atribuido ao fato de que ha
uma maior forca de coesao entre particulas menores. O estudo proposto por Sun et al. (2017) é
essencial no sentido de prever a influéncia das forcas de interacdo entre as particulas durante a
conducdo da sedimentacdo. Entretanto, o estudo ndo fornece relagdes tedricas capazes de
quantificar tais forgas.

Li e Stentstrom (2015) propuseram solugdes analiticas para descrever o modelo de
sedimentacdo continua ideal. As solu¢des foram validadas com dados experimentais e se
mostraram bastante precisas para prever a altura e a concentra¢do dos sedimentos em funcao
do tempo e das condi¢Oes de carregamento. Outros trés métodos alternativos, usando diferencas
finitas, foram comparados as solu¢des analiticas, se mostrando confidveis para a resolugdo de
problemas de sedimentacdo. Li e Stentstrom (2015), entretanto, ndo levaram em consideracao
as forcas de interacao, nem diferengas de pressdo entre as fases, nas equacdes de balanco do

modelo proposto.
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Os trabalhos aqui citados sdo essenciais para o entendimento da necessidade de se
desenvolver novos modelos tedricos mais generalizados para o estudo do movimento de
suspensdes particuladas, que abranjam novos termos nas equacdes de balanco para o

movimento.
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3. ELEMENTOS BASICOS
3.1 Meio poroso saturado com fluido

Em um meio poroso saturado com fluido, onde nao ocorrem reacdes quimicas,

modelado pela Teoria Continua das Misturas, podem ser escritas as relagdes:
p1 = £py (1)

p2 = (1—¢)ps 2

onde ¢ € a funcdo porosidade, p; é a densidade do constituinte fluido, p, € a densidade do
constituinte solido, pr e ps, sdo, respectivamente, as densidades do solido e do fluido puros

(SILVA e JESUS, 2013).
Balancos basicos

No contexto da teoria continua de misturas sélido-fluido sem reacdes quimicas, dos
trabalhos de Green et al.. (1970), Atkin e Craine (1976a,b), Demiray (1981) e Ahmadi (1985),

escrevem-se a seguir os balancos de massa e de quantidade de movimento linear.
Balancgos de massa:

Pa + podivV, =0 3)

Pa = %f" + (gradp,) -V, com a=1,2 “)

onde div é o operador divergente espacial, V, é a velocidade, t € a varidvel tempo, grad é o

operador gradiente espacial e @ = 1 indica o constituinte fluido.

Balancgos de quantidade de movimento linear:
Pale = divTy + 1o + Paga &)
(6)

Va

a3 + (gradV,)V,

A =

onde a, € a aceleracdo, T, € o tensor tensdo, [, € uma parte da forca de interagdo e g, é a forca
de campo.
Além da parte da for¢a de interagdo [,, outro tipo de interacao importante para a formulagao

da teoria quase mecanica para o Meio Poroso com Restricao de Incompressibilidade (MPRI) é
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a energia de interacdo E,. Desse modo, além das Equagdes (03)- (06), para a mistura como um

todo, também se pode escrever:

ll+12:0 (7)
E1+E2:0 (8)

3.1.1 Meio poroso com restricio de incompressibilidade

Silva (1990) desenvolveu uma teoria puramente mecanica para o caso das suspensoes
particuladas saturadas com fluido, baseada na teoria das misturas da mecanica do continuo, sem
reacOes quimicas e com densidades do sdlido e fluido constantes, o que caracteriza uma
restricdo de incompressibilidade. Segundo essa teoria, cada tensor tensao € desmembrado em
duas partes: uma constitutiva, e outra arbitraria — ndo determinada pela histéria do movimento,
por forca de um axioma que estabelece que a parte arbitrdria ndo realiza trabalho para todo
movimento compativel com a restricdo. As partes arbitrarias sdo determinadas com base em
desigualdade entrdpica, sob o principio de que a soma das producdes entropicas das mesmas é
nula para todo movimento compativel com a restri¢ao de incompressibilidade.

O axioma utilizado por Silva (1990), contudo, é baseado apenas na parte mecanica da
desigualdade entrépica, o que, por consequéncia, produz a mesma pressao arbitrdria entre as
fases solida e fluida. Silva e Jesus (2013) estabeleceram uma teoria quase mecanica para o
MPRI, nao envolvendo producdes entropicas com derivadas ou gradientes de temperatura. O
trabalhou adicionou, ao axioma puramente mecanico, a producdo entropica da parte arbitraria
de cada energia livre de Helmontz, permitindo a produgdo de pressdes arbitrarias distintas para
as fases sdlida e fluida, além de provocar o aparecimento de novos termos de interacdo nas
equagdes de balan¢o da quantidade de movimento linear.

A teoria apresentada por Silva e Jesus (2013), parte do pressuposto de que p; e py sdo
constantes, dessa maneira, as Equagdes (01)-(04) podem ser reescritas da seguinte forma, para

cada fase:

de ~ ©)
51-L1+V1-grade+a= 0; L, =gradl;

de 1
(1—5)1-L2—V2-grad£—a=0; L, = gradV, (10)

onde 1 € o tensor identidade.

As formas das Equacgdes (09) e (10), o tensor tensdao T,, a forca de interagdo [,, a
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energia de interacdo E, e a energia livre de Helmholtz A, sdo elementos bdsicos para o

estabelecimento de uma teoria quase mecanica para o MPRI, comecando com as seguintes

decomposicoes:
lo =18+ 15 (1)
Ty =Tg +T¢§ (12)
E, =E§ + E§ (13)
Ay = A% + A (14)

onde o indice superior a indica parte arbitraria, nao determinada pela histéria do movimento, e
o indice superior ¢ indica parte constitutiva. Além disso, postula-se aqui que as partes arbitrérias
e constitutivas, de cada forca de interacdo e cada energia de interacdo, também devem satisfazer
as equacgoes:
L+1,=0 (15
E;+E,=0 (16)

onde E, € a energia de interacdo do componente a e € de extrema relevancia para a formulagdo
da Teoria Quase Mecanica do Meio Poroso com Restricao de Incompressibilidade. As partes
arbitrdrias e constitutivas de cada forca de interacdo e, por conseguinte, a energia de interagao,

devem satisfazer as Equacdes (7) e (8), de modo que se pode escrever:

14 +18 = (17)
K+15=0 (18)
E¢+ES=0 (19)
ES+ES=0 (20)

A soma das producdes entropicas das partes arbitrarias € nula para todo o movimento
compativel com a restri¢do de incompressibilidade, de modo que € possivel escrever:

dA% .
ata + (lg + pagradAgt) ’ Vo( - To? : La — Eg =0 (21)

Para que a Equacao (9), do constituinte fluido, satisfaca o axioma expresso na Equacao
(21), escreve-se:
[§ = p,grade — p;gradA{ (22)
T¢ = —ep, (23)
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dAf e (24)
Ef =ps a_tl ~Pig

onde p; é uma funcdo escalar arbitraria. Analogamente, para que a Equacao (10) do constituinte

solido satisfagca o axioma expresso na Equacdo (21), para @ = 2, também deve-se ter:

2 = —p.grade — p,gradAZ (25)
T =—-(1-¢)p,1 (26)
9A¢  0e Q27)

Ef=p7 tp2y;

onde p, € outra fungdo escalar arbitréria.

Com isso, as Equacdes (17)-(20) e (22)-(27) fornecem:

p1gradAf + p,gradA; = (p; — po)grade (28)
0A¢ N 0A% —( )68 (29)
pl at pZ at - pl pZ at
Por meio da introdugdo das funcdes arbitrarias definidas por:
P, = p1 AT + p2A3 (30)
Pr =p1 + prAT (31)
P = ps + psAs (32)
o par de Equacgdes (28) e (29) transforma-se em:

oP, de (33)

—+ (% —P)—=0

at + (B —F) at

gradP, + (P, — Pr)grade = 0 (34)

Rearranjando as Equagdes (33) e (34), de modo que o termo P, seja suprimido, chega-se a

equacao:

de (35)

ot (g'l"ad(Ps - Pf)) = (% (PS — Pf)> grade

Além dos resultados expressos pelas Equacdes (33)-(35), outros podem ser destacados com a
introducdo de mais duas fungdes arbitrarias definidas por:

P =¢p;+(1—-&)p; (36)
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M=P—P (37)

Desse modo, das Equagdes (28), (29), (35) e (36) e (37), € possivel escrever:

(1 — &)grad(P; — Pr) = gradll (38)
0 ol (39)
A=) (R —F) =7
Que, através da Equacao (35), produz a relagao:
de oIl
—gradll = —grade (40)

Jt Jt

Outro destaque € obtido com o uso das Equacdes (22)-(30) e (36)-(37) para as partes arbitrérias
de cada forga de interagdo caracterizadas por:
¢ = —egradP + grad(ep,) + egradll (41)
$ =+ egradP — grad(ep,) — egradll (42)

onde a grandeza [, , definida pela Equacdo (43), é uma parte arbitrdria da for¢a de interacao:

l, = egradll (43)

Além disso, € importante destacar também o resultado obtido na Equagdo (44), como uma
caracteristica de balanc¢o de forcas de interacao.

ggradll + (1 — &)grad(P —P,) =0 (44)

Desenvolvidas as relacdes entre grandezas arbitrérias, € possivel escrever as equagdes da
quantidade de movimento linear e balanco de massa para o MPRI, a partir das equagdes do
balanco de massa e quantidade de movimento estabelecidas pela teoria das misturas da

mecanica do continuo, de modo que se chega as seguintes relacoes:

de , (45)
P +div (eV;) =0
de . (46)
—— dlv((l — e)VZ) =0
Jt
Além das equagdes:
p1aq = —egradPr + divo; + m + p1 g, 47)
P20, = —(1 —¢)gradP; + divo, —m + p, g, (48)

obtidas através das Equacdes (11), (12), (22), (23), (25),(26), (28) e (30)-(32).
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onde:
m= [ (49)
o, =Tf (50)
o, =T5 D

sao0 as partes constitutivas da forca de interacdo [; e de cada tensor tensao, respectivamente, e
as aceleragdes a e a, sdo dadas por:

av. 52
a; = a_tl + (gradVy)V; (52)

av. 53
a, = 6_1:2 + (gradV,)V, (53)

Por causa das grandezas arbitrdrias e de relagdes entre elas, o movimento do MPRI fica

estabelecido por uma das formas de sistemas de equacdes, destacados a seguir.
Sistema I

E o sistema formado pelas Equacgdes (33), (34), (45)-(53) para as fungdes incognitas &, V;,

Vs, P, P € P, uma vez que gy, 0, € m sdo grandezas constitutivas.
Sistema II

As relacdes definidas pelas Equacdes (07), (08), (47) e (48) fornecem a equacdo de
intersecao:

1 m 54
dlvo'z—gdlval—m+psg2—pfgl ( )

PsQy — Pray = —grad(Ps - Pf) + e

E o sistema € formado pelas Equacdes (35), (45), (46), (52)-(54) para as funcdes incognitas &,
Vl’ VzePS_Pf.

Sistema 111

As relagdes definidas pelas Equacdes (38), (43), (44), (47) e (48) produzem as equagdes:
p1a; = —egradP + l, + divo; + m + p1g4 (55)
p2a, = —(1—¢)gradP — 1, + dive, —m + p, g, (56)

E o sistema € formado pelas Equacdes (40), (43), (45), (46), (52), (53), (55) e (56) para as

funcdes incognitas €, Vy, V,, P e 1.
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Sistema IV

As Equagdes (38), (43) e (48) fornecem a relacao:

l 57
p2a; = —(1—&)gradPs + divo, —m — ?a + 029> 57)

E o sistema € formado pelas Equacdes (36), (39), (41)- (43), (46), (47) e (51) para as funcdes

incégnitas ¢, V;, V,, Pr eIl
Sistema V

As relacodes definidas pelas Equagdes (01), (02), (43), (47) e (57) fornecem a equacdo de
intersecao:

epa(az — g2) — (1 — &)pi(ag — g1) = edivo, — (1 — e)dive; —m — 1, (58)

E o sistema é formado pelas Equacgdes (40), (43), (45), (46), (52), (53) e (58) para as fun¢des
incognitas &, Vy, V5, e I1.

Como m € a parte constitutiva da forca de interacdo [;, das Equacdes (11)-(14) e (49)-(51):
m=1 —1f (59)
Dos trabalhos de Liu (1980) e Silva (1990), a grandeza m € a forca difusiva ou resistiva

definida por:
m = ll - l:(l) lg = ll para V1 = VZ (60)

Logo, das Equacdes (59) e (60):
t=0 61)

ou seja, a parte arbitrdria [{ € a forga de interacdo [; no equilibrio. Desse modo, das Equacdes

(22), (30)-(32) e (61):
1Y = Prgrade — grad(p;, A7) (62)
Para discussio da Equagdo (62) e da fungéo arbitraria Pr, com base na Equagao (60) e

no Sistema I, considera-se o MPRI sob a acdo da gravidade na situacdo estatica constante

caracterizada por:



38

& = constante Vi=V,=0 m=0 dive; =0 (63)

Neste caso, como

g1=92=49 (64)

onde g € a aceleracdo da gravidade, das Equacdes (01), (47), (48) e (62)-(64)

gradPy = prg 65)

19 = —grad(p,A$) = grad(p,43) (0
1

gradP, = T divo, + psg “

A Equagdo (65) mostra que, para a situacao estatica constante sob acao da gravidade,
P; € a pressdo do fluido, concordando com os dados bem conhecidos dos experimentalistas
(MASSARANI, 1984; SILVA TELLES, 1993).

O resultado dado pela Equagcdo (66) mostra que, na mesma situagdo, a forca de
interacdo ndo precisa ser nula. Este resultado est4 coerente com aqueles de pesquisadores como
Liu (1980), que afirma que em tal situacdo a forca de interacdo nao € nula e € ela que equilibra
o empuxo, aqui implicito em cada gradiente de [? da Equacio (66).

Sobre a Equacdo (67), a andlise depende de como se estabelece a situacdo estatica
constante. Se ela s6 acontece quando o sélido € rigido, o, € indeterminada e tal equacdo pode
nido produzir informagdes sobre P; e, neste caso, P; € simplesmente uma fungdo escalar
arbitrdria vista como equilibradora do Sistema I. Por outro lado, se o sélido ndo € rigido ou o,
ndo é considerado na Equacgdo (50), tem-se que diva, = 0 e, como no caso do fluido, P; pode
ser interpretada como uma pressao arbitréria associada ao sélido.

Quanto ao sistema II, para 0o MPRI sob a acdo da gravidade, das Equacdes (01) e (64),

vale a observagao de que o termo

psg2 — prg1 = (ps = Pf)9g (68)
aparece naturalmente no mesmo sem precisar outro tipo de decomposicdo para a forca de

interacdo ;.
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Outra grandeza a considerar nesta discussdo, com base nas Equacgdes (30)-(32), € a

parte arbitraria da energia livre de Helmholtz A® para a mistura, definida por

(p1 + p2)A* = p; AT + p, A3 = P, (69)

Assim, observando que, sob o axioma caracterizado pela Equagdo (11), a parte
arbitrdria da energia livre de Helmholtz de um corpo unico incompressivel € constante,
considera-se, para efeito de discussdo e comparagdo que a energia A% é constante; uma vez que
a mesma € definida para a mistura como um todo. Desse modo, das Equagdes (01), (34) e (69),

obtém-se o resultado

P, — Pr = (ps — py)A” (70)

Sobre a componente da parte arbitrdria da for¢a de interacdo [,, pode-se obter
informacao a partir da equagdo de intersecdo, Equacao (58) do Sistema V, considerando-se os
casos em que diva; = 0, divo, = 0 e m = 0. Nestes casos, as Equacdes (07), (08) e (58)
mostram que [, é func¢do da porosidade e das acelera¢des reduzidas a, — g, e a; — g,. Baseado
nisso, pode-se propor para l,, em qualquer situacdo, a relacio:

lg =di(a; — g1) +dy(a; — g2) (71)

Onde d, e d, sao funcdes densidades arbitrarias, ja discutidas em Silva Telles (1993) para toda
parte arbitraria da for¢a de interacdo. Aqui [, € apenas uma parte da forca de interacio arbitraria
(LIBORIO, 2016).

A soma das Equacdes do Sistema III sugere que a grandeza arbitrdria P pode ser
interpretada como a pressdo no meio poroso. Além disso, a funcdo arbitraria I1 pode ser
interpretada como sendo uma pressao arbitraria de interacdo, uma vez que na situagdo esttica
constante sob a a¢do da gravidade P — II = P¢ € a pressao do fluido no poro.

Sobre as grandezas constitutivas nos Sistemas I até V, m € a forca difusiva ou resistiva
como funcdo da diferenca de velocidades. Em muitos problemas g, € desprezada e g, € a
chamada pressdo constitutiva do sélido considerada como fun¢do da porosidade. Sao também
estudados os casos em que o; € dada por uma relacdo semelhante a do fluido newtoniano.

(LIBORIO, 2016).
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4 METODOLOGIA

O inicio da construcdo da base de informacdes para a parte arbitraria da forca de
interacdo se deu através da relacdo entre grandezas arbitrdrias, de modo que se obteve uma
funcdo arbitraria denominada Fracao de pressdes arbitrarias, X.

A introducdo dessa nova grandeza, a decomposi¢do da parte arbitrdria da forca de
interacao e uma situacao particular estudada, permitiram a obtencao de mais informacoes acerca
da fracdo de pressdes arbitrdrias. A funcdo x € significativa para a obtencdo de uma expressao,
apenas em fun¢ao da porosidade, para a parte arbitraria da for¢a de interagao.

Em seguida, foram obtidas solugdes exatas de um sistema de equacdes do movimento
de uma suspensdo particulada com restricdo de incompressibilidade, essas solu¢des foram
utilizadas para construir uma base preliminar de informacdes. A base preliminar, juntamente
com o uso de equacdes constitutivas, resultou numa expressdo final para a parte arbitriria da
forca de interacdo, em fun¢do da porosidade.

Essa expressdo € uma contribui¢do ao estudo das suspensdes particuladas e permite a
obtencdo de resultados numéricos em diversas situagdes, como no movimento gravitacional de
uma suspensao particulada em proveta, uma vez que depende unicamente da porosidade em
cada regido.

A metodologia € descrita a seguir:

4.1 Fracdo de pressoes arbitrarias

O estudo de relag@o entre grandezas arbitrdrias € uma contribuicdo a0 movimento de
suspensoes particuladas com restri¢do de incompressibilidade, permitindo a obtencao de novos
parametros, de modo a se obter modelos mais generalistas. Neste sentido, a Equacdo (36) pode

ser reescrita na forma:

e, A= 8p2 ‘PS)PZ _1 (72)

Isso motiva a introducdo das grandezas arbitrarias 1 € 2, definidas por:

_ &P
n="2 3
_ (A =9)p; (74)
X2 = —p

com
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X1tx2=1 (75)

Onde y1 e y2 sdo chamadas de fracOes de pressdes arbitrarias dos constituintes fluido e
sOlido, respectivamente.

Desse modo, fazendo:

X=X (76)

Das Equacdes (72)-(76), tem-se:
XP = ¢ep, (17
(1-=xP=@0-¢)p; (78)

Vale ressaltar que, das Equagdes (77) e (78), x € a porosidade € quando p; = P oup, = P.
Além da introducdo de fracGes de pressdes arbitrdrias, também € importante destacar
que de acordo com as equagdes (41), (42) e (43), a parte arbitrdria da forca de interacdo pode

Ser decomposta nos seguintes termos:

f=latly (79)
==l (80)
Onde
l, = —egradP + grad(ep,) (81)
l, = egradm (82)

Das equagdes (36), (37), (42) e (82), [, pode ser escrito em funcdo da diferenca de
pressdes arbitrarias Psr. Sendo que, se Pyt € funcdo da porosidade, [, por consequéncia, também

0¢€:

l,=e(1—-¢)grad grad(Rq — Pf) (83)

Com isso, das Equagdes (30)-(32), (36), (78) e (79) a parte I, é dada por:

I, = (x—¢&)grad P + Pgrady (84)

lg = —egrad P + egradPs (85)
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Desse modo, a parte arbitraria da for¢a de interacao pode ser escrita da forma:

1 =xgradP + Pgrad(y) — egradPs (86)

Do Sistema III para o balango da quantidade de movimento, a soma das Equacdes (55)

e (56), produzem a relagao:
grad P = divoy + divo, + p1gs + p292 — (p1a1 + p2a2) (&7)
Rearranjando a Equacao (47), pode-se destacar a expressao:

divo; + m+p1g; — p1ay (88)
£

gradPy =
Através das Equacgdes (87) e (88), a Equacdo (86) para a parte arbitraria da forca de
interacao pode ser expressa da seguinte forma:

f = [xdivo, — (1 — Y)divoy] + [xp.92 — (1 —X)p191 + m] (89)
+ [(1 —x)p1a; — xpzaz] + Pgrady

Além disso, as Equacdes (55) e (56) fornecem elementos para o cdlculo de outra

grandeza arbitréria, 1., de modo a se obter a seguinte equacao de intersecc¢ao:

1_€dwaz—; divey _s(l—e)_s(l—e)-l_psg2 ~Pro

PsQz — praq =

Vale ressaltar que x € constante, tal que, Pgrady = 0 na Equacio (89).

4.1.1 Consideragdes basicas

Informagdes sobre x podem ser obtidas com base em duas consideracoes.
A primeira delas € a situag¢do constante, na qual:
&, Vi eVy, x constantes e gradPy = gradF.

Nesses casos, a soma das Equagdes (47) e (48) produz a relagdo:

gradPr = p1g; + P29, oD
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A intersec¢do do sistema III, para &,V; e V,, x constantes, produz a relacao:

gradP = p1g; + P29, 92)
Assim, segue das Equacdes (91) e (92) que:
gradPr = gradP = p;9; + p29g 93)

Dessa forma, para tal situacdo, da Equagao (36), tem-se que gradm = 0, com base nas

relagdes descritas em (93), a Equagdo (86) para [{ fica da forma:
1= 0= e(p1g1 + p292) (94)

Além disso, da Equagao (68), para a situagdo em que gradP; = gradP, tem-se que:

l,=0 (95)

A segunda consideracdo € que a parte arbitraria da for¢a de interacdo é o empuxo, com

base no constituinte fluido, caracterizada por:

T=0-¢8pig: com g; = g»2 (96)

Das Equacdes (89) e (94) € possivel destacar a expressao (97):

(1-£)pst py (97)

= ¢ , & = costante
X eprt (l—s)ps]

E importante observar que, da Equacio (97):

Xx=0,parae =0
x <1, parae =0,5
x=1 parag=1

indicando que a fracdo de pressdes arbitrarias realmente fica identificada como uma porosidade.

4.2 Solugdes exatas

O Sistema formado pelas Equagdes (45), (46), (52), (53), (55), (56), (86), (90) serd
determinado, favorecendo a obtencdo de, pelo menos, duas solucdes exatas, as mais simples

possiveis.

Vale ressaltar a equacdo de intersec¢do usada por Libortio et al. (2015)
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(98)

1 ] 1 m
psaz — pray = —gradPg + 1 divo, — z divo, — 5(1——3) + 0592 — Prg1

— &

onde Py € a diferenga de pressdes arbitrdrias, ou seja

Py =P — Py

A determinacdo das solucdes exatas desse sistema, seguindo o trabalho de Libdrio et al.
(2015b), comega com a introdug¢do de notagdes bdsicas para as velocidades do constituinte
liquido e solido, além da porosidade. As velocidades sdo consideradas fungdes da porosidade,

e o escoamento € considerado unidirecional, na direcdo y :

Vi=Vit) =Vi(e):V, =Vo(n,t) =Vo(e) s e =e(n,t) 5 ¢ = Py, t) = p(e) 99

em que ¢ ¢ uma funcdo suficientemente suave, dada por:

Vi+ (A —-e)V,=¢ =¢(t) (100)

As equagOes constitutivas generalizadas para as partes constitutivas da forca de
interacdo e de cada tensor tensdo, assim como as velocidades, também serdo assumidas funcdes

da porosidade, de tal maneira que € possivel escrever:

m =m(y,t) = m(e) (101)
o1 = 01(y,t) = 01(e) (102)
0, = 0,(y,t) = 0,(¢) (103)

4.2.1 Primeira Solucao

A primeira solugdo, a solucdo constante, é caracterizada por apresentar porosidade e
velocidades constantes. Dessa maneira, seguindo a metodologia proposta por Libério et al..

(2015b), para tal solugdo:

Vi (y,t),V,(y, t) sdo constantes (104)
e(y, t) = gy = constante (105)
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Na situacdo constante, as aceleracdes, representadas pelas Equacdes (52) e (53) sdo
nulas, assim como o operador divergente de cada tensor tensdo. Dessa maneira, a parte arbitraria

da forca de interagdo, descrita pela Equacdo (89), se apresenta da seguinte forma:

1§ = [x(1 = &)psg. — (1 = eppgs + m] (106)

lg =m— e(1- 3)(.0592 - pfgl)
(107)

com

(1-&)ps+ pr
eprt+ (1-€)ps

(108)

X= € ],comezeo

4.2.2 Segunda Solugdo

Para a obtencdo da segunda solucdo exata, segue-se a constru¢do proposta por Libdrio

et al. (2015a), com as velocidades dos contituintes fluido e sélidos dadas pelas expressoes:

1-¢ (109)
Vo = wo — (1 + wp) 1_80
Uy — (U, +wy) + @ (110)

V1:W0+

&

onde wy e u, sdo velocidades constantes e, neste caso, ¢ € constante. Tanto wy, quanto u, sdo

parametros bdsicos e relevantes para o estudo das suspensdes particuladas com restricao de
incompressibilidade.
Outra fung¢do arbitraria importante para o estabelecimento da base de informacdes sobre
a forga de interagdo arbitraria é a fungdo A(€), uma funcéo arbitraria da porosidade com unidade
de comprimento, proposta por Liborio ef al. (2015 a), representada por:
fA(e)ds =y — wyt + cte
de 111
Ale)— =1 (111
dy

Assim, as Equacdes (52), (53), (99), (101)-(103), (97) e (98) produzem as seguintes relacdes:
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I = 1(e) +](e)A(e) — K(¢) (112)
onde
[ 002 doy (113)
19 = [} 52— (1= 52
J(&) = [x(1 — &)psgz — e(1 —x)p191 + m] (114)
K(e) = [(1 - X)Pf(Wo —V1)? = xps(wo — Vz)z] (115)

E, as Equagdes (52), (53), (80), (87), (89)-(91), (109) e (110) produzem as relagdes:

G(e)A(e) = B(g) _g(l—‘ig)A(g) — Q0 (116)
onde
G(e) = g(lm—_g)— (psg2 — Prg1) (117)
1 do, 1ldoy (118)
Be) = 1—cde ¢ de
—Va)* - V)’ 119
0@ = [ M 4, [0 (119

As Equagdes (109)-(111) e (113)-(119) podem ser utilizadas como fonte de
informagGes para a parte arbitrdria da forga de interagdo. A grandeza arbitrdria A(e) € aqui
definida como fun¢@o comprimento. m € a forga resistiva, ou resistividade, e foi Henry Darcy,
em 1856, o primeiro a propor uma equagao constitutiva para representi-la. Segundo Arouca
(2007), a representacdo da forca resistiva se tornou essencial para a determinacio do sistema
de equagdes que governam o fendmeno de separagdo sélido-liquido, uma vez que ela leva em
consideragdo a forca exercida pelo fluido sobre a matriz porosa e a forca de empuxo. E, no
presente trabalho, tem uma importancia particular, uma vez que a forca de interacdo arbitréria,

em alguns casos, pode ser decomposta em forca resistiva e empuxo.

4.3 Modelagem matemaética

As solugdes exatas foram estudadas com base no movimento gravitacional de
suspensoes particuladas em proveta, sedimentacdo gravitacional em proveta, com as suposi¢oes

de que, nesses casos, a sedimentacdo é considerada um fendmeno unidimensional, os efeitos
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das paredes sdo despreziveis, as fases da mistura sdo incompressiveis e os tensores tensdao dos
constituintes sélido e liquido sdo considerados func¢do da porosidade do meio. Feitas tais
aproximacoes, a estrutura desenvolvida por Libdrio et al. (2015a) € utilizada, caracterizada de

acordo com a Figura 1.

Figural. Grifico representativo do processo de sedimentagdo em proveta.

Altara

Tempo

Fonte: Libério et al. (2015a)

No gréfico da Figura 1, HPQR até a altura H corresponde a regido de liquido puro,
OPHO corresponde a regiao de sedimentacdo livre, OPQO corresponde a regido de transi¢cao e
aregiao limitada por OQR e o eixo dos tempos corresponde a regido de compressao. As curvas
HPQR, OP e OQ correspondem, respectivamente, as alturas da interface superior descendente,
da onda de aceleracdo e da interface inferior ascendente. A introducao da regido de transi¢ao
OPQO foi motivada pelo trabalho de Tiller (1981) e estendida pelos trabalhos de Fitch (1983)
e Font (1988). A onda de aceleracdo, que ndo precisa ser visivel, corresponde a propagacao

inicial da onda de concentragdo, a inica que parte do fundo da proveta.

x(t) serd a notagdo usada para descrever a altura da interface superior descendente,

que € correlata a curva HPQR na Figura 1.

x(t) = (0 <t < ) (120)

h(t) representara a altura da onda de aceleragio correspondente a curva OP, na Figura
1, que, por sua vez, se encontra com a interface superior descendente no tempo t.

h=h(t) (0<t<ty) (121)
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z(t) indica a altura da interface inferior ascendente e t. corresponde ao instante de
encontro entre a interface superior descendente e a interface inferior ascendente.

z=2z(t) (0<t<t,) (122)

No instante inicial, a altura da interface superior descendente corresponde a altura inicial
da suspensao da proveta (H), e as alturas da onda de aceleracdo e interface inferior ascendente
sdo nulas, fornecendo, assim, as condi¢des iniciais necessdrias a modelagem. Vale ressaltar que,
na Figura 1, a coordenada espacial esta orientada para cima e, portanto, y =0 representa o fundo
da proveta:

x(0) =H (123)
h(0) =z(0) =0 (124)

No instante t,, hd o encontro entre a interface superior descendente e a onda de
aceleracdo, assim como, no instante te, as duas interfaces se encontram. Dessa maneira, as
condi¢cOes de encontro entre as superficies ficam representadas por:

x(to) = h(ty) = xo (125)
x(t) = z(t) = x, (126)

A porosidade € constante na condi¢do inicial, e tem valor de uma unidade na regido de

liquido puro:

ey,t)=1 x<y<H 0<t<o (127)
e(y,0) = gy = cte 0<y<H (128)

A onda de aceleracdo e as interfaces caracterizadas na Figura 1 sdo superficies
singulares em movimento e algumas propriedades apresentam uma descontinuidade através das
interfaces, sendo necessario o uso de condicdes de salto nessas interfaces. Por meio do salto da
funcdo é possivel relacionar as propriedades entre um lado e outro da interface, através de
balangos de quantidade de movimento, balancos de massa, dentre outros, produzindo as
condig¢des de saltos necessarias a modelagem nessas superficies. Dessa maneira, as velocidades
e a porosidade serdo representadas por um indice + quando acima da superficie em movimento,
e, um indicie -, quando abaixo dela.

No lado superior da interface superior descendente, regido de liquido puro, a porosidade

se define por:
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et=1 0<t<ow (129)

No fundo da proveta, y = 0, as velocidades dos constituintes fluido e sélidos sdo nulas,
além disso, préximo ao fundo da proveta, ou seja, numa vizinhanga préxima de y=0, a constante
definida anteriormente por ¢ € nula, de modo que se tem a relagao:

eV, +(1—e)V, =0 0<y<x(t) 0<t<o (130)

O conceito de porosidade média, definida pelo teorema do valor médio para integrais,
foi considerado para qualquer regido da suspensdo. Assim, Libério et al. (2015b) definiu a
expressao para a porosidade média, por meio de um balanco de massa de s6lidos, como sendo:

(1—8)x=(1—¢g)H 0<t<om (131)

Seguindo o mesmo principio, para a regido de compactagdo, a porosidade média &, da
suspensao foi definida no trabalho de Libério et al.. (2015 b), como sendo:

(1—&n)z=f,(1—e)dy 0<t<t, (132)

Para cada forca de campo, nesta situacdo, onde a coordenada espacial y estd orientada para
cima:

91=92=—49 (133)
sendo g € a aceleracdo da gravidade.

4.4 Uso das solucdes exatas

As duas solugdes exatas, obtidas anteriormente, foram estudadas, respectivamente, na
regido de sedimentacgdo livre e de transi¢do. Para essas regides, que sdo superficies singulares

em movimento, foram utilizadas condi¢des de salto através das interfaces.

4.4.1 Regido de sedimentacdo livre

Seguindo a estrutura de Libdrio et al.(2015b), a regido de sedimentagdo livre é limitada
por h(t) <y < x(t) e 0 <t < t,, que corresponde a regido OPHO no gréfico da Figura 1, a
funcdo porosidade, e as funcdes velocidades sdo constantes nessa regido, o que facilita a
obtencdo da primeira solugdo exata. Como a onda de acelera¢do é uma superficie singular em
movimento, usa-se condi¢des de salto para a porosidade e para a velocidade de sélidos no limite
superior dessa interface, sendo a velocidade de sélidos no limite superior constante e igual a

velocidade da interface superior descendente:
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ey, t) =& 0<t<t, (134)

V(n,6) = V7" = cte = ~ug h(t) <y < x(t) 0<t<t, (135)

4.4.2 Regido de Transi¢do

A segunda solug@o exata é definida na regido de transic¢@o, delimitada por z(t) < y <
h(t) para0 <t <tyez(t) <y < x(t), parat, <t < t., correspondente a regiado OPQO, no
grifico da Figura 1, e limitada por OQR e o eixo dos tempos corresponde a regido de
compressao.

Ao contrario da regido de sedimentagdo livre, na regido de transi¢do. As velocidades do

fluido e s6lido variam em fung¢do da porosidade e sdo dadas por:

Vy = wo + LemfoliotWo) 0<t<t, (136)
&

Vo =wo — (up + wp) 1:; 0<t<t, (137)

[ A@)AE = wot —y 0<t<t, (138)

Nesse caso, parte das fungdes porosidade que compdem a parte arbitraria da forca de
interacdo, das Equacgdes (115) e (119) sao reescritas da seguinte maneira:

2(1 — gg)? 139
K(e) =1~ X)z—g(uo —eo(uo +wp))" = X (ot (VZO)_ i)z ) l -
2
S| o +we)? p w, (140)
Q(e) =(1—¢p) psﬁ g—];(ﬁ — (uo + W0)>

E impotante ressaltar que a regidio de transicio é limitada pela parte inferior da interface
da onda de aceleragdo e pela parte superior da interface da regido de compressdo, sendo
necessarias fungdes de salto para a porosidade e para a velocidade dos sélidos, de modo que,
através da onda de aceleracdo, sdo usadas as condigdes :

et =" =g0<t<t, (141)

V2+ == VZ— == _uo 0 < t S tO (142)

E possivel destacar uma equacao para a altura da onda de aceleracdo e, através dela, o
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ponto (Xo, to) de encontro entre a interface superior descendente e a onda de aceleragdo também
pode ser calculado, sendo outro parametro basico para a constru¢do da base de informagdes

sobre a parte arbitraria da forga de interagao.

h=h(t)=wet 0<t<t, (143)
Xg = Woto (144)

Libério et al. (2015b) destaca ainda a introduc¢do de outra fungcdo comprimento
denotada por N (&), introduzida pela defini¢do:

€o €o 2 (145)
2 ( f (co - E)A(E)d5> N(e) = (1— &) ( f A(E)d€>

4.4.3 Movimento da Interface Superior Descendente

Uma relagdo para a altura da interface superior descendente, no intervalo de tempo da
curva de sedimentacdo livre, também pode ser definida, de modo que o seu coeficiente angular

corresponda a velocidade de sedimentacdo livre:

x = H —ugyt 0<t<t, (146)

A Equacio (146) pode ser reescrita, de modo que se obtenham informagdes acerca do
ponto (x,,t,) de encontro entre a onda de aceleragdo e a interface superior descendente,

parametro bdsico para a execu¢do da base de informagdes.

(uo + Wo)to = H (147)
(uo + Wo)xo = HWO (148)

Também ¢é possivel escrever uma relacdo para a altura da interface superior
descendente, porém no intervalo de tempo da curva de transicdo, para tal, sdo utilizadas as
fungdes comprimento A(e) e N(¢), definidas por Libério et al. (2015b). Além disso, é
imprescindivel salientar que, no intervalo da curva de transicao, tem-se condi¢des de salto para
a porosidade e para as fun¢des comprimento no lado inferior da interface superior ascendente.

Assim, obtém-se a expressao:

f:_o(eo —&)A(e)de = (1 — g9) (x + upgt — H) para to <t<t, (149)
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4.4.4 Velocidade da Onda de Aceleracdo

Com base nas Equagdes (120)-(123), (147) e (148), quando o ponto final da reta HP
da Figura 1 estd bem definido, a velocidade da onda de aceleragdo é dada por:

x
wy = 20 (150)
to
Entretanto, é necessaria a defini¢do de uma outra fungdo para o célculo da velocidade
da onda de aceleracdo wy, que possa ser utilizada em qualquer situagcdo, para os casos em que
o ponto final HP da reta (Figura 1) ndo esteja bem definido.

Essa necessidade motivou a constru¢do da seguinte equacao, por Libdrio et al. (2015b):

3 Upx? (151)
" 2H(H —x) — (2H — x)u,t

w

O estudo da funcdo w, com denominador positivo, indica que tal fun¢do possui um
minimo positivo, esse minimo positivo corresponde a velocidade da onda de aceleracdo wo, e
pode ser obtido pela substituicdo de pontos experimentais x versus t, encontrados na literatura,

a Equagdo (151). O ponto (xq to) corresponde ao ponto de encontro entre a onda de aceleragio

e a interface superior descendente.

4.4.5 Condig¢des para o ponto de encontro das interfaces

A condig¢do para o ponto (x,, t.) de encontro das interfaces estd expressa nas Equacoes
(120)-(123). Dessa forma, seguindo Libério et al. (2016), das Equagdes (120)-(123) e (139)-
(141), pode-se escrever:

1-ep)z=0—-8x=(1—¢)H para t=t, (152)

a qual produz outra condi¢do expressa por

onde os sinais — e + indicam, respectivamente, valores no lado inferior da interface superior

descendente e no lado superior da interface inferior ascendente.
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4.4.6 Ponto de encontro das interfaces

De Libério et al. (2015b), motivou-se a introdu¢ido da funcdo W = W (x, t) definida

por:

W UoX (154)

com denominador positivo.

Entdo, segue das Equacdes (153) e (154) que

aw
i 0,parat = t, (155)

Das equagdes tedricas produzidas pelo modelo, foi destacada a equacao que pode ser comparada
com dados experimentais da literatura, para a determinacdo de pardmetros envolvidos nas

equagdes constitutivas, como também na forca de interagdo arbitréria.

4.5 Base de informacdes

A construcdo da base de informacdes principia com a determinagdo de trés parametros
basicos: velocidade de sedimentacgao livre u,, que pode ser definida através da Equacdo (146);
velocidade da onda de aceleragdo wo, que pode ser calculada através do minimo positivo da
funcdo w, expressa na Equagdo (151);

O ponto de encontro entre a interface superior descendente e a onda de aceleracio (Xo,

to) pode ser calculado através das Equacdes (147) e (148) reescritas da seguinte forma:

H (156)
to -
Uy + Wy
Hw (157)
Xog = Wq.tg = m

E o ponto (Xct:) de encontro da interface superior descendente com a interface superior
ascendente € ponto onde ocorre o minimo da fun¢do W, definida pela Equacdo (154).

Os dados para a determinacdo de tais parametros sio retirados da literatura, através de
resultados da altura versus tempo da interface superior descendente, em experimentos de

sedimentac¢do em proveta.
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O célculo dos parametros basicos e a estrutura apresentada entre as Equacdes (01)-(157)
estabelecem uma ordem sequencial para a determinagdo dos demais parametros e funcoes,
resultando numa base preliminar de informacgdes para o estudo do movimento de suspensoes

particuladas com restri¢do de incompressibilidade.

A base preliminar ¢ uma fonte de informagdes para os parametros envolvidos em
equagdes propostas para as partes constitutivas e arbitrarias da forca de interacdo e de cada

tensor tensao.

4.5.1 Roteiro para a execugio da base

I) Obter dados experimentais de altura da interface superior descendente versus tempo,
oriundos de teste de proveta com a suspensdo particulada a ser estudada com porosidade inicial
& € altura inicial H da suspensdo na proveta.

II) Determinar a velocidade de sedimentacdo livre uy, com base nos dados

experimentais x versus t e na equagao :
x=H-— uot

III) Calcular a velocidade da onda de aceleragdo wj, como o minimo positivo da fungado

w, obtido pela substitui¢do de pontos experimentais (x, t) na relacdo

Uyx>

T 2H(H — x) — (2H — x)ugt

w

IV) Calcular o ponto (x,, t,) de encontro da onda de aceleragdo com a interface superior

descendente, por meio das equacdes

H
tg=———
u0+W0
HWO
Xg = Wo.to =
Uy + Wy

V) Calcular o ponto (x.,t.) de encontro da interface superior descendente com a
interface inferior ascendente, onde o ponto (x,, t.) é o ponto onde ocorre 0 minimo positivo da

funcdo W, obtido pela substitui¢do de pontos experimentais (X, t) na equacao

B UpX
~ 2(H —x) —u,t

w
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VI) Altura da onda de aceleragdo
h(t) = wot

VII) Altura da interface superior descendente

x:H_uot OStStO

f:_o A(e)de = wyt — x para to <t <t

dx 1-¢

E:WO—(UO‘FWo)l_; tost=t.

x(to) = xo

(Wot —x)? = 2N~ (x + ugt — H) para to <t <t

x =wot + N~ — /2N~ (ug + wo)t — H) + (N~)?2 to <t<t.
2
Z(f;_o(eo — e)A(e)de)N~ = (1 - eo)(f;_oA(e)ds) N~ =N(¢)
VIII) Regido de Sedimentacgdo Livre: h(t) <y <x(t)em 0 <t < ¢,

3()’; t) =&
V2(y, ) = —ug

1—80
Vl(yl t) = 8_ Ug

0

[ (1-8)ps+ py

], com & constante
epr+ (1-€)ps

IX) Regidode Transicao: z(t) <y < h(t)em0 <t <ty z(t) <y <x(t)em0 <t <

j CAE)dE = wot — y

1—¢
1—c¢

Vo = wo — (up + wy)

Uy — & (ug + wp)

Vi=w, +
1 0 c
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If = 1(e) +J(e)A(e) — K(e)

doy

10 = (521028
J(&) = [x(1 — &)psg, — (1 — Y)p1g1 + m]

k(e) = [(1 = 0prwo — V1)? — xps(wo — V2)?]

G(e)A(e) = B(e) ————=A(e) — Qo)

Lo
e(1—¢)
G(e) = g(lm—_g) ~ (psg2 — pr91)

1 do, 1d01
1—£d£ & ds

0(e) = [ 2) l l(Wo - V1) ]

X) Propor equagdes para as grandezas constitutivas m, g, e 0s;
XI) Observar a equagio que relaciona as fungdes arbitrarias A(€) e [, pois, por serem

arbitrdrias, [{ pode ser determinada a partir de consideragdes feitas sobre A(€), ou vice versa.
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4.6 Equacgdes para as grandezas constitutivas

Os parametros bdsicos obtidos na base preliminar de informagdes norteiam a obtengao
dos demais parametros necessarios para a determinacao da parte arbitraria da forca de interagao,

assim, temos as Equacdes (89) e (90) escritas da seguinte maneira:

1= 1) +J(e)A(e) — K(e) (158)
la
G(S)A(S) = B(S) - mA(S) — Q(S’) (159)
onde:
K(e) = [Xx(1 — &)psg. + (1 = x)p1g1 + m] (160)
m
G(e) = -t (ps—pr)g (161)

Além do mais, vale ressaltar que:

do do 162
19 = [ 2 -1 -052 e
1 do, 1do;

(163)

B(E)zl—e de ¢ de

E ficil perceber que, para a determinacio da parte arbitraria da forca de interacio, faz-
se necessario que a parte constitutiva da forca de interagdo, m, além dos tensores tensdo o; € g,
sejam definidos.

As equagdes para as partes constitutivas da for¢a de interac@o [;, além do componente

l, e de cada tensor tensdo utilizados neste trabalho foram propostas por Libdrio et al. (2015),

dadas por:
o =2 % (164)
1 = &M ay
B (1 - eo)ﬁ (165)
0, = 0y 1—¢
m=1-¢eRWV,—-V,) R =R(¢) (166)

onde i, oy e B sdo constantes e R € a resistividade (SILVA e JESUS, 2015).
Comeca-se por definir as funcdes B(e) e I(¢), de forma que as derivadas de cada tensor

tensdo, em funcdo da porosidade, sdo obtidas e substituidas as Equacgdes (162) e (166),
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resultando em:

Bozx 2ut (e dA ) (167)
I(e) = 1—x)—|—-—"7-+2
) (1—£)+( X)e3 Ad£+

Bo, 2ut (s dA ) 1

B(e) = da (168)
) (1-¢)2 + et Ad£+
com T dada por
SO(u’O + Wo) - uO (169)
T=
A
Usando as Equacoes (100) e (120) tem-se que
(1— &RV, (170)
m=———-—

&

Assim, com base na regido de sedimentacdo livre, das Equacdes (106), (133)-(135),

(141),(142), (161), (166) e (170), para € = &g, pode-se escrever que

l (1-¢&)p, + p; (171)
° gopp+ (1= &)p;
2 s— 172
0= 2P PLS (pRo b1)s Ry = R(&) (172)
Com isso, a Equacdo (172) motiva a introdug@o de uma velocidade u dada por:
e%(ps — pr)g (173)

u=u(e) = R

Dessa forma, das Equacdes (172) e (173), sdo adotadas as seguintes relagdes, seguindo

Libério et al. (2015b):

B e\M (174)
u=1u, (g)
R=ro ()" 179
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onde M € uma constante.

Assim, para a determinagdo de G(¢) e K(¢) é necessdria a obtenc¢do da parte constitutiva

da forca de interacdo arbitraria, m. Através das Equagdes (170) e (175), as fungdes podem ser

reescritas da seguinte maneira:

M-2 _ (1
J(e) = Ry (Z_o) ([Ceo 5)(uo+V:o) (1-e)uoh) | (x(1 = &)ps — e(1 — 0p; )g (176)
RO &o M 1- €o
G(e) = 2 (;) [WO — (up + wp) (1—_8 )] + (ps — pr)g (177)
Para
dGa (&) = Ry [Muy (uy+wp) (178)
de -0 A 1—¢g
A derivada da Equacdo (159) fornece a relacao:
dA dG dB d lq l, dA dQ (179)
A= = - [ —% N A(e) - —+ ¢
G(e) de +A() de de de¢ (3(1 — s)) (&) e(l—¢g)de de
A derivada da Equacao (135) produz a relagdo
2 180
d_Q=3(1_8)2 (u0+W0)2_p_f WO _(u +W) ( )
de P T T yr T\ 0T WO
com:
(181)

dl
d_:(EO) = la(g) =0

Assim, para a classe de suspensdes particuladas considerada, destaca-se a subclasse com
a constante M dada por
_ &o(up +wyp) (182)
T up(l-gp)

Seguindo Liborio et al. (2015a), usando a Equacdo (100), podem ser estudados os casos

para os quais
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A = A(e) = A, = constante; N = N~ = constante = N, = (1 — &)A4, (183)

Entdo, segue das Equacdes. (106)-(111), para t = t. e (118)-(122) que

_ Boox | 4wt .. _ &o(up+wo)—uo (184)
I(gy) = ey + = 1-¢ com T= — 4,
4 (ug+wo)—
Qeo) = s +7%°  com p="aliLTn (185)

Liborio et al.(2015b) destacam ainda uma relacdo entre a altura da interface superior
descendente e a fun¢do comprimento N, para os casos nas quais a mesma € constante, obtendo,

dessa forma, uma expressao para No:

X(t) = NO + Wot - \/ZNo(uO + Wo)t - No(ZH - No), tO S t S tC (186)

(ot — x)? (187)
- 2(x, + ugt, — H)

No

4.7 Parte arbitraria da forca de interacao

Com a estrutura desenvolvida, as Equacoes (01)-(187) fornecem as relagOes para a
parte arbitréria da forca de interacdo, tendo-se:

1= 1(e) +J(9)4p — K (&) (188)
L= B(e) —Q() _ G(e) (189)
Ag
Com
(o + wo)2(1 — &))? (191)

K =[1- X)i—g(uo —&o(ugp + Wo))2 — XPs (1—¢)2
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M=2 ([(go — €)(ug +wp) — (1 — €)uy)) (192)
€

+(x(1—)ps — e —x)ps )g

1@ =Ry (2)

___ Bao dut 193
Bleo) =gz * o
R M 1-
G(e) = 8—3(%0) [Wo — (up + wy) (T? )] + (Ps - Pf)g (194)

0

(195)

Q(e) = (1 —&0)?|ps Go b 2o pf( =

2
-0 ‘e (1—so)‘(“°+w°))

A parte arbitraria da forca de interacdo fica definida pela Equacdo (188), a expressao
obtida é funcdo apenas da porosidade, o que faz com que resultados numéricos possam ser
facilmente obtidos. Para os casos nos quais as solucdes sejam inseridas em modelagem
matemadtica do movimento gravitacional de uma suspensdo particulada em proveta, por
exemplo, o conhecimento da porosidade inicial e da porosidade na interface superior
descendente sdo suficientes para se determinar a forca de interacdo arbitrdria numericamente.

O estabelecimento da base de informagdes acerca da parte arbitraria da forca de
interacdo € uma contribuicdo significativa ao estudo das suspensodes particuladas, uma vez que
os trabalhos presentes na literatura apenas citam a parte arbitraria da for¢a de interagdo, mas
ndo apresentam expressoes para calculd-la, ou mesmo para descrever o seu comportamento no

escoamento em meios POrosos.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Para a base de informacdes, primeiramente obteve-se dados, na literatura, que
relacionassem a altura da interface superior descendente e o tempo de sedimentacao. O trabalho
de Shannon et al. (1964) serviu como ponto de partida para a determinacdo dos parametros
basicos do modelo. Uma suspensdo aquosa de esferas de vidro, com porosidade inicial &, =
0,850, sedimenta em uma proveta de altura H= 31cm, a uma velocidade de sedimentacgao livre
uo = 10,10cm/min. As massas especificas das esferas e do fluido sdo, respectivamente ps =
2,45g/cm® e pr= 1,0 g/cm3.

Os dados de altura da interface superior descendente versus tempo, além da velocidade
de sedimentacdo livre u,, permitem o calculo das fun¢des w, definida pela Equagdo (151),e W,

definida pela Equacao (154). Os resultados para os mesmos sdo expressos na Tabela 1.

Tabela 1: Suspensdo aquosa de esferas de vidro (H =31 cm, £, = 0,850, uy = 10,10 cm min™1).
t(min) x(cm) w(cmmin™!) W(cm min™1)

000 31,00 -
125 18,19 13,86 14,14
1,50 15,76 10,27 10,38
1,75 13,52 8,14 7,90
2,00 11,01 5,85 5,62
2,25 8,75 4,56 4,06
2,50 7.26 5,94 3,30
2,75 7,12 11,71 3,60

Fonte: Shannon et al. (1964)

O procedimento que sucede o calculo das fungdes w e W, para a execugdo da Base, € a
determinac¢do da velocidade da onda de aceleracdo w, , que é o minimo positivo da fungdo w.
Na Tabela 1, € possivel notar que 0 minimo da fun¢cdo w ocorre no ponto (2,25 ;8,75) e,
portanto, wo = 4,56 cm/min.

Determinada a velocidade da onda de aceleragdo, o minimo positivo da fungdo W
fornece o ponto de encontro entre a interface superior descendente e a interface inferior
ascendente, o ponto (tc, Xc). A determinacao do ponto (tc, Xc) € fundamental para o célculo de
outros dois parametros bésicos, No e Ao, que, por sua vez sdo calculados através das equacdes
(187) e (183).

Os parametros basicos calculados estdo ordenados na Tabela 2.



Tabela 2: Suspensdo aquosa de esferas de vidro (H = 31 cm, ¢, = 0,850).

Sequéncia por linha do célculo de 4,

Uy = 10,10 cm min~?! wo = 4,56 cm min™?!

t. = 2,50 min X9 = 9,64 cm
t. = 2,50 min x. =7,26cm
Ny = 5,67 cm Ay =37,84cm
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A forca de interag@o arbitraria ndo € um dado que se mede diretamente, portanto é

necessario que se estabeleca uma equagdo possivel de ser comparada a dados experimentais

presentes na literatura. Dito isto, foi calculada a altura tedrica da interface superior descendente

na regido de sedimentacdo livre, por meio das equacdes (146), e na regido de transi¢do, através

da Equacdo (149). A altura tedrica foi comparada a altura experimental, de modo que os valores

podem ser vistos na Tabela 3.

Tabela 3: Suspensdo aquosa de esferas de vidro (H=31cm, g5 = 0,850, uy =

10,10 cm min™1)

, x(cm) x(cm)
t(min) experimental tef’)rica
0.00 31,00 31,00
1,25 18,19 18,38
1,50 15,76 15,85
1,75 13,52 13,33
2,00 11,01 10,80
2,25 8,75 8,58
2,50 7,26 7,26

Fonte: Shannon et al.. (1964)

O grafico da Figura 2 ilustra visualmente a comparacdo entre os dados, de altura da

interface superior descendente, experimentais e tedricos. Dessa forma, os valores obtidos

através do modelo estdo em concordancia com os valores experimentais.
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Figura 2. Comparacio entre os dados tedricos e experimentais

Comparagao entre dados Teodricos e Experimentais - Altura da
Interface superior descendente
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1900ral
1900ral
1900ral
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0O 05 1 15 2 25 3 35 4
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Os valores obtidos para as fungdes arbitrarias constantes Ao € No, expressos na Tabela
2 s3o aceitdveis e sdo primordiais para o cdlculo dos demais parametros das equacdes
constitutivas propostos pelo modelo. Caso haja uma discrepancia entre os valores experimentais
e tedricos da altura da interface superior descendente, a funcao arbitrdria comprimento Ao ndo
pode ser utilizada para o célculo dos demais pardmetros das equagdes constitutivas do modelo.
Nesses casos, outra funcio arbitraria comprimento deve ser proposta, uma vez que a fungdo
utilizada ndo € adequada para o estudo das suspensdes particuladas com restricio de
compressibilidade. Aqui, o valor Ao = 37,84 cm € confidvel e foi utilizado para o calculo dos
pardmetros [ e gy , através das Equacgdes (165), (169), (170), (172), (175), (182) os valores

obtidos sao mostrados na Tabela 4.

Tabela 4: Suspensdo aquosa de esferas de vidro (H = 31 cm, g, = 0,850, p; = 2,45 g cm ™3,

pr=1gcm™3, u=0,6gcm min~1)
Parametros
M = 8,23
B = 0,99

u=06gcm min~?!

Ry = 365942,67 g cm 3min~!

0o = 79,88 gcm™! min~?

Calculados os parametros do modelo, e averiguado que tais parametros estdo em

consonancia com dados experimentais, para a situacdo assumida anteriormente, na qual a
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funcdo arbitraria comprimento € considerada constante e dada por Ao, a equacdo para a parte

arbitraria da forca de interacdo fica determinada pela Equagao (188)
1 =1 +](E©A4, - K(e)

Além disso, a componente 1, fica determinada pela Equacao (189)

o B(S)AOQ(E) o

Os parametros necessarios para o calculo da parte arbitraria da forca de interagao estao
disponiveis nas Tabelas 2 e 4. Assim, € possivel obter valores numéricos para a for¢a de
interacdo na suspensdo particulada, através de simples substituicdo dos pardmetros nas

equagdes propostas. Na regido de sedimentacdo livre, a porosidade € constante, portanto &5 = €

=0,85.

Para a regido de transicdo, entretanto, a porosidade serd definida com base no
movimento da interface superior descendente, para ty < t < t., através da Equagao (149) que,
integrada, assumindo A(¢g) constante nos fornece uma relac@o para o célculo da porosidade na

superficie que limita essa regido:

(196)

(1—80)(X+u0t—H)
E=¢&— 2 24,

Assim, € possivel obter dados numéricos acerca da parte arbitraria da forca de
interacao:

Tabela 5: Parte Arbitréria da forca de interagdo em uma suspensdo aquosa de esferas de vidro

(H=31cm, g, =0,850,ps =2,45gcm 3, pf=1gcm™ 3, p=0,6 gcm 'min™?)

t (min) _x(cm) TN L,(N)
0,00 31,00 -0,1845 0,0142
1,25 18,19 -0,1845 0,0142
1,50 15,76 -0,1845 0,0142
1,75 13,52 -0,1845 0,0142
2,00 11,01 -0,2619 0,0147
2,25 8,75 -0,3098 0,0152
2,50 7,26 -0,4596 0,0171

2,75 7,12 -0,8308 0,0207
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6 CONCLUSOES

As virias formas de sistemas para o movimento de um meio poroso com restricdo de
incompressibilidade, a introdu¢do da chamada fracio de pressdes arbitrarias e o uso de solucdes
exatas permitiram o estabelecimento de uma base de informacdes para a parte arbitraria da forca
de interacdo, que é mais uma contribui¢do ao estudo de grandezas arbitrarias envolvidas em
equacgdes do movimento de uma suspensdo particulada, com restricao de incompressibilidade,

por meio de modelagem matematica do movimento gravitacional de tal suspensao em proveta.
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