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RESUMO

Um importante invariante associado a um moédulo graduado € a funcdo de Hilbert. Através dele
surgem outros invariantes, tais como o polindmio e a série de Hilbert. Um fato notdvel sobre esses
trés conceitos é que eles se relacionam com diversas outras informagdes do médulo graduado, a
exemplo da dimensdo de Krull, multiplicidade, resolucdo livre graduada, etc. Nesse trabalho de
dissertacdo nosso objetivo € estudar propriedades sobre a fun¢do, o polindomio e a série de Hilbert

bem como apresentar a conexdo desses conceitos com outros como os ja mencionados.

Palavras Chave: Funcdo de Hilbert, Polinomio de Hilbert, Série de Hilbert, Resolu¢dao Livre
Graduada, Multiplicidade.



ABSTRACT

An important invariant associated with a graded module is the Hilbert function. Through it
other invariants arise, such as the polynomial and the Hilbert series. A notable fact about these
three concepts is that they relate to various other information of the graded module, the example
of the Krull dimension, multiplicity, graded free resolution, etc. In this work of dissertation our
objective is to study properties of the function, the polynomial and the Hilbert series as well as

presenting the connection of these concepts with others like those already mentioned.

Key-words: Hilbert Function, Hilbert Polynomial, Hilbert Series, Graded Free Resolution, Multi-
plicity.



Lista de simbolos

Simbolo Descricao

ker @ nicleo de um homomorfismo ¢

Im e imagem de um homomorfismo @

ht I altura de um ideal I

(M) comprimento de um médulo M.

L; componente homogénea (ou parte homogénea) de grau 1 do ideal I
A sizigia de M

X(f) sizigia de Koszul

eq 1-ésimo vetor da base candnica de um modulo livre de posto finito.
[ (V) ideal gerado pelos menores de ordem t de uma matriz ¥
Supp (M) | suporte do médulo M

Assg(M) | conjunto dos primos associados de um R-médulo M
posto(¥) | posto de uma matriz ¥

dim M dimensdo de Krull do médulo M

hr(M, —) | fungdo de Hilbert de um médulo graduado M

Pm(t) polinémio de Hilbert de um médulo graduado M

Ha () série de Hilbert de um médulo graduado M

Zz(M) conjunto dos divisores de zero de um R-médulo M
Mina (M) | cole¢do dos primos associados minimos de M

depth; (M) | profundidade de M

TR(M) algebra tensorial de um R-médulo M
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Introducao

Existem dois tipos de ambientes onde a dlgebra comutativa se desenvolve de forma mais eficaz:
o local e o graduado. Essa dissertacdo concentra-se nesse segundo ambiente. A grosso modo, os
moédulos graduados s@o objetos que se decompde em pedacos menores que possuem uma boa es-
trutura. Do ponto de vista geométrico, eles sdo o lugar natural onde a geometria algébrica projetiva
¢ descrita em termos algébricos.

Uma situacdo de destaque do ponto de vista algébrico e geométrico € quando os pedagos me-
nores nos quais um moédulo graduado M se decompde sdo espagos vetoriais de dimensdo finita
M., indexados pelo conjunto dos nimeros inteiros Z. Nesse caso, podemos estabelecer a fungao
numérica n — dimy M,,. Essa fun¢do € justamente o que chamamos de fungcdo de Hilbert do
moédulo graduado M.

Por varios anos, fungdes de Hilbert t€ém sido objetos centrais e ferramentas frutiferas em varios
campos, incluindo geometria algébrica, combinatoria, dlgebra comutativa e algebra computacio-
nal. Houve um aumento no interesse e na pesquisa nos ultimos anos; uma variedade de novas
ideias e técnicas foram introduzidas e progressos substanciais foram feitos. Nessa dissertacdo nos
concentraremos em escrever sobre alguns fatos dessas fungdes.

A seguir descrevemos brevemente o conteudo de cada capitulo.

O primeiro capitulo € de preliminares. Nele fazemos um apanhado sucinto sobre conceitos
de 4lgebra comutativa tais como: decomposi¢cdo primdria e primos associados, altura, dimensao
de Krull, sistema de parametros, sequéncia regular, profundidade, médulos Cohen-Macaulay e
sequéncias exatas. Esses conceitos serdo importantes para o desenvolvimento do trabalho.

O capitulo 2 apresentamos o tipo de ambiente onde os conceitos de funcio, polindmio e série
de Hilbert sdo definidos. Precisamente, tais conceitos fazem sentido no contexto dos modulos
graduados. Assim, nos dedicamos nessa parte do trabalho em definir o que sdo médulos graduados,
dar exemplos e demonstrar algumas propriedades bésicas.

O capitulo 3 é onde iniciamos o contetido principal do trabalho. E feita a definicio dos concei-
tos de func¢do, polindmio e série de Hilbert. Um resultado central desse capitulo é o Teorema 3.2.5,
o qual fundamenta a existéncia do polindmio de Hilbert e relaciona seu grau com a dimensao do

modulo. Outro resultado importante € o Teorema 3.2.7, que fornece uma representagao alternativa
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para a série de Hilbert de um médulo graduado M como quociente Qpa(t)/(1 — t)* onde Qp(t)
¢ um elemento em Z[t, t—!] unicamente determinado pelo médulo M. Finalizamos o capitulo dis-
cutindo a fun¢do de Hilbert dos ideais de pontos do plano projetivo.

O propésito do quarto capitulo € exibir relagdes entre a resolucao livre graduada de um médulo
e a funcdo de Hilbert. Para isso definimos o que é uma resolugdo livre e graduada e como ela
pode ser construida. Alguns exemplos de ideais onde a resolucdo livre e graduada € conhecida
sdo apresentados. O Teorema 4.3.2 mostra como a série de Hilbert pode ser escrita em termos da
resolucao livre e graduada. Como uma aplicacao desse resultado descrevemos uma curiosa relagao
entre os numeros de Betti e os shifts de uma resolucdo pura. Finalizamos o capitulo discutindo

sobre o nimero de postulacao.
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo desse capitulo é fornecer material preliminar de dlgebra comutativa que sera ttil para a
parte principal do trabalho. Aqui ndo iremos priorizar a demonstracao dos resultados, simplesmente
faremos mengdo as referéncias. Em compensacdo, iremos dar prioridade ao cédlculo de alguns
exemplos. Este serd um diferencial. Para as defini¢des e resultados enunciados seguiremos de

perto o livro [9], do professor Aron Simis.

1.1 Primos associados e decomposicao primaria

Seja M um moédulo sobre um anel R. Um ideal primo P de R € dito primo associado de M se existe
um elemento x de M tal que P = 0 :x x. O conjunto de todos os primos associados de M sera
denotado por Assg(M). Os elementos minimais de Assg (M), com respeito a relacdo de inclusio,
sdo chamados de primos associados minimos de M. Denotaremos a cole¢do dos primos associados
minimos de M por Ming(M). Os primos associados de M que ndo pertencem a Ming (M) serao
chamados de primos associados imersos de M.

Na proposi¢do a seguir, bem como em todo o texto, usaremos Zg (M) para denotar o conjunto
dos divisores de zero de um R-médulo M (recordemos que, por defini¢do, Zg (M) é o conjunto de

todos os elementos a € R tal que ax = 0 para algum x € M ndo nulo).

Proposicao 1.1.1. Sejam R um anel noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado. Entdo:
(a) Assg(M) é vazio se, e somente se, M = 0.
(b) Assg(M) é um conjunto finito.
(c) Zr(M) = UPGASSR(M) P.

(d) Se N é um submddulo de M entédo Assg(N) C Assg(M) C Assg(N) U Assg(M/N).
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Prova. Ver [8, Theorem 6.1, 6.3, 6.5]. O

Sejam M um médulo sobre um anel R e N um submédulo de M. E verificivel que as seguintes

condicdes sao equivalentes:

(a) Assg(M/N) tem um tnico elemento.
(b) ZR(M/N) =+/N: M.

(c) Dados a € Rex € M taisque ax € Nentaoa € VN : Moux € N.

Se N satisfaz uma (e portanto todas) dessas condi¢des dizemos que N é um submodulo primdrio
de M. Além disso, se P é o tnico primo de Assg(M/N), também dizemos que N é submdédulo

P-primdrio de M.

Observacao 1.1.2. Seja I um ideal de um anel R. Dizer que I é um ideal primdrio de R significa
que I € um submdédulo primario de R. Observe que [ : R = [. Assim, [ € ideal primério se satisfaz

uma (e portanto todas) das seguintes condi¢des:
(a) Assg(R/I) tem um unico elemento.
(b) Zr(R/T) = V1.
(c) Dados a,x € R tais que ax € I entdo a € Vioux € L

Exemplo 1.1.3. Seja P um ideal primo de um anel R. Notemos que nesse caso a condi¢do (c) da

Observacgdo 1.1.2 € automatica. Assim, todo ideal primo € primario.

Exemplo 1.1.4. Seja m um ideal maximal de um anel R. Afirmamos que para qualquer inteiro posi-
tivo n o ideal m™ é primdrio. Para provar essa afirmagao iniciamos observando que Assg(R/m™) é
nao vazio pois R/m™ # {0}. Dito isso, suponhamos P sendo um primo associado de R/m™. Entao,
P = 0 : x para algum x € R/m™ ndo nulo. Em particular, temos m™x = {0}, ou seja, m™ C P.
Como P € primo, segue dessa inclusdo que m C P. Pela maximalidade de m segue que P = m.

Dessa forma, Assg (R/m™) = {m}. Portanto, da Observagao 1.1.2(a) segue o afirmado.

Definicao 1.1.5. Seja N um submédulo de um R-médulo M. Uma decomposigdo primdria de N em
M é uma interse¢do N = (i_, Q; onde cada Q; é submédulo P;-primdrio de M. A decomposig¢do
priméria N = (;_, Qi € dita reduzida se Assg(M/Q1) # Assg(M/Qj) sempre que i # j e N

ndo pode ser expresso como intersecdo de uma subcolecdo prépria dos Q;.

Exemplo 1.1.6. Sejam R = k[x,y, z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes

sobre um corpo k e I = (xy,xz,yz). Claramente, cada gerador do ideal I pertence a interse¢do
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(x,y) N (x,z) N (y,z). Agora, suponhamos que f é um elemento arbitrario da intersecao (x,y) N

(x,z) N (y, z). Em particular, existem a;, b; € R, com 1 < i < 3, tais que
f=a;x+ by = axx + bz = azy + bsz.
Dessas igualdades segue, por exemplo, que:
ax=(az—by)y+bsz e by=(a;—a)x+byz.

Logo, a;x € (y,z) e bjy € (x,z). Como (y,z) e (x,z) sdo ideais primos de R com x ¢ (y,z) e
y ¢ (x,z) entdo a; € (y,z) e by € (x,z). Assim, existem «;, f; € R, com i = 1 ou 2, tais que
a; = 1y + axze by = Bix+ Boz. Desse modo, f = (o + B1)xy + xoxz + Boyz, ou seja, f € 1.
Com isso segue que a interse¢do (x,y) N (x,y) N (x,y) estd contida no ideal I. Portanto, temos a

igualdade
[={(0y)Nixz) Ny, 2).

Como cada membro dessa intersecado € ideal primo, segue que esta € uma decomposicdo primaria

para o ideal L.

Exemplo 1.1.7. Sejam R = k[x,y] um anel de polindmios em duas varidveis sobre um corpo k
e I = (x?,xy). Considere a interse¢do (x) N (x,y)?. Claramente, os geradores de I pertencem a
intersecdo citada. Além disso, seja f € (x) N (x,y)2 Observe que (x,y)> = (x%,y2,xy), assim,

existem a, b, c,d € A, tais que
f = ax = bx? + cy® + dxy.
Desse modo:
cy® = ax — bx? — dxy.
Entdo, cy? € (x). Como (x) é primo e y> ¢ (x), temos que ¢ € (x). Logo, existe p € A, tal que

¢ = px. Entdo, f = bx? 4+ cy? + dxy = bx? + pxy? + dxy € (x*,xy) = L. Desse modo,

I=(x)N{xy)"

Pelo Exemplo 1.1.3 segue que (x) é primério e pelo Exemplo 1.1.4 segue que (x,y)? também é

primério. Portanto, I = (x) N (x,y)? é uma decomposi¢do priméria de I.

Teorema 1.1.8. Sejam M um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano R e N um
submddulo de M. Entdo N admite uma decomposigdo primdria reduzida N = (;_, Qi. Além

disso,
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(1) Assg(M/N) = {vV/Qi: M,...,/Q,: M}. Em particular, os radicais \/Qi : M em uma

decomposicdo primdria reduzida de N em M sdo unicamente determinados pelo quociente

M/N.

(i1) Os submddulos primdrios Qi que correspondem aos primos associados minimos de M /N

sdo unicamente determinados pelo quociente M /N.
Prova. Ver [7, Theorem 3.2]. O

Exemplo 1.1.9. Sejam R = k[x,y, z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
sobre um corpo k e I = (xy, xz,yz). No Exemplo 1.1.6 vimos que uma decomposi¢ao primdria de
[é:

[=(x,y)N{x,z) N (y,z).

E imediato observar que essa € de fato uma decomposic¢ao primdria reduzida. Segue do teorema da

decomposicao primdria que para esse exemplo temos:

Assg(R/I) = Ming (R/1) ={(x,y), (x,2), (y, 2)}.

Observacao 1.1.10. Sejam R um anel noetheriano e I um ideal de R. Afirmamos que um ideal
primo P é primo associado minimo de R/I se, e somente se, P € minimo (com respeito a ordem
de inclusdo) entre os ideais primos de R que contém I. Com efeito, suponhamos que I = [{_, Q;
seja uma decomposi¢do primdria de I. Se P € um elemento minimo na colecido dos ideais que
contem I entdo, em particular, P O (;_, Q;. Como P ¢ ideal primo, P contém um certo Q;.
Logo, P = VP D v/Qi. Como /Q; € ideal primo e contém I segue da minimalidade de P que
P = \/E Obviamente, \/@ ¢ primo associado minimo, pois caso contrdrio, isso contrariaria
a minimalidade de P. Por outro lado, consideremos /Q; sendo um primo associado minimo de
R/1. Seja P; um ideal primo tal que I = ();_, Q; € P; C +/Q;. Da primalidade de P; segue que
Q;j C Py para algum j. Logo, \/@ C P, C /Q;. Como 1/Q; € primo associado minimo devemos
ter v/Qi = /Qj. ou seja, P = /Qi. Sendo assim, /Q; ¢ minimo entre os ideais primos que

contém 1.

1.2 Altura e Dimensao de Krull

Seja R um anel. Uma sequéncia de inclusdes de ideais primos

PyC P C---CPy,

=
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de R é chamada uma cadeia de ideais primos de R. A quantidade de inclusdes em uma cadeia de

ideais primos de R é chamada de comprimento da cadeia de ideais primos de R.

Definicao 1.2.1. Seja P um ideal primo de um anel R. A altura de P, denotada ht P, € o supremo
dos comprimentos das cadeias de ideais primos
PhCP,C---CP,=P.
Podemos ver facilmente que para dominios de ideais principais a altura de um ideal primo nao
nulo € sempre 1. Contudo, situacdes como essa sao muito raras. Tipicamente, determinar a altura
dos ideias primos de um anel ndo € uma tarefa facil. Veremos abaixo um exemplo simples, onde

uma estimativa para altura a luz da definic@o € trivial, mas a determinagdo do seu valor exato faz

uso de resultados mais sutis.
Exemplo 1.2.2. Sejam k um corpo e R o anel de polindmios k[x;,...,x,]. Paracada 1 <1< n,
considere o ideal primo P; = (x4, ...,x;). Temos a seguinte cadeia de ideais primos

(0)C Py C--- CPs.

=

Com essa cadeia podemos concluir que ht P; > 1.

O conceito de altura pode ser estendido para um ideal arbitrario I do anel R da seguinte maneira:

ht I = min{ht P | P € ideal primo de R que contém I}.

Obviamente, ndo precisamos calcular a altura de um ideal I olhando para todos os ideais primos
de R que contém 1. De fato, € suficiente avaliarmos o que acontece no conjunto dos primos minimos
de I, denotato, Min(I). Este conjunto é formado por todos os ideais primos que contém I e é

minimo, com respeito a ordem de inclusdo, com essa propriedade.

Exemplo 1.2.3. Seja I = (xy,xz,yz) € R = kl[x,y,z]. Obviamente, (x,y), (x,z), (y,z) séo
ideais primos de R que contém I. Por outro lado, considere P um ideal primo de R que contém I.
Em particular, xy € P. Desse modo, x ouy € P. Se ambos pertencem a P entdo (x,y) C P. Caso
contrario, digamos que y ¢ P. Entdo, como yz € P segue que (x,z) C P. Assim, P contém um
dos 3 ideais (x,y), (x, z), (y, z). Concluimos com isso que Min(I) = {(x,y), (x,z), (y, z)}. Assim,

para calcular a altura do ideal I € suficiente calcular a altura dos ideais (x,y), (x, z), (Y, z).
Um dos resultados mais fundamentais para a altura de ideais é:

Teorema 1.2.4 (Teorema do ideal primo de Krull). Sejam R um anel noetheriano e 1 um ideal

gerado por n elementos. Entdo qualquer primo minimo de 1 tem altura < n.
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Prova. Ver [9, Theorem 2.5.27]. O
Observe que, através do Teorema do ideal primo de Krull podemos concluir que a altura do
ideal P; no Exemplo 1.2.2 é exatamente 1. Em particular, podemos concluir com isso que a altura

doideal I = (xy,xz,yz) C R = k[x,y, z] no Exemplo 1.2.3 é exatamente 2.

Definicao 1.2.5. Seja R um anel. A dimensdo de Krull de R (ou simplesmente dimensdo de R),

denotada dim R, € o supremo das alturas dos ideais primos de R, ou seja,
dim R = sup{ht P | P é ideal primo de R}.

A dimensado de Krull de um anel pode ndo ser finita mesmo para anéis noetherianos. Embora
ndo exista uma cadeia de ideais primos infinita em um anel noetheriano, pode acontecer de existir
cadeias com comprimentos finitos tdo grande quanto se queira. Um exemplo desse fendmeno foi

observado por Nagata (ver por exemplo [3, Exercise 9.6]).

Observacao 1.2.6. Seja P um ideal primo de um anel R. Das propriedades bdsicas de localizacao
segue que as cadeias de ideais primos Qo € Q; € --- € Q, = Pp de Rp estdo em correspondéncia

biunivoca com as cadeias de ideais primos Py C P; C --- C P,;, = P de R. Em particular, podemos

concluir com isso que ht P = dim Rp.

Exemplo 1.2.7. Seja R o anel de polindmios k[x;, ..., x,] localizado no ideal maximal (X, ..., Xn).

Pela observagdo acima e pelos comentarios logo apds o Teorema 1.2.4 segue que dim R = n.

Proposicao 1.2.8. Sejam R um anel e 1 um ideal de R. Entdo:
dimR/T+ htI < dimR. (1.1)

Prova. Seja P um ideal primo de R/I. Entdo P = P/I para algum ideal primo P de R que contém

I. Digamos que

Po

N

.gﬁn

seja uma cadeia de ideais primos de R/1. Pelo teorema da correspondéncia, P; = P;/I para tinicos

ideais primos P; de R contendo I. Temos assim a cadeia
[CPyC - C Py

Por outro lado, como I C Py, € possivel obter um cadeia Qy C --- C Q, = P, de ideais primos de

R tal que r > ht . Assim, temos a cadeia
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cujo comprimento é > n + ht I. Com isso, segue que o comprimento das cadeias de ideais primos

construidas dessa maneira ¢ > dim R/I + ht I. Em particular, segue o resultado. O

Observacao 1.2.9. Existem diversas classes de anéis em que a desigualdade (1.1) é uma igualdade.

Um exemplo disso sdo os anéis de polindmios e suas localizacgoes.

O conceito de dimensao de Krull também se estende aos modulos. De fato, dado um R-méddulo
M definimos a dimensao de Krull de M como a dimensido de Krull do anel residual R/0 :x M,
onde 0 :;x M :={a € R|ax = Oparatodox € M}.

1.3 Sistema de Parametros

Seja M # {0} um médulo finitamente gerado sobre um anel local (R, m).

Definicao 1.3.1. Um sistema de parametros de M € um conjunto de elementos a;,...,as € R,

com s menor possivel, tal que dimM/(ay,...,as)M = 0.
Denotaremos a cardinalidade de um sistema de pardmetros de um médulo M por s(M).

Teorema 1.3.2 (Krull-Chevalley). Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel local
(R, m). Entdo s(M) = dim M.

Prova. Ver [9, Theorem 5.1.11]. O

Observacao 1.3.3. Um aspecto importante da demonstracdo do teorema de Krull-Chevalley é que
¢ ensinado como calcular um sistema de pardmetros de um médulo finitamente gerado M # {0}
sobre um anel local (R, m). Precisamente, o primeiro elemento a; é escolhido no complementar em
m da unido de todos os primos minimos P de M tal que dim M = dim M /PM. Para essa escolha,
temos dim M/(a;)M = dim M —1. O segundo elemento a, é escolhido no complementar em m da
unido de todos os primos minimos P de M = M/(a;)M tal que dim M = M/PM. Continuamos

a escolha dos demais a; de forma indutiva.

[lustramos esse método de calcular os elementos de um sistema de parametros no seguinte

exemplo:

Exemplo 1.3.4. Consideremos o anel local R = k[x,y, z]n/(xy, Xz,Yz)n, onde m = (x,y,z).

Observe que

dimR = dimk[x,y,z]m, —ht(xy,xz,yz), (Observacao 1.2.9)
= 3—2 (Observagio 1.2.6 e comentario ap6s Teorema 1.2.4)

= 1
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Assim, um sistema de parametros de R é formado por um tnico elemento. Observe que o conjunto
dos primos minimos P de R tais que dim R = dim P é {(x,Y)m, (X, 2)m, (Y, 2)m}. Desse modo, pela
observacgao anterior, para obter um elemento de R que constitui um sistema de parametros de R € su-
ficiente encontrar um elemento f que ndo pertenga aos ideais do conjunto { (X, Y)m, (X, Z)m, (Y, Z2)m -

Nesse caso, uma escolha possivel € f = x +y + z.

1.4 Anéis e Modulos Cohen-Macaulay

Definicao 1.4.1. Sejam R um anel noetheriano e M um R-médulo finitamente gerado. Um sequéncia
de elementos fy,...,f,, € R é chamada sequéncia regular sobre M se satisfaz as seguintes

condicoes:
(a) M # (fy,...,fn)M.

(b) f; ndo é um divisor de zero de M e, paracada 1 <i < m—1, f;; ndo é um divisor de zero
de M/(fl, ey fl)M

Um exemplo tipico de sequéncia regular € a sequéncia de varidveis Xi,...,X,, ém um anel de
polindbmios D[x,..., x,] com coeficientes em um dominio D. De fato, x; € ndo divisor de zero de
DIxi,...,Xxn] pois D[xq,...,x,] é dominio. De maneira similar, paracada 1 <i< n—1,x;,; ndo

é divisor de zero de D[xy,...,xnl/(X1,...,Xi) = DI[Xis1,...,%Xn] pois D[xiy1,...,%xn] € dominio.

Definicao 1.4.2. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mdédulo finitamente gerado e I um ideal
de R. A profundidade de M sobre I é o maximo comprimento de uma sequéncia regular sobre M

contida em 1.

Denotaremos a profundidade de M sobre I por depth;(M).

Dizemos que uma sequéncia regular sobre M contida em [ é de comprimento maximal se nao
existe nenhuma outra sequéncia regular em I a contendo propriamente. Obviamente, para calcular-
mos a profundidade de M sobre I € suficiente conhecermos as sequéncias regulares de comprimento
maximal. O préximo resultado nos garantird que ndo € necessario conhecermos todas as sequéncias

regulares de comprimento maximal para podermos determinar depth; (M).

Teorema 1.4.3. Sejam R um anel noetheriano, M um R-modulo finitamente gerado e 1 um ideal de
R tal que IM # M. Entdo:

(a) Qualquer sequéncia regular sobre M contida em 1 estd contida em uma sequéncia regular

de comprimento maximal.

(b) Quaisquer duas sequéncias regulares sobre M contida em 1 de comprimento maximal tem o

mesmo comprimento.
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Em particular, depth; (M) € finito e é atingido como comprimento de qualquer sequéncia regular

sobre M de comprimento maximal em 1.

Prova. Ver [9, Theorem 5.3.5]. O

Seja (R, m) € um anel noetheriano local com ideal maximal m. Usaremos a nota¢ao simplificada
depth(M) para denotar a profundidade de M sobre o ideal maximal m.

Observe pela Proposi¢ao 1.1.1(c) que para obtermos uma sequéncia regular a;,...,a, € R
sobre um R-médulo M devemos, para cada 1 < i < n, escolher a; de modo que ndo pertencga
a nenhum primo associado P do R-médulo M/(ay,...,a;_;)M. Por mais forte razdo, cada a;
devera ser escolhido de modo a evitar todos os primos associados de M /(ay, ..., a;_;)M tais que
dimM/(ay,...,a; )M = dimM — (i — 1). Assim, em virtude da Observac¢ao 1.3.3 segue o

seguinte fato:

Proposicao 1.4.4. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mdédulo finitamente gerado.
Entdo toda sequéncia regular a,, ..., a, sobre M é parte de um sistema de pardametros de M. Em

particular, depth M < dim M.
Apresentamos a seguir o principal conceito dessa se¢ao.

Defini¢ao 1.4.5. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado.
Dizemos que M é um modulo Cohen-Macaulay se depth M = dim M. Diremos que o anel R é

anel Cohen-Macaulay se ele o for como R-méddulo.

Em geral, para um anel noetheriano R e um R-mddulo finitamente gerado M diremos que M é

modulo Cohen-Macaulay se M, € R;,,-modulo Cohen-Macaulay para todo ideal maximal m de R.

Exemplo 1.4.6. Seja k um corpoe R = k[xy, ..., Xnl(x,..x,)- Pela Observacdo 1.2.6 temos dim R =

.....

ht(xy,...,xn) = n. Como visto acima, Xi,...,Xn € (X1,...,Xn)(x,...x,) € UMa sequéncia regular

,,,,,

sobre R. Assim, n < depth R. Por outro lado, pela Proposi¢do 1.4.4, depth < dim R = n.. Portanto,
depth R = dim R = n e, consequentemente, R € anel Cohen-Macaulay.

1.5 Sequéncias exatas

Seja R um anel. Uma sequéncia finita ou infinita de homomorfismos de R-mddulos

Pi i Pi—
con = Mg 2SS My S M 2

¢ chamada de sequéncia exata se Im@;, | = ker @; para cada 1i.

Alguns fatos basicos sobre sequéncias exatas estdo contidos na seguinte proposicao.
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Proposicao 1.5.1. Sejam M e N modulos sobre um anel R. Entdo:
(@) A sequéncia 0 — M -5 N ¢ exata se, e somente se, @ é homomorfismo injetor.
(b) A sequéncia M 25 N — 0 é exata se, e somente se, @ é homomorfismo sobrejetor.
(c) A sequéncia 0 — M s N — 0 ¢ exata se, e somente se, © € isomorfismo.

Demonstragdo. (a) Suponhamos que a sequéncia 0 — M -2+ N é exata. Entdo ker @ = Im(0 —
M) = 0. Logo, ¢ é um homomorfismo injetor. Reciprocamente, suponhamos que @ seja um
homomorfismo injetor. Entdo ker ¢ = 0 = Im(0 — M). Portanto, a sequéncia 0 — M —2+ N &
exata.

(b) Suponhamos que a sequéncia M % N — 0 é exata. Entdo Im@ = ker (N — 0) =
N. Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor. Reciprocamente, suponhamos que ¢ seja um
homomorfismo sobrejetor. Entdao Im¢@ = N = ker (N — 0). Portanto, a sequéncia M AN 06
exata.

(c) Pelos itens (a) e (b) acima, ¢ ¢ um homomorfismo injetor e sobrejetor. Logo, @ € um
isomorfismo. O
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Capitulo 2
Anéis e modulos graduados

Objetos muito importantes para a dlgebra comutativa e geometria algébrica sdo a funcdo e o po-
lindmio de Hilbert de um mdédulo graduado. Estes sdo invariantes do médulo que codificam di-
versas informagdes tais como: dimensao, multiplicidade, nimeros de Betti, etc. Nesse capitulo
iniciaremos explicando em qual tipo de ambiente faz sentido falar da funcdo e polinomio de Hil-
bert. Em seguida, apresentaremos suas definicdes e algumas propriedades basicas. Usamos como

principal referéncia nesse capitulo o livro [1].

2.1 Conceitos basicos

Seja (G, +) um mondide comutativo, isto €, um conjunto munido com uma operagdo associativa,
comutativa e possuindo elemento neutro. Um anel R € dito G-graduado se seu grupo aditivo (R, +)

admite uma decomposi¢do em soma direta de subgrupos abelianos Ry

R=EPR,

geG

satisfazendo RgRy, C Ry, n, para todos g, h € G.

Os elementos Ry sdo chamados de elementos homogéneos de grau g do anel graduado R.
Em particular, todo elemento a € R pode ser escrito de forma tinica como uma soma finita
a =) ,cg Qg de elementos homogéneos ag € Ry. Dizemos nesse caso que ag € a componente

homogénea de grau g de a.
Tipicamente, iremos considerar nesse trabalho anéis graduados em que G = N, Z, N™ ou Z™".
Observacao 2.1.1. Qualquer anel R admite ao menos uma G-graduagdo. Para isso, basta conside-

rarmos Ry = R e Ry = 0 para cada g # 0. Chamamos esta de graduagdo trivial de R. Certamente,

esta € uma graduagdo “grosseira’que nao produz nenhuma informacao adicional.
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Exemplo 2.1.2. Seja S um anel. O exemplo padrao de anel N-graduado € o anel de polindmios

R = S[xy,...,Xxn]. Sua N-graduagdo usual é dada pela seguinte decomposicio
R=Dre
d>0

n+d—1

onde R4 é o S-mddulo livre de posto ( do

d.

) com base formada por todos os mondmios de grau

Exemplo 2.1.3. Considere o polindmio f(x,y,z) = x+2y —z+x* + xy + y* + 32x* € R =
QIx,y, z]. Usando a graduagdo de R descrita no Exemplo 2.1.2 temos que a escrita de f como soma

de polindmios homogéneos f; de grau i é da seguinte forma:

f=fi+f+f+1f

onde fj =x+2y —z,f, =x>+xy, f3 =y’ e f, = 32x°.

Fixado um mondéide comutativo G, podemos notar os anéis G-graduados como os objetos de

uma categoria onde os morfismos sdo definidos da seguinte maneira.

Definicao 2.1.4. Um morfismo ¢ : R — S entre dois anéis G-graduados é dito ser morfismo

graduado se preserva gradugdo, isto &, se @(Ry) C S4 paratodo g € G.

E de imediata observagio que:

1. Se R € um anel G-graduado entdo o mapa identidade idg : R — R € um morfismo graduado.

2.Se@:R— Se:S — Tsido morfismos graduados entdo P o @ : R — T é um morfismo

graduado.

A associatividade entre os morfismos € consequéncia da associatividade de func¢des. Portanto, como
afirmado anteriormente, o conjunto dos anéis G-graduados junto com a cole¢do dos morfismos de
modulos graduados € de fato uma categoria.

Seja R um anel G-graduado. Dizemos que um R-médulo M é G-graduado se (M, +) admite

uma decomposi¢do em soma direta de subgrupos abelianos Mg

M= M,

geaG

compativel com a graduagdo de R, ou seja, Rg.My € Mg, paratodos g,h € G.
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Tal como no caso dos anéis graduados, os elementos em Mg sdao chamados de homogéneos
de grau g e todo elemento em M pode ser escrito de forma dnica como soma de elementos ho-
mogéneos. Além disso, um morfismo de R-moédulos sera dito graduado se preserva graduagao.

Dado um R-médulo G-graduado M e um elemento d € G podemos definir um novo R-médulo

graduado da seguinte maneira

Defini¢ao 2.1.5. O deslocamento de M pelo elemento d, denotado M(d), é o R-mddulo G-

graduado onde M (d); = M, q paracadai € G. O nimero d serd chamado shift do deslocamento.

Exemplo 2.1.6. Seja S um anel. Considere o anel de polindmios em n variaveis R = S[xy, ..., X,]
pensado com a N-graduagao descrita no Exemplo 2.1.2. Se pensamos R como R-mdédulo com a
graduacdo usual temos que os elementos constantes de R tem grau zero. Todavia, quando pensamos

em termos de R(—2) os elementos constantes tem grau 2.

DadoR =, ¢z Rn um anel Z-graduado, podemos notar Ry como subanel de R. Sendo assim,
podemos enxergar R como dlgebra sobre R,. Além disso, cada componente M, de um R-mddulo

graduado M pode ser considerada como Ry-mddulo.

2.2 Propriedades basicas

Abaixo seguem algumas propriedades sobre anéis e médulos N-graduados.

Proposicio 2.2.1. Seja R = @ 4. Ra um anel graduado. Entdo R é noetheriano se, e so se, Ry é

noetheriano e R é finitamente gerado como dlgebra sobre R,,.

Prova. Se R ¢ finitamente gerado como dlgebra sobre R, entdo R € isomorfo a um quociente do anel
de polindmios Ry[x,...,x,]. Como Ry é noetheriano entdo pelo teorema da base de Hilbert, segue
que R € noetheriano. Reciprocamente, se R € noetheriano, entdo R, é noetheriano, pois Ry = R/I,
onde I é o ideal P a>1 Ra. Agora, mostraremos que R ¢ finitamente gerado sobre Ry. Para isso,

necessitamos da seguinte afirmacao:

Afirmacao. Existe um conjunto finito de elementos homogéneos de R que geram I.
Como R € noetheriano, entdo existe um conjunto finito {by, ..., bs} de elementos em R que gera

I. Como I = P4, Ra entdo podemos escrever cada b; da seguinte maneira:

bi=ai;+--+aigq

onde a;; € R; C I paracadaj =1,...,d;. Assim, dado b € I temos:

S
b= Z ciby = Z cilay; + -+ ajq,)
i=1
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Portanto, {a; ,...,a;,4,JU---U{as,...,as.a,} € um conjunto finito de geradores homogéneos de
L.

Da afirmagao anterior podemos supor ai, ..., a, elementos homogéneos de R, com respectivos
graus ny,...,Nn,, que geram I. Seja, R’ = Rylay,..., a,]. Mostraremos que R = R’. Para tal, é

suficiente mostrar que R,, C R’, para todo n > 0. Pela definicdo de R’, temos que Ry C R’. Por
indugdo, assuma que Ry C R’ paratodod < n—1,en > 0. Se a € R, C I, entdo a pode
ser escrito na forma a = c;a; + --- 4 c¢+a,, onde cada ¢; é um elemento homogéneo de grau

n —n; < n. Por hipédtese de indug@o temos que ¢; € R/, e como a; € R, segue que a € R’. O

Proposicio 2.2.2. Seja R = @, . Rn um anel graduado. Assuma que R, é artiniano e R ¢ finita-
mente gerado como dlgebra sobre Ry. Se M = @, .y Mn é um R-médulo graduado finitamente

gerado, entdo cada M, € finitamente gerado como Ry-mddulo.

Prova. Temos em particular que Ry € noetheriano. Como R € finitamente gerado como Ry-algebra,
segue pela Proposi¢cao 2.2.1 que R € noetheriano, donde M € R-mddulo noetheriano. Seja N, =
M, P (@m>n M. ). Desse modo, N, é finitamente gerado sobre R, digamos por x;, X3, ..., Xt.
Por defini¢do de N, cada x; pode ser escrito como x; = yi+zi,comy; € My ez; € P, -,, M.

Mostraremos que yy, .. ., Yt geram M,, sobre R,. Com efeito, se y € M,,, entdo y é da forma
t
y :Zaixi (a; € R).
i=1

Pela graduagéo de R, podemos escrever a; = b;+¢; coma; € Rypec; € (D Rj). Dessa forma,

j>0

teremos
t

t
y = Z(bi +ci)(yi+zi) = Zbiyi’
i=1

i=1

pois os elementos b;zi, ciy; e ¢iz; estdo em P M. O

m>n

Corolario 2.2.3. Com as mesmas hipdteses da Proposi¢ao 2.2.2, o comprimento {g,(My) do Ry-

modulo M, € finito para todo n > 0.

Prova. Como R € artiniano (noetheriano), M, € artiniano (noetheriano), e pela Proposicao 2.2.2,

M., é Ry-mddulo finitamente gerado, segue que {g, (M) < oo. O

Definicao 2.2.4. Considere R um anel G-graduado e M um R-médulo G-graduado. Um submédulo
N C M é dito G-graduado se N herda a graduacao de M, isto quer dizer que, (N, +) se decompde
como

N=ENNM,
geiG
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Em especial, um ideal I C R € dito ser ideal homogéneo se 1 é submddulo graduado de R, visto
como R-mddulo.
Segue direto da Definicao 2.2.4 que o quociente de M por N admite uma graduagdo de maneira

M M
N - DN,

geG

natural

Além disso, também temos a sequéncia exata de médulos G-graduados
0O—-N—-M—M/N—=0.

A préxima proposicao caracteriza ideais homogéneos em termos de elementos homogéneos.

Proposicao 2.2.5. Considere (G,+) um grupo abeliano, R = P Ry um anel G-graduado e

geaqG
[ € Rum ideal. Entdo, sdo equivalentes:

(a) 1é ideal homogéneo.
(b) Para todo a = Z aq em R, a pertence a I se, e somente se, ag € 1 para todo g € G.
geG

(c) I ¢ gerado por elementos homogéneos.

Demonstracdo. A equivaléncia entre (a) e (b), e a implicacao de (b) para (a), seguem simplesmente
das defini¢des. Para a implicacdo de (c) para (a) suponha que I seja gerado pelos elementos ho-
mogeéneos a;. Dai, para cada a € I podemos escrever a = b;ay, + --- + bpa;, com b; € R.

Escreva cada b; = )_ bi g, com b; g € Ry. Assim, o termo de grau g em a €

geaG
ag = big—deg(a;,) A, T+ + Prg—deg(ay, ) Dins

donde a4 € L. O
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Capitulo 3
Funcao e polinomio de Hilbert

Neste capitulo fazemos a defini¢do dos conceitos de fungdo, polindmio e série de Hilbert. Um
resultado central desse capitulo € o Teorema 3.2.5, o qual fundamenta a existéncia do polindmio
de Hilbert e relaciona seu grau com a dimensdo do médulo. Outro resultado importante é o Teo-
rema 3.2.7, que fornece uma representacdo alternativa para a série de Hilbert de um moddulo gra-
duado M como quociente Qpq(t)/(1 — t)* onde Qpr(t) € um elemento em Z[t, t~ 1] unicamente
determinado pelo médulo M. Finalizamos o capitulo discutindo a fun¢@o de Hilbert dos ideais de

pontos do plano projetivo.

3.1 O operador diferenca

Definicao 3.1.1. Definimos o operador diferenca (ou derivada discreta) de uma fungdo f: Z — Q
por
Af(n) =f(n+ 1) —f(n).

Se d > 0 denotaremos as d iteracdes do operador diferenca por A4f, convencionando A’f = f.
Definicao 3.1.2. Um polinémio binomial é um polindmio em Q[x] da forma, (d € 7Z)

(x) x(x J(x—2)---(x d+1)’ sed>0:
= d!
0, sed < 0;

Observe que (’5) ¢ um polindomio de grau d para cada d € N.

Observacao 3.1.3. Como é bem conhecido, (“j{l) = (7) + (,) para cada n € N. Assim,

o polindbmio p(x) = (XZII) — (’5) — (d’il) possui infinitas raizes em Q. Logo, p(x) deve ser o



28

polindmio nulo, ou seja,

A@ - (dil)'

Definicao 3.1.4. Uma fun¢do f : Z — Q € dita de tipo-polinomial se assintoticamente concorda
com um polindmio g(x) € Q[x], isto é, f(n) = g(n) para todo inteiro n >> 0. O grau de f serd

tomado como o grau de g.

Note que o grau de f estd bem definido. Com efeito, se tivéssemos dois polinomios concordando
com f para valores suficientemente grandes, entdo a diferenca entre eles seria um polindmio com
infinitas raizes, logo seria o polindmio nulo. Convencionaremos que o grau do polindmio nulo é

igual a —1.
Proposicao 3.1.5. As seguintes propriedades sdo verificadas:

(a) Sejap(x) € QIx] um polinémio de grau d. Entdo p(n) € Z para todo inteiro n. >> 0 se, e

$6 se, p(x) € uma combinagdo Z-linear de polinémios binomiais.

(b) Considere uma funcdo f : 7 — 7. Entdo f é de tipo-polinomial de grau d se, e s6 se, Af é
de tipo-polinomial de grau d — 1.

Demonstragdo. (a) De fato, qualquer combinagdo Z-linear de polindmios binomiais assume valo-
res inteiros. Suponha entdo, que p(n) € Z para todo inteiro n >> 0. Argumentaremos por indugio
sobre d que p(x) é uma combinagdo Z-linear de polindmios binomiais. Se d = 0, o resultado
¢ claro. Suponha d > 0. Os polindmios binomiais (’l‘) formam uma Q-base de Q[x], e assim

podemos escrever

p(X) :ad<z> + ag—1 (dil) +---+q <)1(> +(10(7(;> ((li GQ)

Devemos mostrar que a; € Z. Para tal, considere a derivada discreta

Ap(x) :ad<di1> +ad1(di2> +"'+a1()(;)'

Por hipédtese, Ap(n) = p(n+ 1) — p(n) € Z para todo n >> 0. Entdo, pela hipitese de indugio

aqg,...,a; € Z. Dai,
X X X
Clo:P(X)—ad<d) _ad1<d_1) _"‘_al(l)

€ um polinémio constante que assume valores inteiros. Portanto, ay € Z.
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(b) Se f é de tipo-polinomial de grau d, pelo item anterior podemos escrever seu polindmio

correspondente da forma

p(x) :ad<z) +ad—1(di1) +---+a1()1c) +ao<g) (a; € Z).

Pela Observacgao 3.1.3,

Ap(x) :ad<dil> +ad1(di2> +"'+a1()(;)'

Portanto, Af € de tipo-polinomial de grau d — 1. Para a reciproca, suponha que q(x) é o polindmio

correspondente a Af. Utilizando o item anterior novamente podemos escrever

q(X):ad<di1)+ad‘(di2>+"'+a1(3) (a; € Z).

Consideremos a “integral discreta” de q(x) :

X X X
r(x):ad(d>+ad_1(d_1>+---—|—a1(1>.

Pela Observagdo 3.1.3, Ar(x) = q(x). Logo, A(f — r)(n) = 0 para todo n >> 0, ou seja, uma
constante ay = f(n) — r(n). Assim, se consideramos p(x) = r(x) + ag, temos um polindmio de

grau d e ainda para todon >> 0, p(n) = r(n) + f(n) — r(n) = f(n). O
Utilizando o principio de indugdo e a parte (b) da proposicao anterior temos o seguinte:

Corolario 3.1.6. Sejam f : 7Z — 7 uma funcdo numérica e d > 0 um inteiro. As seguintes

condicoes sdo equivalentes:
(@) AYf(n)=c,c#0en > 0.
(b) fé de tipo-polinomial de grau d.

Prova. A implicacdo de (b) para (a) € clara, uma vez que se escrevemos o polindmio correspondente
a f em termos de polindmios binomiais, a cada iteracdo do operador diferenca o grau deste decai
em 1. Por indu¢do em d provaremos a outra implicacdo. Se d = 0, entdo o coroldrio € trivialmente
satisfeito. Suponha agora d > 0. Como A%f(n) = A4 (Af(n)) =c,c # 0en > 0, por
hipétese de indugdo Af(n) é de tipo-polinomial de grau d — 1 e dessa forma, pela Proposi¢io

3.1.5, f € de tipo-polinomial de grau d. O
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3.2 Funcao de Hilbert

Definiciio 3.2.1. Sejam R = @, ., R um anel graduadoe M = @, ., M, um R-médulo gradu-

ado cujas componentes possuem comprimento finito para todo n. A funcdo de Hilbert é definida

por

hr (M, 1) = €g, (M)
Exemplo 3.2.2. Seja k um corpo e R = k[xy,...,x;]. Entdo uma k-base de R,, é formada pelos
monoOmios de grau . em Xy, ..., X,. Dai,

R(R,n) = t(Rn) = dimy Ry, = (“ . 1)

€ uma funcdo polinomial de graur — 1.

Mostraremos que sob certas condi¢des que a funcao de Hilbert € de tipo-polinomial. Para isto,

precisamos de mais alguns preparativos. Comegcamos com a seguinte proposicao:
Proposicao 3.2.3 (Aditividade do Comprimento). Suponha que temos uma sequéncia exata de

R-modulos
dnfl

a
0—+A, A 1= —A =0
com todos os comprimentos finitos. Entdo, temos a aditividade do comprimento, isto é,
0A) — LA + -+ (D™ (AL =0.
Prova. A sequéncia exata dada pode ser decomposta nas seguintes sequéncias exatas:

0—kerd, — A, > A; — 0,

0 — kerd, - A; — kerd; — 0,
0—kerd; —» Ay — kerd; | — 0,

0—kerd, » > An_1 > kerdgq_3 — 0,
0—> A, —kerd,,—0.

Mas, para uma sequéncia exata 0 - N — M — Q — 0 de médulos de comprimento finito

¢ conhecido que {(M) = £(N) + £(Q). Assim, aplicando esse fato nas sequéncias exatas acima
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obtemos:
Q(Al) + E(ker d]) - Q(Az) = 0,

E(A3) — B(ker dl) — E(ker dz) = 0,

(=) (0(Aiy — ker d;) — L(kerdiy1)) =0,

(=)™ ((An 1 —L(ker dn2) — L(kerdn3)) =0,
(_Un_l(e(An - E(ker dn—Z)) =0.

Somando todas essas igualdades membro a membro e efetuando os devidos cancelamentos obtemos
o resultado desejado. O
O préximo teorema nos diz condicdes suficientes para que a funcdo de Hilbert seja de tipo-

polinomial.

Teorema 3.2.4 (Hilbert). Seja R = @n}O R, um anel graduado. Assuma que R, é artiniano e R
é finitamente gerado como dlgebra sobre Ry, com todos os geradores a,, ..., a, pertencentes a R.
Se M ¢ R-modulo graduado finitamente gerado, entdo sua funcdo de Hilbert é do tipo-polinomial

de grau no mdximo r — 1.

Prova. Utilizaremos indugdo sobre 1. Se v = 0, entdo R = R;. Escolha um conjunto finito de
geradores homogéneos de M sobre R. Se d é o mdximo dos graus desses geradores, entdo M,, =0
para todo n > d, implicando que h(M,n) = 0. Assim, a fun¢do de Hilbert concorda com o
polindmio nulo para valores suficientemente grandes. Suponha entdo r > 0. Sejam a, € R; e
Ar : M, — My a multiplicagdo por a,. Denote por K,, o kernel de A, e por C,, o cokernel' de

Ar. Entdo, temos a sequéncia exata
Ar
0—Ky,—M-—">M,,;,; —C,, —0.

Sejam K = @,,50Kn € C = ©n>0Ch. Assim, K € submédulo de M e C € um quociente de M,
logo sdo finitamente gerados. Entdo pelo Corolério 2.2.3, h(K,n) < oo e h(C,n) < oco. Pela

Proposicao 3.2.3, temos
h(K,n) —h(M,n) + h(iM,n+1) —h(C,n) =0.

Dai, Ah(M,n) = h(C,n) — h(K,n) Por outro lado, observe que a, anula K e C, logo K e C sao

Relembremos que o cokernel de um homomorfismo ¢ : M — N de R-médulos é o R-médulo quociente N /Im( @)
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finitamente gerados como T-mddulos, onde T é o subanel gerado por ay,..., a,_;. Por hipdtese
de indugdo, h(K,n) e h(C,n) sao de tipo-polinomial de graus no maximo r — 2, implicando que
Ah(M,n) também é. Donde pela Proposicdo 3.1.5, h(M,n) é de tipo-polinomial de grau no
maximo T — 1. O

Um anel como no Teorema 3.2.4, adicionado com a localidade na componente de grau zero é
chamado de anel homogéneo. Veremos abaixo que a desigualdade obtida no Teorema de Hilbert

passa a ser igualdade no caso de anéis homogéneos.

Teorema 3.2.5. Seja R um anel homogéneo e M um R-modulo graduado finitamente gerado de

dimensdo d. Entdo a fun¢do de Hilbert h(M,n) é de tipo-polinomial de grau d — 1.

Prova. Se M = 0, o polindmio nulo (de grau —1), satisfaz o teorema. Entdo, assuma M # 0.
Dessa forma, escolha P; € Ass (M). Entdo, P; € ideal homogéneo e existe submédulo graduado
N; € M tal que Ny = (R/P;)(a;). Se Ny # M, escolhamos P, € Ass (M/N;). Como antes,
existe submodulo graduado N, € M, com N,/N; = (R/P,)(a;). Continuando dessa maneira,

como M é noetheriano conseguimos uma cadeia finita
0=NoCEN;C---CN, =M

de submdédulos graduados de M tais que Ny, 1/N; = (R/P;)(ay), paracadai = 1,..., m. Assim,
por defini¢do h(M,n) = > ™ h((R/P;)(ai),n). Observe que d = sup{dim(R/P;)}. Como os
valores da funcdo de Hilbert s6 assume valores ndo-negativos para n >> 0, entdo o polindmio
que a descreve € o nulo ou possui coeficiente lider ndo-negativo, € como consequéncia o grau
da soma desses polindmios € o maximo dos graus. Assim, basta provar o teorema para o caso
M = R/P, para P um ideal primo homogéneo. Argumentaremos por inducdo em dimR/P = d.
Se dimR/P = 0, entdo R/P é corpo e P é o tnico ideal homogéneo maximal my G, ~o R,y de
R, onde m € o ideal maximal de Ry. Logo, para todo n > 0, h(R/P,n) = {(R,,/P.) = 0. Se
dimR/P > 0, como R é homogéneo, podemos escolher um elemento homogéneo x # 0 em R/P

de grau 1. Donde a sequéncia
0 — (R/P)(—1) = R/P — R/(x,P) — 0
¢ exata. Pela Proposi¢ao 3.2.3, temos
Ah(R/P,n) = h(R/P,n+ 1) —h(R/P,n) = h(R/(x,P),n+ 1).
Uma vez que R/P é dominio, a Observagdo 1.3.3 juntamente com o Teorema 1.4.4 nos garante que

dimR/(x,P) = d—1. A hipdtese de indugdo nos diz que Ah(R/P,n) é de tipo-polinomial de grau
d —2. Se d > 1, o Corolério 3.1.6 implica que AY"!'(h(R/P,n)) = A42(Ah(R/P,n)) é uma
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constante ndo-nula para valores suficientemente grandes de n.. Se d = 1, entdo A4~!(h(R/P,n)) =
h(R/P,n) = h(R/P,0) + > , h(R/(x,P),1) é constante paran >> 0, pois h(R/(x,P),1) = 0,
para i >> 0 e essa constante é ndo-nula pois h(R/P,0) # 0. Em qualquer caso, o Corolario 3.1.6
conclui o desejado. O

Alguns conceitos subjacentes a funcio de Hilbert sao:

Definicao 3.2.6. Seja M um R-mddulo graduado finitamente gerado de dimensao d. O dnico po-
linémio Py (X) € Q[X] para o qual h(M,n) = Py (n) para todo n >> 0 é chamado de polindmio
de Hilbert de M. A série de poténcias Hpa(t) = ), o, h(M,n)t™ é chamada de série de Hilbert
de M.

Teorema 3.2.7. Seja M um R-modulo graduado finitamente gerado de dimensdo d. Entdo existe
um tinico Qam (t) € Z[t, t71], com Q(1) # 0 tal que
Qm(t)

Hm(t) = 1—td

Prova. Temos
(1—t)%Hm(t) =) Ah(M,n—d)t™
nez
Como h(M,n — d) é de tipo polinomial de grau d — 1 (Teorema 3.2.4), segue pelo Corolario 3.1.6
que (1—t)9Hm(t) € Z[t, t']. Definamos entdo Qm (t) = Y, ., A?h(M, n—d)t™. Provaremos
agora que Qpq (1) # 0. Para isso, argumentaremos por contradi¢do. Assim, suponha que Qpa (1) =
0. Entao:

0=> Ah(M.n—d)=) (A" "h(Mn+1-d)—A*""h(M,n—d)) = A%h(M,m)

para um m suficientemente grande. Mas isso contradiz o Coroldrio 3.1.6(a). O

3.3 Ideais de pontos planos

Determinar a funcdo, polindmio ou série de Hilbert de um médulo graduado explicitamente € na
maioria das vezes uma tarefa muito dificil. De fato, € um problema que ja se mostra complexo
mesmo para modulos cuja dimensao de Krull € baixa.

Por exemplo, dado um mdédulo graduado M de dimensao de Krull 1 sabemos pelo Teorema
3.2.5 que o polindmio de Hilbert de M serd um polindmio constante. Contudo, mesmo nesse caso
os desafios sdo grandes. A seguir apresentaremos exemplos especiais desse caso, os chamados

ideais de pontos planos.
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Seja k um corpo. O plano projetivo sobre k, denotado por P% (ou simplesmente P? quando
o corpo k estiver subentendido), é o espago quociente do conjunto k3 \ {(0,0,0)} pela relagdo
de homotetia, ou seja: (aj,by,c;) ~ (as, by, cy) se, e somente se, (aj,by,c;) = Alaz, by, cy)
para algum A € k ndo nulo. Representamos a classe de equivaléncia de um elemento (a,b,c) €
k*\{(0,0,0)} por (a:b:c).Cadaclasse (a: b : c) serd chamada um ponto do plano projetivo P2.

Seja F(x,y,z) um polindmio em R = klx,y,z]. Dizemos que F(x,y,z) se anula em ponto
p=(a:b:c) € P?se F(Aa,Ab,Ac) = 0 para cada A € k ndo nulo.

Proposi¢io 3.3.1. Seja p = (a : b : ¢) um ponto do plano projetivo P?. Denotemos por 1(p) o
conjunto de todos os polinémios de R = K[x,y, z] que se anulam em p. Entdo 1(p) é um ideal

homogéneo de R gerados por dois polinomios homogéneos de grau 1.

Prova. Primeiro mostraremos que I(p) € um ideal. Obviamente, o polindmio nulo se anula em
p. Agora, considere f,g € R tais que f(Aa,Ab,Ac) = ¢g(Aa,Ab,Ac) = O para cada A € k
nao nulo. Entdo, (f + g)(Aa,Ab,Ac) = f(Aa,Ab,Ac) + g(Aa,Ab,Ac) = 0 para cada A € k
nao nulo. Logo, f + g € I(p). Finalmente, dado f € Re g € I(p) temos (fg)(Aa,Ab,Ac) =
f(Aa,Ab,Ac)g(Aa,Ab,Ac) = f(Aa,Ab,Ac) - 0 = O para cada A € k nao nulo; em particular,
fg € I(p). Portanto, I(p) é ideal de R.

Agora mostraremos que I(p) é gerado por dois polindmios homogéneos de grau 1. Sem perda
de generalidade, digamos que a # 0. Afirmamos que I(p) = (bx — ay, cx — az). Inicialmente
observe que

b(Aa) —a(Ab) =0 e c(Aa)—a(Ac) =0,

para cada A € k ndo nulo. Isso nos mostra que bx — ay, cx — az € I(p), ou seja, (bx — ay, cx —
az) C I(p). Para mostrar a inclusdo contraria, considere f € I(p). Dividindo f por bx — ay
obtemos

f=(bx—ay)q+m,

onde q,T € R com r dependendo apenas das variaveis x, z. Dividindo agora r por cx — az obtemos
f=(bx—ay)q+ (cx —az)q’ + 1/,
onde q’,7" € R com r dependendo apenas da variavel x. Agora, para cada A € k nao nulo temos
0 = f(Aa,Ab,Ac) = 0- q(Aa,Ab,Ac) + 0 q'(Aa,Ab,Ac) + v'(Aa).
Com isso, obtemos 1’ = 0. Logo,

f = (bx—ay)q + (cx — az)q’,
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ou seja, f € (bx — ay,cx — az). Dessa forma, concluimos a igualdade desejada e a prova da
proposicao. O

Dada um conjunto de pontos p = {p,...,pn} C P? temos que I(p;) N---NI(pn) € o ideal de
R = k[x,y, z] que retine todos os polindmios F € R que se anula em todos os pontos do conjunto
p. Denotaremos esse ideal por I(p).

Dado um ponto p = (a : b : ¢) € P? temos R/I1(p) ~ k[x]. Em particular,
h(R/1(p), d) = h(klx],d) =1,

para cada inteiro nao negativo d. Equivalentemente,

h(I(p).d) = (dgz) 1 (3.1)

para cada inteiro positivo d.

Proposi¢io 3.3.2. Sejap = {p1,...,pn} um conjunto de pontos do plano projetivo P*. Entdo:

d+2

(1) Para cada inteiro positivo d, h(I(p),d) > ( 5

) —mn.

(ii) Para cada inteiro d > n — 1, h(I(p),d) = (d;2> —n

(iii) O polindémio de Hilbert da k-dlgebra graduada R/1(p) é o polindmio constante Py 1(p)(X) =
n.

Prova. (i) A prova serd por induc¢do na quantidade n de pontos. Para n = 1 o resultado segue
de (3.1). Suponha agora n > 1 e que o resultado seja verdadeiro para n — 1 pontos. Denotemos
por p’ o conjunto formado pelos n — 1 primeiros elementos de p. A afirmacdo segue das seguintes
estimativas

h(I(p).d) = h(I(p’),d)+h(I(pn).d) —dimg(I(p)a+ I(pn)a) (férmula de Grassmann)
> (d _; 2) —n-D+ <d ;_ 2) —1—dimg (I(p’)a + I(pn)a) (hipétese de indugdo)
> (dgz)_(n_l)_’_<d;2)_1_<d;2> (pois I(p’)gq + I(pn)q € subespago de Rq)
d+2
- ( 2 )*“’ (3.2)

(i1) A prova desse item também serd por indugdo sob a quantidade n de pontos. Paran = 1
o resultado segue de (3.1). Dado n > 1, iremos considerar p’ como na demonstra¢do do item
anterior. Por inducdo e pelo principio da inducdo é suficiente provar que I(p)q # I(p’)q. Pelo
Lema da Esquiva, como p; # p; sempre que i # j, segue que para cada 1 < i < n existe uma
polindmio homogéneo L; de grau 1 tal que Ly € I(p;) \ I(p;) sempre que j # i. Além disso,

também pelo Lema da Esquiva, exite polindmios homogéneo Ly de grau 1 tal que L ¢ I(p;) para
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qualquer 1 < i < n. Desse modo, o polindbmio F =1L, --- Ln_lL(‘)i’““ e I(p’) \ I(p) e com isso
concluimos a demonstragao.

(iii) Como [R/I(p)la = Rq/I(p)q para cada d > 0 segue que
h(R/1(p),d) = h(R,d) —h(I(p), d),

para cada d > 0. Assim, pelo item (ii), para d > n — 1 temos

h(R/I(p)., d) = (djz) _ (djz) e

Logo, da defini¢do de polindmio de Hilbert segue que Pg () (X) = n. O

Mendiante a proposi¢do acima vemos que o polindmio de Hilbert Pg,1(p)(X) com respeito a
subconjunto finito p de pontos do plano projetivo P? depende somente da quantidade de pontos do
conjunto p, ou seja, nao depende das coordenadas dos pontos. Todavia, veremos nos dois exemplos

a seguir que isso ndo é verdade para a fung¢ao de Hilbert de R/I(p).

Exemplo 3.3.3. Sejap={(1:0:0),(0:1:0),(0:0: 1)} C P2. Suponha que L = ax+by-+cz €
I(p);. Entao:

a-1 + b-0 + ¢c-0 0
a-0 + b1 + ¢c-0 = 0.
a-0 + b0 + ¢c-1 =0
Logo, L = 0. Concluimos com isso que h(I(p), 1) = 0, ou equivalentemente,

h(R/I(p), 1) = h(R, 1) —h(I(p),1) = 3.

Exemplo 3.3.4. Sejap={(1:0:0),(0:1:0),(1:1:0)} C P2. Nesse caso temos que z € I(p);.
Em particular,
h(R/I(p),1) = h(R, 1) —h(I(p), 1) < 2.
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Capitulo 4
Resolucoes livres graduadas

Uma forma eficiente de entender um moédulo graduado M sobre um anel R € através do conceito
de resolucdo livre graduada. Nesse capitulo apresentaremos esse conceito, alguns exemplos de
modulos/ideais onde resolucdes livres graduadas sdo satisfatoriamente conhecidas e a relagdo entre

resolucao livre graduada e a fungdo/polindmio de Hilbert.

4.1 Generalidades

Sejam R = €, ., R uma R¢-dlgebra graduada e M = @, ., M, um R-médulo graduado. Uma
sequéncia exata
Foioo o B R 3 F8Mo0 (4.1)

¢ dita uma resolucdo livre graduada de M se cada F; é um mddulo livre graduado e cada d; é um
homomorfismo graduado. Se existe um indice p tal que F,, = 0 para cadan > p, dizemos que a

resolucdo livre graduada F, € finita e a escrevemos como
dyp d a
Fo:0—=F, = - —>F = F=3M=0. (4.2)

Uma resolucado livre graduada de um médulo graduado M € construido de forma recursiva da

seguinte maneira.

(a) Seja Iy um conjunto de indices que indexa um conjunto de geradores homogéneos {g; |1 €
I} de M. Considere o médulo livre graduado Fy = €P;c;, R(—deg(gi)). Defina agora o
homomorfismo graduado e sobrejetor dy : Fg — M que envia o i-€simo vetor e; da base

canodnica de Fy em g;. Temos entdo a sequéncia exata

Fo 8 M — 0.
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(b) Considere agora [; um conjunto de indices que indexa um conjunto de geradores homogéneos
{gi]1 € I;} de Z, := ker dy. Considere o médulo livre graduado F; = P; 1, R(—deg(gi)).
Defina o homomorfismo graduado sobrejetor d; : F; — Z; que envia o i-ésimo vetor e; da

base candnica de F; em g;. Temos entdo a sequéncia exata

FL 4 F 8 M —o.

Seguimos a construcdo dos Z;, F; e d; : Fy — Z; de forma sucessiva obtendo a resolucao livre e

graduada desejada. Na decomposicdo F; = @, .; R(—deg(gi)) podemos juntar os somandos que

i€l
tém o mesmo deslocamento escrevendo F; = @, R(—j)Pii.
j
Nesse trabalho estaremos particularmente interessados nas resolucdes livres e graduadas quando
R = k[x1,...,Xn] é um anel de polindmios em n varidveis com coeficientes sobre um corpo k com
sua graduacgado usual e M é um R-mddulo graduado finitamente gerado. Nesse caso, denotando por

m o ideal maximal e homogéneo (x,...,Xn ), temos os seguintes conceitos e fatos:
Definicao 4.1.1. A resolucio livre e graduada F, € dita minimal se Im d; C mF;_; para cada i.

Teorema 4.1.2 (Teorema das Sizigias de Hilbert). M possui uma resolucdo livre graduada e mini-

mal da forma
0= P R()F = - = PRI = PR > M =0
j j J

onde os niimeros p e B ; dependem apenas do R-modulo M.

Prova. Ver [4, Theorem 1.1]. O
Chamamos p como no teorema acima de dimensdo projetiva de M, e o denotemos por dim.proj(M).

Os numeros 3; ; sdo chamados de niimeros graduados de Betti do médulo M.

Teorema 4.1.3. Se I C R = K[xy,...,xn] é um ideal homogéneo e R/1 é Cohen-Macaulay entdo
dim.proj(M) =n —dimR/I =ht L.

Prova. Ver [1, Theorem 1.3.3]. O

Ilustramos as discussdes acima com o seguinte exemplo concreto.

Exemplo 4.1.4. Seja k um corpo e R o anel de polindmios k[x,y,z]. Considere o ideal I =

(xy,xz,yz) C R. Iniciamos considerando o homomorfismo sobrejetor

do:R(—2)° = 1, e —xy, e, — Xz, €3 — Yz.
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Nesse caso, dado u = (o, B,y) € R? temos do(u) = oxy + Bxz + yyz. Afirmamos que Z; :=
ker dy é gerado pelos vetores vi = (0,y,—x) e v, = (z,0,—x). A inclusdo (vi,v,) C Z; é um
célculo direto. Para a inclusdo contraria considere uw = («, 3,7y) € Z,. Entdo axy+pxz+yyz = 0.
Equivalentemente, axy = —z(x + yy). Como z é elemento primo de R segue que & = pz para
algum p € R. Substituindo essa expressao de « na igualdade axy = —z(x + yy) e efetuando
os devidos cancelamentos obtemos pxy = —px — yy. Por conseguinte, essa igualdade pode ser
reescrita como 3x = —y(px + y). Agora, dessa igualdade e da primalidade de y em R segue que
B = qy para algum q € R. Substituindo essa expressdo de 3 em x = —y(px + y) e efetuando

cancelamentos obtemos qx = —px —y, ou seja, Y = —(q + p)x. Assim, temos

u=(B,y) = (pz.qy,—(q +p)x) =q- (0,y,—x) +p - (2,0,—x) = qv; + pva.

Logo, u € (v,v,). Consequentemente, Z; = (vi,Vv,). Agora consideramos o homomorfismo
sobrejetor

d1 : R(—?))z —» Zl, e — Vi, €y > V).

Dado («, ot;) € R? temos d; (¢, o) = (022, 1y, — (¢ + &2)x). Em particular,
(1, 0) €kerd; @ mz=xy=—(t; + )x =0< & = &, =0.
Assim, ker d; = {0}. Concluimos assim a seguinte resolucdo livre e graduada para I
0 — R(=3)> 25 R(—2)> - 1 — 0.

Observe que os numeros de Betti aqui sdo:

Bo,z =3 € f31,3 =2.

4.2 Exemplos

Determinar a resolucao livre graduada ou mesmo informagdes parciais sobre ela é, tipicamente,
muito dificil. Nao a toa, existem diversas conjecturas sobre o tema que perduram ao logo do tempo.
Nessa secdo exibiremos alguns exemplos importantes de mdédulos/ideais em que uma resolugcao

livre graduada € conhecida.
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4.2.1 Complexo de Koszul

Sejam R um anel e M um R-médulo. Para cada inteiro positivo i, denotamos o produto tensorial
M ® --- ® M de i fatores M por M®!. Por convengio, definiremos M®° = R. Podemos dar ao R-
médulo T(M) = @, oy M®' uma estrutura de R-dlgebra N-graduada definindo uma multiplicagdo
da seguinte maneira: paraf =u; ® --- QU € M® e g =v; ® - - -v; € M® definimos

f-g:=u1®---®ui®vl®...\,jEMHJ'_

Em seguida, estendemos a defini¢do para elementos arbitrarios de T(M) por meio da distributivi-
dade. E possivel demonstrar que essa multiplicacio estd bem definida e que o R-médulo T(M) com
esta operacdo € uma R-algebra N-graduada (ndo comutativa!). A chamamos de dlgebra tensorial
do R-médulo M.

Algumas algebras importantes s@o obtidas como quocientes da dlgebra tensorial. Um exemplo
disso € a dlgebra exterior. A dlgebra exterior de um R-médulo M, denotado /A M (ou simples-
mente /\ M quando o anel base estiver subentendido), é o quociente da dlgebra tensorial Tg(M)
pelo ideal bilateral J gerado pelos elementos x ® x com x € M. Como J € ideal homogéneo, pois
ele é gerado por elementos homogéneos de grau 2, entdo A\ M é também uma élgebra graduada.
Denotaremos sua i-ésima componente homogénea por /\i M e a chamamos de i-ésima poténcia

exterior do médulo M. O produto de dois elementos f, g € /A M é denotado por f /\ g.

Proposicao 4.2.1. (a) Se M é R-médulo gerado por elementos x,,...,xm entdo \' M é R-

mddulo gerado pelos elementos x;, /\---/\xj, com1 <j; <--- <j, <M.

(b) Se M é R-mddulo livre com base ey, ..., ey entdo \" M é \" M é R-médulo livre com base
ej, /\--- /e, ; emparticular, \" M ~ r(7).

Prova. Ver [7, Chapter XIX, Proposition 1.1]. O
Dado um homomorfismo de R-mdédulos ¢ : R™ — R, a correspondéncia
n

(W, ..., un) — Z(—l)i“(p(ui)ul A AT A - Ay,

i=1

define uma aplicacdo R-linear de R™ x --- x R™ (n fatores) em /\n*1 R™ (U; indica que wy
foi omitido). Pela propriedade universal da n-ésima poténcia exterior, existe um mapa R-linear
dgv : A"R™ — A™'R™ satisfazendo

n

dEp“)(ul N Nuy) = Z(—l)i“(p(ui)ul AN AW A - Auy

i=l1
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para cada uy,...,u, € R™. A colecdo dos mapas dﬁp‘” define um homomorfismo de algebras

dp: AR™(=1) = /\R™

Por um calculo direto podemos verificar que

graduadas

diode=0 e de(uAv) =de(u) Av+ (=% U A de(y)

para todo elemento homogéneo u € A R™. A igualdade d¢ o d¢ = 0 implica que a sequéncia

g(m=1 2 @) e

K(ep) : 0—>/\Rm—>/\Rmf—> --—>/\Rmd—f>Rm—§R 4.3)

¢ um complexo, i.e., Im(dffﬂ)) C ker d](f) para cadai = 1,...,m — 1. Chamamos X(¢) de
complexo de Koszul do homomorfismo @.
Dada uma sequéncia f = fy,..., f,;;, em um anel noetheriano R podemos considerar o homo-
morfismo sobrejetor
@:R" = (f,...,fm) CR, e +— fi.

Chamaremos o complexo de Koszul desse homomorfismo ¢ de complexo de Koszul da sequéncia
f e o denotamos por K. O préximo resultado nos revela o que acontece com o complexo de Koszul

de uma sequéncia quando ela € suposta regular.

Teorema 4.2.2. Se f = {fy,..., .} € uma sequéncia regular de R entdo o complexo de Koszul Ky

é uma sequéncia exata.

Prova. Ver [1, Corollary 1.6.19]. O
Corolario 4.2.3. Sejam R uma dlgebra Z.-graduada e f1, . . ., 1, uma sequéncia regular de R de ele-
mentos homogéneos de mesmo grau d. Entdo uma resolugdo livre e graduada do ideal (fy,...,f)

é:
0= R(—md) — - — R(—1d)(*) = ... 5 R(—2d)(®) = R(=d)™ = (f1,...,n) — O,

Prova. Pelo Teorema 4.2.2 temos que o complexo

1+1) (1) 2) fe- (1)

0—>/\Rm—> -—>/\Rm—> —>/\Rm—>Rm S (f,..fn) =0

¢ uma sequéncia exata. Por outro lado, pela Proposicao 4.2.1, temos R(T ~ A" R™. Assim, segue

a sequen01a exata
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m
2

Agora, para concluir o desejado € suficiente mostrar os shifts da resolu¢do. Mostraremos isso
por inducdo no indice 1 < r < m do mdédulo livre R(V) ~ A" R™. Para r = 1 o resultado segue
do fato que cada f; tem grau d. Suponha agora o resultado verdadeiro para r — 1. Entdo, o v — 1
médulo com shift é R((r—1)d) (*Tl). Pela definicdo dos mapas, paracadal < 1i; < --- <1i, < m,o0
(i1,...,1,)-ésimo vetor da base candnica de R(™) ¢ enviado > (—=1)"feq, A\~ -/\/e\ij VACRRVAN Fi8

m
T

um elemento de grau rd em R((r — 1)d) (™), Assim, segue que o shift para o médulo livre RV ¢

—rd e isso conclui a demonstracao. O
Exemplo 4.2.4. Seja k um corpo e R o anel de polindmios k[x,. .., X,]. Como mencionado acima,
a sequéncia x1, ..., X, € uma sequéncia regular de R. Assim, pelo Corolario 4.2.3 uma resolucao
livre graduada do ideal (x1,...,Xxn) é

0= R(=n) = = R=1)E) = 5 R=2)B) S R=D™ = (%1, %) — 0.

4.2.2 Teorema de Hilbert-Burch

Seja R um anel e ¢ uma matriz de ordem m x r com entradas em R. Para cada 1 < t < min{m, r},
denotaremos por I (@) o ideal de R gerado por todos os menores de ordem t da matriz ¢. Nessa

subsecao estamos interessados na situacdo em que m =1+ 1 e t = r. Digamos, por exemplo, que

ap s air
az s asr
(P frd
Aryr 00 Qrgrr

Considere agora a matriz quadrada de ordem (r+ 1) x (r+ 1) obtida pela concatenagio de ¢ com

a j-€ésima coluna c; de ¢

ai T apr ai;
Az T azr asz;
(o] Cj] =
Ant+1,1 o Qrgrr | Qrgr

Como [ | c;] possui duas colunas iguais entdo

det[@|c;] = 0.
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Desenvolvendo det[¢ | ¢;] por Laplace ao longo da dltima coluna obtemos:

ap; (—1)'Ay 4+ g (DAL =0 (4.4)

Assim, se consideramos a matriz A = | (—1)!A; .- (=1)""'A.;; | de ordem 1 x (r + 1)
segue que a sequéncia

0 R %R 21 (0) =0 (4.5)

satisfaz:

(i) A é sobrejetora pois suas entradas geram I..(@).

(ii) Por (4.4), Im(¢p) C ker A.

Teorema 4.2.5 (Teorema de Hilbert-Burch). Seja R um anel Cohen-Macaulay e @ uma matriz de

ordem (v + 1) X v com entradas em R. Se htI.(¢@) > 2 entdo ker @ = 0 e Im(¢@) = ker A.
Prova. Ver [1, Theorem 1.4.17]. O

Exemplo 4.2.6. Sejam k um corpo e R o anel de polindmios k[x, y, z]. Consideremos mais uma
vez o ideal I = (xy,xz,yz). Observe que os geradores de I sdo os 2-menores ordenados e com

sinal da matriz

0 z
¢® = -y 0 ’
—X —X

ou seja, [ = I(¢@). Além disso, htI = 2. Assim, de acordo com o Teorema de Hilbert-Burch a
sequéncia

0-R SR SI1—=0

¢ exata. Agora, levando em consideracao os graus essa sequéncia exata produz a seguinte resolucao
livre graduada e minima:
0— R(—3)* %5 R(—2)P > 1I—0.

4.3 Série de Hilbert versus resolucoes livres graduadas

Iniciamos essa secdo com o seguinte exemplo:

Exemplo 4.3.1. Seja k um corpo e R = k[x,...,x,]. Pelo que vimos no Exemplo 3.2.2,

Pe(n) = (n+r—1>’

r—1
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¢ um polindmio de grau v — 1. Além disso, como sabemos da teoria de série de poténcias, a série

de Hilbert |
n+r— "
HR(t):Z( . )t

n=0

tem como funcao geradora [T Assim, podemos escrever

1
(1—

No préximo resultado veremos que para todo médulo graduado e finitamente gerado M sobre
um anel homogéneo R é sempre possivel representar sua série de Hilbert em termos de uma fun¢do

geradora que é uma fungao racional.

Teorema 4.3.2. Seja M um R-mddulo graduado finitamente gerado. Considere

0= PR = = PR M =0
j

uma resolucdo livre graduada de M.. Entdo
Hm(t) = Sm(t)Hg (),

onde Sy (t) = Zi’j (—1)'Bi;V. Em particular, se R = k[xi,...,xn] é um anel de polindmios com

coeficientes sobre um corpo K entdo

Sm(t)

il =g

Prova. Para cada inteiro positivo d, a resolucao livre graduada
0= PR = > PRI > M =0
j

induz a seguinte exata de k-espagos vetoriais

0 [@R(—j)ﬁvi] PR [@R(—j)ﬁw]d 5 Mg — 0.
j

d
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Assim, pela Proposicao 3.2.3,

P
he(M,d) = > (—=1)'he(EPR(=5)P7,d)

i=1 j

= > (-1)'Bihe(R.d—j). (4.6)

1
Logo,

Hm(t) = ) hp(M,d)t?

d>0

= ) ) (-1)'Bishr(Rod—j)t?

d>0 i,j

= ) hg(Rd—jit

d>0

- Z(_l)iﬁtitj Z hg(R,d —j)td

ij a=o0
= Sm(t)Hg(t). 4.7)
A parte suplementar do teorema é consequéncia do que foi observado no Exemplo 4.3.1 O

Exemplo 4.3.3. Sejam R = k[x, y, z] com k sendo um corpo e I = (xy,xz,yz) C R.

B0,0 =1, [31,2 =3 e 62’3 =2.

Assim,
Sg1(t) =1 —3t% +2t°
) 1 -3t +2t°
Hg/1(t) = ot
Exemplo 4.3.4. Sejam k um corpo, R o anel de polindmios k[x,...,x,] € f,..., f, polindmios

homogéneos de mesmo grau d formando uma sequéncia regular sobre R. Seja I o ideal gerado por

fi,...,fm. De acordo com o Exemplo 4.2.3, a resolugdo livre graduada de R/1 é
0 R(—md) — --- - R(—=id)(?) & ... S R(—2d)(Z) 5 R(—d)™ = R = R/T — 0.

Assim,
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Portanto, d
(1—t9)m
H t) = —F—.
wlt) = g
Sejam R = k[xy, ..., X,] um anel de polindmios sobre um corpo k e I um ideal homogéneo de
R. Dizemos que R/I tem uma resolugdo pura de tipo (d, ..., d,) se sua resolugdo livre graduada

e minimal tem a forma:

0 — R(—dp)P» - -+ > R(—d))P = R— R/I = 0.

Observe que, como a resolugdo € minimal devemos ter necessariamente d; < - -+ < dp,. O proximo

teorema € uma aplicacdo do Teorema 4.3.2 para as resolugdes puras.

Teorema 4.3.5. Suponha que R/1 é Cohen-Macaulay e tem resolugdo pura de tipo (di, ..., dp).

Entdo

Bi = (=1
Prova. O Teoremas 3.2.7 e 4.3.2 nos dao a seguinte igualdade

Sgsi(t)  Qryi(t)

(1=t~ (1-t¢

Logo,
Sgyr(t) = (1 —t)"4Qgy1(t).

Como R/I é Cohen-Macaulay entdo, pelo Teorema 4.1.3, n — d = p. Assim,
Sry1(t) = (1 —t)PQr/1(t). (4.8)
Desse modo, de (4.8) segue que
Spp()=0, j=1-,p—1 (4.9)
onde Sg /)1 (t) significa a j-ésima derivada de Sg,1(t). Por outro lado, pelo Teorema 4.3.2 temos

Spy(t) =1—Bit4 + - 4 (—1)P Bt (4.10)

De (4.9) e (4.10) obtemos o seguinte sistema:
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—B1 + B2 + + (—=1)PByp = -1
_dlﬁl + d2[32 + -+ (_l)pdpﬁp = 0
+ (_l)pdp(dp_l)f’p =

—di(di—1)p1 + da(da—1)B2 +

d !
T (di— P+1 'Bl + (d2— P+1 '62 o F (_l)pmﬁp = 0

Note que somando a segunda equagdo desse sistema a terceira obtemos

—B1 + B2 + -+ (—1)PByp = -1
—di B + d2f32 + -+ (—=D)PdpByp =
—dB 4 d%ﬁz + - 4+ (PAEB, = 0
—1q p+1 @—prP1 T @m p+l @—pgmiP2 + -+ (_1)p(dp p+l iBp = 0

Observe que o i-€simo coeficiente da j-€sima equagdo € expressao polinomial em d;, com co-
eficiente lider 1 e de grau j — 1. Assim, indutivamente, apOs operacdes elementares podemos

reescrever o sistema como

—Br o+ B2+ o+ (PR =
—di B + d232 + + (_1)pdp6p =

—dipr + dB2 + -+ (PR = 0
—d"7'B + By + -+ (—1PAT'B, = 0

Assim, pela regra de Cramer temos

(=1)"Bs otV
onde
dy - diny disy - d, 1 1 1
42 ... g2 42 42 d d o0 d
Vi = '1 i—1 1.+1 .p e V= '1 .2 'p
it ealt diygy oo Ayt it bt o ap!

Observe que essas sao matrizes de Vandermonde. Como € bem conhecido, seus determinantes sao:

detVi= [] & J[ (y—o)

IG<p—1 ISj<r<p—1
j#i jrAl
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e
detV = H (O(j — ).
I<j<r<p—1
Assim,
d:
= -1 i+1 )
Bi=(—1) ]1;[ s

como desejado.

4.4 Numero de postulacao

De acordo com o Teorema 3.2.5, dado um anel homogéneo R e um R-mddulo graduado M, a
funcao de Hilbert de M coincide assintoticamente com o polindmio de Hilbert de M. Assim, uma
pergunta natural € qual o primeiro valor ny onde essa coincidéncia ocorre. Esse valor n, constitui
um invariante do R-médulo graduado M e o chamamos de niimero de postulacdo do R-moédulo
graduado M. Nesse trabalho o indicaremos por p(M). O objetivo dessa se¢ado € estabelecer uma
estimativa para o nimero de postulacdo em termos da resolugdo livre e graduada de M quando R é

um anel de polindmios com coeficientes sobre um corpo.

Proposicao 4.4.1. Suponha que R = k[xy,...,x.], com k sendo um corpo. Se o R-mddulo gradu-

ado M possui resolucdo livre finita
0—Fn 2™ Fp,— - —F 2 F->M=0

com cada Fy = @j R(—ayi;), entdo

U : r—1+d—ay;
h(M,d) = —1)* ).
=3 1Y ()
Prova. Como no Exemplo 3.2.2, sabemos que h(R, d) ( ) Deslocando por a; j, obtemos
h(R(—ay;),n) = ("9 ). Dai, para cada i, h(F;, d) =y, (" 1+47945) | Pelo que vimos
acima, temos entao
= r—1+d—ay;
h(M,d) = h(Fi,d) = )t ),
M= ) =3 (1Y (")

como desejavamos. O
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Corolario 4.4.2. Se M possui uma resolugdo livre como na Proposic¢do 4.4.1 entdo h(M, d) =
Pm(d) para cada d > max{a;; — v + 1}. Em particular, p(M) < max{a;; —r + 1}.

Prova. Basta notar que se d + 1 — 1 — a;; > 0, entdo

T—1+d—(li,j
r—1

€ um polindmio binomial de grau r — 1 em d, e assim o resultado segue da Proposicao 4.4.1. O

Exemplo 4.4.3. Seja R = k[x1, X2, X3, X4] com k um corpo. Consideremos o ideal I C R gerado

por todos os menores de ordem 2 da seguinte matriz de ordem 3 x 2 :

X1 X2
¢p = X2 X3

X3 X4

Observe que f = x1x3 — x% € g = X1X4 — XpX3 sdo elementos de I. O elemento f € irredutivel (por
exemplo, aplicando o critério de Eisenstein). Assim, o ideal P = (f) e ideal primo e estd contido
propriamente em [. Com isso concluimos que htI > 2. Assim, pelo Teorema de Hilbert-Burch

segue que uma resolucdo livre e graduada do ideal I é da forma:
0 R(=3)2 % R(—2)® 251 0.

Podemos aumentar essa resolugdo livre graduada de I para uma resolucio livre e graduada de R/I

da seguinte maneira
0 — R(—3)% % R(—2)® 23 R 5 R/T — 0,

onde 7t € a projecao candnica de R sobre R/I. De posse dessa resolugao livre e graduada de R/I e

da Proposicao 4.4.1 obtemos

hR/Ld) — (—1)0(‘”;_0) P .3<d+§_2> +(—1)2-2(d+§_3)

d+3 d+1 d
- (7)) ()
@@+ A dd-1) | dd-1)d-2)

3! 3! 3!
= 3d+1.

Além disso, o Corolério 4.4.2 nos diz que para d > 0, temos a concordancia entre a funcdo de



Hilbert e seu polindmio

h(R/I,d) = Pg/1(d) = 3d + 1.

50



51

Bibliografia

[1] W. Bruns and J. Herzog, Cohen-Macaulay Rings, Cambridge Studies in Advanced Mathema-
tics, 60, Cambridge Unniversity Press, 1993.

[2] W. Bruns and U. Vetter, Determinantal Rings, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 1327
Springer-Verlag, 1988.

[3] D. Eisenbud, Commutative Algebra With A View Toward Algebraic Geometry. Graduate Texts
in Mathematics, 150, New York, Springer-Verlag, 1995.

[4] D. Eisenbud, The geometry of syzygies: A second course in commutative algebra and al-
gebraic geometry, vol. 229 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York,
2005.

[5] J. Herzog and T. Hibi, Monomial Ideals, Grad. Texts in Math. 260, Springer, London, 2010.

[6] C. Huneke and 1. Swanson, Integral Closure of Ideals, Rings, and Modules, LLondon Math.
Society, Lecture Notes Series 336, Cambridge University Press (2006).

[7] S. Lang, Algebra. Graduate Texts in Mathematics, 211 (Revised third ed.), New York,
Springer-Verlag, 2002.

[8] H. Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge University Press, 1986.

[9] A. Simis, Commutative Algebra, De Gruyter Textbook, 2020.



