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Resumo

Nessa dissertagao, temos como propdésito estudar a forma normal de Gus-
tavson de um sistema Hamiltoniano nos casos degenerado e nao degenerado e
aplicar os casos em que funcao Hamiltoniana possui um grau de liberdade e inicia
com termos de terceira ou quarta ordem no estudo da estabilidade de solugoes
de equilibrio. Para atingir nosso objetivo, incluimos um capitulo de prelimina-
res onde fornecemos a teoria basica dos sistemas Hamiltonianos, transformagcoes
simpléticas e funcoes geradoras, além de alguns conceitos basicos da teoria quali-
tativa das equacoes diferenciais ordinarias. Abordamos a teoria classica da forma
normal de Gustavson e de Birkhoff nos casos nao degenerados em que a matriz
do sistema linearizado ¢é diagonalizavel e os autovalores imaginarios puros, além
disso fornecemos alguns resultados recentes nos casos de sistemas com um grau
de liberdade em que a funcao Hamiltoniana é representada como uma série de
poténcias iniciando com termos cubicos ou de quarta ordem. Em ambos os ca-
sos, a técnica principal consiste em obter uma transformacao simplética dada por
uma fungao geradora a fim de simplificar a estrutura dos termos de maior ordem
da funcao Hamiltoniana. No final, usaremos as formas normais para obter algu-
mas condigoes para a estabilidade de solucoes de equilibrio no caso de sistemas

degenerados com um grau de liberdade.

Palavras Chaves: Sistema Hamiltoniano; Estabilidade; Forma Normal de

Gustavson, Forma Normal de Birkhoftf.



Abstract

In this dissertation, we aim to study the Gustavson normal form of a Hamil-
tonian system in the degenerate and non-degenerate cases and apply the cases in
which a Hamiltonian function has one degree of freedom and starts with third or
fourth order terms in the study of the stability of solutions of balance. To achieve
our goal, we include a preliminary chapter where we provide the basic theory of
Hamiltonian systems, transformations symplectics and generating functions, in
addition to some basic concepts of the qualitative theory of ordinary differential
equations. We approach the classical theory of the form Gustavson and Birkhoff
normal in the non-degenerate cases where the matrix of the linearized system is
diagonalizable and the pure imaginary eigenvalues, in addition In addition, we
provide some recent results in the case of systems with a degree of of freedom in
which the Hamiltonian function is represented as a series of powers starting with
cubic or fourth-order terms. In both cases, the main technique is to obtain a
symplectic transformation given by a generating function in order to simplify the
structure of higher-order terms of the Hamiltonian function. In the end, we will
use the normal forms to obtain some conditions for the stability of equilibrium

solutions in the case of systems degenerates with one degree of freedom.

Keywords: Hamiltonian System; Stability; Normal form of Gustavson, Birkhoff
Normal Form.



Introducao

O principal objetivo desta dissertacao é desenvolver a teria da Forma Nor-
mal de Gustavson, inclusive abordando os casos degenerados em que a parte
quadratica é nula e a expansao da funcao Hamiltoniana em série de Taylor inicia
com termos de terceira ou quarta ordem, além disso fornecer aplicacoes desses

casos no estudo da estabilidade de solugoes de equilibrio.

Por meio de uma transformagcao simplética, dada por uma funcao geradora,
pretendemos simplificar um sistema Hamiltoniano de modo que nas novas co-
ordenadas ele assume uma forma particular e em geral mais simples, denomi-
nada Forma Normal de Gustavson. Usamos essas formas normais para fornecer
condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade de uma solugao de equilibrio
no caso de sistemas com um grau de liberdade.

Nosso trabalho foi dividido em quatro capitulos. O primeiro é dedicado as
preliminares fundamentais para a compreensao deste trabalho. Nele apresentamos
alguns conceitos bésicos sobre a teoria de sistemas Hamiltonianos tais como:
sistemas Hamiltonianos lineares, transformacao simpléticas, fungoes geradoras,
além de apresentarmos o conceito de estabilidade de uma solucao de equilibrio
e alguns Teorema importantes como o Critério da Estabilidade de Lyapunov, o
Critério da Instabilidade de Chetaev e o Teorema de Markeev-Sokolskii-Cabral-
Meyer.

No capitulo dois, fornecemos um algoritmo para a normalizacao de sistemas
Hamiltonianos no caso nao degenerados em os autovalores sao imaginarios pu-

ros e a solucao de equilibrio nula ¢ linearmente estéavel. Inicialmente mostramos
5



6 INTRODUCAO

como obter, através de uma mudanca de coordenadas simplética, a forma normal
de Birkhoff da parte quadratica do Hamiltoniano sob a hipotese de que os au-
tovalores da matriz associada sao todos distintos e puramente imaginarios. Em
seguida exemplificamos como o processo funciona para os termos de ordem maior
e baseado no livro [27] apresentamos um teorema para obtengao da forma normal

de Gustavson no caso em que o termo de segunda ordem é sempre nao nulo.

Com base nos artigos [I8] e [28], o capitulo trés é dedicado ao estudo das
formas normais de Gustavson para sistemas Hamiltonianos degenerados com um
grau de liberdade em que a parte quadratica é nula. Primeiramente, baseados no
artigo [19] mostramos que se a fun¢ao Hamiltoniana é um polinémio homogéneo
de grau trés ou quatro em duas variaveis entao é possivel simplificd-la por meio
de uma mudanca linear de coordenadas simplética. Em seguida apresentamos
um algoritmo para obtencao da forma normal de Gustavson para sistemas dege-
nerados, separando a analise em dois casos: quando a funcao Hamiltoniana inicia

com termos de terceira ordem e quando inicia com termos de quarta ordem.

Por fim, no quarto capitulo apresentamos algumas aplicagoes dos resultados
obtidos acerca da forma normal no estudo da estabilidade da solugoes de equilibrio
de um sistemas Hamiltonianos degenerados. Apresentaremos os resultados obti-
dos em [17] (para o caso em que o Hamiltoniano inicia com termos de terceira
ordem) e [28] (caso em que o Hamiltoniano inicia com termos de quarta ordem).
Mais especificamente, obteremos algumas condi¢oes necessarias e suficientes para
a estabilidade do ponto de equilibrio a partir dos coeficientes da funcao Hamil-
toniana. Para garantir os resultados sao utilizados o Critério da Instabilidade de

Chetaev e o Teorema de Markeev-Sokolskii-Cabral-Meyer.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fornecemos alguns conceitos e resultados importantes para um bom
entendimento dos capitulos sequintes, com base em [8], [26] e [Z7]. Abordamos
a teoria bdsica de sistemas Hamiltonianos, abordando os principais conceitos,
sistemas Hamiltonianos lineares, transformacoes simpléticas e funcoes gerado-
ras. Também apresentamos alguns conceitos e resultados da teoria qualitativa
de equagoes diferenciais e um pouco da teoria da estabilidade de solugoes de

equilibrio.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Um Sistema Hamiltoniano em R?" é um sistema com 2n equacoes diferenciais

ordindrias da forma

0OH 0H
i= %, P=— (1.1)
onde H = H(q,p,t), chamada de Hamiltoniano, é uma funcdo diferencidvel
definida em um aberto ¢ = R"™ x R" x R, as varidaveis p = (p1, - ,pn) €
q = (q1,+* ,qn) s@o chamadas de posicdo e momento, respectivamente e o in-

teiro positivo n é dito grau de liberdade do sistema.

O conjunto onde as variaveis posicao estao definidas é chamado de espaco das
configuragoes, ja o espaco que descreve a posi¢ao versos momento é chamado de

espago de fase. Fazendo
10



o sistema ([1.1)) torna-se

OH\"
2=JVH(z,t) ou 2=.J (0_) . (1.2)
z
Observe que J~t = JT = —J, isto é, J é anti-simétrica, ortogonal e det J = 1.

Pelo teorema de existéncia e unicidade, um dos resultados basicos da teoria
de equagoes diferenciais ordindrias, para cada (o, zp) em €, existe uma tunica
solucdo z = p(t,t, 29) de (|1.2) definida em ¢ numa vizinhanga de ¢, que satisfaz

a condigao inicial ¢(to, to, z0) = 2o-

Quando a fun¢ao H nao depende explicitamente de ¢ o sistema (|1.1)) é chamado

autonomo e, em caso contrario, nao auténomo. Dai, a equacao (|1.2)) satisfaz

Sp(t - tO; 07 Zo) - 90<t) t07 ZO)'

E usual descartar a dependéncia de ty, uma vez que ¢(t, 2p) é uma solugao de

[T2) tal que (0, 20) = 2.

Vamos estudar o conceito de um operador chamado colchete de Poisson. Con-

sidere F,G e H fungoes diferencidveis no aberto & = R" x R" x R.

Definigao 1.1.1. O Colchete de Poisson de F' e G é definido por

OF" 9G  9F" oG
0Q 9P~ 9P 9Q

{F,G}=VF'JVG = (1.3)

De modo claro, {-,-} é uma forma bilinear, anti-simétrica e satisfaz a identi-

dade de Jacobi:

{F.{G,H}} +{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0. (1.4)

Se 4(to, z0) representa uma solugao de (|1.1)) com a condigao inicial (g, z9) e
incluindo a notacao F(t) = F(t, ¢(to, z0)) entao
d OF
EF(t) = E(ta wi(to, 20)) + {F, H} (1, pi(to, 20))- (1.5)

11



Uma vez que o colchete de Poisson é anti-simétrico, ao longo das solugoes do
sistema Hamiltoniano (|1.1}) vale que
dH OH
dt ot
Por isso, quando o sistema Hamiltoniano for autonomo a fungao H é constante
ao longo de suas solugoes, funcoes desta forma sao chamadas de Integrais Pri-

meiras do sistema (|1.2)).

Teorema 1.1.2. Sejam F,G e H como enunciadas acima e independente de t.

Entao,
1. H € uma integral primeira de (|1.1)).

2. F € uma integral primeira de (L.1) se, e somente se, {F,H} = 0.

3. Se F' e G sdo integrais primeira de (L.1)) entao {F,G} também é.
Demonstragao:

1. Como (g, p) é solugao do sistema hamiltoniano autonénomo, entao:
d OH OH
a4y _OH. OH.
o H(4,p) a1t 5P
_ OHOH N 8H<_8H)
~ Oq Op Op ~ 0Oq
_OHOH OHOH

~ dq Ip g Op
=0, Vt=>0
Logo,
OH
- — t>0,
5; (&P) =0,7t >0

assim (¢q,p) = C, para todo t > 0. Ou seja, H é uma integral primeira

do sistema, quer dizer constante ao longo das solugoes.

2. Observe que, se F' integral primeira do sistema, entao

Ozﬂ(q p) :a—FdJra—Fp

dt " dq op
OFOH OF0H
“d¢ dp  9p Oq

(o) ) f”—H]
dq’ Op —I, 0 %—IZ
=V"F(q,p)JVH(q,p)
={F,G}a.p).

12




A reciproca é anéloga.

3. Sejam F,G integrais primeiras do sistema. Pelo item 2, temos {F, H} =
{G,H} = 0. Com base na identidade de Jacobi,

{F7{G7H}}+{G7{H7F}}+{Hv{FaG}} =0,
entao {H,{F,G}} = 0, equivaletemente {{F,G}, H} = 0.

Portanto, pelo item 2, {F, G} é uma integral primeira.

1.1.1 Sistemas Hamiltonianos lineares

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos sao os lineares, que sao sistema
Hamiltonianos que sao lineares. Seja S(t) uma matriz simétrica para cada t e su-
ponha que o Hamiltoniano H seja uma forma quadratica em z, mais precisamente

admita que H seja escrito da seguinte forma:
L 7
H=H(z1t) = 5% S(t)z, (1.6)
entao, obtemos o sistema associado
2=JS(t)z = A(t)z (1.7)

onde A(t) = JS(t). Quando isto ocorre, o sistema Hamiltoniano (1.2)) é dito um
sistema Hamiltoniano Linear.

Defini¢ao 1.1.3. Uma matriz A € Ma,x2,(R) € dita Hamiltoniana se satisfaz
ATJ + JA = 0. Denotaremos por sp(n,R) o conjunto de todas as matrizes

Hamiltonianas de ordem 2n.

E simples verificar que a matriz A(t) do sistema ¢ Hamiltoniana para todo
t. De fato,

JA(t) = J*S(t) = —=S(t) = St)J* = S)"'JJ = —(JS(t))'J = —A@t)"J.

Vejamos alguns resultados que caracterizam matrizes Hamiltonianas.

Teorema 1.1.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

13



1. A ¢ Hamiltoniana;
2. A=JATJ;
3. A =JR, com R simétrica;

4. JA € simétrica.

Demonstragao:

(1. = 2.) Basta notar que J~! = —J. Entao, pela defini¢ao temos que
AT J = J7'A e temos o desejado.

(2. = 3.) Tome R = AT J e observe que

R =J"A=—J(JAT)) = -J*(A")) = ATJ = R.

(3. = 4.) Suponha A = JR, com R simétrica. Entao, JA = J°R = —R.

Logo, JA é simétrica.

(4. = 1.) JA é simétrica = JA = (JA)T = ATJT = —ATJ. Assim, ATJ +
JA = 0 e pela definicao 1.1.3. A é Hamiltoniana. |

Além disso, se A e B sao matrizes Hamiltonianas, entao AT, A (o € R), A+
B e [A, B] = AB — BA sao matrizes Hamiltonianas.

Ainda neste capitulo vamos estudar o conceito de estabilidade linear no sentido
Lyapunov, ao mesmo tempo, fazer associagoes com o sinal da parte real dos
autovalores do polindmio caracteristico da matriz associada ao sistema linear.
O préximo resultado é fundamental para o estudo de sistemas Hamiltonianos

lineares.

Teorema 1.1.5. Seja A Hamiltoniana. Se X € autovalor da matriz A, entao —\
também vai ser autovalor desta matriz. Isto é, o polindmio caracteristico Pa(\)

€ par.

Demonstragao: Vejamos,

Pa(N) =

(o}

et(A — )\I) det(JS — M) = det(JS — A\I)T

et(STJY — A1) = det(=SJ — AI) = det(J*SJ — AIJ.J)

= det(J(JS + AI)J) = det Jdet(J(JS + X)) det J

= det(JS + AI) = det(A+ \)

(=\) |
14
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Observagao 1.1.6. Vejamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma

matriz 2 X 2 com entradas reais seja Hamiltoniana.

a b

C

0 a+d

s AT+ JA =
—(a+d) 0

A=

Assim, A é Hamiltoniana se, e somente se, o traco de A for nulo.

Exemplo 1.1.7. Se escrevermos uma equagao diferencial de seqgunda ordem como
P+pi+qr=0, ¢qpeR, (1.8)

o sistema associado a esta equacdo € da forma & = y e y = —py — qx, OU

o1 L)

Pelo observacao|1.1.0, o sistema € Hamiltoniano linear se, e somente se, p = 0.

simplesmente

O mesmo ocorre quando p = p(t) e ¢ = q(t).

1.2 Transformacoes simpléticas

O estudo das transformacoes simpléticas é importante na teoria dos sistemas
Hamiltonianos pois, uma mudanca de coordenadas induzida por uma matriz
simplética leva sistemas Hamiltonianos em sistemas Hamiltonianos. Por isso,
nesta secao, vamos fornecer defini¢oes e resultados importantes a seu respeito.
Além disso, na préxima secao vamos ver um método para gerar transformacoes

simpléticas que sera utilizado nos capitulos sobre formas normais.
Definigao 1.2.1. Uma matriz A € Mo, x0,(R) satisfazendo a identidade
ATJA=p], p#0 (1.9)

¢ dita wuma matriz p—simplética. Quando p = 1, dizemos que A € simplética.

Vamos introduzir a notagao Sp(2n,R) para o conjunto das matrizes simpléticas.

Exemplo 1.2.2. Considere a matriz de rotagao de um angulo o € R:

A — A(a) _ [COS@ —S@TLCY] .

sena  cosa
15



Provaremos que A € simplética para todo o € R, ou seja

ATJA =T, com J:[O 1].
-1 0

De fato,
cosa  —seno 0 1 cosa  seno
ATJA =

sena  coso —1 0] |—sena cosa
cosaw —sena| | —sena  cosa

seno  cosw —cosa  —seno
—cosasena + senacosa cos’a + sen’a

—sen’a — cos*a SENMCOSQ — COSASENQ
0 1
f— p— (]'
-1 0

Esse exemplo serd muito utilizado na Se¢do para simplificar os termos de

terceira e quarta ordem de wm Hamiltoniano homogéneo.

Vejamos alguns resultados quando uma matriz satisfaz a definigao [1.2.1

Teorema 1.2.3. Seja A uma matriz p—simplética. Entao,

1. A € invertivel, A™' é p~'—simplética e A™' = —uJ AT A.
2. AT € pu—simplética.

3. Se S € v—simplética, entdo AS € pv—simplética.

Demonstracao: Seja A p—simplética, isto é,
ATJA = pJ = det(ATJA) = pdet J = p = (det A)* = u # 0.

Entao, A é invertivel. Os demais itens seguem diretamente da definicao [1.2.1] B

O teorema acima nos diz que Sp(2n,R) é um grupo e ao mesmo tempo um
subgrupo do conjunto das matrizes nao-singulares n x n com entradas reais, de-
notada por GI(n,R).

Se A(t) é uma matriz nao-singular, de ordem 2n, isto é, invertivel para todo

t, a mudanga de variaveis ¢ = U(t)z transforma o Hamiltoniano (1.7)) em

= (AT'TA— AT A), (1.10)
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onde U(t) = A™'. Vejamos quais condigoes sobre U para que ([1.10) seja um

sistema Hamiltoniano.

Teorema 1.2.4. Se U(t) € uma transformagdao p—simplética, entao (1.10) é um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstracao: Seja U(t) uma transformagao u—simplética, isto é, A(t) é
p~t—simplética. Uma vez que AJAT = p~1J para todo t, segue que AJAT +
AS(A)T = 0. Assim, (AA)TJ + J(A'A) = 0, ou seja, A"'A é uma matriz
Hamiltoniana. Por outro lado, o item 1 do Teoremanos garante que A~1J =

uJ AT, com isso,
AT'TA = A1JSA
= uJATSA
= J(uATSA)

Assim, (AT A)TJ + J(ATITA) = 0. |

O dltimo resultado nos diz que uma das importancias das transformacoes

simpléticas radica no fato de preservar a estrutura Hamiltoniana das equagoes.

Se a matriz A do sistema linear (|1.7)) é constante da teoria de equagoes dife-

renciais ordindrias, temos que a tnica matriz fundamental para o sistema é

At —to)
Z(t tg) = M0 =) Al —to) - 0)
7

j=1

: (1.11)

com isso, vejamos os proximos resultados.

Teorema 1.2.5. Uma matriz fundamental Z(t, to) de um sistema linear Hamilto-
niano € simplética, para todo t,ty € 1. Reciprocamente, se Z(t,ty) € uma fungdao
diferencidvel de matrizes simpléticas, entao Z €é a matriz fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstracao: A demonstragdo pode ser encontrada em [23]. |

Corolario 1.2.6. A matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, a

At

matriz e>* € simplética, para todo t.

Com base na definicao de sistema Hamiltoniano linear, vamos estudar o caso

mais geral de transformagoes simpléticas.
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Definicao 1.2.7. Seja a transformacdo de coordenadas E : Q x I — R*™, com Q
um aberto de R?*". Dizemos que E é uma transformacao simplética se a matriz

derivada D ,(E( z,t)) € simplética. Isto €, E é um difeomorfismo, para todo t, e
(D (E(z,t)TID (E(z,1t)) =J. (1.12)
Usaremos a notagao ¢ = (Q,P) = E(z,t) = E(Q, P,t), com Z((,t) para

inversa de . Uma transformagcao simplética preserva a forma do sistema Hamil-

toniano. Defina a funcao transformada por
H*(¢) = H"(P,Q) = H(Z(¢, 1), 1), (1.13)

sendo % = E(2 x I), entédo

¢ = P+ P
= e+ L (%—f(m))T
= 2+ L (o)
. %—f<z,t>+Ja<§;>T<c,t>
oF

= H* — |z= .
IVH™ (G, 1) + - o=z

Na segunda parcela da expressao acima, usamos essa notagao para representar
a primeira derivada com respeito a t e aplicada em z = Z((,t). Dali, temos o

proximo resultado.

Teorema 1.2.8. A transformagdo de coordenadas simplética ( = E( z), que
idepende de t, transforma o sistema Hamiltoniano com fun¢ao Hamiltoniana

H = H(z) em um novo sistema, cuja fun¢ao Hamiltoniana H* € definida por

H'(¢) = H(E(2)). (1.14)

Quando a equacao (|1.12)) depende de t, sua andlise é feita na hipétese do

conjunto
U, ={CeR™/((,t) €U x I} (1.15)

ser uma bola de R?" para cada t fixo. Nestas condicoes, é possivel mostrar que
existe uma funcao R : % — R tal que
oF
5 (& Dle=acn) = JVER(C, T). (1.16)
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Teorema 1.2.9. Suponha que a transformagao de coordenadas ((,t) = E( z,t) €
simplética e, além disso, o contra-dominio % = E(U x I) satisfaz (L.15), entao
E transforma o sistema Hamiltoniano com a fun¢do Hamiltoniana H = H( z)

num novo sistema Hamiltoniano, cuja funcdo Hamiltoniana € definida por

H*(C,t) + R(C,1). (1.17)

Demonstragao: Vamos demonstrar que a fungao diferencidvel R é o gradiente

de uma funcao diferenciavel.

Como %, é simplesmente conexo, basta mostrar E| que a funcao

(92E

Z2(¢,) (1.18)

é simétrica, ou seja, I' = I'"". Derive ambos os lados de (1.15)

O*ET [ OF O*FE
0t0~ (Z,t):]g(z,t)—l-a(z,t)@(Z,I» =0 (119)
donde
OE~T O*ET 0*FE OE1

2, 0) ] + J— z,t) = 0. (1.20)

9. @15 prE MGl

Substitua z = Z(¢,t) em (1.20) e, além disso, 2= 1( Z(¢,t),t) = %—?(C,t).

Assim, encontramos que —I' + I'7' = 0. |

Quando %, nao for uma bola, nao podemos garantir a existéncia de R definida
globalmente como tinica fungao a valores reais sobre todo 2. Mas, em cada ponto
( de % existe uma funcao R como no teorema anterior sobre uma vizinhanca de
¢ tal que o Teorema [1.2.9é valido, isto é, se % nao é uma bola, o teorema acima
so ¢ valido localmente.

Teorema 1.2.10. Seja A uma matriz simplética. Se X € autovalor de A, entao

A~ também é.

1Se F: ¢ — RF, onde € é simplesmente conexo, entdo F = Vf se, e somente se, (g%)
J 7 J
é simétrica.
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Demonstracao: Seja A simplética, AT = —JA"!'J e det A = £1. Notemos que

Pi(\) = det(A— )
= det(AT — \I)
= det(=JA T+ \JJ)

= det(—A"1+ \I)

= det(A\(A AT =)

= Adet(A™) det(A — A7)
= £ATPL(A7Y).

Donde temos o desejado. |

Sabemos, de Algebra Linear, que o determinante de uma matriz é o produto
de seus autovalores, dai o determinante de uma matriz simplética ¢é igual a 1. Por
consequéncia, uma transformacao simplética preserva volume. A seguir, faremos
alguns exemplos, os quais nos ajudarao a entender algumas demonstragoes de

teoremas mais a diante.

Exemplo 1.2.11. Considere z = (¢,p) = (q1,*** ,Gn, P1," "+ ,Pn) € R*™ e faga a

mudanca de coordenadas a qual nao depende de t

E:(q,p) — (Q,P) (1.21)
definida por
Q=aq e P=pp, (1.22)
onde « e 3 sao constantes nao nulas. Assim,
E 1
P (1.23)
0z 0 pI

com [ a matriz identidade de ordem n. Desta forma,
ATJA = apJ, (1.24)
donde segue que transformacao de coordenadas E é af—simplética.

Exemplo 1.2.12. Considere a mudanca de coordenadas polares no plano dada
por
®:R* x (0,2m) = R*\{(z,y) €R* |z >0 ey =0}

Usando a notagao z = (r,6) e £ = (z,y) € R? e definindo

O(r,0) = (rcosf, rsinb).
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E claro que ® ¢ um difeomorfismo e satisfaz
[D.®(2)]"J[D,®(2)] = rJ,

0

onde J = [ ] . Portanto, a transformacao ® nao é simplética.

No entanto uma pequena alteragao permite-nos conseguir uma transformagao
simplética a partir das coordenadas polares no plano. De fato, considere a trans-
formacao

U(z) = (vV2rcos b, v/2rsinf).

Verifica-se neste caso que
[qu)(z)]TJ[DZCI)(Z)] =J

e portanto ® neste caso € simplética.

1.3 Funcoes Geradoras

Nesta secao forneceremos um método para gerar transformacoes simpléticas a
partir de certas func¢oes denominadas fungoes geradoras. Abordaremos inicial-

mente o caso planar, e em seguida o caso geral, baseado em [27].

1.3.1 Um grau de liberdade

Neste momento, a fim de deixar mais clara as ideias, abordaremos o caso planar, e

na proxima secao extenderemos os resultados ao caso de 2n variaveis para n > 1.

Teorema 1.3.1. As sequintes relacoes implicitas definem mudangas de varidveis

simpléticas (q,p) — (Q, P) numa vizinhanca da origem em R2.

051 0S5, 025, .
_ D, p P, p Ior g, p
q ap (p,P), Q 5P (p, P) quando 9p0F (p, P) € nao singular,
2
q= %_i?(p, Q), P= aa—éz(p, Q) quando gpggg (p, Q) € nao singular,
0S5 0S5 0253 P
— p—_223
P 94 (¢,Q), 20 (¢,Q) quando aan(q, Q) € nao singular,
_ 05, 054 025,

p 4 (¢,P), @Q (¢, P) quando (g, P) € nao singular.

~ P dqoOP
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As fungoes S1, 5,55 € Sy sao denominadas fungoes geradoras ou fungoes gera-
trizes.
Demonstragao: Definindo a 2-forma diferencial:
w = dq A dp,
considere a mudanca de coordenadas

E:(q,p) = (Q,P),
a qual é simplética se, e somente se,
dg N\dp =dQ N dP.

Defina as formas: w; = qdp — QdP , wy = qdp + QdP , w3 = pdqg — PdQ) e
wyq = pdq + QdP.

Notemos que,
wy =wy +d(QP), wy = ws +d(QP).

A mudanca E sera simplética se, e somente se, wq,ws,ws € wy forem fechadas,
isto é,
dw, = dwy = dws = dws = 0.

Numa vizinhanca simplesmente conexa da origem, pelo lema de Poincaré, pode-

mos garantir a existéncia de fungoes
Si(p, P),  S:(p, Q). S3(¢,Q) e Silq, P)
tais que
w1 =dSi, we=4dS;, w3=dS; e wy=dS,

dessa forma, F sera simplética se, e sO se, existem funcoes S, So, S3 e Sy que

verificam as condigoes acima.

Vamos considerar o caso de S; = Si(p, P), visto que os demais casos sao

analogos. Sabemos que

dSl = W1
entao
095 05, B
wy = a—p(n P)dp + a—P(p, P)dP = qdp — QdP,
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pela unicidade

95, 95,
go1 _ _91 o 1.2
o~ © o Q (1.25)
Sendo
TS () )
apop P

nao singular, pelo Teorema da Funcao Implicita, numa vizinhanca da origem,
as relagoes (|1.25)) definem uma mudanga de varidveis (¢,p) — (@, P), a qual é
simplética. |

1.3.2 Numero de graus de liberdade arbitrario

Vamos discutir agora fungoes geradoras para n > 1, considerando z = (¢, p) com
q,p € R™ O objetivo nesta secao ¢ estender o Teorema [1.3.1] a sistema com

nimero de graus de liberdade arbitrario.

A forma simplética padrao é dada por
n
Q:=dgNdp= qui/\dpi
i=1

e vamos aplicar uma mudanca de coordenadas

(¢,p) = (Q, P).

Desse modo, assim como no caso n = 1, tal mudanca de coordenadas ¢é simplética
se, e somente se

dgNdp=dQ NdP

sendo equivalente a 1-forma diferencial
wy = qdp — QdP

ser fechada, isto é dw; = 0.

Observe também que w; = 0 é fechada se, e somente se

wy ==wy + d(QP)
=w; + QdP + PdQ
=qdp — QdP + QdP + Pdq
=qdp + PdQ
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é uma 1-forma fechada. Seguindo de maneira analoga, temos que tal mudanca de

coordenadas (¢, p) — (Q, P) é simplética se cada uma das seguintes formas

w1 = qdp — QdP
we = qdp + QdP
wz = qdp — QdP
wy = qdp + QdP

sao fechadas. Desse modo, devemos ter pelo lema de Poincaré, que deve existir

fun(;()es Sl = Sl(p7 P)7 52 = S2(p7 Q)? S3 = S3(q7 Q) € S4 = S4<Q7 P) que
satisfazem

dSl = W, dSQ = W2

dS; = w3, dS; = wy.

Tais informacoes acima sao suficientes para construir novas coordenadas simpléticas.

De fato, para exemplificar, suponhamos que exista uma funcao S; = S;(p, P) tal

que
dS, = wy; = qdp — QdP. (1.26)
Porém, como
0S5, 0S5,
dS1 = —dp + ——=dP, 1.2
Si o +9p (1.27)
igualando as expressoes e [.27] obtemos
651 8Sl
—(p, P) = ——(p, P)=Q. 1.28
ap(p,) q e ap(p,) Q (1.28)

Logo, por toda a construgao que fizemos, se define uma mudanca de coor-
denadas, entao esta é de fato simplética. Assumimos que o Hessiano de S; é nao
singular, isto é

det[D?S)(p, P)|an # 0

para todo (p, P) numa vizinhanga da origem. Segue do Teorema da Funcao

Implicita que podemos escrever P como funcao ¢ e p, também p como funcao de
qe P.

Vamos também supor que exista uma fungao S = Sa(p, Q) tal que

dSy = wy = qdp + PdQ (1.29)
como 59 59
d 2d 224 1.
Sy = D+ 90 Q (1.30)
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igualando as expressoes e |1.30}, obtemos

08 05
a—;(p,ce):q e a—é(p,@zP (1.31)

Novamente, se nos define uma mudanca de coordenadas de (g, p) para (@, P),

entao por construcao, esta é simplética. De novo, supondo

det[D*S(p, Q))an # 0,

pelo teorema da funcao implicita, podemos escrever () em funcao de p e (), ainda

p em funcao de ) e P.

Seguindo de maneira andloga para as fungoes S3 = S3(q, @) e Sy = Syi(q, P)
obtemos o seguinte teorema, o qual é uma generalizacao do Teorema [1.3.1| para

sistemas com n graus de liberdade com n arbitrario.

Teorema 1.3.2. As sequintes relagoes implicitas definem mudancgas de varidveis

simpléticas (q,p) — (Q, P) numa vizinhanga da origem em R*".

1. q= 88_%(]9’ P); Q = =% (p, P), se det[DS;(p, P)]a, # 0
2. q="22(p,Q); P=2%(p,Q), se det[D*Sy(p, Q)lon # 0
3. P = 88_%((]7 Q), P = _%_%(qv Q); se det[D2S3(Q7 Q)]2n 7& 0

4. p="52¢.P); Q = =53 (¢. P). se det[D?S4(q. P)lan # 0

Assim, as funcoes Si, So, S3 e Sy sao chamadas de fungoes geradoras.

1.4 Definicoes basicas da teoria classicas das Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Vamos revisar alguns conceitos da teoria das equacoes diferenciais ordinarias abs-
tratas, afim de compreender a nocao de estabilidade.

Sejam U C R"™ um aberto de F': U C R® — R" uma funcao de classe C! em

U. Queremos estudar as fungoes x : I C R — U tais que

' = F(x) (1.32)



com z(0) = zg € U. Essas fungoes sao denominadas solugoes de ([1.32)).

Se existe xy € U tal que
F(x0) =0 (1.33)

entao a funcao constante x : R — U ,definida por

satisfaz
assim

Dizemos que zy € U que satisfaz ([1.33]) ¢ dito ser um ponto de equilibrio de (|1.32])

ou uma solucgao de equilibrio.

Sex: I — U étal que
2'(t) = F(z(t)) # 0, Viel
dizemos que x é uma solucao regular de (|1.32]).

Como F ¢ de classe C! em U, sabemos pelo teorema da existéncia e unicidade

de solucao que dado xy € U, existe uma tnica x : I — U tal que

No caso particular em que F': U — R™ é linear, isto ¢é
Flax +y) = aF (z) + F(y)

com « € Rez,y € U, diremos que a equagao ([1.32)) é linear. Da algébra linear,
sabemos que fixada uma base f = {v,...,v,} C R" sabemos que F' pode ser

identificada como uma matriz, isto é, existe A € M,(R) tal que
A=[Flg

tal que
F(z) = Az, VzreR"™
Desse modo, o sistema (|1.32]) pode ser visto da forma
¥ = F(r) = Ax.
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e assim uma solucao satisfaz 2/(t) = Az (1), vVt el

Outro caso particular é dado da seguinte maneira: suponhamos n = 2k; k €
Z ou seja n é par e que existe uma funcao 7 : U C R?* — R a priori infinitamente
diferenciavel, tal que
F(z) = JVH(x)

onde
0 I
= € My, (R
Iy o] +(R)
[§]
OH OH OH OH

Desse modo, o sistema (|1.32)) é da forma
¥ =F(z)=JV(H(x))
assim uma solugao x(t) satisfaz 2/(t) = JVH (z(t)) para todo t.

Nesse caso (1.32) é um sistema Hamiltoniano e 57 : U C R* - R ¢ a
funcao Hamiltoniana associada. Deste modo, os sistemas Hamiltonianos podem
ser vistos como sistemas de Equagoes Diferenciaveis Ordinarias particulares, mas

muito importantes.

Vamos supor agora que z : [ — U é uma solucdo de (|1.32) tal que z(0) =
xg € U. definamos ¢ : I x U — U dada por

(to, z0) = 1 (w0) = x(t)
A aplicacao ¢ é chamada de fluxo da equagao ([1.32)) ou fluxo de F'.

Caso I = R, diremos que o fluxo é completo. Observemos por definicao que o

fluxo deve satisfazer 9
ou seja, o fluxo ¢(t, ) de um campo F' nos dd uma informacao global do com-
portamento de todas as solugdes de ([1.32)). Se xy € U é um ponto de equilibrio

de ([1.32)) entao

o(t,xo) = x(t) = xo

assim
¢(t,$0) = anv{; €eR

ou seja, ro € U é um ponto fixo de ¢.
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O estudo dos pontos de equilibrio de uma equacao diferencial é extrema-
mente importante para nos ajudar a compreender o comportamento global das
solucoes da equacao. Além disso, as informacoes do comportamento das solugoes
numa vizinhanca do equilibrio sao importantes para entender alguns aspectos da
dinamica do sistema. Um problema muito importante, que abordaremos nessa
dissertacao ¢ a natureza da estabilidade das solucoes de equilibrio de um sistema

Hamiltoniano.

1.5 Estabilidade de Solucoes de Equilibrio

Vamos considerar nesta secao uma equacao diferencial ordinaria
' = F(x) (1.34)

onde F' : U C R — R é uma funcao C! num aberto U de R”. Assumimos
também que o fluxo ¢(t,x) de ([1.34]) é definido para todo t € R e x € U, isto é,
¢ ¢é completo.

Definicao 1.5.1. Seja o € U um ponto de equilibrio de F. Diremos que xy €
um equilibrio estdvel de F' se dada qualquer vizinhaga V C R™ de xq, existe uma

outra vi zinhaca W C R"™ de xq, tal que
Hwcuounv

2) ¢(t,x) e U, Vr e W et € R.

Analiticamente, zy é estavel se dado € > 0, existe § > 0, tal que para todo x
satisfazendo |z — x| < § temos que |¢pi(x) — x¢| < € para todo t > 0. Caso x

nao seja estavel, diremos que xg é um equilibrio instavel.

Além disso, diremos que um equilibrio xy é isolado se existe um vizinhanca

W de xq tal que xy é o tnico equilibrio de (1.34) em U NW.

Pontos de equilibrio estaveis estao totalmente associados a sistemas que ten-
dem a conservar energia e esses mudam o comportamento quando é introduzido

uma forca externa, forcando as trajetorias a ”cairem” em direcao ao equilibrio.

Definicao 1.5.2. Seja xog € U um equilibrio de F'. Dizemos que xq € assitotica-
mente estdavel se dada uma vizinhanca V' de xg, existe uma vizinhaga W de x,

tal que
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JwWcunv
2) ¢(t,x)eU,VreW eteR

3) limoo(O(t, ) = 29, x €W

Pela definicao todo equilibrio assitoticamente estavel é estavel.

Se a equacgao diferencial ordindria (1.34) admite uma solugao de equilibrio
xg € U, isto é, F(xp) = 0 em quais condigoes xg ¢é estavel ou instavel? Vamos
expor algumas condigoes suficientes, mas nao necessarias que nos possibilitam

responder essa questao em casos particulares.

1.5.1 Critério de estabilidade de Liapunov

Consideremos uma equacao diferencial ordinaria
v = F(x) (1.35)
onde F': U C R® — R™ é um campo de classe C! sobre o aberto U C R".

Dada uma funcao V' : U C R™ — R diferenciavel para cada xg € U, denotemos

: av
V(xo) 1= dag V(F(2)) = —-li=o((t, 20))
onde ¢ : R x U — U é fluxo de (|1.35)).

Definicao 1.5.3. Seja xg € U um ponto de equilibrio da equacgado , ou seja,
F(zo) = 0. Dizemos que uma fung¢aoV : U CR™ — R € uma fun¢ao de Liapunov

para xo se satisfaz as condigoes:
1) V(zg) =0
2) V(x) =0, para todo x € U \ {zo}
3) V <0, para todo x € U.
Se na condicao 3) vale com

V<0 VYoeU)\{z}

diremos que a funcao de Liapunov é estrita. Com isso em mente podemos anunciar

o famoso critério de Liapunov, como segue.
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Teorema 1.5.4. (Critério de Liapunov): Consideremos a equagdo auténoma

com F : U CR" — R"” diferencidvel e U C R"™ aberto e seja xg € U um equilibrio
de F', isto €,
F(Io) =0

Se existe uma funcdo de Liapunov V : U C R™ — R para z¢ entdao xoy € um
equilibrio estavel. Além disso, se V' € uma fungao de Liapunov estrita para xg,

entao xq € um equilibrio assitoticamente estdvel.

Tomemos como exemplo n = 2 e consideremos o sistema

2 = —x1 + 2x1(z1 + 29)?
L L+ 2z + o) (1.36)

rh = —x3 + 223 (21 + 1)?
notemos que escolhendo

r=(r1,29), U= R?

F:UCR" > R?

(z1,m2) = F(x1,20) = (—x1 + 201 (21 + 22)?, =25 + 225 (21 + 22)°)

Temos que ([1.36]), toma a forma

Observemos que xy = (0,0) é um ponto de equilibrio de F'. De fato,
F(z) = F(0,0) = (0,0) = Ope

Consideremos V : R? — R dada por

2 2
T + x5
2

V(fﬂl, 33'2) =
Vamos mostrar que V' é uma fungao de Liapunov para zy = (0,0). De fato,

1) V(zo) = V(0,0) = 222 =

2) Dado (ZL‘l,ZEQ € R? \ (0;0)7 temos V(xth) = ﬁ;rw% >0
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3) Sejam (w1, 15) € R? e z(t) = (x1(t), 72(t)) a solugdo da equagao (1.36)) com
zo = (21(0),22(0)) = (z1, x3). Desse modo, o fluxo é dado por

¢(t’ (331,232)) = (331,.1132)

dai
V(o(t, (z1,22))) =V (21(1), 22(1))
_(@1(t)* + (22(2))
2
logo,
V(xl,xg) ::%(gb(t, (x1,22))) =0
d ((x1(t))* + (z2(1))?
T dt ( 2 ) =0
_ 2a (8)a (1) + 25(8)75(t) o
5 —

=21(t)2 (t) + 22(t) 25(t)] =0
=z1(t)(—z1(t) + 2(z1 (1) (21 (2)
+x9(1))%) + (2a(t) (=5 (t) + 225(8) (1(t) + 22(t))*)|1=0
= — 2{(t) + 207 (t) (21 (t) + 22(t))* — w5(t)
+ 2a5(8) (21 (t) + 22(1))?[1=0
=(@1(t) + 25(1) (221 (8) + za(1))* = D=0
=(21(0) + 25(0))(2(z1(0) + 25(0))* — 1)
+ (1'1 + x2)(2(x1 + I2) 1)

Considere U = (z1,79) € R? 1 21 + 15 < \/75 Notemos que, U é aberto, (0,0) € U
e além disso, se (x1,23) € U, temos x1 + 29 < ¥2  sendo equivalente a 2(z; +

27
r3)* — 1> 0. Portanto,
V(wy, ) = (af +23) (221 +22)%) = 1) <0

logo, V : U C R? — R? ¢ uma funcao de Liapunov estrita para o equilibrio
(0,0). Contudo, pelo critério de Liapunov, (0,0) é um ponto de equilibrio as-
sintéticamente estével para o sistema ([1.36]).

1.5.2 Critério de instabilidade de Chetaev

Vamos agora ver condi¢oes para garantir a estabilidade de um ponto de equilibrio.

Podemos obter algo semelhante ao critério de Liapunov, mas que diz respeito a
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instabilidade de um ponto? A resposta é sim, e é conhecido como teorema de

Chetaev e sera muito utilizado para garantir varios resultados do Capitulo

Teorema 1.5.5 (Critério de instabilidade de Chetaev). Consideremos a equagdo

onde F' : U C R" — R" é diferencidvel e U C R™ um aberto e seja xy € U um
equilibrio de F. Seja D C U wum dominio (aberto e conexo) tal que xy € OD.
Suponha que existe uma funcio V :C UR™ — R de classe C' tal que

1. V(z) >0, VzxeD
2.V>0, VYexeD

3. V=0emdD > x
entao xqo € um equilibro instdvel.

Para exemplificar, vamos considerar o seguinte sistema

=11+ 22+ 20179 + 12
! P I (1.37)
rh = 2% + 2m129 + 73

Vamos reescrever o sistema acima como X = (x1,25) € R? e definimos F(z) =
F(x1,29) = (21 + (21 + 22)?, (21 + 22)?) com isso, reformulamos o sistema ((1.37)

como sendo

o' = F(x) (1.38)

) = F(0,0) = (02 + (0,0)%, (0 + 0)2) = (0,0) = 0.

_>
Logo, 0 é um ponto de equilibrio para F'.

1. Observemos que F'(

2. Consideremos, U =R?* e D = {(z1,13) ER?*: 0 < || < 71} =
= {(z1,m3) ER: 29 <21 ou — x5 <x1}. Primeiramente, notemos que
(0,0) € 9D. Além disso, D é aberto e conexo, logo, é um dominio. Agora,
definimos V (1, z2) = 7 — x3, vamos provar que V satisfaz as hipdteses do
teorema de Chetaev. De fato, note que se (zr1,22) € D x9 < |12] < 21
entdo 73 < z7 se, e somente se x2 —z3 > 0 sendo equivalente a V (x1, z9) > 0
para (1, x2) € D.

Sejam ¢(t, (z1,x2)) = (z1(t), z2(t)) o fluxo de (1.38]). Dali,

V(§(t, (x1,22)) = V(21(t), 22(t)) = 27 — x5
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Portanto,

(1, 22) = oV (610, (o1, 22)

d 2 2
:W]tzo(xl(t) — 75(t))

=2x1 7} — 2w
:2(.2?1(1’1 + (Z’l + 1'2)2) - .2132((331 + 332)2))
=2(2% + (21 — T9) (21 + 29)?) > 0

Pois (z1,x9) € D, logo x5 < |z3| < x1, obtendo assim

V(zy,22) >0, V(x1,22) €D

3. Notemos que D = {(x1,22) € R? : |z5| = z;}. Desse modo, dado (x1,z3) €
D, temos |z3| = 1. Dai,|z]? = 27 se, e somente se,| s - |12| = 27 se, e 6
se, 22 — x5 = 0 equivalendo a V(x1,22) =0, V(z1,29) € OD.

Portanto, V =0 em 0D.

Concluindo assim que V' ¢é uma funcao de Chetaev em D e, pelo Teorema de

Chetaev, temos que (0,0) é um ponto de equilibrio instével.

1.5.3 O Teorema de Markeev-Sokolskii-Cabral-Meyer

Nesta subsecao, vamos enunciar um teorema que muitas vezes é utilizado para
estudar a estabilidade de sistemas Hamiltonianos com um grau de liberdade. Sua
demonstragao pode ser encontrada no artigo [5]. Para a estabilidade os autores
utilizam o Teorema da Curva Invariante e para demonstrar a instabilidade é
utilizado o Critério da Instabilidade de Chetaev (Teorema [1.5.5)).

Teorema 1.5.6 (Teorema de Markeev-Sokolskii-Cabral-Meyer). Considere uma

funcao Hamiltoniana da forma
K(r,p) = d(ph" + 0(r"7)

comn =7, m = 3. Entao temos as sequintes possibilidades.

1) Se ¢¥(p) # 0 para todo ¢ € R, entdo o equilibrio r = 0 € estdvel no sentido
de Lyapunov.

2) Se 1p tem um zero simples, isto €, existe um ¢ € R, tal que

V(@)=0 e ¥(9)#0
entao o equilibrio r = 0 € instdvel no sentido de Lyapunov
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1.5.4 O Teorema de Bardin-Lanchares’s

Nesta subsecao, vamos expor um teorema, o qual é utilizado para analisar a
estabilidade de sistemas Hamiltonianos periédico com um grau de liberdade no

caso degenerado. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada no artigo

[21.

Teorema 1.5.7 (Teorema de Bardin-Lanchares’s). Considere H uma funcao

Hamiltoniana da forma

H(r, ) = [r*vo(0) + 1T, ()] + O(roF7+2)

com o = % ey =75 sendol > 2 ep>1inteiros. Suponha H dependa periodica-

mente de ¢ et com periodos 2w e T respectivamente. Suponhamos que todas as
raizes reais de vy sao multiplas. Se Hy = r*o(p)+1*T71,(p) tem sinal definido,
entdo a origem r = 0 € um equilibrio estavel para o sistema.
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Capitulo 2

Forma Normal de Gustavson e de

Birkhoff no caso nao degenerado

Neste capitulo, apresentaremos a forma normal de Gustavson no caso nao dege-
nerado em que a parte quadrdtica € nao nula, mais precisamente quando o sistema
linearizado € estdavel e nao nulo. Fazemos um apanhado dos conceitos e resulta-
dos basicos que sao empregadoss no processo de obtencdo da forma normal. Na
auséncia de ressonancias, mostraremos o processo de obten¢do da forma normal

de Birkhoff, que é um caso particular da forma normal de Gustavson.

2.1 A Forma normal de Birkhoff da parte quadratica

2.1.1 Ideia da normalizacao de Sistemas Hamiltonianos

Lineares

Para ter uma boa compreensao da ideia principal da forma normal, vamos consi-

derar inicialmente um sistema Hamiltoniano linear
Z=Az, AeM(2n,R) (2.1)

Neste caso, a matriz A é uma matriz Hamiltoniana, ou seja, uma matriz que

satisfaz

AT T+ AJ =0. (2.2)
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Denotaremos por sp(2n,R) o conjunto de todas as matrizes Hamiltonianas e or-
dem 2n e por Sp(2n, R) o conjunto das matrizes simpléticas. Dada P € Sp(2n,R)
considere a seguinte transformacao linear associada
E: R — R
z: — E(z)= Pz
ou seja, z = Pw para w € R?". Dali, temos que
W= (P'z) = P72

= P 1(Az)

= P Y APuw)

= (P 'AP)w

= Buw,
onde B=P7'AP, com A € sp(n,R) e P € Sp(n,R). Note que B € sp(n, R),
denotando

BTJ+JB = (P'AP)TJ+ J(P'AP)
= PTAT(PHY'J+JP AP

como P é simplética, P~'JP = J, entdo

BTJ+JB = PTAT(P Y J+JP'AP
= PTATPT(PTJP)+ (PTJP)P AP
= PTATJP + PTJAP
= PY(ATJP 4+ JAP)
= PH(ATT+JA)P
= 0.

Desse modo BT J 4+ JB = 0 e portanto B é Hamiltoniana e os sistema linear
w = Bw (2.3)

¢ um sistema Hamiltoniano. A ideia principal do processo de normalizacao neste
caso é encontrar uma matriz P tal que o sistema tenha uma forma mais
simples possivel, podemos dizer uma forma normal. Vamos considerar A, B €
sp(n, R), dizemos que A é equivalente a B se existe P € Sp(n, R) simplética tal
que

B =P 'AP.
Vamos lembrar que X # 0, ~ é uma relacao de equivaléncia se:
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i) a~a,Va € X (reflexiva).
ii) a ~ b entdo b ~ a (simétrica).

iii) a ~ b, b~ ¢ por isso a ~ ¢ (transitiva).

De fato, sejam A, B,C € sp(n, R) sendo que A ~ B se, e somente se, existe
P € Sp(n, R), tal que

B =P AP

i) A~ A basta tomar P = I, assim A = [7*AI, tal que I € Sp(n, R).

ii)A ~ B, entao existe P € Sp(n, R), logo B = P7*AP. Note que, PB = AP, ¢
mais PBP~! = A chamando, Q = P~! temos, A = Q 'BQ tal que Q € Sp(n, R),
ou seja, B ~ A.

iii) Se A ~ B e B ~ C, existe P,Q € Sp(n,R), desse modo B = P7'AP e
C = Q7 'BQ entao

C=Q ' (P'AP)Q
—Q P 1APQ
=(PQ)"A(PQ)

Como P,QQ € Sp(n,R), PQ € Sp(n,R), entdo, A ~ C. Portanto, ~ é de
equivaléncia sp(n, R).

Nessa linguagem, dado um sistema Hamiltoniano linear
z2=Az com A€ sp(n,R).

Dessa forma, mostramos que B ~ A assim w = Bz é Hamiltoniana. Contudo,
nossa meta é encontrar uma matriz B € sp(n, R) tal que B ~ A e B seja o mais

simples possivel.

2.1.2 A forma normal da parte quadratica: Forma normal
de Birkhoff

Veremos agora o processo de obtenc¢ao da forma normal de Birkhoff de uma fungao
Hamiltoniana quadratica. Consideraremos inicialmente um sistema Hamiltoniano

linear com n graus de liberdade
z= Az, (2.4)

onde A = JS com S simétrica e cuja forma quadratica correspondente é H,.
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Teorema 2.1.1. Suponha que os autovalores A1, ..., \, da matriz A sao distin-
tos. Entao, existe uma transformacao linear simplética E : z = (q,p) — w =

(u,v) que leva o Hamiltoniano Hs associado ao sistema no Hamiltoniano

76 dado por:

I (w) = Hs(u,v) = Z AR ULV, (2.5)
k=1
Demonstragao: Como Ay, ..., \, sao distintos, a matriz A é diagonalizavel e,

portanto, existe uma matriz invertivel C' tal que

C'JSC =L, (2.6)
onde
L 0
L= " : (2.7)
0 —Lo
sendo a matriz Ly = diag[Ay, ..., \].
Da igualdade acima e usando os fatos ST = S, JT = —J e J?> = —I chegamos

a PJSP™! = L onde P = (J7'CTJ)™!. Assim, a matriz P também diagona-
liza JS. Como os autovalores de JS sao distintos, os subespacos préprios sao

unidimensionais, de modo que existe uma matriz diagonal,

B, 0
B—( 0 —B2>’ (28)

tal que C = PB. Como JB = CTJC ¢ anti-simétrica, B; = B,. Considere a

matriz diagonal
Bt 0
= 2.9
Q < ' ]) (29

e seja £ = CQ. Entao E também diagonaliza JS, isto é, E71JSE = L. Além

disso, F é simplética, pois
ETJE=Q"TC"JCQ =QJBQ = J. (2.10)

Assim, a transformacao linear z = Fw é simplética e leva o sistema Hamiltoniano
(2.4) no sistema w = E~1JSEw = Lw, que pode ser escrito na forma w = J.#%w,
onde

H(w) = H(u,v) = Z)\kukvk. (2.11)

|
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Suponha que \; = w;i # 0. Fazendo a mudanca simplética linear de coorde-
nadas (u,v) — (@, P) dada por

(2.12)
v = 75 (Q; +1iP)
o Hamiltoniano nas coordenadas @);, P; assume a forma:
1 n
02(Q, P) = 5 D wil@F + F)). (2.13)
j=1

Com isso, temos o seguinte corolario do teorema acima:

Corolario 2.1.2. Suponha que os autovalores da matriz A = JS sao distintos,
imagindrios puros e nao nulos, digamos \; = w;t, j = 1,...,n. Entao, existe
uma matriz simplética E : z — Z que leva o Hamiltoniano Hs associado ao

sistema no Hamiltoniano .

Quando o Hamiltoniano quadratico Hs estd na forma (2.13)), dizemos que Hs
estd na forma normal de Birkhoff.

Mesmo em alguns casos em que os autovalores \; = w;i, 7 = 1,...,n nao
sao distintos, é possivel obter a forma normal (2.13)), basta que wy, ..., w, sejam

linearmente independentes sobre os racionais.

2.2 A ideia geral do processo de normalizacao

Considere um sistema Hamiltoniano da forma
z=JVH(z,1t), (2.14)

onde H ¢é uma fungao analitica na vizinhanga z = 0 e 27-periddica na variavel t.
Suponha que z = 0 seja um equilibrio de (2.14]), de modo que o desenvolvimento

de H em torno da origem comeca com termos quadréaticos
oo
H(Zat> - ZHk(Z7t)7
k=2

onde Hy(z,t) sdo polindmios homogéneos de grau k& € N na varidvel z e 27-
periédica, entdo > a;2%, k € R*™.
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Queremos obter uma mudanca de coordenadas simplética E : z — Z de modo

que o novo Hamiltoniano tem a forma
H(E™(Z),t) =T(Z,t) =Ts(Z1) + T5(Z,1) +
onde I'y(Z,t) é um polindmio homogéneo de grau k e 27-periddica em ¢.

Pretendemos obter uma tranformacao E de forma que I' seja o mais simples
possivel. Por exemplo, consideremos o caso autonomo. Imagine que conseguisse-
mos uma mudanca de coordenadas simplética de forma que o novo hamiltoniano
I'(Z) depende apenas de termos produto Ry = Q) Py. Entao terfamos que o novo

sistema Hamiltoniano

7 = JVI(Z) (2.15)
seria escrito na forma:
or’
Qr = %Qk
B.=—DnP
k OR, k

com k =1,...,n. Note que ao longo das solugoes

R, = (QpPy) = Qkpk + Qi Py

= Qkpk + Qx(

8F

_ 2 o0
8Rka e —

= 0.

—or
8R

Qkpk

Py)

8Rk

Logo, Ry é constante ao longo das solugoes. Como estamos supondo que I'(Z)
depende somente de produtos Ry, segue que I' é constante ao longo das solugoes,

ou seja, nosso sistema é integravel, entao temos que

Qr = aRka — Qi(t) = Qr(0)e?rt,
- or _or
Pk:_a_fﬂkpképk() Pk(O)e 9k

expressando Ry, ..., R, em termos de Z, assim teriamos n integrais primeiras
para o sistema. Portanto, poderiamos ter diversas outras propriedades. O ponto
principal € se existisse tal mudanca de coordenadas simpléticas, teriamos o ha-
miltoniano simplificado de tal forma que conseguiriamos todas as informacoes

necessarias sobre o sistema dinamico, proximo do equilibrio.
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Em geral, tal transformacao simplética E nao existe, no entanto essa trans-
formacao existiria no caso autéonomo, quando a matriz A do sistema linearizado
for diagonalizavel e os autovalores Ay, ..., A, de A forem lineamente independentes
sobre os racionais. Isto foi demonstrado por G.D.Birkhoff [3] na década de vinte
e 0 novo hamiltoniano é chamado a Forma Normal de Birkhoff. Todavia, o pro-
cesso de obtencao deste novo hamiltoniano é formal, resultante da comparagao de
coeficientes para resolver a equacao. Assim, é desanimador tomar conhecimento
que este processo geralmente é divergente, como foi provado por C. L. Siegel, em
1971, de modo que as importantes conclusoes descritas acima nao valem, a nao
ser em casos rarissimos que, mesmo assim, ainda apresentam grande dificuldade
na verificacao da convergeéncia da forma normal. Depois disto, é natural que nao
se tenha grandes motivacoes para o estudo desta forma normal, mas é bom sa-
ber que informagcoes importantes podem ser obtidas utilizando-se a forma normal
somente até certo grau, dependendo do problema estudado. Dessa forma, um
importante resultado devido a V. I. Arnold sobre a estabilidade de equilibrios de
sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade, que em alguns casos, requer

o conhecimento da forma normal de Birkhoff somente até grau quatro.

2.3 Definicoes Basicas e notacoes

Vamos considerar um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade da forma
2= JVH(z1), (2.16)

onde H é uma fungao analitica nas variaveis z = (¢,p) = (q1,- -, GnsP1,-- -, Pn) €

2m-periddica em t, isto é,
H(z,t+2m) = H(z,t)

para todo t. Vamos supor que a origem z = 0 é uma posicao de equlibrio do

sistema ([2.16]), ou seja
VH(0,t) =0

para todo t > 0. Desenvolvendo H em série de Taylor numa vizinhaca da origem,

obtemos:

H(z,t) = Hy(z,t) + H3(z,t) + Hy(z,t) + Hs(z,t) + ...
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onde Hj é um polinomio homogéneo de grau k na variavel z e 2w-peridédica na

variavel t. Queremos uma mudanca de coordenadas

z=(q,p)— Z=(Q,P)

de modo que o novo Hamiltoniano
D(Z,t) =To(Z,t) +T3(Z,t) + ... = Y _Tw(Z.1)
k=2

onde I'y é um polindbmio homogénio de grau k na variavel Z e 2m-periddica em ¢,

seja mais "simples”. Sendo

Q:(Qla"'7Qn) € P:(P17"'7Pn)7

fazendo
l‘lZQl‘i‘iPl,xQ:Q2+Z.P2,...,CU”:Q”+Z.P”

onde i? = —1, e

Observe que

T+ T = (Q1+1P) + (Q1 — iPy) = 201

temos que
T+ 7T Tp+Tp
teq . g,
e também
r1 =T = (Q1+1iP) — (Q1 —iP) = 2iP,
entao
hon_p I TIn _p
21 21

Com isso, obtemos que

Z :(Qla"'7Qn7P17"'7Pn)
[T+ 7Ty Tp +Tp T1+ 21 Ty +Tn
N 2 77 2 7 20 7T 2

_ ((xl, ey ) JQF (77, x_n) (1, ey ) 2—Z (x_l,...,x_n)) .
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Denotando X = (1, ...,x,) obtemos

g X+X X-X
N 2 79

e sendo . o Hamiltoniano obtido a partir de I'(Z, ), por meio da mudanca de

varidveis 2i-simplética Z — (X, X), obtemos

H(X, X t) = 24T(2,1) = r(X+X X_X,t>

2 72
= (X, X, 1) +4(X, X, t)+ ..

Temos trés fungoes Hamiltonianas:
k=2
k=2

H(X, X 1) = A(X, X, 1)
k=2

onde, usando as notagoes multi-indices
k= (k. kn),l=(l1,..., 1) €N,
ou seja, ki, ..., kn, l1, ..., 1, € NU{0} sendo

Pkt = Py by s VR = Vhroknddn € KL= Gky,okndyedns

funcoes 2m-periddica e

k _ ki k k_ ki k [ I | k _ k1 k
=zt xy, ¢ =4 q,, p=pipr, QF =07 .0,

P =P P kl=k+..+k, e |l|=UL+..+1.

Dessa maneira, obtemos as seguintes expressoes para as fungoes hamiltonianas
o0
H=H(zt)=H(qpt) =Y Hiqp1t)
j=2

onde

Hi(gpt) = > hult).q"
K+ ll=5

_ k1 kn 11 In
= g Pk okn dyodn @1 -y DT Dy
ki+...+kn+h+...+ln=j
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assim,

k . .
H(q,pt Z Z hkl...kn.ll...zn-qll...qﬁ .pf...pln,

J22 kit Akn it Hn=j

['(Z,t) =T(Q,Pt) = Zr (Q, Pt

sendo
FJ(Q7P>t) - Z ’Ykl(t).Qk.Pl
|| +-11=7
= Z Vet ko by -Q1 L Qi Pl Pl
kitotkn 4. A=)
entao

Q P t Z Z ,Yk1knllanlleZnP1l1P7ll"

J22 kit tkntht+. Hn=j

Da mesma forma

H(X. X t)=) ),
=2
onde
AXX ) = Y gu) XX
|k[+]i|=j
- Z Grooton g dy Tk e
ki4...+kn+lh+.. Hln=j
e assim

H (X, X, 1) Z Z Gr ool - X X P .7?...7[:.

322 ki+..Akn 4. Aln=j

Note que (X, X,t) é imaginério puro de modo que
H = —H ou H =—H,

Logo gy = —qix- Desse modo

Q. P.t) = %,%”(Q +iP.Q—iP,t).
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e assim Z = 0 é uma solucao de equilibrio. Vamos supor que os expoentes
caracteristicos da matriz do sistema linearizado associado a I'y sao 1wy, ..., 1w,
e o sistema ([2.16)) é linearmente estavel, de modo que podemos assumir sem perda

de generalidade que

w1

2

(%]

H, 5

(G +p)+ -+ (g +p}) (2.17)

e que a mundanga de coordenadas z — Z nao altera a parte quadratica, ou seja,

w w
L= QI+ P+ + @+ PY).

Consideramos w = (wy, ..., w,) € seja o Z - mbdulo.

M, ={k = (ki,....k,) € Z" : kyw; + ... + k,w, = 0 mod 1}
={keZ": (wk)eZ}

sendo (w,k) = wiky + ... + wyky, = >, wpk,. Se M, = {0} dizemos que
um sistema que possui parte quadratica como em ([2.17) nao possui relagoes de
ressonancia. Em caso contrario, dizemos que o sistema possui relagoes de res-

sonancia.

Definigao 2.3.1. Dizemos que o Hamiltoniano I'(Q, P,t) estd na forma nor-
mal de Gustavson se a série de poténcias de (X, X ,t) s6 contém termos da

forma XFX comk —1 € M,,. Em outras palavras,

gra(t) # 0
se, e somente se,
k—1e M,,
ou seja,
k—1¢ M,
se, e somente se,
gu(t) =0

para todo t.

Note que M,, = {0} se e somente se wy,...,w, e 1, sdo linearmente indepen-
dente sobre os racionais, assim o sistema Hamiltoniano cuja parte quadratica tem

a forma (2.17)) nao possui relagoes de ressonancais. Se se e somente se wy, ..., w,, €
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1, s@o linearmente independente sobre os racionais (X, X, t) s6 contém termos

da forma
XEX = (Q+ Q)M + o+ (Q2+ Q).

Nesse caso, dizemos que I'(Q, P, t) estd na forma normal de Birkhoff. Note que a
forma normal de Birkhoff é um caso particular de Gustavson. De fato, a forma
normal de Birkhoff é a forma normal de Gustavson no caso em que o sistema

correspondente nao possui relagoes de ressonancias.
Vejamos agora um exemplo no caso n = 2, onde
Q=(Q1,Q2) e P=(P,P)
e o Hamiltoniano é dado por
s 3
F(Q P) =5 Qi+ P) +5(Q + ) + (@1 + P1)° = (Q: + B’
:FQ(Q7 P) + F4(Q7 P) - FG(Q? P)
onde
T2 2 3 2 2
F2(Q7P) :§(Q1 ‘f'P1)7L 5(@2 —|—P2),
Li(Q. P) =(Qi + 1),
L6(Q, P) =(Q3 + P3)°.
Agora consideremos a transformacao 2i-simplética
(Q1, Q2, P1, Py) — (21, 22,71, T2)
Ty =Q1+1P T =0 —1iP
Ty = Qo +1iPy Ty =0Qy— il

Observe que temos as relagoes

_ x;+x;
$1$1:|$1‘2:(Q%+P12>7 Qj:—]Q ’
—_ T+
vy = foaf? = (Q3+ F), Py =S5

Denotando por 4 o novo Hamiltoniano nas novas coordenadas (z1,x9,Z7, T2)

obtemos
(11, 72,T1,T2) =2i1(Q1, Q2, P1, P»)
=2i(g$1$_1 + g@ﬂc_g + (2177)% — (2972)%)
=TiT 1 T] + 3Ty + ir1T1 — iT5Ts,
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mostrando que I' estd na forma normal de Gustavson. De fato, os valores ca-
racteristicos do sistema linearizado sao {#mi, +3i}, que s@o linearmente indepen-
dentes sobre Q. Da observagao anterior temos que M, = {0} e portanto J# estd
de fato na forma normal de Birkhoff.

Vamos considerar agora o Hamiltoniano I' = I'(Q, P) da forma
D(Q.P)=5(@ + P + QP =Ty + Ty,

Notemos que o valor caracteristico é w = 7 e vamos considerar a mudanga 2i-
simplética
r=Q+iP e T=Q—1iP.

Sabendo que 2T = |z|* = Q* + P? sendo

€T r _
4+ o P:x 'x’
21

Q=

temos que o novo Hamiltoniano ¢ é da forma

(e 7) =2r (12T

)

(22 + 27 + )(:U—a:)
4

=mTxT +

1
—iTaT + Z(x?’ — 2°T + 22°7 — 227 + T — T°)

1, 1 1, 1

=(im)zT + ng + Z:EQf 1T = 4T

1 1 1 1
(m)xm—i-4x 7+ -2’T — a7’ — ~2°7°

4 4 4

:( Z gklxkfl) + ( Z gklxkfl) = 5 + I

k+1=2 k+1=3

sendo

. 1 1
920 = go2 =0, g1 =1, g0 =gn =7 € f12 =g = "7

Observe que

1
921217&0

dai
2-l)r=ndZ

Logo, I' nao esta na forma normal de Gustavson.
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2.4 Obtencao da Forma Normal de Gustavson

Estamos interessados em ”simplificar” um sistema Hamiltoniano periddico do tipo:
2= JVH(z1t)

onde H é analitico nas variaveis z = (¢,p) = (q1, - -, qn, P1, - - - , Pn) € 2m-periddico
em t. Dessa forma, queremos encontrar uma transformacgao de coordenadas

simpléticas da forma,
E:z=(q,p)— 2= (Q,P)

onde o novo Hamiltoniano I'(Q, P,t) esteja na forma normal de Gustavson, ou

seja, quando fazermos a mudanca de variaveis:
(Q,P) = (X,X) = (Q+1iP,Q —iP)

o novo Hamiltoniano

H(X, X t) =) #(X.X 1)
=0

J

com
l

|k|+1|=j
satisfaz a condi¢ao gg # 0 sempre que k — 1 € M,, com M, = {k € Z" : (k,w) €
Z}. Aqui tiwy, ..., +w, sdo os expoentes caracteristicos do sistema linearizado

associado ao sistema original.

Nesta secao mostraremos que, sob certas condicoes sobre a parte quadratica
da funcao Hamiltoniana, sempre existe uma transformacao E tal que ' estar na
forma normal de Gustavson. De fato, mostraremos no Teorema [2.4.1] esse fato,
onde forneceremos uma transformacao simplética dada por uma funcao geradora
do tipo S(q, P).

E:H—T

tal que I' esteja na forma normal de Gustavson.

Teorema 2.4.1. Se numa vizinhanca da origem H € da forma

1 n
H(g,p,t) = (5 > wi(q; +pi)> + Hz + Hy + ...
k=1
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comHj, j=1,2,3,..., sendo 2m- periddico emt, entao existe uma transformagao

simplética
E:(q,p) = (Q,P)

tal que o novo Hamiltoniano I'(Q, P) estd na sua forma normal de Gustavson.

Demonstragao: Mostraremos a existéncia de uma funcao geradora analitica
S(q, P,t), dada por relagoes implicitas

_ 08 Q= oS
P=%¢ “~op
que gera uma transformagao simplética (¢, p) — (Q, P) onde o Hamiltoniano I'

nas novas variaveis estd na forma normal de Gustavson.

Suponha que a expansao de S em série de Taylor numa vizinhanga da origem

é da forma
S(q, P,t) = qP + Ss5(q, P,t) + S4(q, P,t) + ...

onde cada .S; um polindmio homogéneo de grau j em ¢, P e 27 - peridédico em ¢

da forma
Silg, Pty = Y su(t)d" P!
|k 4-[1]=3

sendo sy (t 4+ 2m) = sp(t), para todo k,l € Z™ e para todo t. Desse modo, temos

oS oS 0S

Abrindo os respectivos somatorios, obtemos

<Z 5 {qk+(Pk+8qk +> }) + Hj (q,P+ 7y +.ot)+ .+ 5

a seguinte relacao

k=1

_ (s 9\ p 98y

- (; : {<Qk+aPk+"') +Pk> + T <q+ 5P +. . Pt)+ .. p.
(2.18)

Seja G, a fungao que aplicada a um polinomio nos fornece o termo de grau k,
assim, vamos agora estudar a relagao para termos algumas ordens. Por exemplo,

os termos de ordem trés sao dados por

n

9, 0S; 05,
;kaka—quLHg(q,P,t)JrE _;kakG_&+F3(q’P’t)' (2.19)
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Denotemos por
= 0 0 0
D= P — g —. 2.20
Aplicando D em ([2.19)), obtemos a seguinte relagao:
H3((],P,t) :F3(Q7 P’t) _DS3(Q7 P7t) (221)

Para enxergar um padrao nessa relacao, vamos analisar também os termos de
ordens quatro e cinco, e depois seguiremos de maneira indutiva.

De fato, aplicando G4 em obtemos

~ Wi 85’3 2 85'4 aS 854
;7[(6—%) +2Pk8qk +G4< (q,P+ TR ))+H4(q,P,t)+E
N~ we | (05 05, 05,

_; : (aPk> +2Qkap + G4 (r3 <q+ aP,P,t>>+F4(q,P,t).

Aplicando o operador D, dado em ([2.20)), reordenando

Ta(q, P,t) — DSy(q, P t) =Ha(q, P,t) + i 5 [(%)2 - (%)2

1 2 aqk 8P]c

353 853
+G4 (H3 (q,P—i—a—q t) —Fg (q+8_P’P’t>) ,

em outras palavras,
0S8 0S8 = oS,
Zwkpk_4+02(H3aSS) + Hy + —4 Zwqu—4+02(l“3,53) + Ty

ou entao,

F4 - DS4 — H4 + C(Hg, Fg, Sg, t)

De forma andloga, aplicando G5 em (2.4)), obtemos

Zwk[ gj,f gj,jgjﬂ + Hs(q, Pt)+G5[H3(q’p+88_i3+%_5;)
e G )

Bl o5
o p o) -
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ou entao,

_ 08, 05,
Zwkpk_5 + C1(Hs, Hy, S3,54) + Hs + 8_155

= Zwkpk_ + Cy(I'3, Ty, S5, 54) + I's

Aplicando o operador D em (2.22)), obtemos

F5(Q>P7t) _DSE)(Q:Pat)

B u 053085y 085308,

0S; S 0S; S
+Gs (Hs (¢ P+ =+ t) +Hi(q P+ >+
Jdq 8(] dq 8(]

053 08, 853 085,
+G5(F3(q+8_P+aPPt)_F4( 8P+8P P,t))

sendo também,

— DS5 = Hs + C(Hs, Hy,T'3, 'y, S3, 54, ).
De maneira geral, dado m > 5, obtemos

: 9S,
Zkak— + Cy(Hs, Hiy ooy Hn1, 3, 81, oy Smt) o+ Hip + 2

= Zkaka—Pk + Co(I3, Ty, oo, 1, 5,84, ooy Spuc1) + Hyy + 1y

Aplicando D (ver (2.20))), temos

Fm—DSm - m+O(H3,...,Hmfl,rg,...,mel,Sg,...,Smfl,t). (223)

Ou seja, tais relagoes nos diz que conhecendo os termos S3, Sy, ..., Sp—1, I's, 4y ,Tc1

e Hs, Hy, ..., H,,_1 obtemos a relagao entre o termo I',,, do Hamiltoniano e termos
Sm geradora.

Vamos usar a inducdo em ([2.23)) para concluir o resultado. De fato, considere

as coordenadas complexas
r;=q;+1P, j=1..,n.
Obtemos assim,

" 9 o\ o
D= R Z
Z;wﬂ (‘”]a@ w]axj) o
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Como discutido nos contextos anteriores podemos escrever:

_ rj+x; x5 —

|k|+|l]=m
Ti+T; xi—7T
Sm:Sm(J2 J7J Jt) Z fk:lxx
|k|+l[=m

i +7T; r;—I; _
Km:Km< J2 J’ J2Z j,t): Z aklxkxl
onde x = (x1, ..., z,). Desse modo
L2, Z,t) — DSy (2,7, t) = K (2, T, 1)
que nos fornece a seguinte relagao para os coeficientes
d .
%fkl +i{w, L = k) fru — g = —anl (2.24)
a qual admite solucao suave e periddica para qualquer dado inicial, obtendo assim
a funcao geradora procurada. |
Portanto, considerando o sistema Hamiltoniano
2= JVH(z(t),1t),

onde H é da forma

1
k=1
numa vizinhaga da origem existe uma transformacao simplética (q,p) — (Q.P),

tal que I'(Q, P,t) estd em sua forma normal de Gustavson.

Notemos que no Teorema assumimos que

1 n
Hy = ;wk(q;i +p})

isso é, os autovalores da matriz do sistema linearizado sao imaginarios puros e
isso esta fortemente relacionado com o estudo do problema da estabilidade de
equilibrio. Pois, quando os autovalores da matriz do sistema linearizado pos-
sui parte real nao nula, perdemos a estabilidade do equilibrio e esse fenomeno

raramente aparece em problemas praticos da mecanica celeste.
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Quando obtemos a forma normal da funcdo Hamiltoniana até um numero
finito de termos, a transformacao simplética que leva H — I" é analitica, enquanto
para uma quantidade infinita de termos nada pode se dizer sobre a convergéncia

da série.

Com base no Teorema (ver[2.4.1)), veremos a seguir como obter a forma normal
do Hamiltoniano para alguns casos particulares de funcoes Hamiltonianas com um

grau de liberdade.

2.4.1 Formas normais para Hamiltonianos periédicos com

1 grau de liberdade

Seja H = H(z,t) uma funcao analitica na varidvel 2 = (¢,p) € R? em uma
vizinhanca da origem e 27m-periédica em ¢. Suponhamos que a origem é um
equilibrio do sistema, de modo que expandido H em sua série de Taylor numa

vizinhanga da origem
H(z,t) = Ho(z,t) + Hs(2,t) + ...

onde Hj é um polinémio homogéneo na variavel z = (q,p) e 2m-periédica na
variavel t. Suponhamos também que H tem um grau de liberdade e é linearmente
estavel, com \ = +wi # 0 seu expoente caracteristico. Vamos supor sem perda
de generalidade que

w
2
Daqui em diante vamos normalizar Hs e Hy, isto é, obter as formas normais de
Gustavson de Hs e H,.

Hy(q,p,t) = =(¢* +p°)

Para normalizar H3 vamos assumir inicialmente que o sistema correspondente

nao possui ressonancia de ordem 3, ou seja, que
3w ¢ 7.
Desse modo, sendo by, = w(l — k),temos que
bso = —3w, by =3w, by =—w e b=w

Para obtermos os coeficientes da fungao geradora vamos analisar a equagao

[2.24] cuja solugao via Método de variagao de parametros fornece:

t
Jr(t) = fra(0)e " — ewt Jr/ "M (agy — gra)da,
0
H3



com

21
ful®) = [ e b g
0
Denotando por

’ L
Sl =y + vy,
Gkl =Wk + Uk,

* .k
QA :ukl + ka‘l?

¢
J1(t) +ija(t) :/ T (agy — gu)de,
0
obtemos

s80 =2(uzg + Uzy ),

s03 =2(v39 — Uyy),

521 =2(uzy — 3ugo),

s12 = — 2(ugg + 30y,

uy =Fsen(but) + Gr(t)cos(byx),
Uy =Fricos(but) — Gr(t)sen(by),

Fut) =3 leotg(hu) Jo(27) + J1(27)] — (1)
Grlt) :% (cotg(mbe) To(27) + J1(2m)] — i (1),
Ji(t) :/0 (uy,co8(bz) + viysen(byx))de,

t
Jo(t) :/ (upsen(byx) — vy cos(bpx))de,
0

Como o sistema possui ressonancia de ordem trés, a eliminacao completa dos

termos de terceira ordem nao é possivel. De fato, eliminando assim os termos go;
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€ g12, COMO Jo3 = g30, Segue que

(2, T, 1) = gsor® + gosT

= g3z’ + T3
= g307° + g30a?
= 2Re(gs02”)

= 2u30(Q® — 3QP?) + 2u39(P? — 3Q*P)

onde
eimt 2r
gs0 = 5 / e agodt.
™ Jo

Note que

ugp = xzpcos(mt) — yspsen(mt)

v30 = xzpsen(mt) + yspcos(mt)
donde,

1 2r 1 2
r30 =Re (%/0 ezmthgodt) = %/0 (ujgcos(mt) + viysen(mt)dt

1 2r 1 27
Y30 =Im <—/ ezmthgodt> = 5/ vipcos(mit) — uz,sen(mt)dt.
0 0

2T

No caso 3w ¢ Z, ou seja, quando o sistema correspondente nao possui relagoes
de ressonancia de terceira ordem, podemos eliminar os termos de ordem trés do

Hamiltoniano, ou seja I's = 0.

Vamos agora normalizar os termos de quarta ordem. Primeiramente, se o
sistema correspondente nao possui ressonancia de terceira ordem, ou seja, 3w ¢ 7Z
entao, podemos assumir que

w
H(Qa b, t) = E

Se exite ressonancia de ordem quatro, temos o termo de quarta ordem em coor-

(¢ +p*) + Ha(g,p, t) + -

denadas complexas é dada por

H(x,T,1) = Z gur"® = gaor" + gor’T + goar.
k=4

Usando que gos = a0, 922 = g22 € R e que gx; = uyy + vy entao
w U
PQ. Pt) =5 QP+ P*) + —2(Q + PP)’
+ u40(Q* — 6Q*P? + P*) — 4v40QP(Q* — P?) + H5 + - -
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Pelos passos do Teorema [2.4.1] mais precisamente analisando a equagao [2.24]
obtemos

ug0 =x40c08(mt) — yyosen(mt),

Vg0 =T40c0s(Mmt) + yspsen(mt),
1 2m

T40 :—/ (vipcos(mt) — uyysen(mt))dt,
2 Jo

1
Uy :g(hzxo — has + hoa),

1

V1o :g(hm — ha1),
1 2T

Ug9 =— / (3h40 + hzg + 3h04>dt.
A7 J,
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Capitulo 3

A forma Normal de Gustavson
no caso Degenerado para

Sistemas Hamiltonianos com um

Grau de Liberdade

Neste capitulo, sequindo as referéncias de Markeev [18] e de Gutierrez-Vidal [11)],
apesentaremos o processo de obtencao da forma normal de um sistema Hamulto-
niano com um grau de liberdade no caso em que a parte quadrdtica nula. Abor-
daremos o caso em que a fun¢cao Hamiltoniana inicia com termos de terceira ou

quarta ordem.

3.1 Introducao

Vamos considerar um sistema Hamiltoniano da forma
2= JVH(z1) (3.1)

0 1

d = (¢q,p) € R?, J=
onde z = (¢,p) [_10

] e H é uma funcao que pode ser repre-

sentada da forma:

ZH )+ H(z,1), (3.2)
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sendo m > 3 (o caso m = 2 foi tratado no capitlo anterior) e

Hj = Z hig*p'
|kl+[t=j

e H representa os termos de grau maior ou igual a s cujos os coeficientes sao de

classe C° e 2r-periédicas no tempo.

Note que a fungao Hamiltoniana H dada em (3.2 é auténoma até ordem s,
mas os termos de ordem maior que s sao periddicas em t. No capitulo ante-
rior, assumimos que apenas Hs nao dependia de ¢, mas os demais termos eram

periédicos.

Os coeficientes hy; dos termos Hj, j = m,..., s, sao dependentes periodica-
mente do tempo. Sistemas que admitem Hamiltonianos da forma de (3.2]) admi-
tem o ponto z = (0,0) como ponto de equilibrio, de modo que VH(0,0,¢) =0

para t. Uma mudanca simplética de coordenadas

z=(q,p) = Z=(Q,P)

que simplifica a estrutura do Hamiltoniano é comumente utilizado na literatura
para estudar a dinamica do sistema préoximo de um ponto de equilibrio. Essa
mudanca, normalmente é feita usando a transformagcao simplética dada por uma

funcao geradora, conforme Teorema [1.3.1

Na prova do Teorema [2.4.1], onde apresentamos o processo cldssico, a trans-
formacao de simplética é obtida no caso em o Hamiltoniano inicia com termos
quadraticos, isto é, m = 2. Porém, em problemas especificos de dinamica, exis-
tem casos onde nao hé termos de segunda ordem na expansao, caracterizando um
processo degenerado. Por exemplo, tais situacoes ocorrem no problema de estabi-
lidade e de osciliacoes nao lineares para sistemas Hamiltonianos com um grau de
liberdade que é 27 periédicos no tempo. Nesse problema a funcao Hamiltoniana
tem periodo 27 ou 47 no tempo, e o nimero s da expressao pode ser tao grande

quanto se queira.

Nesse capitulo, baseado no trabalho de Markeev [I§], vamos obter a trans-
formacao de Birkhoff para (3.2]) onde a expansdao em Hj comeca com m > 3, ou
seja, ha degenerescéncia para a parte quadratrica; e assim realizar uma mudanca

canonica de coordenadas a fim de simplificar o Hamiltoniano.

Sistemas com estrutura dada por (3.2]) pertencem a uma classe de sistemas

dinamicos nao lineares para a qual a topologia do retrato de fase préximo de
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um ponto singular nao é determinada somente pelos termos lineares. Para tais
sistemas, o procedimento para representagao analitica das solugoes em forma de
uma série infinita é usado de maneira similar no primeiro método de Lyapunov.
Porém, nesse capitulo nao consideramos o problema da representacao analitica
das solugoes dos sistemas com Hamiltoniano da forma .A ideia é usar uma
transformacao simplética dada por uma funcao geradora, similar ao procedimento

utilizado na demonstragao do Teorema [2.4.1

3.2 Normalizacao dos termos de terceira e quarta
ordem por meio de uma transformacao li-

near

Nesta se¢ao, usando as ideias do artigo de Markeev [19], mostraremos que dada
uma funcao Hamiltoniana homogénea de terceira ou quarta ordem, é possivel
simplifica-la por meio de uma mudanca linear de variaveis. Inicialmente vamos

estudar o caso em que a fungao Hamiltoniana é homogénea de grau 3.
Teorema 3.2.1 (Markeev, 2014). Considere uma fun¢ao Hamiltoniana do tipo
Hs(z,y) = h3oz® + ha12®y + hioxy® + hosy®

onde h;j € R com 0 <1i,5 < 3. Entao existe uma mudanga de coordenadas linear
simplética da forma

(z,y) = (¢,p)

tal que a fungao Hamiltoniana nas coordenadas (q,p) assume uma das sequintes

formas:

i) q(¢® +p?);
i) q(q® + p*);
ii) ¢°p;

w) ¢
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Demonstragao: Vamos considerar a mudanca de coordenadas

(z,y) = (u,v)

dados por

T = cosau + senav

Y = —Ssenau + cosqu

com « € R a se determinar. Isto é,

x U cosa  seno
=A sendo A =

Yy (% —Sena  cosox

Conforme vimos no exemplo [I.2.2] a matriz A é simplética para todo « € R.
Aplicando a mudanga de varidveis (u,v) induzida pela matriz A, sendo R3 o

Hamiltoniano nas novas varidaveis temos

Rs(u, v) =hsg(cosau + senav)?
+ hy (cosau + senav)?(—senau + cosav)
+ hia(cosau + senav)(—senau + cosav)?
+ ho3(—senau + cosav)?
=hsg(cos®au® + 3cos*au’senav + sen’av?)

+ hay (cos?au?® + 2cosausenav)(—senau + cosav)

+ hia(cosau + senav)(sen*au® — 2senaucosav + cos*av?)

+ hoz(—sen®au® + 3sen*au’cosav — 3senaucos®av? + cos®av®)

3 3

=(hsgcos®a — hggsen®a)u

+ (3h306032asena + hyycos®a — 2hy cosasen®a

— 2hiscos?asena + higsena + 3h0336n2a003a)u2'u

+ (3hgocosasen20z — horsen’a + 2hg cos*asen’a

2 2

+ higcos’a — 2hissen?acosa — 3hgszsenacos a)uv

+ (hgosen®a + hgysen*acosa + higsenacos®a + hozcos®a)v?

3 2 2 3
=r30U° + T91 UV + T12UV” + T3V
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onde

ra0 =hsgcos’a — hogsen’a
ro1 =3hsgcos?asena + hajcos’a — 2hy cosasen®a
— 2hyscos®asena + hygsenda + 3hgzsenacosa
19 =3hsgcosasen®a — hoysen®a + 2hoycos’asen’a
+ hyycos3a — 2hyasen®acosa — 3hgzsenacos®a

o3 =hsosen’a + hoysen®acosa + hissenacos®a + hoscos a.
Observe que,

o3 =hsosen’a + hoysen®acosa + higsenacos®a + hogcos’a

=Hj(sena, cosa) := F3(«)

com isso obtemos as relacoes

o = ). tm=F(0) + LFy(a).
To1 = %Fél(a) + ;Fg(@) e 119 = Fy(a)
Mostraremos que existe a* € R tal que
F3(a*) = 0.

De fato, como Hs é um polinomio de grau 3, isto é, de grau impar, sabemos que
existe z*, y* € R tais que
Hs(z*,y*) = 0.

Além disso, como Hs é homogéneo sabemos que para todo 7 € R temos que,

H (72, 7y) =hso(12) + hot (72) (1) + hao(12)(Ty)? + hos(7y)?
=haoT32® 4+ ho1 22Ty + hioTaT?y? + hosT?y?
=7 ho32” + T°ho1 2%y + T hiswy® + T hosy®
=7%(hosx® + ha12°y + h12xy” + hosy®)
=7 Hs(x,y),Vo,y € R

em particular Hz(rz*, 7y*) = 7°H3(z*,y*) = 0 para todo 7 € R. Com isso,

escolhemos 7 € R tal que (7*z*)% + (7*y*)? = 1, mais explicitamente 7% =
1

T € R. Desse modo obtemos que o vetor

(ta*, Ty*) € S*
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isto é, |(ta*, 7y*)| = 1. Logo, existe um angulo a* € [0, 27|, tal que
cosa* =1 e sena’ =T1"Y"
portanto,
Fy(a*) = Hs(cosa™, sena™) = Hs(t*z*, 7%y*) = (1) Hy(2*, y*) = 0,
com queriamos.

Com garantia de tal existéncia, separamos nossa andlise em 3 casos.

1. F3(a*) =0 e Fy(a*)#0
2. Fy(a*)=0 e Fj(a*)#0

1 117

3. Fy(a*) = F{(a*) =0 e F; (a*)#0.

Isto é, a* é uma raiz simples, tem ordem 1 ou tem ordem 2.

!

Caso 1. Temos que, F3(a*) =0 e Fy(a*) # 0, assim obtemos as relagoes:

1 1’ 7

T03 :Fg(O[*) = 0, T'sop = 6F3 (O./*> EF?;(O./*) 7& O,
1 1 3 * ]. 1 * / *
21 :§F3 (Oé*>+§F3(Oé ):§F3 (a ) %0 e T12:F3(Oé ) 7é0

Logo, temos que

3 2 2 3
Rs(u,v) =rsou” + roju”v + ripuv® + rogv

:r30u3 + 7‘21u2v + Tlguvz
2 2
=u(rsou’ + ro uv + ri9v°) = uP,(u)
onde P,(u) = r3ou® + r910u + 1120%. Observe que o discriminante de P, é

dado por

A = (rov)? — drsoriov® = v*(r; — 4raoria).

Vamos definir, § = 4r39ry — r3;, e assim, dependendo do valor de ¢ temos

3 possibilidades.

1.1) § >0,

Neste caso vamos considerar a transformacao simplética

(u,v) = (g, D).
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Dada por

2 —T21 1
e v =

U=— + —
\/Sq 7’21\/Sq 7”12p

em outras palavras

S

=12 20

2

0
Denotando A = | V¢ ] observe que,

—=ra21 1
ro1Ve  T12

[ 2 —ro1 | [ 2
ATJA: 73 7“21\2/13 0 1 NG 0
0 1 -1 —ro1 1
L T2 4 L roa1Vs T2
-l —ro1 | [=ra1 1
— V& roVe 7’12\2/3 T12
1 =2
10 =il 0
[—2ro1 | 2ro1 2 ] [ 0 2 ]
— | 120 ri20  ripVe | r12Vd
—2 —2
L r12V0 0 r12V0o 0
2

0 1
=—F =c! 01 =c'J
raVe | =1 0 -1 0

onde ¢ = %3. Logo, a matriz A é ¢~ !-simplética.
Portanto, se I' denota o novo Hamiltoniano nas coordenadas (g, p)
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temos que
['(q,p) =cR(u,v)
=cR(u(q, p), v(q,p))

_CR<VFQ’A;5L TL )
:c(%Q> [7“30 (%(O T2 (j‘ > <T:27;2/1_ 7“12 )
+ 712 (T;?“z\/l_ 7‘12 )}

2 T304 9 2T21 2 27"21 7’21 2 27’21 1
=c—q[—q -+ a+ ¢ — qp+—p}
Vo 4 7120 7“12\/_ 120 7“12\/_
r12\/5 2 rdrs 2 2r21 9 219 7’21 2
= —Q[ q q + qp + q
2 \/(_S ) 7”125 7"12\/_ 7“12(5
27'21 4 1 :|
qp —p
7“12\/_
47”127’30 — 2T +r
—g ( : 12 21>q2+p2]

4rior r

—g ( 12730 — 21>q2+p2]
o
)

—* +p2] = q(¢* + p).

1.2) 6 <0.

Segue de maneira andloga, basta considerarmos a transformagao simplética

(u,v) = (g, p)

dada por
-2 21 1

U=—F—q € V= p
|(S| 7"21\/|(S| T12

ou equivalentemente
—2
- 21 =1 :
v ry/l T2 | L4

I'(q,p) = q(q” — p°)

Com isso obtemos

onde I' é 0 novo Hamiltoniano nas coordenadas (g, p).
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1.3) 6 =0.

Nesse caso, consideremos a transformacao simplética

(u,v) = (g,
dada por
-1
u=p e v=—
T12
ou
0 1

§

Note que a transformagao

0 1
temos
=1 Zra|’
T12 2712
[ -1
arga=|"
1 —7r21
L 2r12 |
[ -1
— 0 12
—Tr21
_1 2r12 |
[ 1
— 0 12
-1
12 O

onde ¢ = rqs.

(¢, p) temos
I'(q,p) =cR(u,v)
=cR(u(g, ) v(g;p))

21

27’12p>
1

=cR p, "
12

=Cp [7“30]9 - 7’21P<

|

é p-simplética. De fato, denotando A =

—q+—p

-1
T12

12

0

]:

1

12

27”12

—r21
2ri2

—r21

)

),

q— Ep
27“12

IE

0
=1
T12

—Tr21
2r19

/15 =

2r12
—1
0 1
=c1J
-1 0

Com isso, se I' é o novo Hamiltoniano em coordenadas

]_ T21 2
i)’
T12 2r12

2

r2 1
2 721 91 o 2
- 2 ﬂ
Cp[ﬁ%op _r pq — 21y p +7“12<T2 q + o %QQP+ Ay %2

2 2
T 1
=T19p [7“3019 S P — P Hgp 2 p2]
12 2ri9 T12 12 4rio
2 2
751 9 21 2
=p|rior - =
P\ 20D 5 PP +q+ 2 4 }
2 2
[ 2 ™ @) 2]
D _q + (7“127“30 + A 9 D
[ 47"127"30 + T2 — 27"2
—plg? + ( 421 21)])2}
[ 47’127"30 — T2 5
=p|q° + (—4 21)102] = p[q2 + Zpﬂ = pg*.
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Logo,
I'(g,p) = pg”.
Caso 2. Vamos considerar as condicoes

/

Fy(*) = Fy(a*) =0 e Fy(a*)#0.

Nesse caso temos as relagoes

* 1 1" * 7 / % 1 " %
T03:F3(O./):0, ?"30:6F3 (Oé)—FEF(Oé):EF?) (Oé ),
1

7 3 1 1 /
T21 =§F3 (") + §F3(oz*) - §F3 (@) #0 e 7119 =F3(a”) =0.

Portanto, R toma a forma
3 2 2 3 2
R(u,v) = r3ou’ + ro1u”v + r2uv® 4 rogv° = u(rsou + r210)

com 7y # 0, assim consideremos a transformacao simplética

(u,v) = (¢, p)
dada por
1 —r
U=—q € V= 230(] +p
21 21

Em outras palavras,

1
21
—730

721

argan a0 1”— 0]
1

Denotando A =

com ¢ = 7y, logo A é ¢ !-simplética. Novamente, se I' denota o novo
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Hamiltoniano nas coordenadas (¢, p) temos que

['(q,p) =cR(u,v)
=cR(u(q,p),v(q,p))

1 7"30
a+p)

1 —T3p
—C< Q> (7“30—Q+7“21< 3 q+p>>
21 21 31

1 T30 T30
=5’ (—=q¢— ——q+rap
T21 T21

=To1 %qz (7"21}7) = q2p.
E para finalizar tal demonstracao temos a seguinte situacao.
Caso 3. Por fim, temos a situacoe,
Fy(a”) = F5(a") = Fy (a") = 0.

Nesse caso, obtemos

/

To3 :Fg(Oé*) = 0, T19 = F3(O./*) = 0,

1 17 3
T21 :§F3 (Oé*) -+ §F3(CY*) =0 e
1 i * 7 ! * 1 11’ *
T30 :ng (a )‘i‘éFs(Of ) :6F3 (a*) # 0.

Logo, R3 assume a forma

Rs(u,v) = raou’.

Como r3g # 0, considere a transformacgao simplética

(u,v) = (q,p)
onde
1 1
u=r3’q € vV=r3p
ou seja,
1
U rad 0
_ |"s0 i q — A, q
v 0 73] P p




Note que A; é simplética. De fato,

SR I 1
AT JA — T30° q 0 1] [7“305 ]

(a]
=
%w\»-t o

1 _1

L 0 o] [=ree” O
(0 1

pu— = J
-1 0]

Contudo, se I" é o Hamiltoniano nas coordenadas (g, p), temos que

['(q,p) =R(u(q,p),v(q,p))
1
Rsou® =r30(730° q)3 = Tgorgolq?’ =q°.

Logo, I'(¢,p) = ¢, finalizando assim o teorema que mostrar a caracterizagao
Hamiltoniana das 4 formas elementares com Hjz # 0 citadas por (Markeev,

2014). Deste modo, a demonstragao esté concluida. |

Para um sistema Hamiltoniano homogéneo de quarta ordem, temos o seguinte

teorema, o qual foi demonstrado por Markeev [19] em 2014.
Teorema 3.2.2 (Markeev, 2014). Considere uma fun¢ao Hamiltoniana da forma
Hy(z,y) = haot + ha12®y + hast®y® + hasay® + hosy'

com h;; € R para todos 0 < ¢,5 < 4. Entao existe uma mudanga de coordenadas

simpléticas
(z,y) — (¢,p)

tal que os termos de Hy nas coordenadas (q,p) assume uma das sequintes formas:

i) ¢* +ad®p® +pt, a> -2
i) ¢* + ag®p® + pt, a < —2;
i) ¢* + ag®p® — pt, a €R;
w) ¢*(q* +p°);

v) ¢*(¢* = p*);

vi) ¢*p*;
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vii) ¢*p

viii) —q¢°p;

iz) ¢*.

Demonstragao: Comecemos considerando uma mudanga de coordenadas

(2, y) = (u,v)

dada por

T = cosau + senav

Y = —Senau + cosaw,

onde o € R sera escolhido de maneira conveniente em breve. Em notagao matri-

cial

T cosc sena u

Yy —SeEnx Ccost

Vimos anteriormente que a matriz

Cosx sena

—Sena  cosx

é simplética, logo essa mudanca de coordenadas é simplética. Com isso, considere-

mos R = R(u,v) o Hamiltoniano nas novas coordenadas (u,v), assim denotando

cosyx =c¢c e sena=sS
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temos que

Ry(u,v) =hos(cu + sv)* + hay(cu + sv)3(—sv 4 cv) + hoy(cu + sv)*(—sv + cv)?
=hyz(cu + sv)(—sv + cv)* + hos(—sv + cv)?
=hyo(c*u* + 4Pusv + 62u?s?0? + deus®v® + sto?)
+ hay (Pu? + 3cu?sv + 3cus®v? + s°v%) (—su + cv)
+ hao(Pu? + 2cusv + s%0%)(s*u? — 2sucv + c*v?)
+ hyz(cu + sv)(—s*u® + 3s*ucv — 3suc*v® + c*v?)
+ hos(s*u* 4+ 4c*uPsv + 62u?s%v? + deusPv® + stot)
=hyo(ctu + 4usv + 6cPu?s*v? + deus®v® + s'v?)
+ hgi (—cEsut + fuPv — 3c?s*udo + 3t sutv? — 3esPuv?
+ 3c%s*uv® — stuv® + sPevt)
+ h22(0232u4 —23suPv + Auto? + 2esPuPy — 4 sPutv? + 23 sun?
+ stutv? — 253 cuv® + ?s*ut)
+ hiz(—cs*u® + 3s*cPuv — 3P su®v? + ctun®
s*uPv + 3s3cuv? — 3sun® + Psv?)
+ hos(s*u* — 4s*uPcv + 65*uc?v® — dsuc*v® + ctot)
=u*(hosc* — hg1c®s + haoc?s® — hyses® 4 hoys?)
+ udv(4hyocs + hg1c?s? — 2hgac®s — 2hgacs® + 3hysc?s?
— higs* — 4hgys’c)
+ w02 (6hyoc?s? + 3hsyc®s + hogc® — 4hgyc?s® 4 hgys™
— 3h13c®s + 3hyscs® + 6hosc?s?)
+ uv®(4hyocs® + 3ha c?s? — hays* 4 2hgac®s — 2hgycs®
— 3h13c?s? + hysct — 4hguc®s)
+ v} (hyos* + hsics® + hoec®s® + hisc®s + houc?)

4 3 2 2 3 4
=T4U —+ 731UV + ToU V™ + 713UV + TouV ",

onde

rao =hoact — h3163s + hooc®s? — hyzes® + hoys?

r31 =4haocs + hg1?s? — 2haac®s — 2hagcs® + 3higcis® — hysst — dhoysc

g =6h40c?s% + 3h313s + hogc® — 4hooc?s® + hoss* — 3hi3c®s + 3hyses® + 6hoyc?s?
r13 =4hages® + 3hg1?s? — ha1st + 2hooc®s — 2hgecs® — 3hi3c?s? + hysct — dhoys
ros =haos® + hsi1es® + haoc?s® + hisc®s + hosc®.
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Sendo roy = Hos(sena, cosa) = Fy(ar), obtemos as seguintes relagoes

1 2 .
T40 :—F4(4)(a) + - F, () + Fy(a)
24 3
1 1’ 5 !
31 :6F4 (o) + §F4(04>
1 1
T929 :§F4 (Oé) + 2F4(Oé)

T13 :in(oz) € Tou = F4(Oé),

onde as derivadas sao tomadas em relacao a variavel a.

A partir desse ponto, a analise serd feita por meio das propriedades dos zeros da

funcao Fy;. Como forma de ilustragao, vamos supor que Fj; admite um zero de

ordem 3, isto é, existe a* € R tal que

/ " 111

Fy(a’) = Fy(a") = F(a") = F{'(a") =0 e F;"(a") #0.

Desse modo, os coeficientes de R4 tomam a forma

1 2 1
rio =—F(0") + Z(a”) + Fy(a*) = = FV(a*) #£0

24 3 24
1 " * 5 / *

31 :6F4 (O./ )+ §F4(Oé ) =0
1

Too zéFi(a) +2F; () =0

713 :in(O[) =0 e Toga = F4(a) = 0.
Isto é,

4 3 2.2 3
Ry(u,v) =rypu” + r31u’v + rogu”v” + riguv” + rogv

:r40u4.
Considere a mudanca de variavel
(u,v) = (q,p)

dada por

ou entao

(3.3)



Observe que

ATJA:_I olfo 1] [1 0]

__1 0_ _O 740 0 7m0
0 T40 —1 0 —T40 0

0 1 1
=r =c J
o5
1

com ¢ = —=. Logo, 1D ¢ uma mudanca de coordenadas ¢~ !-simplética. Por-

tanto, se I' = I'(¢, p) é o Hamiltoniano nas novas coordenadas (¢, p), temos que

I4(q, p) =cRa(u,v)
=cRy4(u(q,p),v(¢,p))

ZCR4(Q7 7“40]0)

1
4 4 4
=Cryo4q :_7" T40q = q .
40

Logo T'4(q,p) = ¢*.

Para melhor compreensao do método, vamos fazer mais um caso, agora su-

pondo que Fy admite um zero de ordem 2, isto é, existe um g € R tal que

/ 1 "

Fy(on) = Fy(ag) = Fy () =0 e Fy (o) #0.

Desse modo, os coeficientes de R4 assumem a forma

1 2, 1

Pap =57 Fi (o) + S (a0) + Fa(e) = 52 Ff" (o)
1 . 5 j—

31 ZEFA‘ () + §F4(040) = 6F4 (a0) # 0

1 1
792 :§F4 (Ozo) + 2F4(Oé()) =0
13 :Fé(ao) = 0 e Toa = F4(Oéo) = O

Como

4 3 2.2 3 4
Ry(u,v) =rgu” + r310°v + rogu”v” + r13uv” + rogv

=ryou’ + ryu’v

3
=u’(rqou + 7310),
com r3; # 0. Agora, considere a mudanga de coordenadas

(u,v) = (p-q)
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dada por

T40 \ 731 (3.4)

ou matricialmente

Notemos que

T40 V Irs1]
r31 4+ r314/|r31] 31
1
1

[ _ rao | T L 0
ATJA - /e | [ 0 1] Viral

1
Vsl
0
1 _ T40 ] 1 V 731
v/ 731l r314/ |731] oy T3
0
0
_ 1
r31

[rs1] 1 0

-1 0

1 -
— 0 1

31 _— 7”_1 g C_IJ’
0 ] 31 ]

com ¢ = r3;. Logo, a mudanca de coordenadas dada em é ¢ '-simplética.
Portanto, se I' = I'(¢,p) é o Hamiltoniano nas novas coordenadas (¢, p), temos

que

T'4(q,p) =cRy(u,v)
=cRy4(u(p,q),v(p,q))

. < 1 ¢ 3( 1 q—|— ( 40 q+ \/’T31|p>
- 40~ — 31
V731 V731 7317/ |31 31
3
q T T 1
=r31 g( 40;(1_ 401q_|'|7a31’;p>
|731]2 N7 7312
1 T
=T31q3(—p) = —qp.
|731] |731]

Dai, se 73; > 0 temos ['y(q,p) = ¢®p e r3;1 < 0 obtém ['4(q, p) = —¢>p.

Os outros casos seguem de maneira similar, isto é, verificando os zeros de Fj

e escolhendo a mudanca de variavel adequada. |
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3.3 Ideia da construcao da transformacao de Gus-

tavson

Seja H(q,p,t) o Hamiltoniano dado por (2.4.1)). Consideremos agora I'(Q, P, t) o
novo Hamiltoniano obtido por uma mudanga de coordenadas simplética (g, p) —
(@, P). Afim de simplificar a funcao I'(Q, P, t), inclusive em termos de grau s,
introduziremos as variaveis () e P que serd obtida por meio de uma mudanca

de varidvel simplética, dada por uma fungao geradora S = S(g, P), conforme
relacoes dadas no Teorema da forma

S(q,P) =qP+ ) S(q,P) (3.5)
j=3
com
S; = Z squkPl
ESUE

onde s € R. Aplicando relagbes entre as variaveis
oS 08
op P79
dadas no Teorema |[1.3.1] obtemos as expressoes para as variaveis p, ¢ em funcao
de P, @), isto é

Q=

q=4q(Q,P)=Q+%3(Q,P)+ ...
p=p@Q,P)=P+53(Q,P)+ ..

Substituindo (3.6 em (3.2)) obtemos uma expressao para I'(Q, P,t) dada por

(3.6)

F(Q>P?t) = ZF](Q>P)+f(Q7P>t)

j=m
onde
LiQ,P)= > wQF
[kl +1=3

e ['(Q, P,t) é uma funcdo periédica na varidvel t que representa os termos de
ordem maiores do que s com respeito as novas variaveis () e P. Tais funcoes

I';(Q, P) sao dadas em fungao das seguintes expressoes

I'j(Q. P) = jin(Q, P)
L41(Q, P) = {85, H;} (Q, P) + Hj11(Q, P) (3.7)
Fn(Q’ P) = {Snfj+27Hj}/(Q7 P) + Hn(Q>P) + Fn(Qa P)
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comn =j+2,..,1 Onde {,} representa o colchete de Poisson

{ }’_ii_ii
o 0QoOP 0P oQ

e as fungoes F,; n =m + 2, ..., s depende dos termos H,,, ..., H,_1, e das formas
S3,54, oy Sn—m+1. Tal estruturas dos termos de grande ordem (a partir de m)
pode ser mais conveniente para analise da dinamica do sistema escolhendo co-
eficientes (ainda indeterminados) das expressoes Ss, Sy, ..., Ss_mi2. Na situacao
mais simples possivel, pode-se procurar coeficientes para Ss, Sy, ..., Sj_mi2 cOm
propésito de eliminar tantos monomios v, Q* P! quantos sejam possiveis nas ex-
pressoes de I'y,41,...,I's. Essa serd a ideia usada neste capitulo de obtencao da
forma normal de Gustavson. Na verdade o processo de obtencao da forma nor-
mal, é similar ao processo de obtencao da forma normal de Gustavson no caso nao
degenerado, no entanto nao ha uma definicao precisa sobre o que significa estar
na forma normal de Gustavson do caso degenerado, de modo que nosso objetivo

serd o de simplificar a funcao Hamiltoniana.

3.4 O casoem que Hy=0e H3 #0

Vamos considerar m = 3, ou seja, vamos supor o Hamiltoniano se inicia com
os termos de terceira ordem Hjz(q,p). Conforme Teorema [3.2.1) os termos de
terceira ordem sao reduzidos por meio de uma transformacao simplética linear de

modo que podemos assumir que Hs admite uma das quatro formas elementares:
i) (g’ +p%);
i) ¢(¢® +p?);
iii) ¢°p;

iv) ¢

Nesta se¢ao vamos obter a forma normal de Gustavson dos termos de quarta e

quinta ordem no caso

Hs(q,p) = ¢°.
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Com isso, como foi feito anteriormente vamos fazer uma mudanca de coordenadas

simplética (¢, p) — (@, P), dada por uma relagao do tipo

oS
Q= ﬁ(Q7
oS

P),

onde S(g, P) é dada pela expressao
S(q, P) = qP + S3(q, P) + Sa(q, P) + - - .

Essa transformagao simplética que simplifica o Hamiltoniano levando em sua

forma normal de Gustavson é comumente chamada na literatura de Transformacao

de Birkhoff.

Substituindo as coordenadas (@, P) dadas em ({3.6) na expressao de H, com
Hs(q,p) = ¢°, obtemos

Fg(Q,P) = H3<Q>P) = Q37

I'y(Q,P) = {55 H;}Q, P) + Hy(Q, P)

08, OH, 08y OH;
(aQ 9P OP aQ) + Hi(@, P)

_ [0530(Q)°  0S50(Q)°
= (aQ oP 9P 00 )+H4(Q’P)

= —3@Q"*

[5(Q, P) = {Ss_312, H3}(Q, P) + Hs5(Q, P) + F5(Q, P)

= {5, H3}(Q, P) + Hs(Q, P) + F5(Q, P)

0S,0H;  0S,0H;

98,008 98, 0Q°

0S4

= —3Q°55(Q,P)+ Hy(Q. P) + F5(Q. P).

De maneira geral,

Fn<Q,P) - {Sn—3+2,H3(Q7P) +Hn(Q7P) +Fn(QaP)
- {Sn—l,H3(Q7 P) + Hn(QJP) +FH(Q7P)

_ 30 82’]‘;1 (Q. P)+ Ho(Q, P) + Fu(Q, P).
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Para o termo Fj, escrevemos

F5(Q,P) =) fuQ*P'

k+1

onde temos as seguintes expressoes de S3, Sy e Hs, Hy, ou seja, devem depender

fs0 =9s3; + 3s30ha1 — 4sa1hao,

Ja1 =30821812 + 6830h22 — S21h31 — 8512h140,

f32 =36501503 + 2453, + 9530h13 + 2821hos — 5s12ha1 — 12503hu0,
J23 =54812803 + 12530h04 + 521013 — 9s03ha1,

J1a =273 + 8521hos + s12h13 — Bsozhas,

fos =4s12h0a — 3503h13.

Com isso, comparando os coeficientes dos monomios de mesmo grau das ex-
pressoes obtidas para I',(Q, P),n = 4,5..., obtemos expressoes especificas para
os coeficientes das fungoes ['y(Q, P) na expressao do novo Hamiltoniano em ter-

mos () e P. Em particular, para os termos de ordem 4, note que

Sé(Q,P) = Z SszkPl

k+1=3
= 530Q°P° + 51Q*P + 512Q' P? + 503Q° P?

= 530Q°P% + 591Q*P + 515QP* + 503 P°

entao,

0S;3

a_P(Qa P) = 591Q* + 2512QP + 3s03P>.

Assim,

T(Q,P) = > suQ*P

k+1=4

= hyQ" P’ + h31Q* P + hoyQ*P? + h13Q'P? + hoyQ° P*
= hyoQ* + h31Q*P + hgoQ*P* + hy3QP? + hoy P*.

Além disso,

—3@2%(Q,P) = —3@2(821Q2 + 2812QP—|—3803P2)

oP
= —3821Q4 — 6812Q3P — 9803Q2P2.
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Dai, obtemos

oS
—3@2—3 + Hy(Q, P) = — 3501Q" — 6512Q° P — 9503Q° P? + hyoQ"*

+ h31Q° P + hoeQ* P*h13QP? + hoy P*

=(hag — 3521Q" + (h31 — 6512)Q*P)
+ (hag — 9503)Q* P*h13Q P? + hoy P*. (3.8)

Por outro lado, como

P): Z SlekPl

k=4
=v0Q" + 131 Q° P + 722Q° P*
+713QP? + yoa P, (3.9)

e temos

LQ. P) = —3Q° 75 4+ H,(Q. P).

[gualando (3.8]) com (3.9) obtemos

Va0 =hao — 3821,
Y31 =h31 — 6512,
Y22 =h2a — 9503,
Y13 =has,
Yo4 =hoa-

Para fixar as ideias, vamos fazer o caso n = 5. Lembremos que

0S.
[s(Q. P) = =3Q° 55 (Q. P) + H3(Q, P) + F5(Q. P).
Note que
P) = Z SlekPl
k=4
=540Q*P" + 53,Q° P' + 555Q* Py
+ 513Q" P* + 50,Q° P*
:340Q4 + 831Q° P + 592Q* Py + 513QP° + soaP?.
Portanto,
854 4
(Q pP) = 8P(S4OQ + 831Q° P + 599Q* Py + 513Q P? + 504 P*)

= 831Q +2822Q P+3813QP +4804P3.
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Entao

,08,

—3(Q) P
= — 3531Q° + 6522Q" P

— 9513Q° P% — 1250,Q* P3.
Temos também

H5(Q,P)= > huQ*P'

k=5
=hs50Q° P’ + hy1Q* P + h3xQ° P°
+ hos@Q*P? + h14Q" P* + hosQ° P°
=hs5oQ° + hanQ*P + h3eQ” P? + hy3Q*P°
+ hiyQP* + hos PP

Por fim,

F5(Q.P)= > fuQ"P'

k=5
=f50Q" P’ + fnQ*P' + fQ° P
+ f23Q°P? + fluQ ' P* + fosQ°P°
=[50Q° + fuQ"'P + f3Q°P* + f3Q*P?
+ fuQP* + fos P°.

Como sabemos que

P5(Q,P) = Z %z@kpl

k=5
=750Q° P’ + 71Q* P + 732Q° P?
+ 723Q° P? + y1uQ P + 705Q° P°
=750Q° + 11 Q' P + 132Q° P* + 723Q° P°
+714QP* + o5 P°.
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temos que (3.13) = (3.10) + (3.11) + (3.12), assim

V50Q° + 11Q" P + 7132Q° P*723Q° P* + 714Q P* + 705 P°
= — 3531Q° + 652Q" P — 9513Q° P — 125,Q° P°
=h5oQ° + hay Q' P + h3:Q*P? + hysQ*P° + hsQP* + hgs P°
= f50Q° + fnQ*P + f32Q° P? + f3Q*P* + fL4QP* + fos P°
=(—3s31 + hso + f50)Q° + (=352 + har + fu1)Q*P

+ (—9s13 + ha + f32)Q° P?

+ (—12804 + hoz + fo3)Q°P?

+ (hua + f1a)QP* + (hos + fos)P°.

Concluindo assim que,

Y50 = — 3831 + hso + [0,
Va1 = — 6822 + hay + fa1,
Y32 = — 9513 + h3a + f32,
Vo3 = — 12804 + ha3 + fa3,
Y14 =hia + fi4,

Yo5 =hos + Jos-

Retornando ao termo de quarto grau de Hamiltoniano I'(Q, P), ou seja,

Ti(@Q,P) = > suQ*P

k=4
= 70Q" + 731Q° P + 722Q* P? + 713QP* + yo,. P*.

Agora, supondo que tivéssemos as condigoes:

1 1
S91 = —hao, S12= =hg1 e Sp3 = —ha.

3 6 9

Pelas contas anteriores vejamos que

1

Y40 = h40 — 3891 = h40 - 3(§h40) = h4o - h40 =0
1

v31 = h31 — 6512 = hg; — 6(6h31) = h31 — h31 =0

1
Va2 = hog — 9503 = hos — 9(§h22) = haa — hgoe =0
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Desse modo, os coeficientes so1, s12 € sg3 da parte cubica S3 da fungao geradora
serao dados pelas expressoes (3.14). Dai obtemos que,

Iy(Q,P) = 40Q" + v31Q%P + 722Q*P? + 713Q P® + ypu P*
= 13QP° + v, P*
= hi3QP° + h04p47

simplificando assim os termos de grau 4 do Hamiltoniano.

Vamos considerar agora os termos de grau cinco do novo Hamiltoniano I'(Q, P).

Prosseguindo de maneira andloga feita para a ordem 4, isto é, escolhendo

1 1
S31 = §h50 — §h4210 + h31530,
1
Sog = 6h41 + h22530,
1 1 2
= —hgy — —h% + —hyh h
S13 g2~y + o7 1a0h2 + NpaS30

obtemos, substituindo nos valores de 7

V50 = Va1 = Y32 = Y23 = 0

assim,

T5(Q,P) = > suQ"P'

k+1=5

=150Q° + Y1 Q" P + 732Q* P? + 723Q* P*
+ 714QP4 + ’Yo5P5
=yuQP" + o5 P°

onde 14 € Y5 sao expressados em termos dos coeficientes de Hy e Hs.

Acabamos de demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 3.4.1 (Markeev, 2015). Se numa vizinhanga da origem H € da forma
H(g,p,t) = ¢’ + Hy+ Hs...

com Hj, j =4,5,..., sendo 27- periddico em t, entdo existe uma transformacao

simplética
E:(q,p) — (Q,P)
tal que o novo Hamiltoniano I'(Q, P) estd na forma normal:
[(Q, P t) = Q@+ 13QP® + y04P* + 714QP* + 705 P° + ...,

onde v € R.
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O calculo da forma normal dos termos de ordem maior ou igual a 6 no caso
em que H; = ¢ é feito de forma similar. Da mesma forma, o calcula da forma
normal nos casos em que Hz tem uma das trés formas q(¢* + p?), q(¢*> — p?) ou

¢*p segue pelo mesmo algoritmo.

No capitulo seguinte iremos estudar a estabilidade da solucao de equilibrio
nula nos casos degenerados, onde ficard evidente que apenas no caso em que
Hj3 = ¢ o Teorema de Markeev-Sokolskii-Cabral-Meyer nao fornece informacoes
analisando apenas os termos de terceira ordem, pois de fato, nos outros trés casos
a origem é um equilibrio instavel devido a existéncia de um zero simples para a
funcao angulo e neste caso a fungao angulo possui um zero duplo. Isso justifica o

fato de abordarmos apenas esse caso nesta secao.

3.5 O casoem que Hy=H3=0e H; #0

Vamos iniciar como anteriormente, considerando um sistema Hamiltoniano com

um grau de liberdade da forma

¢ = %k (q:p,1)

o (3.15)
p=—%(ap1)

onde a origem 0 = (0,0) é uma solucao de equilibrio e H = H(q,p,t) é uma
funcao analitica em uma vizinhanca de 0 e 27 peridédica em t. Assumiremos que

a expansao em série de Taylor de H em uma vizinhanga de 0 é da forma
H=H,+Hs+..+H+ ..
onde H; é um polindmio homogéneo de grau j em (g, p), isto é

Hj = Hi(q,p,t) = Y hwg"p!
k=5
com k,l € N e hy € R. Note que neste caso estamos supondo que H nao possui
termos quadraticos nem cubicos, ou seja, Hy = Hs = 0 e H;(q,p,t) = H;(q,p),
para todo j > 4 até certa ordem. Isto ¢, os polinomios H; independem do tempo

t > 0 até certa ordem finita.

Com base no artigo [10], iremos complementar os estudos feitos por Markeev,

analisando o caso em que

Hi(q.p) = ¢".
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O primeiro resultado nesse sentido nos mostra como construir uma forma normal

para o Hamiltoniano associado.

Teorema 3.5.1 (Gutierrez-Vidal, 2017). Se numa vizinhanca da origem do

Hamiltoniano H € da forma

H(q,p) = ¢* + Hs(q,p) + He(q,p) + H(q, p) (3.16)

com Hj, j =15,6,..., sendo 2m- periddico em t, entao existe uma transformagao

simplética
E:(q,p) — (Q,P)

tal que o novo Hamiltoniano I'(Q, P) estd na forma normal:
I'= Q"+ 123Q°P® + 714QP* + 105 P° + 724Q*P* + 15QP° + 706 P° + ...

onde v € R.

Demonstracao: Assim como foi feito anteriormente, nossa meta é construir a

transformacao simplética

(¢,p) = (@, P)

que transforme H(q,p) em I'(Q), P). Como antes, iremos obter uma funcao gera-

dora S = S(q, P) que tem a forma

s—44+2 s—2
S(q, P)=qP+ Y Si(g,P)=qP+ ) S(g, P)
k=3 k=3

onde s > 5 e Si(q,P) = > .-, suq" P! com sy € R. Sabemos que como S é

funcao geradora, temos as relagoes

Q- oS 08
“op PT gy
obtendo assim as expressoes
=Q+ %+ ..
1=¢ or (3.17)
p=P+ 20 + ..

substituindo (3.17) em (3.15)) obtemos uma expressao para I' dada por

k=4
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com

I'w(Q, P) = Z Q" P!

k+l=s

satisfazendo as expressoes

F4(Q7P) :H4(Q7P) = Q4
Is(Q, P) ={5s, Hs}(Q, P) + H5(Q, P)
In(@, P) ={Sn—2, Hi}(Q, P) + Hn(Q, P) + Fi(Q, P)

comn==6,7,...,s, onde

Oy 0 Oy O
(0 VHQP) = 5555~ 5555

é o colchete de Poisson e as funcoes F,, depende dos termos Hy, Hs,
Ss3,S4, ..., Sp—g. Observe que por (3.18]), obtemos

F5(Q7P) - {537H3}(Q7P> + H5(Q7P)
Notemos que

0S30Hy 0S5 0H.
{S3vH4}(Q7P> 28623 8P4 - a; aQ4
_05;0(Q")  9S50(QY)

T0Q oP 0P 0Q

05
=—4Q" 5. P)
e como
S5(Q,P) = > su@Q" P,
k+1=3
conseguimos

05S. 0
5 =ap (X e

k+1=3

OP!
= Z SlekG_P

k+1=3

= Z SkllePl

k+1=3
=5033P% + 5122QP + 591Q% + 5300Q°
=3S03P? + 2512QP + 52,Q?,
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assim,

Como

H;5(Q

0S;

—4Q3 (Q P) = —12503Q3P2 - 8812Q4P — 4521@5.

P)= Y huQ*P

k+1=5

=hos P® + h14QP* + ha3Q*P? + h32Q*P? + hyy Q' P + hsoQ°

temos que,

_ 4@3

0S.
55 (Q.P)+ H5(Q. P) =hos P’ + huQP* + hy Q*P?

+ (hay — 12803)Q*P? + (hyy + 8512)Q*P
+ (h05 — 4821)Q5.

Realizando a igualdade

oS
[5(Q,P) = —Q°55(Q. P) + H3(Q, P)

obtemos a relagao

com

I'5(Q, P) = Z QP! + 705 P° + 114QP* + 723Q* P
k=5

+ Y32Q° P? + v, Q*P + 750Q°

Yo5 =hos, Y14 = hi4, Y23 = hos,

V32 = hag — 12503, 741 =ha1 — 8s12 € Y50 = hso — 4521. (3.19)

Escolhendo os coeficientes de S3 como sendo

1

530 =0, S91 = —hso, S12=<hs1 e Sp3=-—=hs (3.20)

4 8 12

obtemos que

Logo,

Y32 = Va1 = Y50 = 0.

I's(Q, P) =705 P° + 71uQP" + 703Q° P? + 732Q° P? + 711 Q' P + 750Q°

=705 P° + 714QP* + 793Q* P?
=hos P° + h1aQPy + hazQ* P,
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Agora vamos normalizar os termos de ordem 6. Fazendo n = 6 em (3.18]) obtemos

U6(Q, P) = {54, Hi}(Q, P) + Hs(Q, P) + F5(Q, P)

onde

Fs(Q.P)= > fuQ"P'
k+1=6
com

Joo = — 6575 — Bs217s50,

J51 =2891h41 — 24512591 — 4521741 — 10512750,

fi2 =4s21hsz + s12ha1 — 36521503 — 2457, — 3521732 — 8s127a1,
J33 =6521h23 + S12h32 — 72512503 — 2821723 — 6512732,

fa1 =8891h14 + 3512h03 — DAty — 591714 — 4512703,

J15 =10s21hos + 2512h14,

Jos =9s12h0s5,

que substituindo os valores de ((3.19)) e (3.20) obtemos

1\ /1 3
foo = =653, — 521750 = —6 (th) - (1}150) 0= —ghgo;

fs1 =2891ha1 — 24519591 — 4521541 — 10512750

1 1 1
=2 (th) hyr — 24 (§h4l> (th)

1 3 1
=§h5oh41 - Zh41h50 = —1h50h41,

fa2 =4s21h3o + s12h41 — 36521503 — 248%2 — 38921732 — 8512741

1 1 1 1 1 2
=4 (Zhso) hsa + <§h4l) hy — 36 (th) (Eh32> — 24 <§h41>

1 3 3 1 1
=hsohsa + ghil — Zh5oh32 — §h‘2ﬂ = Zh50h32 — Zhip

f33 =06521ho3 + S12h32 — 72512503 — 2591723 — 6512732

1 1 1 1 1
=6 (Zhw) has + (ghzu) hgy — 72 (ghu) (Eh:n) -2 (th) hos

3 1 1 5
§h50h23 + §h41h32 - §h50h23 = hsohos — §h41h32,
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fos =8801h14 + 3512ho3 — Hdsis — 91714 — 4512703

=8 1h his +3 1h hog — 54 1h 2— 1h h
=0 | 70 | s gl ) fas 19132 150 ) T

1 3 3 1 1
—4 (ghzn) has = 2hsoh14 + §h41h23 - §h§2 - Zh5oh14 - §h41h23

7 1 3
= hsohiy — =hathay — —h2
4 507t14 8 417023 8 32

1 1
15 =10591ho5 + 2512014 = 10 (Zhso) hos + 2 <§h41> hi4

5 1
:§h50h05 + Zlh41h14
e
1 5
f06 = 9S12h05 = 5 <§h41) hos = §h41h05-

Além disso, temos que

_0S,0H,  9S,0H,
T0Q 0P 9P 0Q
L 9S,0(QY)  9S,9(QY)
T9Q P oP 0Q

dS
439
=4 OP

{54, H:}(Q, P)

e como
S4(Q,P) = Z S,uQ" P = 520Q* + 531Q° P + 899Q* P? + 513Q P* + 504 P*,
v4+pu=4

temos

0S4

8_P(Q> P) = 831Q° + 2599Q° P + 3513Q P? + 45, P°

A partir dai,

0S4
_ 3
{81, HiH(Q, P) = — 4Q 3P
= — 4831Q6 — 8822Q5P — 12813Q4P2 — 16804Q3P3. (321)

Como

He(Q, P) = > huQ*P'

k+1=6
=heoQ° + h51Q° P + hysQ* P? + hazQ* P?
+ hoa@Q* P* + hi5QP° + hog P° (3.22)
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Fy(@Q.P) =Y fuQ"P'

k+1=6
=fe0Q° + [51Q°P + f1oQ"P* + f53Q°P?
+ f2uQ* P + f15QP° + fos P, (3.23)

somando (3.21)), (3.22) e (3.23)), obtemos

{Ss, Hi}(Q, P) + He(Q, P) + F5(Q, P) =(—4s31 + heo + fo0)Q"

+ (—8s22 4 hs1 + f51)Q°P

+ (—12s13 4 has + f12)Q*P?

+ (—16804 + h3z + f33)Q°P?

+ (hos + f24)Q*P* + (hus + f15)QP°
+ (hos + fos) P°. (3.24)

Agora sabendo que

Ls(Q, P) = {S4,m, }(Q, P) + He(Q, P) + F4(Q, P)
e que
Ls(Q, P) = 7%60Q°151Q° P + 742Q" P? 4+ 733Q° P* + 724Q* P* + 715Q P° + o6 P°,
por temos que

Yoo = —4831 + heo + feo, Y51 = —8S22 + hs1 + f51, a2 = —12813 4 hag + fao,
Y33 = —16504 + h3z + f33,  Yoa = hoa + for, Y15 = has + fi5,  Yos = hos + fos-

Com isso, escolhendo

hos  feo _heo 1 ([ 3., 1 3,
_ s Jeo _feo  Lf S, L, 5,
=t 4+4(85O 407 g

1 1 1 1 1 1 1
S99 = <hs1 + §f51 =zhs + (——h50h4l> = hs1 — o5 hsohua,

8 8 8 4 8 32
1 1 1 1/1 1 1 1 1
513 = Ehzxz + §f42 = Ehu + 5 <Zh50h32 - Zh?"l) = ﬁh42 + §h05h32 - ghib

1 1 1 1 5

=—~h — fag = —h — | hsphas — =ha1h

S04 16/ + 16f33 16/ + 16 ( s0f123 = 2 hay 32)

1 1 5

:1—6h33 + Eh{)ohgg - @h41h327
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obtemos que

Yoo = V51 = Va2 = Y33 = 0.

Portanto,

I's(Q, P) =760Q° + 151Q° P + 742Q* P? + 733Q* P°
+ 724Q* P* + 715Q P° + 06 P°
=724Q*P* 4+ 715QP° + 06 P°

onde, Yo4, 715 € Yo foram definidas anteriormente.

Por fim, obtemos

[(Q, P) =I'4(Q, P) + T's(Q, P) +Ts(Q, P) + T
=Q" + 105 P° + 114QP* + 723Q* P*
+924Q* P! + 115QP° + v PO + T
=Q* + 123Q° P + 714QP* + 705 P°
+ 724Q*P* + 715QP5 + s PS + T
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Capitulo 4

Aplicacoes da Forma Normal de

Gustavson no caso Degenerado
ao Estudo da estabilidade

Neste capitulo, fornecermos condigoes para estabilidade de uma solucdo de equilibrio
de um sistema Hamiltoniano com um grau de liberdade nos casos em que a fungao
Hamiltoniana inicia com termos de terceira ou quarta ordem. Usamos como prin-
cipais referéncias o artigo [18] para o caso Hs # 0 e [10] para o caso Hy = 0 e
Hy #0.

4.1 Estabilidade de sistemas Hamiltonianos que

iniciam com termos de terceira ordem

Consideremos um sistema Hamiltoniano da forma

1= an)
q_ ap Q7p7

=L (g,
p_ aq Q7p7

onde o Hamiltoniano H = H(q,p,t) é representado pela série convergente da

forma

H(q,p.t)=>_ Hilq,p) + H(q.p.1) (4.1)
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onde

Hi(q,p) = Z hig*p'
kt1=j

com hy; independe do tempo e I:I(q,p, t) sendo 27-periédica no tempo.

Observemos que o Hamiltoniano da forma (4.1)) admite 0 = (0,0) como ponto

de equilibrio. Neste caso

Hs(q,p) = h30q® + ho1@*p + hiaqp® + hosp®

com h;; € R para todo 0 < 4,7 < 3. Vimos no Teorema que existe uma
mudanca de coordenadas simpléticas tal que o termo Hj3 assume, sem perda de

generalidade, uma das seguintes formas

o +pY, a-p), d&p e ¢

Vamos analisar agora a estabilidade do equilibrio (0,0) em cada um dos casos

desses casos.

4.1.1 Analise da Estabilidade no Caso em que H3; = q(q2 +
2
p°)

Suponhamos que Hz = q(¢* + p*). Consideremos a mudanca de coordenadas
simplética (veja exemplo [1.2.12)) agao-angulo

q¢=V2rcos(p) e p=V2rsen(y)

com p,7 € R.

Seja K = K (r,¢) o Hamiltoniano em coordenadas (r, ), temos entao que

K3(p,7) =H3(q,p)
=Hs(q(r, ¢), p(r, )
—=H5(V2rcosp, V/2rseny)
=\2rcos((V2rcosp)? + (V2rsenp)?)
—V2rcosp(2r(cos®p + sen?p))
=V/2rcosp2r = 2V 2rcospr = 2/ 2cosprir
—=2v/2cospr? = (2v/2cosp)r? = (),
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onde () = 2v/2cosp. Observe que escolhendo ¢ = 7, temos

Y(p) = 2\/5003(%) =2v/2.0=0
porém, como
V' (9) = (2V2c0s(p)) = —2v2sengp

temos

@D’(g) = —2\/§sen<g> = —2V2 #0.

Logo, % ¢ um zero simples de 1) e como K (r,p) = Ks3(r, @) +O(r"s ) = (o) +
n+1
O(r%), segue do Teorema m que a origem é um equilibrio instavel.

4.1.2 Analise da Estabilidade no Caso em que H; = ¢(¢* —
2
p°)

Suponhamos agora que Hz = ¢(q*> —p?). Novamente considere a mesma mudanca

de coordenadas agao-angulo
q=V2rcos(p) e p=+V2rsen(y)

e seja K = K(r,¢) o Hamiltoniano em coordenadas (r,¢). Assim,
K(r,¢) =H(q, P)
=Hs(q(r, ¢),p(r, ¥))
=H;(V/2rcosp, v/ 2rseny)
—(VErcosg)(Vareos)? — (Varseng)?)
=V 2rcosp(2r(cos®p — sen?y))
=2v2cosp(cos®p — sean)r%r
=2v2cosp(cos®p — sen2g0))r% = Y (p)r"
onde n = 2 e 1 (p) = 2v/2cosp(cos*p — sen’y).

Observemos que para ¢ = 7/2 temos
() = 2\/5008(%) (0082 (g - sen2>> = 0.
Por outro lado, como
V() = = 2V2sen(p)(cos’p — sen’ep)
+ 2v/2c0sp(—2cospseny — 2senpcosy)
= — 2V2(senpcos’p — sen’p + dcos pseny)
= — 2V2(5sengcos®p — senp)
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temos que
wl (g) = —2\/5(58671(%)6082 <g> — sen® <g> = 2V/2 # 0.

Portanto, § ¢ zero simples de 9 e dessa forma pelo Teorema a origem é um

equilibrio instavel.

4.1.3 Analise da Estabilidade no Caso em que Hs = q2p

Agora trataremos o caso em que Hs = ¢*p. De forma andloga ao que foi feito nas

duas seg¢oes anteriores, vamos considerar a mudanca de coordenadas agao-angulo
q=V2rcos(p) e p=V2rsen(p) (4.2)

e sendo K = K(r,¢) o Hamiltoniano nas novas coordenadas (7, ) temos

Ks(p,r) =Hs(q, p)
=Hs(q(r, ¢),p(r,¢))
= H;(V/2rcosp, v/ 2rseny)
=(V/2rcosp)*(v/2rseny)
:27"005230\/58671@
:2\/50032<pseng0r%r

3

:(2\/§COS2QOSGH(P)T§ = (p)r"

comn=2e(p) = 2v/2cos*pseny. Note que
¥(0) = 2v/2c0s%(0)sen(0) = 0,
porém
' () =(2V2cos* psenp)
:4\/500390367190867190 + (2\/5003290003@)
:4\/§cosgpsen2g0 + 2\/§cos3<p
e portanto

Y (0) = 4v/2c0s(0)sen?(0) + 2v/2c0s°(0) = 2v/2 # 0.

Logo, ¢ = 0 é um zero simples de 1. Pelo Teorema [1.5.0, segue que a origem ¢é

um equilibrio instavel.
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4.1.4 Andlise da Estabilidade no Caso em que H; = ¢°

Daqui em diante, nesta secao, vamos analisar a estabilidade da solucao de equilibrio

nula no caso particular Hz(q,p) = ¢°.

Inicialmente, vamos fazer a mesma analise dos trés casos anteriores. Conside-

rando a mudanca de coordenadas acao-angulo
q=V2rcos(p) e p=+V2rsen(y) (4.3)

e sendo K = K(r, ) o Hamiltoniano nas novas coordenadas (r, ¢) temos o novo

Hamiltoniano

K3(r,) =Hs(q. p)
=Hs(q(r, 9), p(r, ¢))
—Hs = (V/2rcosp, V2rseny)
—(Vareos)

—93 cos3g07’% = ()",

com n = % Note que () = 0 se, e somente se cosp = 0, isto é, ¢ = 7 + 2k7
com k € Z. Porém, notemos que

!

V' (p) = —22cos’psen,

assim, se ¢ = 7 + 2k7 temos que

Y (p) =0.

Logo, 1 possui zeros, mas nenhum ¢ simples, portanto o Teorema nao se

aplica.

Neste caso, se ¥(¢) = 0 temos que ¥'(p) = 0, de modo que 1 nao possui
zero simples, apesar de possuir zeros. Com isso nao conseguimos concluir a na-
tureza da estabilidade da solugao nula usando o Teorema [1.5.6] Para estudar a
estabilidade iremos obter a forma normal dos termos quarta e quinta ordem na
expansao em série do Hamiltoniano, utilizando a teoria da Se¢ao[3.4] Em seguida,

iremos obter uma funcao de Chetaev para concluir a instabilidade do Teorema

de Chetaev [L5.0

Por meio de uma transformacao de Birkhoff (¢, p) — (Q, P), conforme vimos
no Teorema [3.4.1,, podemos obter a forma normal

I(Q,Pt)=Q*+T4(Q,P)+T5(Q,P) + ...+ Ti(Q, P) + T(Q, P, 1)
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onde

I'4(Q, P) = 713QP? + s P*
I's(Q,P) = Y14QP* + o5 P°.

Desse modo, podemos obter o seguinte teorema que diz respeito a estabilidade
do equilibrio (0,0).

Teorema 4.1.1 (Markeev, 2015). Suponha que pelo menos um dos coeficientes
das formas T'4(Q, P) ouT'5(Q, P) sao diferentes de zero, ou seja, y13 # 0, Yoa # 0,
Y4 # 0 ou yo5 # 0. Entao o equilibrio (0,0) € instdvel.

Demonstracao: A idéia da prova é construir uma funcao de Chetaev para cada

caso, o Teorema de Chetaev garante a instabilidade da solucao de equilibrio nula.

Caso 1: Inicialmente suponhamos que 713 # 0. Nesse caso, vamos separar o

estudo em trés situagoes distintas:

Caso 1.1: Suponha que 74 # 0 e 75 arbitrario. Nessa situagao faremos uma

mudanca de coordenadas simpléticas

(Q, P) = ((704)7Q, (04)3 P) == (¢, )

que satisfaz as relagoes

2

Q= (104)73¢ e P= () 5.

Denotemos por I' 0 Hamiltoniano descrito nas novas coordenadas (¢, 7) e obtemos
a relacao I' = CH, onde C' = (704)%, obtendo assim

LG =CH@.P). 2

=CH((701)" 3¢, (Y04) 5n)
[(704);’43 + Los ((704)_%@ (704)_%70 + 1 <(704)_%C7 (704)_%77> + 06)
(20073 + [13((30) 5O (00 "I + 50a((300)~P)’]
+ [1a((00) O ((0)E0)* +05((h00)F0)°] ) + O
=C [(900) 3¢+ m13(300) 50 + (00) 30"+ alr01)~3¢n* + 205 (300) "0 + O
=C(y04) "3 [C?’ + 713(300) 75 C + 11t + Yua(v00) 75O + 705(704)‘§775] + O

1 6 1
=C+n'+¢ <713(704) 51° + v14(704) 5774> + 705(7Y04) 751" + Og.
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Denotando

[SF

_6
5.

Y3 = 713(Y04) 755 Y14 = 714(Y04) 755 Vo5 = Yos(Y04) 7,

(SR

obtemos
L¢,n) =¢+ n' + Clysn® + Y1am") + Y051° + O,

onde Og denota os termos de ordem maior ou igual a 6. Agora definamos a fungao
8 4
Ve(Gom) = €5 — (C+3)?
com 0 < € << 1 e definimos D como sendo

D = {(Cﬂ?) ER*:n<0 (=(-1+eBns VBe (—1,1)}~

Vamos mostrar condigoes para que o par (V, D) satisfaz as condigoes do Teorema

de Chetaev. De fato, primeiramente notemos que dados (¢,n) € D temos
V(Gm) =€ — (C+n3)
=i — (=1 + B +13)?
=5 — (3 (=1 + 5+ 1))?
25277% . 77%6252
:€2U§(1 — 3?%) > 0.
Nessa ocasiao, ¢(t, (¢,n)) = (¢(t),n(t)) é o fluxo do sistema Hamiltoniano

1 oI
=5

! or

-

Notemos que

or 0
8_7]@’ n) :8_7;(C3 + n*C(vsn® + ’714774) +v051° + Og)

=4n* + (37131 + 4714m°) + 5v050" + O3

or 0
8_C(C’ n) =-— 8—C(C3 + ' C(y13m® + yan®) + Yosn” + Og)
=— (3C2 + y13m® + 714774) + Os,

resultando no seguinte sistema:

¢'(t) = 4n* 4 3y13Cn* + 4014Cn® + Y051° + Os

(4.4)
n'(t) = —=3C%v13n® — 113n* + Os.

96



Dessa forma, obtemos

VilC.n) = oV (t(C )

o I ALORI0)

= omol@nt (1) — (1) + (),
:%|t:0(62n§<t) — (C3(t) + 2¢()n3 (£) + 13 (£)))
:eagnzwnxw — (20 () + 2(¢ (B3 (1)

+ SR O (0) + S0 (00 (1)

Fazendo a substituicao das expressoes (4.4) em (4.5]), obtemos

Vo(C,m) =8en’s (e[l +28% — eB(2 + 5% — eB)] + O(13))
=8e|n|3 (e[l + 2682 — B2+ 5% — ¢B)] + O(|n|3))

(4.5)

para 0 < e << 1 e |f| < 1. Escolhendo € > 0 e n € D suficientemente pequenos

obtemos que

V(¢,m) >0

e como claramente (0,0) € 9D, segue pelo teorema de Chetaev que (0,0) é um

equilibrio instavel.

Caso 1.2: Suponhamos agora que o4 € Y05 7 0. Para este caso consideremos a

transformagao simplética

(Q, P) = (133 Q, || P) = (¢, m).

Obtemos assim a relacao

_1 _1
Q=|mnsl"1¢ e P=|ns| 2.

Assim como no primeiro caso, seja I' o novo Hamiltoniano descrito em coordena-

das (¢,n). Novamente através da relagao

L(¢n) = CT(@Q, P)
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onde C' = |y3|1, obtemos

I'(¢,n) =CT(Q, P)
=C (@ +T0u(Q, P) + To5(Q, P) + Og)
=C (@ 4+ (113QP® +704P*) + (714QP* + 105 P°) + Og)
=C ((Ims75¢)* + s (sl 75 ¢) (sl 720)* + voa (I3l ~2n)]
+ Draalysl T CUmas ™ 20)* + o5 (sl 720)% + Os)
:C(|%3|_%C3 + [yaslyas) ~1¢0® + Yoalms| 0]
+ [yl 710 + yoslsl~E0°] + Op)
20’713\7% (¢ + vslnsl ¢’ + 704’713|7%774
+ a1 720 + Yoslsl T i0°) + O
=C* + yisms| 7' Cn® + 704|713|_g774 + 714|713\_%C7]4 + 705|713|_£775 + O
=C + misms| ' Cn® + 714|713|7%<774 + 705”713\%775 + Ok.
Denotando

N3 ' B s B L,
o= 1] = sgn(m3s); Ve = Yalnsl 2 Yos = Yos|s| 7,

obtemos

I'(¢n) = ¢+ aln® + v4aln* + Y051m° + Oe.

Para o caso 0 = 1, definimos a funcao
VelGm) = el — (¢ = Inl*)?
onde )0 <e<<le
D=(¢meR :n<0 e (=1+ePl2, Ve (-1,1).
Notemos que, dado ((,n) € D temos

VlGom) =€ fnl® = (¢ = nf*)?
= = (L+eB)lnl= — [n]*)?
=€’ = (Inl*(1+ 6 = 1))’
=e*n|* — |nl*e* 5
=c*[n|*(1 - 8%).
Logo V' > 0 em D. Novamente vamos considere ¢(t(¢,n)) = (¢(t),n(t)) o fluxo

do sistema
(=2
on

/o or
= "53¢
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Observemos que
or_o
an
=30(n” + 4714¢n” + 57051" + Os

(¢* + o¢n® + 14ln* + Yosm° + Os)

or_o
¢ o
=3¢*+ o1’ +yun' + Os.

(¢% + o’ + 714Cn* + Y051m° + O¢)

Contudo, podemos escrever o sistema como sendo

¢'(t) = 30¢n* + 4v14Cn* + 505" + Os

(4.6)
' (t) = 3¢ 4+ on® + yan* + Os.
Desse modo, vemos que
. dV
V(Ca 77) :%|t=0(¢(t7 (Ca 77)))
dV
=7 le=o(C(8), (1))
d 3
:a‘t=0<62|n(t>’3 — (C(t) = In®)[%)%)
d 3
:E‘t:0<€2|n(t>’3 — () =2 n(®)]2 + [n(®)]*)
:23 2i/_2/_2 3 § %i/ 3 2i/
€ 3[n] el (2¢¢" = 2(CInl* + ¢l Wn) + 3|n |n|77)
=32l — (2¢¢" — 2¢'|n|* — 3¢ + 3. (4.7)

Inl
Substituindo (4.6) em (4.7)), obtemos

V(¢,n) = 3elnl? (]2 + 48 + 3¢B(2 + B2 + €B)] + Olnl?).

Assim como feito anteriormente para € > 0 e || > 0 suficientemente pequenos,
resultamos

V>0
em D e pelo Teorema de Chetaev segue (0,0) é instavel.

Para o caso 0 = 1 prosseguimos de maneira analoga ao caso 0 = —1, porém
escolhemos a funcao
Ve(Cym) = €'’ = ¢
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e D= {(C,n) ER2:n>0 ¢ (=¢fnz com B¢ (—1,1)}.
Dessa maneira obteremos que (0,0) é um ponto de equilibrio instavel.

Caso 1.3: Suponha agora que o4 = 705 = 0. Neste caso a prova ¢ andloga ao

Caso 1.2, a unica diferenca é que o novo Hamiltoniano toma a forma

L'(¢n) = ¢+ oCn’ +7uln* + Og

3 .
com Y14 = Y14|714|72 € 0 = sgn(y14). E seguindo exatamente como no caso

anterior obtemos que (0,0) é um equilibrio instavel.

Caso 2: Suponha que y13 = 0 e 14 # 0. Nesse caso, como foi feito para 13 # 0

temos trés situagoes possiveis, a depender dos valores de 74 € Yos5.

Caso 2.1: 7y # 0 e o5 arbitrério. Nesse caso, como 7g4 # 0, faremos a mesma

mudanca de coordenadas do caso 1.1, ou seja,

il

@ P) = ((00)FQ. (301) P) = (),

obtendo assim a relacao

Q=(104)"3¢C e P= (1)

Prosseguindo de maneira andloga ao Caso 1.1 obtemos a expressao para o novo

Hamiltoniano

L¢,n) =¢+ n* 4+ 114¢n* + vosn° + O,

com 7y = 714(714)’2 e Vo5 = 705(704)’%.Desse modo, seguindo exatamente os

mesmos passos de do caso 1.1 obtemos que (0,0) é instavel.

Caso 2.2: Suponha que 794 = 0 e 795 # 0. Vamos aplicar a transformacao

simplética

il

(Q, P) — ((705) @(%5)%})) = ((,n),

obtemos as relacgoes
_1 _2
Q= (0s5)"7¢C e P=(y3)"n

Dai, se I' = I'(¢, ) é o novo Hamiltoniano nas varidveis ({,7) e como I' = CH
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3
com C = 7, obtemos

=I'(¢,n) =CH(Q, P)

\l\l\)

) ( Yos) 777) + Yoa <(705)_$77>4})
+ [%4 <(705) ¢ > < Yos5)~ ) ( Yo5) ”7)5} + O

=0 ((205)7#¢* + 05 ¥ + (os) F”) + O

=C(705) "7 (C* + 14 (05) "7 ¢ + 1) + O
Dai, obtemos

I'(¢,n) =¢* + 714(’705)%(?74 +1° + Og
=+ 1% + yln* + O,

6
7

onde 714 = Y14(705) " 7. Com isso definimos

wlot

V(Gn) =ens = (C+ms)
e D = {(C,n)ER22n<0 e (=(-1+e€f)ns com 66(—1,1)}. Se-

guindo de maneira analoga aos casos anteriores mostra-se que V' é uma funcao
de Chetaev sobre D, provando assim, pelo Teorema de Chetaev, que (0,0) é um
equilibrio instavel.

Caso 2.3: Suponha que 794 = Y95 = 0. Segue de forma semelhante aos casos 1.3
e 2.2.

Caso 3: Neste caso suponhamos que v13 = 0 e 74 = 0. Assim como feito

anteriormente temos os subcasos:

Caso 3.1: Suponha que 74 # 0 e 7y arbitrario. Fazendo a mesma mudanca de

variaveis do caso 1.1, isto é,

@.P) = (301} Q, ()i P) i= ().

obtemos as relagoes

Q=(1041)5¢C e P=(y4) 1
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e 0 Hamiltoniano I' serd da forma

F<C7 77) = <3 + 7]3 + 705775 + 067

7 , : .
onde o5 = Yo5(704) 5. Dai, seguimos os mesmos passos feitos no caso 1.1, mostra-

se que (0,0) é instavel.

Caso 3.2: Considere 794 = 0 e 795 # 0. Fazendo a mesma mudanga de

variaveis feita no caso 2.2, isto é,

(Q, P') ((705)%Q,(705)%P> = (¢, m),

obtemos as relacgoes

2

Q=(105)"7¢C e P=(y05) 1

e 0 novo Hamiltoniano terd a forma

I'(¢,n) = ¢+ n°+ O,

Dai, de maneira analoga ao que foi realizado no caso 2.2 prova-se que (0,0) é um

equilibrio instavel.

Deste modo, considerando a analise dos caso 1, 2 e 3 e seus subcasos, con-

cluimos que de fato (0,0) é um equilibrio instavel. |

4.2 Estabilidade de Sistemas Hamiltonianos que

iniciam com termos de quarta ordem

Vamos estudar agora o tipo de estabilidade da origem para um sistema Hamilto-

niano cuja expansao em série de Taylor inicia com termos de quarta ordem.

Vamos iniciar como anteriormente, considerando um sistema Hamiltoniano

com um grau de liberdade da forma

1= Pan
q_ 8p Qap7

(4.8)
) = _a_H( t)
p - 8(:2 Q7p7

102



onde a origem (0,0) é uma solugao de equilibrio e H = H(q,p,t) é uma funcao
analitica em uma vizinhanga da origem e 27 periddica em t. Assumiremos que a
expansao em série de Taylor de H em uma vizinhanca da origem ¢ da forma

H=H;+Hs+ ...+ Hj+ ...

onde H; é um polindmio homogéneo de grau j em (g, p), isto é

Hj = Hi(g,p,t) = Y hud"p'

k+l=j

com k,l € N e hy € R. Note que neste caso estamos supondo que H nao possui
termos quadraticos nem cibicos, ou seja, Hy = Hy = 0 e Hj(q,p,t) = H;(q,p),
para todo j > 4 até certa ordem. Isto ¢, os polinomios H; independem do tempo

t > 0 até certa ordem finita.

Inicialmente, H, pode ter a forma:
Hy = haoq" + ha1¢°p + haag®p® + hizqp® + hoap*.

No entanto, pelo Teorema |3.2.2, basta considerar os casos em que H, possui uma

das 9 formas:

i) ¢*+ag®® +pt, a> -2
i) ¢* +ag’p® +p*, a <=2
iii) ¢* +ag®p* —pt, a€R;
iv) ¢*(¢* + p?);

v) ¢*(¢* = p);

vi) ¢°p;
vii) ¢°p
viil) —¢’p;

ix) ¢*.
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4.2.1 Andlise da Estabilidade no caso em que H; = ¢* +
aq’*p® + p* com a > —2

Consideremos a mudanca de coordenadas acao-angulo
q=V2rcosp e p=2rseng,
e se K = K(r,¢) é o Hamiltoniano nas coordenadas (7, ¢), temos que
Ky =Ky(r, ¢)
=H.(q,p)
—H,(q(V3rcosg, (Varseng))
=(V2rcosp)* 4 a(V2rcosp)*(V2rseng)? + (V2rsenyp)*
=4r2cosp + adricosipsen®p + drisen’p
=4(cos* ¢ + acos*psen* o + sen*p)r? = Y(p)r",

onde n = % e realizando os calculos temos

U(p) =4(cos*¢ + acos*psen’p + senyp)

=\&cos + (2sen + dacos®psen®p + 8cos psenp — 8cospsen
2c05p)? + (2sen’p)? + dacos*psen’p + 8cos® psen’p — 8cospsen’p

=(2cos”p + 2sen + (4a — 3)cos”psen
(20520 + 2sen’p)? + (da — )cos?psen’s

=4 + (4a — 8)cos®psen’y

=4 + (a — 2)4cos®psen’p

=4+ (a — 2)sen(2yp).

Como a > —2, temos que (a —2) > —4 e além disso —1 < sen(2¢) < 1 obtemos

Y(p) # 0,

para todo ¢ € R. Portanto, pelo Teorema [1.5.6] a origem é um equilibrio estavel

no sentido de Lyapunov.

4.2.2 Anadlise da Estabilidade em alguns casos em que
o Teorema de Markeev-Sokolskii-Cabral-Meyer ga-

rante a instabilidade

Inicialmente com base no Teorema analisaremos a estabilidade da origem
da no caso em que Hy = ¢°p. Vamos considerar a mudanca de coordenadas
acao-angulo
(P, q) = (r,¢)
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com q = \/2rcosp e p = \/2rseny, para o, € R. Considere o K = K(r,¢) o

Hamiltoniano em coordenadas (r, ¢). Desse modo, temos que

Ky =K3(r, ¢)

=Hs(q, p)
=H3(q(r, ), p(e,7))
= H;(V/2rcosp, V/2rseny)
=(V2rcosp)*)(V2rseny)
:2%1"%0033902%7“% senp
:4cos3<psen<pr%
=(4cos®seny)r?

=1 (p)r"

onde n =2 = % e (p) = dcos*pseny. Considere p = 0 e observe que

(0) = 4cos®(0)sen(0) = 0.
Por outro lado

¢/(S0) :1200829086712@ + 4cos4gp
=4cos*p(cos®p + 3sen’).

Desse modo,

/

¢ (0) = 4cos*(0)(cos*(0) + 3sen?(0)) = 4 # 0.

Logo ¢ = 0 é um zero simples de 1. Dali, pelo Teorema [1.5.6| segue que » = 0 ou

equivalentemente ¢ = p = é um equilibrio instavel, no sentido de Lyapunov.

O caso em que Hy = —¢*p é andlogo e concluimos o mesmo resultado. Na
verdade utilizando o mesmo procedimento, também concluimos a instabilidade
nos casos Hy = ¢* + ag®p? + p*, com a < —2, Hy = ¢* + a¢’p®> — p*, coma € R e
Hy = ¢(¢* +p°).

4.2.3 Andlise da Estabilidade no caso em que H, = ¢*

Assim como nos casos anteriores, vamos considerar a agao-angulo

q=V2rcosp e p=V2rseny.
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Se K = K(r, ) é o Hamiltoniano nas novas coordenadas (7, ), temos

=Hy(q(r, ¢), p(r,))
—=H,(V2rcosp, V/2rseny)
=(V2rcosp)*

—dcostor® = Y()r",

onde n = 5 e 1(p) = 4cos*p. Observemos que dizer 1(¢) = 0 ¢ 0 mesmo que

senp = 0, ou seja, ¢ = 2km, com k € Z. Porém, com

’

Y (p) = (4COS4§0), = 166053367190.
Logo,se ¢ = 2k, com k € Z temos ¢’ (¢) = 0.

Contudo, a funcao possui zeros que nao sao simples, assim, por Cabral-Meyer

nao funciona a estabilidade.

Dessa forma, nossa meta nesta se¢ao é, baseada no artigo [10], para dar uma
resposta sobre a estabilidade para o caso ix) em que Hy = ¢* a partir das condicoes

propostas no seguinte Teorema.

Teorema 4.2.1 (Gutierrez-Vidal, 2017). Nas condi¢des trabalhadas até entao
temos as sequintes caracterizagoes sobre a estabilidade (no sentido de Liapunov)
do equilibrio 0.
i) Se vo5 # 0 entao a origem € instdvel.
i1) Se y14 # € Y5 = 0 entdo a origem é instdvel.
iii) Se o3 # 0 € Y14 = Y05 = Vo6 = 0 entdo a origem € instdvel.
i) Se a3 = Y14 = Y05 = 0 € Y6 < 0 entdo a origem € instdvel.

v) Se a3 = Y14Y05 = Y24 = Y15 = 0 € Y06 > 0 entao a origem € instdvel.

vi) Se Yo3 # 0, Y14 = Vo5 = Y24 = Y15 = 0 € =966 > 7223 entao a origem €
mnstavel.

vii) Se Y14 = Vo5 = Yoa = Y15 = 0 € 406 > a3 entdo a origem € estdvel (caso
auténomo).
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viii) Se Vo3 = Y14 = Y05 = 0, Y21 > 0 € Vi < 4y04706 €ntdo a origem é estdvel.

ir) Sey1a = Y05 = Y15 = 0, Y21 > 0 € 46 = Y23 entdo a origem € estdvel (caso

auténomo).
z) Se Yo3 = Y14 = Vo5 = Y15 = Yo = 0 € Y24 < 0 entao a origem é instdvel.

zi) Se Yoz = Y14 = Vo5 = You = Yo = 0 € Y15 # 0 entao a origem € instdvel.
Demonstragao:

i) Caso 75 # 0.

Consideremos a transformacao simplética
Q. P) = (3 Q.76 P) = (Go)
que satisfaz as relagoes
Q=7"1¢ e P=q

Denotemos por K (¢, n) o novo Hamiltoniano descrito nas coordenadas (¢, n).

Assim obtemos a relacao

K(¢n) =CT(Q, P)

4 .
onde C' =~ com isso obtemos que

K(¢,n) =CT(Q, P)
:C(Q4 + 723Q% P + 714QP* + Y05 P° + 724Q* P! + 115QP° + Y06 P° + r
1 1 -3 1 _3 u _3
=C[(65 )" + 723 (Y05 O)* (Vo5 1) + M14(Y05 O (Vo5 ) + 762 (Vo5 m)°
1 _3 1 _3 3 .
+ 724 (%05 ) (o5 )" + 715 (005 €) (Yos™ 1)” + 706 (Vo5 1) + T
4 _1 4 1
=Cly5" ¢* + 723705 C1° + 714%05™ €0 + V05" 1° + V24705 ¢t
16 _18 .
+ Y15%05 1 €0 + Y0605 1° + I
—C’_%“ -5 2 3 -, 4, 5 -1 ,2 4
=5 [C + Y23Y05 ¢n” + Y1405 ™ +n’+ Y2405 ¢
12 1 .
+ 715'70511 075 + 70670511 776 + F]
9 12 _z _10
=C*+ 1" + Cnavos 0+ 15705 1°) + C 25705 0+ Yaav0s 1Y)
1 .
+ Yo6705 1° + T
Logo, temos que
K(¢,n) =+ 17+ C(kuan* + kisn®) + Clkaan® + koan®) + koon® + T (4.9)
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onde

9 12 7 10 14
_ 11 _ 11 _ 11 _ 11 _ 11
kg = Y14Yo5 s kis = Y15%05 kos = 723705 s koy = Y2405 > k= Y0605

Considerando a regiao
D={(¢n)eR:n<0 e V(¢n) >0}
onde
5 5
V(¢n) =€l = (¢~ In[*)?

observe que em D ¢ vélida a relacao

¢=(1+€eB(C )|

sendo B(C,n) = €Yy~ 1(¢—|n|1) diferencidvel. Notemos que, como V (¢, 7) >
0 para (¢,n) € D temos

1B(¢,n)| <1

e consequentemente ¢ > 0. Observemos que as equacoes do movimento
associado ao Hamiltoniano K em (4.9) sdo dadas por

0 %—f(c,n)

0 .
:8_77@4 +10° + C(kuan* + kisn®) + C(kasn® + koan®) + kogn® + 1)

=5n" + ((4k14n® + 5k15n") + C*(3kasn® + 4kasn®) + Gkioen® + T
=5n" + 4k14Cn® + 5k15Cn* + 3kaaCn® + 4kos (PP + 6koen® + T

(§]
oK
oy~ 9K
n(t) ac (¢,m)
0 .
= — 6_C(C4 +1° + C(kuan® + kisn®) 4+ C(kasn® + koan®) + kon® + 1)
= — 4% — kun® — kisn® — 2kg3Cn® — 2kguCn* + T
isto é

C(t) = 5n* + 4k1aCnP + 5kisCt + 3kasC®n? + 4kos(2n® 4 6koen® + T
N(t) = —4¢3 — kun* — kisn® — 2kozCn® — 2kosCn* + r
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Desse modo se ¢(t,((,n)) = (¢(t),n(t)) é fluxo do novo sistema, obtemos
que para ((,n) € D vale

Vi =g V)

G V.n(0)

_8_‘/ - + a_v ;

“ac o

—10e|n| 7 (e(1 + 382 + €B(3 + 3¢5 + ¢° + 8% + 35%)) + O(|n| )
Com isso, fixando € > 0 e escolhendo |n| suficientemente pequeno, obtemos

que
V(¢,m) >0

em D. Logo, pelo teorema de Chetaev (0,0) é instavel.

ii) Caso em que y14 # 0 e 5 =0
Nesse caso, consideremos a transformacao simplética
1 1

(@, P) = (vi4Q. s P) = (¢,m)

Observe que essa transformacao satisfaz as relagoes
_1 _1
Q=4S¢ e P=vy,n

Novamente denotemos por K = K((,n) o novo Hamiltoniano em cordena-

das (¢,n). Com isso obtemos a relagao

K(¢n) = CT(Q, P)

4
onde C' = 7/, observe que

K(¢,n) =CT(Q, P)
=C(Q* + 723Q*P3 + 114QP* + 705 P® + 724Q*P* + 115QP® + 7o P® + 1)
=Cl(ms" )+ 1s(ra* 2t + 1l O i)' + s (')
2401 2t ) 4+ 115 (i O m)® + 206 (v m)° + T
—Cld ¢+ s O+ 1 '+ s 1+ e O
1572 P + Y6 viEn® + T

_10
9

—C? [C* + i O+ G+ s 7+ e Ot
+ 71571_4%2776 +1]
—C'+ ('t (a1 )+ (a1 )OP) + i ¢t
+ (s 0 + T
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Denotando

7 12 10 14
_ -3 _ ~9 _ -9 _ -9
ka3 = v23714" s k15 = Y15714° » k2a = Y24714° , ko6 = V06714

Obtemos

K((n) = C(CS + 7)4) + koaC*n® + kisCn® + koa (Pt + koen® + I

Dessa forma, considerando
D={(neR:V(n) >0 e n>0}

sendo
8 4
V(¢n) =ens — (C+n3)?
com 0 < € << 1. Observemos que assim como anteriormente é valida a
relacao

4
3

¢ = (=1+e€B(¢,n)n
onde B(¢,n) = e '3 (¢ +n3) é diferencidvel e satisfaz |5(¢C,n)| < 1 e com

isso temos que

(<0
Assim as equagoes do movimento associadas ao Hamiltoniano K ((,n) sao
dadas por
: 0K
t) =—
) =5,
0 .
=gy (¢ Gt s o KasCn” - kaan) + koo +T)
=A4(n® + 3ka3(*n® + 3ki5(n* + 4kaa (PP + 6kogn” + T
e
) oK
(t) =— a_c’(C’”)
0 .
=- a_C(<4 + '+ a3l + kasC® + kaaCP' + kogn® +T)
= —4¢% — 0" = 2kps(n® — k1sn® — 2kaaln* + T
isto é

C(t) = 4Cn® 4 3kaaC®n? + SkisCn* + 4kosC?n® + Ak + 6koen® + T
7?(75) = _4C3 - 774 - 2]?23(773 - k'15775 - 2k24C774 + f
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iii)

Dessa maneira se ¢(t, (¢,n)) = (((t),n(t)) é o fluxo do sistema, obtemos
que se (¢,n) € D vale

d

V(ga 77) :£|t:0V(¢(t’ (C: 77)))
= VC,u)

2L et + S ]

|t=0

ol

)

Logo, fixando € > 0 pequeno e tomando |n| suficientemente pequeno, isto

=8en s (6 {1 + 367 — 4¢3 (1 +B—€f— §663 + %e%g)} +O(n

é, |n| < €* temos que

V(¢.n) >0

em D e como V((,n) > 0 em D, pela definicao do conjunto, segue pelo
teorema de Chetaev que (0,0) é um equilibrio instével no sentido de Lya-

punov.

Caso 23 # 0 € Y14 = Y05 = Y06 = 0
Nesse caso, a funcao I' toma a forma

I'Q,P) =Q* +723Q*P® + yuuQP* + 705 P° + 124Q* P*
+ 115QP° + s P + r
=Q* + 723Q*P? + 724Q*P* + v15QP° + T

Nessa situagao vamos considerar a transformagao canonica
1 3
(Q,P) = (,72736277273P> = (6777)
Notemos que variaveis satisfazem as relagoes
_1 _3
— 7 — 7
Q=73C e P=m3"n

Outra vez denotando por K((,n) o novo Hamiltoniano descrito em coorde-

nadas (¢, n) obtemos que

K(¢n) = CT(Q, P)
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com C = 755. Desse modo
K(¢,n) =CT(Q, P)
=C(Q" + 723Q*P* 4+ 7124Q°P* + 715QP° + f)
—Cl(a5 )" + 725257 )% (" 1)* + 721 (135" O (15 )’
+ 115135 ) (1357 7)° + T

Ol CH 4 Yo P+ awvas” G + s P + T
—C ¢+ C0P + oy OO0 + s + T
—Ch 4 P+ raar” Ot s O 4 T

denominando
_ 10 12

koa = Y2aYas” € Kis = YisYay "

obtemos
K(C,m) = ¢4 P 4 ka0 + ks +T

Considerando a regiao
D={(n)eR:V(n) >0 e n<0}

como
V(Cn) =l — (¢ — [n]?)?

com 0 < € << 1. Novamente em D é valida a relagao funcional

¢=(1+€eB(C,n)n|?

onde |5(¢,n)| < 1 e por consequéncia ¢ > 0. Além disso, as equagdes do

movimento associadas ao Hamiltoniano K sao dadas por
: oK
t) =—
o) =)
0 .
:0_77@4 + 0+ kauCPt + kst + 1)

=300 + 4k C*n® + 4k15Cn® + T

) 0K
T %@4 + 0 + ka0t + kisCn® + f)

= —4¢% — 20 — 2kguC* — Ky’ + T
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ou seja
C(t) = 3¢ + BkasC* + k(P + T
0(t) = —4¢% = 20n° — kisn® — 2kaa(n* + T
Mais uma vez, se ¢(t,(¢,n)) = (¢(t),n(t)) é o fluxo do novo Hamiltoniano,

devemos ter para (¢,n) € D que

V(¢n) = e’ (O (G))
:%tzov«(w,n(t))
av : av .
T COA0)-E0 + a0 i)

—6¢[n| 2 (e[L + 38% + eB(5 + 552 + 68 — 28 + 2628%] + O|n|2)

Outra vez, fixando 0 < € << 1 pequeno e |n| suficientemente pequeno temos que

V(¢,m) >0

em D. Desse modo, segue pelo teorema de Chetaev que (0,0) é um equilibrio

instavel no sentido de Lyapunov.

iv) Caso va3 =714 =705 =0 € 706 <0
Lembrando que o Hamiltoniano é da forma

[(Q, P) =Q" + 723Q* P? + 714QP* + 705 P° + 7124Q° P* + 715Q P + s P® + r
=Q" +724Q* P + 715QP° + 706 P° + r

como Yo < 0; |Y06| = —06 , €ntao Y06 = —|706|, obtendo assim

I'(Q,P) = Q"+ 124Q°P* + 715QP° — 06| P° + T
Com essas condicoes apliquemos a transformacao simplética

1 3
(Q)P) = (|706|14Q7 |’706‘14P) = (C»U)
que satisfaz a relacao
1 _ 3
= |706| 14C e P= ’706‘ 1y

Uma vez mais, se K = K((,n) é o Hamiltoniano com coordenadas ({,n),

temos a relagao

K(¢,n) = CT(n);  C = |06 = |706]7
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Com isso, temos que

K(¢,n) =CT(Q, P)
=C(Q* + 7124Q*P* + 115QP° — |06/ P® + T)
=C[(106|77¢)* + 7217067 )*(|706| 17"
+ 715 (1706777 (106) 7177)® = |06l (|y06|~177)8 + T
=C'J0s] T1C* + 24706 7T C30* + Y15 ]v06] T CH® — os|TTT0° + T
:C|706|_ﬁ(C4 + 724|706|_%C2774 + ’715|'706|_%C775 —n°+1)
=¢* = 1° + (aalyos|719)¢*n" + (15|06 14 )Cn° + T

denotando por

ko4 = 724’706|7% = 724|706’7$ e kis= 715"706|7g
resultando em
k(¢n) = ¢" = n° + kPt + ksCn® + T
Agora, consideremos a regiao
D={(¢mn)eR:V(n) >0 e n>0}

onde
V(C¢,n) = e — (C+n2)?

Assim como anteriormente, nessa situagdo devemos ter que ¢ = (—1 +
eB(¢C,n))n? onde |B(¢,n)| < 1 e consequentemente ¢ < 0. Nesse caso, as

equacoes do movimento sao dadas por

0 %—f(m)

0 -
:8_7)[64 — % + ka0t + kisCn® + T
= — 67]5 + 4]{24(2773 + 5k15c774 + f

e de maneira similar

0K
) ==z Cn)
0
S

= — 4¢3 — 2kouCn* — ks’ + T

(¢4 = 18 + koaCP* + KasCrp® + T
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Desse modo

((t) = =61 + kouC?n® + BlysC* + T
0(t) = —4¢% — 2kauCnt — kisn® + T

Assim se ¢(t,(¢,n)) :== (((t),n(t)) é o fluxo do novo hamiltoniano, temos
que para (¢,n) € D.

VEn =5 V()

d
V()
oV oV,
:12677§(6[1 + 38 — 3Be — 36%* + Bl — B3P + O(n%))

Assim como argumentado anteriormente, fixando € > 0 pequeno e || sufi-

cientemente pequeno, obtemos que

V(¢,m) >0

para (¢,n) € D. Portanto, pelo teorema de Chetaev, (0,0) é um equilibrio

instavel no sentido de Lyapunov.

V) €aso Yoz = Y14 = Yo5 = Y24 = Y15 = 0 € 706 > 0 Nesse caso, temos que

I'(Q, P) =Q" +123Q* P + v14QP" + 705 P° + 724Q* P*
+ 115QP° + Y06 P° + r
:Q4 + ’}/06P6 + f

Logo, temos que
I'(Q,P)=Q"+ 6P +T

¢ uma funcao positiva em uma vizinhanca da origem, isto é,
I'Q,P)=0

Agora seja ¢(t, (Q, P)) := (Q(t), P(t)) o fluxo do sistema Hamiltoniano



observemos que

Assim

Q.

P)

B d

" dt =0
o d

"~ dt =0
or
—0Q
_9r (O T [ or
~o0 (@) Tor (‘%)
_oror  ar ar
T0QOP  0PaQ

=0

Le(t, (@, P)))

[(Q@), P(1))

or

Q(t) + aTaP(t)

NQ,P)=0

Contudo, I é uma fungao de Lyapunov para o equilibrio (0,0) e pelo o

teorema de Lyapunov (0,0) é um equilibrio estavel.

vi) Caso ya3 # 0, Y14 = Yo5 = Y24 = Y15 = 0 € —96706 > 733 Nessa condicao

[(Q, P) =Q" + 723Q*P? + 714QP* + 705 P° + 724Q° P* + 715Q P + s P® + r
=Q" +723Q°P® + s P° + r

A partir dai, as equagoes sao dadas por

isto é,

P(t) =

-

_ 9
- oP
:3723Q2P2 -+ 6’}/06P5 + T

- 350

Q) =55(Q.P)

Q° + 723Q° P? + s P° + f]

L q.p)

0 .
[Q* + 723Q° P* + o6 P° + T

= —4Q% - 293QP* + T

Q(t) = 3723Q2P2 + 6’706P5 + r
P(t) = —4Q3 — 2’)/23QP3 -+ f
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Com isso, consideramos a fungao

V(Q,P)=QP
nesse caso, temos que
. oV . oV .
V(@.P) =550 + 550
—PQ(t) + QP(1)

=P[3723Q*P? + 6706 P° + '] + [-4Q® — 27,3QP* + T
—3793Q* P® + 6706 P° — 4Q* — 2993Q*P® + T

= —4Q" + 123 Q*P? + 6706 P° + T

= — [4Q" — 723Q* P? — 606 P°] + r

Observe que
2 2
0< (2@2 _ %Pi”) —40* — 2(2Q?) (%) Pe %P6

2
=4Q" — 123Q*P* + %PG

2
Y23

Notemos que —96p6 > %23 se, e somente se, 675 < —F%

temos que
V(Q, P) = — 4Q" + 7123Q*P® + (6706) P + T
2 ~
<—4Q' 4 9mQ?P — B4 T

2 ~
= — <4Q4 + 723Q2P3 + EPG‘F) r

16
2 ~
= — (2@2 + %P“Q’) +T
<0
logo,
V(Q,P) <0

Portanto, temos que (0,0) é um equilibrio instavel no sentido de Lyapunov.

vii) Caso 714 = 705 = 724 = 715 = 0 € 4706 > 733
Observemos que como Y14 = Vo5 = Y24 = Y15 = 0 o Hamiltoniano I' tem a

seguinte expressao

T'(Q, P) =Q* + 123Q*P® + 714QP* + 705 P® + 724Q*P* + 115QP° 4+ 406 P® + T
=Q" + 723Q*P® + 7os P° + r
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Observe agora que as expressoes

Q=0 ¢ P=P°
temos que

[(Q, P) =Q* + 793Q° P* + o6 P® + r
:(Q2)2 + 723Q° P? + 706(P3)2 +T
=% +723QP + 706 P> + T

Q+f
P

223
]' 2

723
5 "oe

=(Q.P)

logo,

Notemos que

23

1 = 2
det 2 = Yo — f@
5 oe 4

2
23

23 > 0 segue que

como, por hipétese 4y > 7223 se, e somente se ypg —

1 22
det 2 1 >0.

23
5 oe

Desse modo, I" é uma funcao positiva definida em uma vizinhanga de (0, 0).

Assim pelo teorema de Dirichlet, (0,0) é um equilibrio estavel.

viii) Caso Y23 = Y14 = Y05 = 0, Y24 > 0 € ¥35 < 472406
Como 793 = 714 = Y05 = 0, temos que o Hamiltoniano I' toma a forma
[(Q, P) =Q" + 723Q° P* + 714QP" + 705 P° + 724Q° P*
+715QP° + 706 P + T
=Q" + 724Q°P* + 15QP° + vsP° + T
=Q* + P'(724Q” + M5QP + 706 P?) + T

como a4 > 0 e Vi < 47994706 temos que

2 2
V15 715
> —
o6 4724 (2\/ 724)
com 1sso
I'(Q,P) = Q"+ P*(724Q* + m5QP + 106 P?) + T
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Fazendo a transformagao simplética de acao-angulo
Q =V2rcosp e P =+2rseny
Se H = H(r, ) é o Hamiltoniano nas novas coordenadas, temos

H = H(r,¢) =1(Q, P)
T (Q(r,0), P(r, 9))
=T'(V2rcosp, V/2rsenyp)
=(V2rcosp)* + (V2rseng)* (yas(V2rcosp)?
+ 715(V2rcosp) (V2rseng) + vos(V2rsenp)?) + O(r)
=4r?cos*p 4 4risen* p(v242rcos*p + Y152rcospseny
+ Yo62rsen’o) + O(r)
:47"20034g0 + 8r3sen4<,0(”yg400$290 + Y15Cc08pseny
+ yossen’p) + O(r)
=r*o(p) + 1Yy (0) + O(r)

onde

Yo(p) =4cos'y
Up(p) =8sen*p(ya4cos*p + yi5c080senp + Yogsen’p)

Primeiramente, note que

Yo(p) = 4cos’(p) =0

se,esomentesegng—l—/m:kaez

Logo, toda raiz ¢ multipla de 7.

Observe que
Ho(r, @) = r*¢o(p) + r*vy(e).

Além disso,

V() =8sen*p(yascos o + Yiscospseny + yogsen®p)
=8sen’p(124c08%p + 2y/V211/V06COSPSENP
+ Yos5en? + Y15c08psenp
— 2v/Y24y/Yo6Cospseny)
=8sen’ o[ (y/724c05% + v/Yo65ene)? + (115 — 24/ Y2106 cospseny)

=8sen’ | (y/121c0890 + /ossene)” + [W] Sen(290)} :
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como por hipotese

7%5 < 472406

se, e somente se Y15 < 24/724706, S€, € SO s Y15 — 21/Y24%06 < O.
Entao em uma vizinhanca da origem temos que

1%(@) > 07
como
Ho(r, ©) = o) + () > 0.

Portanto, pelo Teorema de Bardin-Lanchares’s, a origem ¢ estavel.

ix) Caso v14 = Y05 = 715 = 0, 724 > 0 € 4yps > ’7223
Como 714 = Y05 = 715 = 0, 0 Hamiltoniano I' tem a seguinte forma
I'(Q, P) =Q* 4+ 723Q° P? + 714QP* + 705 P° + 724Q* P*
+715QP° + o6 PP + T
=Q* + 723Q° P + 724Q*P* + s P° + T
Denotando Q = Q2 e P = P3, obtemos
I =I'(Q, P) = (Q* + 723QP + 706 P*) + 124QPP +T

J23
2

o6

1
Y23
2

vimos anteriormente que se 47p5 > a5 entao

det

Logo teriamos que F(Q,p > 0 em uma vizinhanca de zero. Agora caso

406 = Y25, temos que

F(Q, P) :(QQ + Y23QP + ’706p2) +v4QPP +T

2
N - P - -
Q* +1mQP + (72; ) +1QPP +T

o 023 )2 T
Q +7P +’724QPP+F
>0
Contudo, em ambos os casos I' é uma funcao positiva definida em uma

vizinhanga da origem. Logo, pelo teorema de Dirichlet, (0, 0) é um equilibrio
estavel.
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x) Caso Y23 = Y14 = Y05 = Y15 = Yos = 0 € Y24 < 0.
Como temos que Y23 = Y14 = Y05 = Y15 = Y06 = 0, entao
'@, P) =Q* + 7230 P? + 714QP* + 705 P° + 724Q* P* + 715Q P + o6 P® + r
=Q" +724Q°P* + T

como o4 < 0, temos que |y24| = —724 entao
P(Q,P) = Q" — [124Q°P* + T

Com isso, definamos a transformacao simplética

Bl 3
(@, P) = (|124|19Q, [v24[79 P) := (¢, m)
obtendo-se que
Q= |’724|7%C e P= |’724‘7%7]

e ainda, se K = K((,n) é o novo Hamiltoniano em coordenadas ((,n),

sabemos que
K(¢,n) = CT(Q, P)

4
onde C' = |y94|70. Desse modo,

K(¢.m) =CT(Q, P)
=C(Q* — |124|Q*P* +T)
=C((1724]7150)* = y2ul (|24) 719€)? (|24 “10m)* + )
=C(|yaa| " 19¢" = [yoa] "0 ¢2t +T)
:C|724\7147°<C4 -t + f)~
Logo
K(Cn)=¢ =t +T

Com isso, para € > 0 definimos

V(¢n) =Mt = (¢ —In?)?

eD={(n) eR:V(,n >0 e n <0} Assim como feito anterior-
mente, temos que ¢ = (1 + ¢3)|n|? com |[B] < 1 e ¢ > 0. Além disso, as
equacoes do movimento associados ao novo sistema sao dadas por

0K
=
=9 (¢t -yt 4 D)

on
=4y 4+ T

((t) (¢,n)
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xi)

0K
s

8 4 2, 4 T
:_8_C<C — ¢+ 1)
= 442 + T

0(t) = (€, m)

isto é,
((t) = 4>+ T
0(t) =2¢n* — 4¢3 +T

Desse modo, assim como feito em casos anteriores, obtemos que para ((,7n) €

=8|n|%*(1 + Be)(1 + 38% + 48e + 233 + 26%€*) + T
Novamente, tomando € > 0 e || suficientemente pequenos temos que
V(¢,n) >0 em D

Logo, pelo teorema de Chetaev, (0,0) é um equilibrio instével.

Caso 23 = Y14 = Y05 = Y214 = Y06 = 0 € 715 # 0
Como nessa situagao temos 723 = Y14 = Y05 = Y24 = Yos = 0 temos que

I'Q, P) =Q* +723Q°P® + yuuQP" + o5 P°
+ 724Q* P* + 715Q P° + 06 P® + r
=Q* +7;QP° +T

ou seja,
I'(Q,P)=Q"+nsQP° +T.

Com isso, precisamos dividir a andlise em duas situagoes
1. 115 > 0. Nessa situacao, vamos considerar a mudanca simplética
(Q.P) = (1 Q. P) = ().
Considerando K ({,n) o Hamiltoniano em coordenadas (¢, n), vale

K(¢,n) =CT(Q, P) (4.10)
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1 1 _3
tal que C' = 775 e como ¢ = 7,52 Q) e n = ,5'* P segue por (4.10)) que

K(¢m) = ¢+ ¢ + T (4.11)
Nesse caso, a funcao de Chetaev é dada por
V(¢m) =S — (¢ +ni)’

com € > 0 e definimos a regiao D = {(¢,n) e R*: V({,n) >0 e n>

0}
Seguindo de maneira andloga aos casos anteriores obtemos, pelo teo-

rema de Chetaev que (0,0) é um equilibrio instavel.

Y15 < 0
Como 715 < 0, temos |y15] = —715. Nesse caso fazemos a mudanca de

coordenadas simpléticas
(@, P) — ("715’%@ ”715‘%]3)'
Nessa situacao temos a seguinte expressao
K(¢mn) = =
Assim, consideremos a fungao de Chetaev
V(¢n) =en’ = ¢

sendo € > 0 com a regiao D = {(¢,n) € R*: V(¢,n) > 0en > 0}.

Novamente, reproduzindo calculos anteriores podemos concluir que (0,0) é

um equilibrio instavel no sentido de Lyapunov.

Observagao 4.2.2. Os casos abordados no Teorema[{.2.1], demonstrado anteri-

ormente nao estao completos. Por exemplo o caso (viii) com s > 4724706 NO

lugar de i < 4724706 ainda € um problema em aberto.

4.2.4 Comentario sobre a Estabilidade nos casos em que

Hy = ¢*(¢* + p*) ou ¢*p?

Vamos inicialmente considerar o caso

Hy=(¢,p) = ¢(¢* +p°)
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sendo K = K(r,¢) o Hamiltoniano obtido nas coordenadas ac¢ao-angulo, vemos
que

Ky =Ky(r, )

=H.4(q,p)

=Ha(q(r, ), p(r,¢))

—H4(V2rcosp, V/2rseny)
—=(V2rcosp)*(V2rcosp)? + (V2rsenp)?)

n

=2rcos*pr? = (p)r",
onde n = 5 e () = 4cos*p.

Novamente, note que ¥(¢) = 0 se, e somente se, cosp = 0, ou seja, ¢ =
5 + 2km, com k € Z. Porém, como V' (p) = —8cospseny, se p = 5 + 2km temos
que

() =1 (p) = 0.

Logo, todos os zeros de 1 sao nao simples. Portanto, o Teorema nao se

aplica. Para mais detalhes acerca da estabilidade neste caso veja Markeev [20].

Agora, vamos considerar o caso

Hy(q.p) = ¢°p°.

Novamente, se K = K(r, ) é o novo Hamiltoniano sobre a aplicagao a¢ao-angulo,

temos que

(r, )
1(a,p)

Hay(q(r, @), p(r, ¢))
—H,(V/2rcosp, V/2rseny)
=(V2rcosp)*(V2rsenyp)’
—4cos*psen’or?

—sen®(20)r” = ()",

Ky =K,
=H

com n = 3 e h(p) = sen?(2p). Novamente, () = 0 se, e somente se, sen(2p) =
0, ou seja, ¢ = km com k € Z. No entanto, como ' () = 4sen(2p)cos(2p), se
¢ = km com k € Z obtemos que

!

Y(p) =9 () =0.
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Portanto, todos os zeros de ¥ nao sao simples. Logo, o Teorema |1.5.6| nao é

conclui nada acerca da natureza da estabilidade da solucao de equilibrio.

Para mais detalhes sobre a estabilidade nesse caso veja Markeev [21].
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