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Resumo

Esta dissertacao tem como principal objetivo fornecer condi¢oes necessarias e su-
ficientes para estabilidade normal de um sistema Hamiltoniano com n graus de
liberdade e aplicé-las no estudo da estabilidade dos pontos de libragao L4 e L5 do
problema restrito espacial circular dos trés corpos. Para atingir nosso objetivo, in-
cluimos um capitulo de preliminares, onde fornecemos a teoria bésica de sistemas
Hamiltonianos autonomos com n graus de liberdade, nocoes de transformagoes
simpléticas, fornecendo defini¢oes e resultados relevantes, os conceitos de pontos
de equilibrio de um sistema de equacgoes diferenciais ordinéarias, apresentando a
nocao de estabilidade no sentido de Lyapunov, como também os sistemas lineares
com coeficientes constantes, o método direto de Lyapunov para o estudo da es-
tabilidade e a teoria da forma normal de Lie. No capitulo 2 abordamos um novo
conceito de estabilidade chamado de estabilidade normal de sistemas Hamiltonia-
nos lineares, onde provamos varias condi¢oes necessérias e suficientes, dentre elas
uma nova condi¢ao sobre parte quadratica da fungao Hamiltoniana denominada
de condicao de Moser-Weinstein. Apresentamos no ultimo capitulo o problema
restrito espacial circular dos trés corpos, onde estudamos a estabilidade linear dos
pontos de libracao Ly, Lo, L3, Ly e Ls, € no caso de L, e Ly fornecemos condigoes
para a estabilidade normal do sistema linearizado, que implica numa estabilidade

formal do sistema nao linear.

Palavras Chaves: Sistemas Hamiltonianos, Condicao de Moser-Weinstein,
Estabilidade Normal, Pontos de Libracao, Problema Restrito Espacial Circular

dos Trés Corpos.



Abstract

The main objective of this dissertation is to provide necessary and sufficient
conditions for normal stability of a Hamiltonian system with n degrees of freedom
and to apply them in the study of the stability of pound points L, and Ls of
the restricted circular spatial problem of the three bodies. To achieve our goal,
we have included a chapter of foreplay, where we provide the basic theory of
autonomous Hamiltonian systems with n degrees of freedom, understandings of
simpleton transformations, providing definitions and relevant results, the concepts
of equilibrium points of a system of ordinary differential equations, presenting the
notion of stability in the sense of Lyapunov, as well as linear systems with constant
coefficients, Lyapunov’s direct method for the study of stability and Lie normal
form theory. In chapter 2 we discuss a new concept of stability called normal
stability of linear Hamiltonian systems, where we have proved several necessary
and sufficient conditions, among them a new condition on the quadratic part of
the Hamiltonian function called the Moser-Weinstein condition. We present in
the last chapter the restricted spatial circular problem of the three bodies, where
we studied the linear stability of the pounding points Ly, Lo, L3, L4 and Ls, and
in the case of Ly and Ls; we provide conditions for the normal stability of the

linearized system, which implies a formal stability of the nonlinear system.

Key words: Hamiltonian Systems, Moser-Weinstein Condition, Normal Sta-
bility, Libration Points, Restricted Spatial Circular Problem of the Three Bodies.



Introducao

O objetivo principal desta dissertacao é estudar um novo conceito de estabi-
lidade chamada da estabilidade normal e fornecer aplicagoes no estudo da esta-
bilidade nao linear dos pontos de libracao Ly e L; do problema restrito circular

espacial dos trés corpos.

O estudo de Equagoes Diferenciais Ordinarias é instrumento de intensa ati-
vidade de busca, pois apresenta aspectos matematicos e muitas aplicacoes. A
segunda lei de Newton juntamente com o fato da derivada segunda da posicao ser
a aceleracao, da origem ao estudo das equagoes diferenciais de segunda ordem em
R™, os quais podem ser escritos como sistemas de 2n equacoes diferenciais de pri-
meira ordem, onde um tipo especifico desses sistemas sao chamados de Sistemas

Hamiltonianos.

Os sistemas Hamiltonianos variam de acordo com as transformacoes de co-
ordenadas, no entanto existem transformacoes que preservam as caracteristica
Hamiltoniana. As transformagcoes simpléticas tem um papel importante na teo-
ria de sistemas Hamiltonianos, pois sao um tipo de mudanca de coordenadas que

preservam a estrutura Hamiltoniana.

Sabe-se da teoria basica de Equacao Diferencial Ordinaria que cada solugao
x = x(t) de uma equacao x = f(x) depende continuamente de f e de suas
condigoes iniciais (xXg,%p). Em particular, pequenas mudangas ou perturbagoes
em Xy produzem pequenas mudangas em x(¢) num intervalo ao redor de t5. Ao
tentar responder a pergunta se essas pequenas mudancgas nas condicoes iniciais

produzem pequenas mudangas nas solugoes para todo o tempo, somos levados
7



8 INTRODUCAO

ao desenvolvimento do conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov de uma
solucao de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, que possui diversas
aplicagoes em varias areas da Matematica e da Fisica. Na Mecanica Celeste,
por exemplo, é de grande importancia saber sobre a estabilidade das solugoes

particulares dos problemas do n-corpos.

O Método Direto de Lyapunov foi enunciada por Aleksandr Lyapunov no fi-
nal do século XIX, em 1788, o qual ndo apresentou uma demonstragao (exceto
quando a funcdo potencial é quadratica). Uma das primeiras provas conhecidas
foi exibida por Dirichlet em 1848. A demonstragao é via uma funcao auxiliar,
denominada de Fungao de Lyapunov. Os Teoremas de Lyapunov sobre estabi-
lidade fornecem um método muito 1util para determinar a estabilidade de uma
solucao de equilibrio, mas em geral é bem dificil encontrar uma funcao de Lyapu-
nov. Com a introdugao do conceito de estabilidade normal de sistemas lineares,
uma simples condicao algébrica sobre os autovalores da matriz pode determinar
a estabilidade do sistema Hamiltoniano na forma normal em qualquer ordem fi-
nita. Esse conceito de estabilidade formal pode ser suficiente para a maioria das

aplicagoes fisicas.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. O primeiro contém resulta-
dos preliminares. Nesse contexto, é importante que o leitor possua conhecimen-
tos basicos de Algebra Linear, Andlise no R™ e Equagoes Diferenciais Ordinarias.
Nele, além de defini¢oes, teoremas basicos de sistemas Hamiltonianos e Trans-
formagoes Simpléticas, também é enunciado a Estabilidade segundo Lyapunov,
Sistemas lineares com coeficientes constantes e o Método direto de Lyapunov e o
Teorema de Dirichlet-Lagrange, como também desenvolvemos a teoria na forma
normal de Lie para sistemas Hamiltonianos, mostrando o processo para obtencao
da transformada de Lie, a forma normal num equilibrio no caso onde a matriz da
parte linear é simples e a forma normal de Birkhoff de uma funcao Hamiltoniana

quadratica.

No segundo capitulo, fornecemos um novo conceito de estabilidade chamada de
estabilidade normal de sistemas Hamiltonianos, a qual depende da existéncia de
uma integral formal cuja parte quadratica é positiva definida. Desse modo, vamos
nos concentrar sobre sistemas formais, ou seja, sistemas onde o Hamiltoniano é
uma série de poténcia formal. Baseado no artigo artigo [20], mostraremos que
um sistema Hamiltoniano auténomo linear z = Az é normalmente estavel se,
e somente se, a condicao de Moser-Weinstein for satisfeita. Utilizando como

base o artigo [7], forneceremos outras condigbes necessérias e suficientes para
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estabilidade normal, as quais se estendem ao caso periddico também.

Finalmente, no capitulo trés, fornecemos a formulagao do problema restrito
dos trés corpos que consiste em estudar a dinamica de trés particulas que se
movem no espago sob a agao unicamente das forcas de atragao mutua, no qual
fazemos a suposicao que a massa mg ¢ infinitesimal de tal forma que ela nao
influéncia no movimento dos corpos de m; e mo, chamados de binarios, no entanto
sua oOrbita é afetada por eles de forma usual. Se o corpo de massa infinitesimal ms
permanece para todo tempo, no plano do movimento de m; e mo, dizemos que o
problema restrito correspondente é planar; se o corpo ms, em seu movimento, sai
do plano de m; e moy falamos de problema restrito espacial. Também abordamos
o problema restrito circular espacial dos trés corpos , onde os corpos binarios m;

e mey executam Oorbitas circulares em torno de seus centro de massa.

Ainda no ultimo capitulo, falamos dos pontos de libracao que correspondem
aqueles movimentos particulares no problema dos trés corpos onde os binarios e
o corpo de massa infinitesimal descrevem oOrbitas keplerianas semelhantes, relati-
vamente ao seu centro de massa. Além disso, abordamos a estabilidade linear dos
cinco pontos de libragao e o estudo da estabilidade normal dos pontos de libracao

L4 e Ls do problema restrito circular espacial dos trés corpos.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fornecemos os principais resultados necessdrios para o desenvol-
vimento dos capitulos sequintes. Abordamos a teoria bdsica dos sistemas Ha-
mailtonianos, transformacoes simpléticas, estabilidade no sentido de Liapounov, e

algumas nogoes envolvendo a Forma Normal de Lie.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

O estudo das Equacoes Diferenciais Ordinarias é objeto de intensa atividade de
pesquisa, pois, apresenta aspectos puramente matematicos e uma multiplicidade

de aplicacoes. Apds a segunda lei de Newton F = ma e das equacoes de Eule-

oL _ d (9L
Lagrange 5 = & <8q

segunda ordem em R", desperta-se um particular interesse pelos sistemas de

>, onde se inicia o estudo das n equagoes diferenciais de
2n equacoes diferenciais de primeira ordem em R?", em particular os chamados
Sistemas Hamiltonianos.

Um Sistema Hamiltoniano em R?" é um sistema com 2n equacoes diferen-

ciais ordindrias da forma

. oH
=5
(1.1)
. 0H
P="%q

onde H = H(q,p,t), chamada de fun¢ao Hamiltoniana. E uma funcao dife-
rencidvel definida num aberto Q2 = R™ x R" x R, as varidveis q = (q1, -+ , gn) s@o

chamadas de coordenadas generalizadas conjugadas (posicao) e p = (p1,- -, Pn)
12



momentos generalizados conjugados e t, geralmente, o tempo. O inteiro positivo
n é chamado grau de liberdade (coordenadas livres) do sistema. Quando H
nao depende explicitamente de t dizemos que o sistema é auténomo, e em caso

contrario, nao autonomo.

O espaco de n dimensoes onde as coordenadas generalizadas estao definidas é
chamado de espaco de configuracao e o espaco 2n dimensoes onde as posigoes e

momentos generalizados estao inseridos é chamado de espago de fase. Se

oH
821

z:[q] , J:[ y I“] e V,H=VH=| : |,
p L. 0 OH
82’2”

onde I, é a matriz identidade n x n e 0 a matriz nula n x n, o sistema (1.1

torna-se
. , OH\"
z=JVH(z,t) ou z=J—] . (1.2)
0z
Temos que J é anti-simétrica J7 = —J e ortogonal J=' = J7. Além disso,

JP= _-TedetJ=1.

Pelo Teorema de existéncia e unicidade, um dos resultados basicos da teoria
de equagoes diferenciais ordindrias, para cada (tp,z¢) em {2, existe uma tunica
solugao z = p(t, to, zog) de (|1.2) definida em ¢ numa vizinhanca de ¢, que satisfaz

a condigao inicial y(to, to, 20) = Zo.

No caso autonomo, ou seja, quando a funcao Hamiltoniana H nao depende
de t, temos que a funcao Hamiltoniana H é constante ao longo das solugoes.

Neste caso o Sistema Hamiltoniano ((1.2) é dito conservativo. Dali, a equagao

(1.2) satisfaz

¢<t - tO? 07 ZO) - 90<t7 th ZO)'

Podemos, portanto, pensar nas solucoes independentes do ty, e escrevé-lo
simplesmente como ¢(t, zg) uma vez que é uma solugao de (|1.2)) tal que ¢(0,zg) =
Zo. Assim, podemos dizer que sdao curvas parametrizadas em 2 C R*™ e 0 Q) é

chamado espaco de fase.

Muitas propriedades dos sistemas Hamiltonianos sao formulados em termos
de um operador chamando colchete de Poisson. O colchete de Poisson é uma
operacao entre funcoes diferencidveis definidas em R?". Ele é preservado por

transformacoes simpléticas.

13



Definicao 1.1.1. Sejam F', G e H funcoes de classe C™ definida no aberto
Q C R"xR" xR, definimos o colchete de Poisson de F' e G por {F,G}:Q — R,
onde {F,G} leva o ponto (q,p,t) em

aF)T oG (aF)T G 13

F — (V)T = [ = Rl Bl Mt
oy = (VE)IVE (3q op Op dq

Observacao 1.1.2. 1. {F,G} é uma fun¢io C* de Q em R, pois € formada

por derivadas parciais de fun¢oes C™.

2. Temos também que, {F,G} = (F,,G,) — (F,,G,), onde (.,.) representa o

produto canonico sobre o espaco vetorial estudado.

Verifica-se que {, }, o colchete de Poisson, é uma forma bilinear, anti-simétrica

e satisfaz a identidade de Jacobi:

{F.{G,H}}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0. (1.4)

Se ¢y (to, zo) representa uma solugao de (|1.1) com a condigao inicial (g, zg) e

incluindo a notacao F(t) = F(t, ¢i(to, 2o)) entao

D) = 2 1 pulto,20)) + (F. H (1 oult0, ). (15)

Uma vez que o colchete de Poisson é anti-simétrico, ao longo das solugoes do

sistema Hamiltoniano (|1.1]) vale a igualdade:

an_ o
dt Ot

Quando o Sistema Hamiltoniano for autonomo, a fun¢ao Hamiltoniana H
é constante ao longo de suas solucoes. Uma funcao que é constante ao longo
das solugoes em um sistema de Equagoes Diferenciais Ordinédrias é chamada de

Integral Primeira do sistema (|1.1)).

Definicao 1.1.3. Uma integral primeira para (1.1) é uma fungao nao constante

H:Q — R, onde Q é um aberto de R™ x R™ de classe C* que é constante ao
longo das solugdes de (1.1)), ou seja,

d
et z0) =0 Wi e T,

onde ¢(t,z) € solugao (1.1) com condigdao inicial

QO(O) ZO) = 20-
14



Consideremos a fun¢ao Hamiltoniana H = H(q,p) e seja (t) = (q(t), p(t))
solucao de (|1.1). Definamos H ao longo de ¢ por

Assim, para todo t temos

CHw) = LH@GE), gt pult)

dt dt
= Hy.gi+ -+ Hy Go+Hy o1+ + Hp, .py
= <Hq-4a Hp-p>
= (=p-¢,p-9)
= 0.

Dessa forma, H(p(t)) = H(q(t),p(t)) é¢ uma quantidade preservada ou uma
constante de movimento, ou seja, H(q(t),p(t)) = h, para qualquer ¢ no inter-
valo da solugao, onde h é uma constante em R. Neste caso, dizemos que o
Sistema Hamiltoniano ([1.1)) é conservativo, e dizemos simplesmente que H repre-
senta a energia do sistema. Além disso, o conjunto definido por >, = {(¢,p), €
QQ/H(q,p) = h, para um valor arbitrario de h € R é chamado de superficie (ou

variedade) de energia.

Notemos que, o fato de H ser uma integral primeira implica que as solugoes
estao contidas em alguma superficie de energia h, ou seja, se (¢(t),p(t)) denota
uma solucao de entdo H(q(t),p(t)) = h, onde h pode ser negativo, nulo ou
positivo dependendo da solucao. Portanto, ), é um conjunto invariante, isto é,
se uma solucao com condigao inicial estd sobre ), entao ela permanecerd em ),

para todo t.

Vejamos um Teorema que relaciona o colchete de Poisson com a integral pri-
meira do sistema Hamiltoniano (1.1)).

Teorema 1.1.4. Sejam F,G e H como enunciadas na defini¢ao (1.1.1)) e inde-
pendente de t. Entao,

1. H € uma integral primeira de (|1.1)).

2. F é uma integral primeira de (1.1)) se, e somente se, {F,H} = 0.

3. Se F e G sao integrais primeira de (L.1) entao {F,G} também é.
15



Demonstragao:
O item 1) foi visto na demonstracgao anterior da definigao (|1.1.3)). Para o item 2),
considere p(t) = (q(t), p(t)) solugao de ([1.2)) e defina F" ao longo da solugao como

F(t) = Fq(t), p(t)).
Logo,
d OFT OFT OFTOH OFTOH
() 2 G(t) + o p(t) 90 o0 op o {F,H}

Portanto, F' é integral primeira se, e s6 se, {F, H} = 0.

Para o item 3), vamos mostrar que a defini¢ao da derivada {F, H} aplicada na

solucdo do sistema ([1.2)) é nula para todo ¢. Com isso, vamos escrever inicialmente

F(t) = Fq(t),p(t)) e G{) = Glq(t), p(t)-

Assim, usando a definigdo da derivada do colchete de Poisson vista em ([1.1.1))
aliado com o fato de F' e G serem integrais primeira de ([1.2)) e do item 1) deste

Teorema, temos que

%{F(t),G(t)} - {ag—ﬂ7G(t>}+{F(t),a§_§”}

OGT(t)

{

+ (F@), q(t) + p(t)
{ 9q dp }
{
{

OFT(t)0OH(t) OF'(t)0H(t)
52 o  0p g ’G(t)}

F(t),

OGT(t)OH(t) OGT(t)OH(t)
9¢ dp  9p Iq }

= {F@),H)}, GO} + {F(){GQ), H(t)}} =0

1.1.1 Sistema Hamiltoniano Linear

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos sao os lineares. Seja S(¢) uma

matriz simétrica para cada t e suponha que o Hamiltoniano H seja uma forma

16



quadratica em z, mais precisamente admita que H seja escrito da seguinte forma:

H = H(z,t) = %ZTS(t)z, (1.6)

entao, obtemos o sistema associado
z=JS(t)z = A(t)z (1.7)

onde A = JS(t¢). Quando isto ocorre, o sistema Hamiltoniano (1.7) é dito um
sistema Hamiltoniano Linear.

Definicao 1.1.5. Uma matriz A € Ms,x2,(R) € dita Hamiltoniana se satisfaz
ATJ + JA = 0. Denotaremos por sp(n,R) o conjunto de todas as matrizes
Hamiltonianas de ordem 2n.

E simples verificar que a matriz A(f) do Sistema |) ¢ Hamiltoniana. De
fato,

JA(t) =J*S(t) = —S(t) = S(t)J* = S()"IT = —(IS(t))"T = —A(t)"J.
Na terceira igualdade foi usado J* = —1I.

Vejamos alguns resultados que caracterizam matrizes Hamiltonianas.

Teorema 1.1.6. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A € Hamiltoniana;
2. A=JA"];
3. A =JS, com S simétrica;

4. JA € simétrica.

Demonstragao:
(1. = 2.) Inicialmente, suponhamos que a matriz A seja Hamiltoniana e lem-

brando que J°' = —J. Entdo, pela definicao (1.1.5) da Hamiltoniana temos
que

ATI+JA=0
JA =—-A"]
A=J"1-A"])
17



A=JA"J
e temos o desejado.

(2. = 3.) Consideremos A = JATJ e tome S = ATJ e J? = —1. Observe que

ST =J"A = -J(JAT)) = -J*(AT)) = AT =S.

(3. = 4.) Suponha A = JS, com S simétrica. Entdao, JA = J*S = —S. Logo,

como —S ¢ simétrico segue que JA ¢é simétrica.

(4. = 1.) Se JA é simétrica entdo JA = (JA)T = ATJ" = —~ATJ. Assim,
A"J 4+ JA =0 e pela definicao (1.1.5) A é Hamiltoniana. N

Teorema 1.1.7. Sejam A e B matrizes Hamiltonianas de mesma ordem. Entao
AT 0A(a €R),A+ Be[A,B] = AB — BA também sio matrizes Hamiltoni-

anas.

Demonstragao: Observe que, pelo fato de A ser Hamiltoniana ((1.1.5)), usando
o Teorema 1) podemos afirmar que A = JATJ e pelo fato de J? = —I, temos

ATI+JA=0
(AT +JAT = AT+ JAT = JATDHI +JAT = —JAT + JAT =o0.
Assim, AT é Hamiltoniana.

Para oA, temos

ATJ+JA=0
(AT +J(aA) = a(ATI) +JA=aA =0
Note que (A +B)"J+J(A+B)=AT"J+B"J+JA+JB=0,logo A +Bé

Hamiltoniana e, de maneira analoga, mostra-se que A — B é Hamiltoniana.

Por fim, consideremos o caso de [A,B]. Como A e B é Hamiltoniana, temos
que A=JSeB=JR com S e R simétricas. Entao,

[A,B] = AB - BA
[A,B] = JSJR — JRJS = J(SJR — RJS).
Escrevendo P = (SJR — RJS) temos que P é simétrico. De fato,

P =R7J'ST - STJTR" = —RJS +SJR = P.
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Com isso, pelo Teorema ((1.1.6) concluimos que [A, B] ¢ Hamiltoniana.

Como consequéncia deste Teorema e da definicao de Sistemas Hamiltonianos
Lineares é que a matriz bf A(t) dos coeficientes de um Sistema Hamiltoniano

Linear é uma matriz Hamiltoniana.

Ainda neste capitulo vamos estudar o conceito de estabilidade linear no sentido
Lyapunov, ao mesmo tempo, fazer associagoes com o sinal da parte real dos
autovalores do polinomio caracteristico da matriz associada ao sistema linear.
O proximo resultado é fundamental para o estudo de sistemas Hamiltonianos

lineares.
Teorema 1.1.8. Seja A Hamiltoniana. Se X € autovalor da matriz A, entdo —\
também wvai ser autovalor desta matriz. Isto €, o polindmio caracteristico Pa(\)
€ par, isto €, Pa(\) = Pa(—M\).
Demonstragao: Vejamos,
Pa(\) = det(A — M) = det(JS — AI) = det(JS — AI)*

= det(STIT — AI) = det(—SJ — \I) = det(J*ST + \1JJ)

= det(J(JS + AI)J) = det Jdet(J(JS + AI)) det J

= det(JS + AI) = det(A + AI)

= Pa(—)) |

Exemplo 1.1.9. Vejamos uma condig¢ao necessdaria e suficiente para que uma

matriz 2 X 2 com entradas reais seja Hamiltoniana.

0 a+d
—(a+d) 0 |

C

b
A= [“ d] o AT+ JA =

Assim, A € Hamiltoniana se, e somente se, o traco de A for nulo.

Se escrevermos uma equacao diferencial de segunda ordem como

i+4pi+qr=0, ¢peR, (1.8)
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o sistema associado a esta equacgao é da forma ¢ = y e y = —py — gx, ou

]

Pelo exemplo [I.1.9] o sistema é Hamiltoniano linear se, ¢ somente se, p = 0. O

simplesmente

mesmo ocorre quando p = p(t) e ¢ = q(t).

1.2 Transformacoes Simpléticas

As transformacgoes simpléticas tem um papel importante na teoria de sistemas
Hamiltonianos, pois sao um tipo de mudanca de coordenadas que preservam a

estrutura Hamiltoniana.

De maneira mais geral os sistemas Hamiltonianos variam de acordo com as
transformagoes de coordenadas. Entretanto, existem transformagoes de coorde-
nadas que preservam estrutura Hamiltoniana do problema, e estamos interessados
neste tipo de transformacoes. Desse modo, nesta se¢ao, vamos fornecer definigoes

e resultados relevantes a seu respeito.
Defini¢ao 1.2.1. Uma matriz T € Ms,xo0,(R) satisfazendo a identidade
TIIT =pd, p#0 (1.9)

é dita uma matriz simplética ou pu—simplética. Quando p =1, dizemos que T €
simplesmente simplética. O conjunto de todas as matrizes simpléticas em Mo, won
¢ denotado por Sp(2n,R).

Vejamos alguns resultados das matrizes p—simpléticas quando uma matriz
satisfaz a definicao [1.2.1

Teorema 1.2.2. Seja T uma matriz p— simplética. Entao,

1. T é invertivel e T = —p ' JT J.
2. T" ¢ p—simplética e T~ ¢ p~'—simplética.
3. Se § € v—simplética, entao T'S é pv—simplética.

Antes da demonstragao do Teorema ((1.2.2)), vamos mostrar uma propriedade

de matrizes simpléticas que sera importante para a demonstragao.
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Lema 1.2.3. Se T ¢ uma matriz simplética, entao (det T)? = 1.

Demonstracdo: Com efeito, usaremos que det TT = det T e detJ = 1, supo-
nhamos que T' é simplética, entao por 1) temos que TTJT = ;J, donde segue

que
TTIT =J = det(TTIT) = detJ = det T' det Jdet T = 1 = det T" det T = 1,

portanto (det T)? = 1. N

Obtemos assim que det T = +1.

Agora, mostramos o Teorema ((1.2.2)):

Demonstragao:
1. Seja T uma aplicacdo pu— simplética, onde detc. A = c2. det A e detJ = 1,

entao:
TTIT = uJ = det(TTIT) = det uJ = det T? det Jdet T = p®" det J = (det T)? = p>" # 0.
Entao, T é invertivel.

Sabendo que T é invertivel, para mostrar que T~ = —u~'JTTT, partimos

da igualdade em (1.2.1]). Observe que:
TIT = J=>T =T ' =2 JT =T ' = JT7 ) = T = T = — T,
Na terceira igualdade foi usado J* = —I.

Observe que ao isolarmos T7 da expressao T™! = —p1JT?J, temos que

T = —pJ'T 1 = —pJT71.

2. Para mostrar que T7 é p—simplética facamos

(THTITT = TITT

= TJ(—pJT'J)
= —uTJI*T 1]
= ud.

Por sua vez, para mostrar que T~ é p~'—simplética temos,
(T HXIT' = (T H'I(~p " ITTT)
= (T") ' I(=p~1JTTI)
= u'J.
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3. Seja TTJT = puJ e STJS = vJ, entéo:

(TS)TJ(TS) = ST(TTIT)S = ST (uJ)S = SIS = vl

O Teorema (1.2.2)) nos diz que Sp(2n,R) é um grupo e ao mesmo tempo um
subgrupo do conjunto das matrizes nao-singulares 2n x 2n com entradas reais,
denotada por GI(2n,R).

Se T(t) é uma matriz nao-singular, de ordem 2n, isto é, invertivel para todo

t, a mudanca de varidveis ¢ = U(t)z transforma o Sistema Hamiltoniano Linear

(L.7) em
¢ = (T'AT — T7'T)q, (1.10)
onde U(t) = T L.

Em geral, este sistema nao ¢ Hamiltoniano. Entretanto, vejamos quais condi¢oes

sobre U(t) para que (1.10]) seja um sistema Hamiltoniano.

Teorema 1.2.4. Se U(t) é uma transformagao p—simplética, entdo € um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstracao: Seja U(t) uma transformagao pu—simplética, entdao T(t) é

p~'—simplética. Uma vez que TIT? = p~'J para todo ¢, derivando segue que

TIT? + TI(T)” = 0. Assim, (T7'T)7J + J(T~'T) = 0, ou seja, T~'T é uma
matriz Hamiltoniana. Por outro lado, o item 1 do Teorema ([1.2.2)) nos garante
que T™'J = pJTT, donde seque pelo Teorema (|1.1.6) que

T'AT = T 'JST
= uJT?TST
= J(uT'ST)

também é Hamiltoniana. Assim, (T"'AT)"J +J(T'AT) = 0. n

Este resultado anterior, nos diz que uma das importancias das transformacoes
simpléticas vem do fato delas preservarem a estrutura Hamiltoniana linear dos sis-
temas de equacoes. Entretanto, a reciproca nao é verdadeira, pois fazendo a mu-

danga de (¢, p) para (g, 2p) preserva a forma Hamiltoniana, mas nao é simplética.
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Se a matriz A do sistema linear (1.7)) é constante, com ¢, = 0, da teoria de

equacoes diferenciais ordindrias, temos que a tnica solugao para o sistema é

z(t) = e = exp(At) = > T (1.11)
i=0

com isso, vejamos os proximos resultados.

Teorema 1.2.5. Uma matriz fundamental Z(t,ty) de um sistema Hamiltoniano
linear ¢ simplética, para todo t,ty € I. Reciprocamente, se Z(t,tg) é uma
funcao diferencidvel de matrizes simpléticas, entao Z é a matriz fundamental de

um sistema Hamiltoniano linear.

Demonstracao: Seja Z(t,tp) matriz fundamental do sistema (1.7)), tal que
Z(z0,ty) = 1. Fazendo U(t) = Z(t,t9)TIZ(t,ty), entdo U(ty) = J. Como A
é Hamiltoniana entao ATJ + JA = 0 e derivando U(t) temos

U(t) = 2"JZ+7"17Z
= (AMWZ)'IZ+Z"IA(H)Z
= Z'ATIZ +7Z7JAZ

= ZT'(ATI+JA)Z

Logo, U(t) é constante, e como U(tg) = J, segue que U(t) = J, Vi, ty € I, ou
seja, Z(t, to)TIZ(t, o) = J, assim Z(t, 1) é simplética V¢, T € 1.
Reciprocamente, suponha que Z(t, ty) é tal que ZTJZ = J para todo t € 1. Entao,

U(t)=2"3Z+7Z"IZ = 0.

Assim,

(ZYHY'273Z + 37 =0,
Dali,

(ZZHTIZ +3Z =0,
donde,

(ZZ7Y'J +3Z2Z7' =o0.
Com isso, temos que A = ZZ~! é Hamiltoniana. Além disso, Z = ZZ'Z, ou
seja, Z = AZ.
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Corolario 1.2.6. A matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, a

At

matriz e € simplética, para todo t.

Aty & o fluxo do sistema linear 2 = Az.

Demonstracao: Suponha que ¢(t,z) = e
Como ¢(t,e;) é a j-ésima coluna de eA'z, et = colp(t,e1), -, ¢(t, e,)] é uma
matriz fundamental do sistema Z = Az, logo ela é simplética se, e somente se, A
¢ Hamiltoniana. |

Como A ¢é constante, a solucao fundamental é da forma Z(t) = e?L.

Com base na defini¢ao de sistema Hamiltoniano linear, vamos ampliar o con-

ceito de transformagoes simpléticas.

Definicao 1.2.7. Seja a transformacdo de coordenadas E : Q x I — R**, com Q
um aberto de R?*". Dizemos que E é uma transformacao simplética se a matriz
derivada D,(E(z,t)) € simplética. Isto é, E é um difeomorfismo, para todo t, e

satisfaz

(D,(E(z, 1)) ID,(E(z,t)) = J. (1.12)

Usaremos a notacao

(=(P,Q) = E(z1) = E(q,p, 1),

com Z((,t) para inversa de F. Uma transformagao simplética linear preserva
a forma da funcao Hamiltoniana dos sistemas Hamiltonianos lineares. Defina a

funcao transformada por

H*(¢) = H*(P,Q) = H(Z((, 1), 1), (1.13)
sendo % = E(2 x I), entédo
: OFE OFE
C = at(z t)‘I—E(Z t)
OF OF 0H ‘
= E(z,t) + E(Z t)J ( o (z t))

OE OF OH* = OE !
= 5w+ o (z1)] (8C (G t)5 (2, ))

_ OE SO
b L URE R ()

. OF
= IVH (1) + 5 o=z -
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Na segunda parcela da expressao acima, usamos essa notagao para representar
a primeira derivada com respeito a t e aplicada em z = Z((,t). Do tltimo

resultado, segue o Teorema:

Teorema 1.2.8. A transformacao de coordenadas simplética ( = FE(z), que
independe de t, transforma o sistema Hamiltoniano com fung¢ao Hamiltoniana

H = H(z) em um novo sistema, cuja fung¢ao Hamiltoniana H* € definida por

H'(¢) = H(E(2)). (1.14)

Quando a equacao ([1.12)) depende de t, sua andlise é feita na hipétese do

conjunto
U ={CeR™/((,t)e U x I} (1.15)

ser uma bola de R?" para cada t fixo. Nestas condicoes, é possivel mostrar que

existe uma funcao diferenciavel R : Z — R tal que

oFr
W(Z’ a=z(ct) = IVR((, t). (1.16)

Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.9. Suponha que a transformac¢ao de coordenadas (¢,t) = E(z,t) €
simplética e, além disso, o contra-dominio % = E(U x I) satisfaz (1.15]), entao
E transforma o sistema Hamiltoniano com a fun¢ao Hamiltoniana H = H(z)

num novo sistema Hamiltoniano, cuja funcdo Hamiltoniana € definida por

H*(C,t) + R(C,1). (1.17)

Demonstracao: Precisamos demonstrar que a funcao diferenciavel R é o gra-

diente de uma funcao diferenciavel a valores reais.

Como %, é simplesmente conexo, basta demonstrar [| que a seguinte funcao

0*FE YA
F(C7t) = Jataz (th)|Z=Z(C,t)a_C<Cvt) (118)

é simétrica, ou seja, I' = I'". Derive ambos os lados de (1.12)
OPET ok ok O*FE

t)J—: (z,t — (2,1
iz = g =0+ 5, = D g,

!Teorema. Seja F : ¢ — RF, onde € é simplesmente conexo (uma bola aberta por exemplo),

entao F' = Vf se, e somente se, (gTF) é simétrica.
i/
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donde
oE-T  gPET PE 9B
0s # D gy B I + 55 (7)==

z,t) = 0. (1.20)

Substituindo z = Z({,t) em ([1.20) e, além disso, 8?;—:(Z(C,t),t) = %—?(C,t).

Assim, encontramos que —I' + I'" = 0. |

Quando %, nao for uma bola, nao podemos garantir a existéncia de R definida
globalmente como tinica fungao a valores reais sobre todo % . Mas, em cada ponto
¢ de % existe uma fungdo R como no Teorema anterior sobre uma vizinhanga
de ( tal que o Teorema [1.2.9] é valido, isto €, se %, nao é uma bola, o Teorema

acima s6 é valido localmente.
Teorema 1.2.10. Seja T uma matriz simplética. Se X € autovalor de T, entao
AL também € simplética.
Demonstracao: Seja T simplética, T? = —JT 'J e det T = +1. Notemos que
Pr(\) = det(T — AI)
= det(TT — AI)
= det(=JT ' +A\JJ)
= det(=T " + I
= det(AA'T' 1))
= A"det(T ") det(T — A~ ')
= £A""Pp(\7Y),

donde temos o desejado. |

Sabemos, de Algebra Linear, que o determinante de uma matriz é o produto
de seus autovalores, segue que o determinante de uma matriz simplética é igual a
1. Uma consequeéncia disso é que uma transformagcao simplética preserva volume.
A seguir, faremos alguns exemplos, os quais nos ajudarao a entender algumas

demonstragoes de teoremas mais a diante.
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Exemplo 1.2.11. Considere z= (q,p) = (q1,"** ,Gn, 1, "+ ,Pn) € R*" € faca a

mudanca de coordenadas a qual nao depende de t

E:(qp) — (QP) (1.21)
definida por
Q=aq e P=pfp, (1.22)
onde v e B sao constantes nao nulas. Assim,
I
r_ 98 _ ol 01 (1.23)
0z 0 pI

com I a matriz identidade de ordem n. Desta forma,
T"JT = aJ (1.24)
Pela defini¢dao a transformagao de coordenadas E é afS—simplética.

Exemplo 1.2.12. Considere um Hamiltoniano autonomo e analitico que possui

um ponto critico na origem, assim,
1
H(z) = §zTSz+ K(z) (1.25)

onde S € matriz Hessiana em z = 0 e K € tal que as derivadas parciais de primeira

e sequnda ordem anulam-se na origem. Facamos a mudanc¢a de coordenadas
E:zsw=¢'z (1.26)

come#0. Tomea = =€ ' do evemplo (1.2.11]), entdo E é uma transformacao

e 2—simplética. Assim, o novo Hamiltoniano satisfaz

H'(w) = —H(E™(2)



Para entender o significado O(e) = e 2K (ew) devemos lembrar que pelas
hipoteses K comecga ao menos com termos de terceira ordem do desenvolvimento

da série de Taylor em torno da origem, isto €,

K@= Y anran, e (1.27)
i1+ tizn =3

A reticéncia foi utilizada para denotar a existéncia de termos de ordem superior.

Agora faga z= ew e temos

K(ew) = €K (w). (1.28)
Assumindo que z estd na vizinhanca da origem, ew também estd. Logo,

le 2K (ew)| < Ce (1.29)

para alguma constante C' > 0, para w prorimo da vizinhanca da origem e €

limitado.

Exemplo 1.2.13. Considere a mudanga de coordenadas polares no plano dada
por
®:RT x (0,27) = R*\ {(z,y) ER* |2 >0 ey=0}.

Usando a notagio z = (r,) e ( = (z,y) € R? e definindo
O (r, ) = (rcosp,rsinp).

E claro que ® € um difeomorfismo e satisfaz
[D:2(2)]" J[D.2(2)] = rJ,

0

. Portanto, a transformagao ® nao é simplética.

onde J = [

No entanto uma “pequena” alteracdo permite-nos consequir uma transformagao
simplética a partir das coordenadas polares no plano. De fato, considere a trans-
formacao

U(z) = (V2rcosp, V2rsing) =17
onde z = (r,¢) sao definidas como antes. Verifica-se neste caso que
[D:®(2)]" J[D.D(2)] = J,

as novas varidveis z = (r,¢) sao chamadas de a¢c@o-angulo. Essa mudanc¢a de
varidaveis agao-angulo pode ser aplicada a sistemas com n graus de liberdade, se

as varidveis originais $ao (X1, ..., Tn,Y1,---,Yn), fazemos

Tj=\/2rjcospy, oy =/2rpsingg, =10
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1.3 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Nesta secao desenvolvemos o conceito de estabilidade de solugao de equilibrio no

sistema de equacoes diferenciais ordinarias.

Considere uma Equacao Diferencial Ordinaria
% = f(x.1). (1.30)
onde f: €} — R" é continua, 2 C R x R™ aberto.

Note que x(t) = x¢ ¢é solucao de (1.30)) se, e somente se, f(xg,t) = 0, para
todo t. Dai, dizemos que xo € 2 é uma solugao de equilibrio ou simples-
mente um equilibrio da equagao . Outro termo usado para o equilibrio xq
¢ ponto de singularidade.

Sabe-se da teoria basica da Equacao Diferencial Ordinaria, que cada solugao
x = x(t) de x = f(x) depende continuamente de f e suas condigdes iniciais
(x0,t0). Em particular provamos que pequenas mudangas ou perturbagoes em X
produzem pequenas mudangas em x(¢) num intervalo ao redor de t,. Mostra-se
também que duas solucoes que iniciam préximas, permanecem proximas para um
tempo suficientemente grande, mas finito. Fatos como estes sao usualmente de
grande importancia para ter informacoes relativas ao comportamento no tempo,
quando t representa o tempo das solugoes perturbadas. Uma pergunta que surge
naturalmente é a seguinte: cada solucao X que inicia-se préximo do ponto inicial
xo em ty de X, ou seja, X(ty) = Xo estd proximo de xq, permanece préxima da
solugdo x = x(t) para todo tempo? Ou serd que existem solugoes que eventual-
mente desviam-se de x(t) nao importando o quanto préximos elas estivessem de

Xo? Vejamos algumas definicoes e resultados desta teoria:

Definicao 1.3.1. (Estabilidade segundo Lyapunov) Seja Z(t) uma solugdo
de equilibrio de de maneira que x(ty) = xy. Dizemos que T é

1. Estdvel em t =ty se para todo € > 0 existir § = 0(e,ty) > 0 tal que para
qualquer © € Bs(Z(ty)) a solu¢io x(t) que se inicia em x quando t = tg
satisfaz x(ty) = x estd definida para todo t > to, x(t) € B(Z(t)) ou seja

satisfaz a desiqualdade

para todo t > t.
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2. Assintoticamente FEstdvel, se ela € estdvel e além disso, existe um

nidmero positivo 01 < § tal que ||x— Z|| < 61 implica tlim l|z(t) — z(t)|] = 0.
—00

3. Dizemos que o equilibrio € instdvel, quando nao for estavel, isto é, se existe
um numero € > 0 tal que, para todo numero positivo 6 < €, existe algum
ponto & € Bs(x) € posi¢ao inicial de uma solu¢ao x(t) que estd ou nao
definida para todo t > 0 ou

||(t) — 2(1)[] = e,
para algum t > 0.

Observagao 1.3.2. Se § na defini¢ao nao depender de ty dizemos que a estabi-

lidade € uniforme.

Seja x(t) uma solucao de ([1.30) e faca a mudanga de coordenada no tempo
x(t) = z(t) + x(t), temos entdo que x(t) é solucao de (1.30)) se, e somente se,

z(t) = x(t) — %(t) é uma solugao de
z = g(z,1) (1.31)
onde g(z,t) = f(z(t)+x(t),t)— f(X(t),t). A solucao de equilibrio x(¢) da equagao

(1.31)) corresponde a z = 0. Assim, a menos de uma translagao, podemos consi-

derar a origem como o equilibrio do sistema em questao.

N x(t)
-~ i h } -//
S . S r’
i i ———. | [
\\ l./'x‘ )*/ \ \:‘ ~— N \!,’ == /< ‘
/% T~ T
N/ \ e
(3]
A >t
b

Figura 1.1: Estabilidade no sentido de Lyapunov
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x(t)

R xX(t)

>t

Figura 1.2: Assintoticamente estavel no sentido de Lyapunov

A grosso modo um equilibrio é estavel se solucoes que iniciam préoximas a ele,
permanecem proximas para um tempo futuro. Se além de estavel a solucao tende

ao equilibrio, entao o equilibrio é assintoticamente estavel.

Lyapunov é conhecido por seu desenvolvimento da teoria da estabilidade, bem
como por suas diversas contribuicoes a Fisica e Matematica. Devido ao seu
valor prético e tedrico, a teoria da estabilidade é atualmente uma da areas mais
importantes da Matemédtica. Na Mecanica Celeste, por exemplo, é de grande
relevancia saber sobre a estabilidade das solugoes particulares dos problemas do

N-COrpos.

Faremos um estudo de estabilidade para o entendimento do Teorema de Dirichlet-
Lagrange, enunciado e demonstrado no tltimo capitulo. Em sistemas conservati-
vos, o Hamiltoniano é escrito como a soma da energia potencial com a cinética.
Se a origem é um ponto de minimo estrito para energia potencial, o Teorema de

Dirichlet-Lagrange nos garante que o equilibrio é estéavel no sentido de Lyapunov.

1.3.1 Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes

Counsidere o sistema linear
x = Ax, (1.32)

em que A € M,«,(R),x € R". Esta matriz constante pode ser vista como

um operador linear no R" que a cada x associa Ax, o qual pode ser estendido
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a um operador linear Ac¢ no espago complexo C" definido por Ac(z + iy) =
Azx + tAy. Sejam A, ..., \; todos os autovalores distintos da matriz A¢ e

{11, - <y Zmy1s - oy Z1ks - -+ » Zmyk p Uuma base de Jordan de C™ tal que

A (z): /\jzij+zi+1ja j:].,...,k?, z:l,,mk—l
T~ /\jzij, j: ,...,k’, i:mk,

onde my, ¢ a dimensao do bloco de Jordan associado a A;.

Uma condicao necessaria e suficiente para que

2(t) = i)z + -+ Gt (B) Zma + -+ Qe(t) 26 + -+ + Gk (B) 2

seja uma solucao da equagao 2(t) = Acz(t) é que
Cij = Qs G2 = NjGoj +Cij- o5 Gmyj = AjGmy + Gmy—1

para j = 1,..., k. Assim, a solugao fica

| 1 1
2(t) = Z et |:<1j21j + (Cujt + Gj)zgy + - + (mt ST ﬁtgm]-—l + ij) ij]} :

j=1 J

E f4cil ver que

_ tlE = = = \= L= 1 - =\
Z(t) = Z et {Cuzlj + (Cuyit +Co)Z5 + - + (mt Wy + o+ FtCm]——1 + Cm]) ijj}

j=1 J

z(t) + Z(t)
2

sao solugoes reais do sistema x(t) = Ax(t). Com

também é uma solugao de 2(t) = Acz(t). Assim as partes real, x(t) =
z(t) — =(t)
5

o que foi feito estd demonstrado o proximo Teorema.

e imagindria, y(t) =

Teorema 1.3.3. Uma solugdo geral do sistema (1.32)) é da forma
k
z(t) = Z (Ayt' e cos(bt) + Byjtle® ' sen(b;t))

onde \j = oj +13; sao os autovalores de A, m; € a dimensao do bloco de Jordan
associado ao autovalor \;, A;; e By; sao vetores fivzos do R" para j =1...,k e
l = 17 e ,mj.

O préximo Teorema classifica a estabilidade no sentido dos sistemas lineares

com coeficientes constantes.
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Teorema 1.3.4. Sejam A1, ..., \, 0s autovalores da matriz A e suponha que Jy
€ 0 bloco de Jordan em C associado a X. Tem-se para a solu¢ao nula do sistema

(1.32) as sequintes afirmagoes:

1. Se A € uma matriz nao singular, o equilibrio é:

(a) Assintoticamente estdvel no sentido de Lyapunov se, e somente se,
Re(A) <0 para todo k =1, ...,n;

(b) Estdvel, mas nao assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se,
e somente se, A tem pelo menos um par de autovalores imagindrios
puros, cada bloco de Jordan Jy (em C) associado a cada autovalor
imagindrio puro A é diagonal e o resto dos autovalores possui parte

real negativa;

(c) Instdvel nos demais casos.
2. Se A ¢ uma matriz singular, o equilibrio é:

(a) Estdvel no sentido de Lyapunov se os autovalores ndo nulos tem parte
real negativa e o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo é diago-

nal;

(b) Estdvel no sentido de Lyapunov no caso em que A tem ao menos um
par de autovalores imagindrios puros, sempre que cada bloco de Jordan
Jx (em C) associado a cada autovalor imagindrio puro X seja diagonal,
o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo é diagonal e o resto dos

autovalores possui parte real negativa;

(c¢) Instavel nos demais casos.

Podemos exibir alguns resultados especificos de sistemas Hamiltonianos com
coeficientes constantes. Pelo Teorema [1.1.8] o polinomio caracteristico de uma
matriz Hamiltoniana é par. Assim, se A é autovalor de A entdao —\ também é

autovalor desta matriz.

Entao, em sistemas Hamiltonianos lineares, nao é possivel haver estabilidade
assintotica, pois se a parte real de A for negativa, a parte real de —\ é positiva e

vice-versa.

Assim, faz-se necessario obter resultados nos casos degenerados, isto é, a parte
real de algum dos autovalores ¢ nula. Considerando o sistema Hamiltoniano com

dois graus de liberdade, vamos estudar o caso em que todos autovalores sao nulos
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ou duas frequéncias nulas e o caso em que hé um par de autovalores nulos e outro

imagindrio puro (A = twi,w # 0), este é, somente uma frequéncia nula.

Contudo, podemos caracterizar a estabilidade de um sistema Hamiltoniano
linear com coeficientes constantes, a partir do teorema ([1.3.4)).

Teorema 1.3.5. Seja o sistema x = Ax, com A uma matriz Hamiltoniana

constante. A solucdo de equilibrio nulo deste sistema é:

1. Se A ¢ uma matriz nao singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel e
s6 pode ser estavel se todos 0s autovalores sao imagindrios puros e a matriz

A for diagonalizdvel.

2. Se A € uma matriz singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel e so

pode ser estavel se a matriz A for diagonalizavel.

Este Teorema nos fornece uma caracterizagao da estabilidade de um sistema

Hamiltoniano linear com coeficientes constantes.

1.3.2 O Método Direto de Lyapunov

O método direto de Lyapunov para o estudo da estabilidade foi desenvolvido pelo
matematico e fisico russo Aleksandr Lyapunov no final do século XIX. O método
nao consiste na integracao das equacoes diferenciais do movimento perturbado,
mas em encontrar fungoes das varidveis (x,t), tais que sua derivada total (com
respeito a t) tem certas propriedades devido a forma das equagdes do movimento.
Um vez que ele aplica-se diretamente as equagoes do movimento, sem qualquer

conhecimento das solucgoes, o0 mesmo é conhecido como método direto.

O mesmo Liapunov reconheceu, que ele foi levado a este método como con-
sequéncia do estudo do trabalho de Poincaré, “On curves defined by diferential
equations”. A ideia por tras do método pode ser trazida do resultado de La-
grange baseado num fato fisico bem conhecido: numa certa posicao de equilibrio
um sistema conservativo tem energia potencial minima (local), entao esta posicao
corresponde a um equilibrio estavel, se a posicao de equilibrio nao corresponde
a um minimo (local) entdo o equilibrio é instavel. Ou seja, uma solu¢ao que
inicia proximo de um minimo local da energia potencial perde poténcia numa

vizinhanga de um ponto de equilibrio estavel.
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Considere o sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias autonoma de pri-

meira ordem

% = f(x), (1.33)

onde f : W — R™ é uma funcao de classe C' definida no aberto W C R™.

Denotaremos ¢;(x) o fluxo associado a este sistema.

: < . ov o )
Seja V' : 2 — R uma funcao continua tal que — também seja continua sobre
x
o aberto 2 C R". Consideramos a funcao continua V' ao longo das solugoes de
(1.33) como V' (x(t)) desta forma V sé depende da varidvel ¢, assim tem sentido

falar de E(x(t))hzo. Definimos, para cada x € W,

L gV

Vx) = - f(x) =< o, f(x) >

Se x(t) é solugao de (1.33)), entao

av

— (x(1)) =0 = V (x(t) 1=,

isto é, V é a derivada de V ao longo das solucdes 1} e uma funcao continua.
Observe que V pode ser calculado diretamente de f(x) e, portanto, ndo envolve

integracao.

A teoria que serd desenvolvida a seguir permanece valida para a fungao escalar

V' for somente continua sobre um aberto W C R"™. Neste caso,

h—0t+ h

onde x(h, () é a solucao de (|1.33)) com valor inicial ( em h = 0. Se V' é continua
e localmente Lipschitz, entao pode-se mostrar que esta 1ltima defini¢ao é equiva-
lente a

(O = tim VEFRAO) V(O

h—0t h

Em algumas aplicagoes é necessério considerar fungoes V(x) as quais nao tém
derivadas parciais continuas em todos os pontos x. Por outro lado, as fungoes
V' (x) sao usualmente diferencidveis por partes com o conjunto de descontinuidade
nas derivadas de V' acontecendo sobre uma superficie de dimensao mais baixa que

a do espaco base R".
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Se f éde classe Ct em W eV : Q — R é também de classe C! em  onde o
aberto 2 C W. Entao, para x € Q) a derivada de V' ao longo da solugoes p;(x)

de (T:33) ¢

V(%) = SV (0 lco =< DV(x), f(x) >

Vamos a partir de agora tratar de algumas preliminares para abordarmos o

método direto de Lyapunov.

Definicao 1.3.6. Seja U C R"”, aberto, xy € U. Uma funcdao escalarV : U — R

¢ dita:
i) Definida positiva sobre U se é continua sobre U, V(xy) =0 e V(x) > 0, se
xelU—{x};
it) Semi-definida positiva sobre U se é continua sobre U, V(x) >0, se x € U;
iii) Definida negativa sobre U se =V € definida positiva sobre U;
iv) Semi-definida negativa sobre U se =V ¢é semi-definida positiva sobre U.

Exemplo 1.3.7. 1. Considere &y = (0,0). A fungdio V(ry,79) = 2% + 23 ¢
definida positiva sobre R?, pois V(z1,12) > 0 para todo (z1,15) € R? —
{(0,0)} € V(0,0) = 0.

2. Considere g = (0,0). A fungdo V(xy,25) = (11 + 22)? € semi-definida
positiva sobre R?, pois V(x1,22) = 0 na reta vy = —x1 e V(x1,22) > 0 para

todo (z1,12) € R? com (w1, 29) # (z1, —11).

3. Considere g = (0,0). A funcao V(z1,x9) = —x? € semi-definida negativa
sobre R?* uma vez que V(xy,22) < 0, para todo (z1,72) € R?. Note que
V(x1,79) = 0 para todo (x1,79) = (0,25) € R%

Exemplo 1.3.8. Considere U C R? aberto, de maneira que zyg = (0,0) € U. A
fungao V : U — R

2 2
V(xy,x2) = axy + brixs + ca5,

¢ definida positiva sobre U se, e somente se,
a>0 e 4dac—b* >0,
e € definida negativa sobre U se, e somente se,

a<0 e 4dac—"b*>0.
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Demonstragao: Observemos inicialmente que,

2 2
V(zy,22) = axi+ brizy + cxj
2 b2
= az} +bryze + —13 + cxs — —13
4a 4a

B +b$2 2+ , ((4ac —?

= aln+ o x5 » .
Assim, se V' é definida positiva entao V(0,0) = 0 e V(z1,29) > 0, para todo
(z1,22) # (0,0) € U, conseqiiéntemente,

b 2 4 o b2
! (xl + %) + 3 <a04_) > 0, para todo (z1,72) # (0,0) € U. (1.34)
a a

b\ 2
Pelo fato de (xl + %) > 0 e x2 > 0, para todo (z1,79) # (0,0) € U,
a

temos que, a desigualdade (1.34]) é satisfeita apenas se a > 0 e 4ac — b* > 0.
bﬂfz 2

4ac — b*
Reciprocamente, se a > 0 e 4ac—b* > 0 entao a | z1 + S + 22 (4—) >
a a

0, (z1,22) # (0,0) € U e V(0,0) = 0. Logo, V(z1,22) é definida positiva em U.
Por outro lado, se V' é definida negativa entao V(0,0) = 0 e V(z1,22) < 0,
para todo (x1,z2) # (0,0) € U, ou seja,

b 2 4 _ b2
o (m+ 52) et (M) <0, para todo (a1,m) £ (0.0) €

bo\ 2
Novamente, pelo fato de (:L’l + %) > 0ex2 >0, para todo (z1,79) # (0,0) €
a

U, entao para termos V (1, 22) < 0, devemos ter a < 0 e 4ac — b* > 0. Recipro-

bas \ 2 dac — b?
camente, se a < 0 e 4ac—b* > 0 entdo a (xl + 2—2 + 22 (4—) < 0, para
a a

todo (z1,x9) # (0,0) € U e V(0,0) = 0. Logo, V(xy,z5) é definida negativa em
U. |

Definicao 1.3.9. V' ¢ uma func¢ao de Liapunov para a solucao de equilibrio xy da
equacao 1} se ela é definida positiva em xy e se V(w) <0, para todo x € ().

Teorema 1.3.10. (O método direto de Lyapunov) Seja x equilibrio do sis-
tema (1.33]) e Q2 vizinhanc¢a de xy. Seque que,
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i) Se existir uma fun¢ao de Lyapunov V' para xy, entio xy € estdvel;

i) Se existir wma funcio de Lyapunov V para ®y de maneira que V(x) < 0

para todo © em x # xy, entdo xy € assintoticamente estdvel;

iii) Seja V uma funcao escalar de classe C' positiva definida em uma vizinhanga
U de xy, tal que V(m) € positiva definida para todo & # xy em U, entdao xy
¢ instdavel.

Exemplo 1.3.11. Vamos estudar a estabilidade do ponto de equilibrio dos siste-

mas abaizo. p

% = 1y + 21 (71 + 29)?

i) (1.35)
iz + zo(z1 + 29)?
—_— = —I
o 1 2(Z1 2
dx
d_t2 = X9 — .Tl(l'l + QEQ)Q

i7) (1.36)
(i + 29(21 + 12)?
— = —I
o 1 2(T1 2

Percebe-se que em ambos os sistemas (0,0) € um ponto de equilibrio. Vamos
analisar a estabilidade do ponto de equilibrio em questao. Para ambos os sistemas,
vamos considerar a funcio V : Q C R? — R, onde Q é um aberto de R? contendo

a origem e V é definida por V(zy,x3) = x3 + x3.

Para o sistema note inicialmente que V' satisfaz as condi¢oes do item iii)

do Teorema (1.3.1(}). Note que,

V<x17 $2) = Vxli'l + ngj:Z
= 2xi[we + xl(m% + x%)] + 2xo[—x1 + LL'Q(ZE% + x%)]

onde V(xy1,x5) > 0 para todo (z1,15) € Q—(0,0) e V(0,0) = 0 € definida positiva
e pelo Teorema |1.3.1() o ponto de equilibrio (0,0) € instavel. Jd para o sistema
1.36, vimos no exemplo que V € definida positiva, e observemos

Vi(xy,29) = Vi @y + Vi, @o
= 2x[wy — 2y (22 4+ 23)] + 225[—21 — 2o(2? + 23)]
= 2z +3)° #0,
onde V(xy,z5) < 0,¥(x1,25) € Q — (0,0) e V(0,0) = 0 € definida negativa,
portanto, pelo Teorema o ponto de equilibrio (0,0) € assintoticamente

estavel.
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Teorema 1.3.12. (Teorema de Lyapunov para estabilidade no caso
auténomo) Se existe uma fungio de Lyapunov de classe C' para a solugdo
de equilibrio xy do sistema , entao o equilibrio € estdvel.

Demonstragao: Sejam r > 0 tal que B,(0) C Q e 0 < € < r. Defina
me = min{V(x)/x € 0B.(0)}.

Como V é definida positiva, temos que m, > 0. Assim, pela continuidade de V'
e usando o fato que V(x) = 0, temos que existe § > 0 tal que V(x) < m,, para
todo x € B;(0). Pelo Teorema do Valor Médio, existe s € [0,¢] tal que

V(pu(x)) = V(x) = V(@s)(t = 0)
e como V(ps(x)) < 0 para todo x € Q temos que V(g (x) < V(x), donde
V(pt(x)) < m, para todo ¢t > 0 onde a solugao é definida. Se existisse ¢, tal que
¢, (x) € 0B(0), entao V (¢4, (x)) > me, o qual é uma contradicao.

Logo, ¢i(x) € B.(0), para todo ¢t < 0 onde a solugao esta definida. Observe
que a solucao esta definida para todo t < 0, desde que ela fica dentro de um

compacto. Isto prova a estabilidade do equilibrio. |

Corolario 1.3.13. Se o sz'stemapossui uma integral primeira F' (diferencidvel)
0 qual € definida positiva (ou negativa) numa vizinhanca da solugdo de equilibrio
e todas as solucoes estao definidas para todo tempo, entao a solugcao de equilibrio

é estdvel.

Demonstragao: Basta definir V(x) = F(x) e notar que V = 0. Consequente-
mente V' é uma fungao de Lyapunov e assim pelo Teorema [1.3.10] a solucao de

equilibrio é estavel. |

Exemplo 1.3.14. Considere a Equagao Diferencial Ordindria de sequnda ordem
i+ q(z) =0,

onde q € uma fungdo continua que satisfaz xq(x) > 0,Vx # 0. Esta equagao
pode ser escrita na forma © =y e y = —q(z). A energia total do sistema €
E = % + fom q(s)ds. Como E nao depende explicitamente de t, temos que E é
integral primeira para o sistema. Observe que E € definida positiva. Assim, pelo
coroldrio |1.3.13| temos que a origem é um ponto de equilibrio estdvel para este

sistema.
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Um caso particular importante deste exemplo ocorre quando g(x) = . Neste

caso, a equagao correspondente ¢ a equacao fundamental das oscilagoes, &+x = 0.

Vamos agora enunciar um resultado relativo a sistemas mecanicos da forma:
¥ =VU(r), (1.37)

onde U : Q — R é uma funcao de classe C!, definida no aberto 2 ¢ R*. Um tal
sistema é denominado sistema Newtoniano potencial. A formulacao Hamiltoniana

deste sistema é obtida da seguinte forma. Fazendo,

Logo, se definimos

1
=S |v|* - U(x),

o sistema assume a forma:
. 0H
r=—
ov
(1.38)
) oOH
V=——
or
O proximo Teorema foi primeiro provado por Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet em 1848 e formulada por Joseph-Louis Lagrange em 1788, lembrando

que os teoremas de Lyapunov sobre estabilidade sao de 1882.

Teorema 1.3.15. (Teorema de Dirichlet- Lagrange) Seja o sistema mecdanico
e suponha que Ty € um ponto critico de U e é um mdximo local isolado,
entao a solugao de equilibrio (19,0) do sistema Hamiltoniano ¢ estavel.

Demonstracao: Seja Uy = U(rg) e € > 0 tal que U(r) < Uy para ||r — ry|| < e.
Defina .

V(r,v) = H(r,v) + Uy = §||v||2 —U(r) + Uy
A funcdo V é definida positiva na vizinhanca ||r — rg|| < € com v arbitrario, e
como V = H = 0, pelo Teorema [1.3.12 segue o resultado. |

Para sistemas mecanicos da forma i — VU (r), pelo Teorema ([1.3.15)) devemos

assumir que o ponto critico isolado é um minimo local.
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Vimos na segao que trata de sistema Hamiltoniano linear que no caso
de um sistema Hamiltoniano linear autonomo a fungao Hamiltoniana é da forma
H(z) = lzTSz,

2
ou seja, funcao Hamiltoniana é uma forma quadritica em R?". Além disso, pro-
vamos que H é uma integral primeira para tal sistema, e se H for definida positiva
(ou negativa) pelo Corolario temos que o ponto de equilibrio é estavel. No
caso em que H nao é definida positiva (ou negativa) ainda ndo podemos afirmar

nada quanto a estabilidade do ponto de equilibrio.

Suponhamos agora que H é uma funcao Hamiltoniana autonoma com n graus
de liberdade, analitica numa vizinhanca da origem e tal que a origem ¢ um
equilibrio para o sistema associado. Desenvolvendo H em série de Taylor numa

vizinhanga da origem obtemos

H(q,p) = Ha(q,p) + Hs(q,p) +-- -,

onde Hy,s > 2 é um polindmio homogéneo de grau s nas variaveis q e p. Se
assumimos que a parte quadratica é definida positiva (ou negativa) temos que
H ¢é uma integral primeira definida positiva (ou negativa) numa vizinhanga da
origem e, pelo corolario [I.3.13] temos que a origem é um equilibrio estavel para o
sistema Hamiltoniano associado a H. Assim, podemos usar o coroldrio[1.3.13|para

qualquer sistema Hamiltoniano auténomo que se encaixe nas condigoes exigidas.

1.4 A Forma Normal de Lie

Nessa se¢ao, vamos abordar algumas conceitos e nogoes relacionadas a forma nor-
mal de Lie para sistemas Hamiltonianos que é um dos métodos matematicos para
simplificar o problema por meio de uma mudanga de variaveis. Este método foi
desenvolvido por Deprit [5] em 1969 e Hori [I4] e estendido por Kamel [I5] em
1970 e Henrard [I3] em 1970. O método de Deprit original era somente para sis-
temas Hamiltonianos, mas as extensoes de Kamel e Henrard foram para sistemas

de equagoes nao Hamiltonianas. Aqui trataremos somente do caso Hamiltoniano.

1.4.1 O Processo de Obtencao da Transformada de Lie

Considere a fungao Hamiltoniana H = H(z,e) que depende de um pequeno

parametro €. Use uma funcdo W = W (z,e) como uma fungdo Hamiltoniana
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tendo o parametro £ como o tempo. Assim, suponha o sistema Hamiltoniano

autonomo p
d_: = VW (z,¢) (1.39)
e a condi¢ao inicial z(0) = Z, onde W ¢ diferenciavel. Da teoria béasica das

Equagoes Diferenciais Ordinarias temos que a solucao geral do problema acima
é uma funcao diferencidvel ¢(Z,e) que satisfaz ¢(Z,0) = Z. A aplicagdo z =
®(Z,e) define uma transformagao simplética préxima da identidade que leva o
Hamiltoniano H = H(z,¢) no Hamiltoniano H* = (Z,c) = H(¢(Z,¢),¢).

Lema 1.4.1. ¢(Z,e) é uma mudanca de coordenadas simpléticas proxzima da

identidade se, e somente se, € a solucdo geral de uma equagao diferencial Hamil-
toniana da forma satisfazendo a condi¢do inicial z(0) = Z.

A funcao H* as vezes é chamada de transformada de Lie de H gerada por W
e é denotada por £ H. O método de Deprit-Hori consiste em obter uma funcao

W (z,¢) de tal forma que seja mais simples o novo Hamiltoniano H*.

Suponha que H, W e H* sejam expansoes em séries de poténcias com respeito
ao parametro €. O algoritmo do método de Lie é um conjunto de férmulas recur-
sivas que relacionam os termos destas varias expansoes em séries. Em particular,
sejam

H(z,e) =) (Tv) H(2), (1.40)
i=0 ’

%

H(z,¢) = i (%) Wit (z), (1.41)

=0

ci
Hl

LwH(Z,e) = H (Z,¢) = Z (Z> H(z). (1.42)

=0

O método da transformada de Lie introduz um arranjo indexada por dois
indices {H]’:}, 1,7 = 0,1,--- o qual coincide com a definicao dada em 1) e
(1.41)) quando um dos indices i ou j é nulo.

O Teorema seguinte forma a base do processo:

Teorema 1.4.2. As funcoes {sz} (1t =1,2,--,j = 1,---) definidas acima

satisfazem as identidades recursivas

J .
i i— J i—
H=H7}+) ( k ) {HZ),, Wi}, (1.43)
k=0

onde {,} € o colchete de Poisson.
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Demonstracgao: Inicialmente, defina o operador diferencial ¥ = %y, por

DF = (z,2) = %—];(z,g) +{F, W)(z,¢).

Note que

0
.@F = (Z,é)’z:ﬂz’a) = EF = (Z75)|z:¢(z,5)~ (1.44)

Agora, considere a sequéncia de funcoes definida indutivamente por H® = H, H* =

L H' i > 1 cujas expansoes em série de poténcias é

H = (Z,e) = i (5> Hi(z).

|
=0 N’
Desde que o resultado obtido aplicando & ao j-ésimo termo da expansao em série
de HI71 ¢
e i g’ i—1 € i—1
‘@(FHJ )(Za 8) = ? {Hj 7W}(Z7 8) + WH] (Z)7
temos que
H'(z,e) = PDH" '(z,¢)
— (¢ i—1 i—1
= Z F [Hj+1 + {Hj 7WH

Jj=0

A soma que envolve o colchete de Poisson pode ser analisada da seguinte

forma, onde fazemos | = j + k e, subsequentemente, escreva 7 em lugar de (:

00 5j i1 0o 00 €j+k -
Jj=0 Pl
o 1
l! gl '
fry e g H’Lil W
; k=0 (l - k)‘k' (l‘) { -k > k+1}
NI EAT
B Z (?) Z ( k ) {Hll—_kl; ,Wk+1}.
j=0 '/ k=0

Logo as fungoes Hj relacionam-se por (|1.43). Resta mostrar que H* tem a ex-
pansao dada por (1.42)). Pelo desenvolvimento em série de Taylor e por (|1.44])
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Para construir a mudanca de coordenadas simplética z = ¢(Z, ) basta notar
que Lwl(Z,e) = ¢(Z,¢), onde I é a aplicagao identidade.

A dependéncia das fungoes {H;} pode ser facilmente entendida considerando

o Triangulo de Lie, dado a seguir:

— H;
1

- H! — H?
{ 1

- H} — H} — H}
{ { {

Os coeficientes da expansao do Hamiltoniano antigo, H, estao na coluna a es-

querda, e os coeficientes do novo Hamiltoniano estao sobre a diagonal. A férmula

dada em ([1.43) estabelece que para calcular qualquer elemento no triangulo de

Lie, é necessario ter as entradas na coluna em cada etapa a esquerda e acima.

Por exemplo, para calcular a expansao em série para H* através dos termos de

ordem &2, primeiro calculamos H} pela férmula

H01 = H? + {H(())7 W1}7
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a qual nos da o termo de ordem ¢, e entao calculamos
Hy = Hy + {HY, Wi} + {H, Ws},
Hg = Hll + {H&, W1}.

Entao

2
E
H*(Z,e) = HY)(Z) +cH(Z) + EHOQ + -

Vamos agora ver um exemplo que mostra como a transformada de Lie pode

simplificar um problema.

Exemplo 1.4.3. (Aplicacao a Equacao de Duffing) O Hamiltoniano asso-
ciado a equacao de Duffing € dado por:

T 4

1
H=2(+p")+—q

2 4

em coordenadas retangulares (q,p). Nas varidveis agao-angulo, (r, ), ele € dado

por

H=r+ %r2(3 + 4 cos2¢ + cosdp).

Considerando v como um pequeno parametro e fazendo € = % temos que
H(r,p,) = Ho(r, ) +eH{(r, ¢),

onde
H)=r e H)=r*3+4cos2p+ cosdyp).
Da féormula do Teorema (1.4.2) temos que
Hy = H) + {Hy, W},

assim
oW,
dp

Escolha W = W tal que H tenha “poucos” termos (esta é uma definicao de

Hy =1*(3+4cos2¢p + cosdy) +

“forma normal”). Assim, a forma mais simples para H; é
Hy = 3r?,
a qual é feita tomando
W+ W, = —r?(2sen2¢p + %senélgp).
Com esta definigao de W, o Hamiltoniano nas novas coordenadas, (J,0) serd

H(J.0.8) = J + %J? +O(),
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e as equacoes de movimento serao

J=00(?) é:q-%’yuow).

Nestas coordenadas, sem considerar os termos em O(y?), a solug¢do move-se sobre

circulos J = constante e com velocidade uniforme —1 — %J.

1.4.2 Forma Normal num Equilibrio no Caso Onde a Ma-

triz da Parte Linear é Simples

Considere um Hamiltoniano analitico H que possui uma solucao de equilibrio na
origem de R?". Entao H tem um desenvolvimento em série de Taylor em torno

da origem da forma:
H(z) =)  Hi(z), (1.45)
=0

onde H; é um polinémio homogéneo de grau i + 2. Assim, Hy(z) = %ZTSZ, onde
S € Mouxon(R) é simétrica. A equagao linearizada do sistema associado a (|1.45)

em torno do ponto de equilibrio z =0 é
z = Az, (1.46)

onde A = JS. A solucgao geral de ((1.46) é p(z,t) = eAlz. Para o estudo das
solugoes de ([1.45)) préximo da solugao de equilibrio serd importante colocar as

equagoes do movimento na forma normal.

No caso em que a matriz da parte linear é simples (diagonalizével sobre os
complexos), o seguinte Teorema, cuja demonstragdo pode ser encontrada na re-

feréncia bibliogréfica [6], nos fornece uma caracterizagao da forma normal de Lie:

Teorema 1.4.4. Se A € My, «2,(R) € simples, entdo existe uma mudanga formal

de coordenadas stmpléticas,
z=0¢(z)=Z+ ..., (1.47)

a qual transforma o Hamiltoniano no Hamiltoniano
H*(Z) =Y H'(Z), (1.48)
i=0

onde H* é um polinémio homogéneo de grav i + 2 tal que
{H' Hy} =0, (i=0,1,...) (1.49)

isto €, H* é uma integral primeira para o sistema linearizado .
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1.5 A Forma Normal da Parte Quadratica

Veremos agora o processo de obtencao da forma normal de Birkhoff de uma funcao
Hamiltoniana quadratica. Esse método sera utilizado no ultimo capitulo, para
obter a forma normal do sistema linearizado do problema restrito espacial circular

dos trés corpos.
Consideraremos o sistema linear
7z = Az, (1.50)
onde A = JS com S simétrica e cuja forma quadratica correspondente é Hs.

Teorema 1.5.1. Suponha que os autovalores \i,...,\, da matriz A sao dis-
tintos. Entdo, existe uma transformagcao linear simplética E : z= (q,p) — w =
(u,v) que leva o Hamiltoniano Hs associado ao sistema no Hamiltoniano
H, dado por:

Hy(w) = Ha(u,v) = Z AUk V. (1.51)
k=1
Demonstragao: Como Aq,..., A\, sao distintos, a matriz A é diagonalizavel e,

portanto, existe uma matriz invertivel C tal que

C'JSC =1, (1.52)
onde
L 0
L=| " : (1.53)
0 —Lo
sendo a matriz Ly = diag[Aq, ..., \,].
Da igualdade acima e usando os fatos ST = S, JT = —J e J? = —I chegamos

a PJSP™! = L, onde P = (J7!CTJ)"!. Assim, a matriz P também diagona-
liza JS. Como os autovalores de JS sao distintos, os subespagos proprios sao

unidimensionais, de modo que existe uma matriz diagonal,

B, 0
o (® ) 56

tal que C = PB. Como JB = CTJC ¢ anti-simétrica, B; = B,y. Considere a

matriz diagonal
B;' 0
= 1.55
Q ( ! 1> (1.55)
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e seja E = CQ. Entao E também diagonaliza JS, isto é, E"'JSE = L. Além

disso, E é simplética, pois
ETJE=QTCTJCQ=QJBQ =1. (1.56)

Assim, a transformacao linear z = Ew é simplética e leva o sistema Hamiltoniano

(1.50) no sistema w = E"'JSEw = Lw, que pode ser escrito na forma w =
JH,w, onde

Hy(w) = Hy(u,v) = > \ewvi. (1.57)

Suponha que )\; = w;i # 0. Fazendo a mudanga simplética linear de coorde-
nadas (u,v) — (Q,P) dada por

1
u; _(Q] ZPJ)?
\/? (1.58)
Vj = E(QJ + ZP])
o Hamiltoniano nas coordenadas Q;, P; assume a forma:
1 n
L(Q.P) = ) wi(Q] +P)). (1.59)
j=1

Com isso, temos o seguinte corolario do Teorema acima:

Corolario 1.5.2. Suponha que os autovalores da matriz A = JS sao distintos,
imagindrios puros e nao nulos, digamos \; = w;t, j = 1,...,n. Entao, existe
uma matriz simplética E : z — Z que leva o Hamiltoniano Hs associado ao

sistema no Hamiltoniano (1.5).

Quando o Hamiltoniano quadrético Hy estd na forma (1.5)), dizemos que Ho
esta na forma normal de Birkhoff.
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Capitulo 2

Estabilidade Normal

Neste capitulo, sequindo o artigo [20] abordamos um novo conceito de estabilidade
chamado estabilidade normal que aplica-se a sistemas Hamiltonianos na forma
normal e depende da existéncia de uma integral formal cuja parte quadrdtica é
definida positiva. Mostraremos que uma condi¢ao necessdria e suficiente para
a estabilidade normal de um sistema linear auténomo € que seja satisfeita uma
condi¢ao linear denominada de condi¢ao de Moser-Weinstein. No artigo [7], o
autor mostra outras condigoes necessdrias e suficientes para a estabilidade normal

no caso autonomo e estende o conceito de estabilidade normal ao caso periodico.

Estamos particularmente interessados em critérios de estabilidade que depen-
dem apenas da parte linear do sistema, mas que fornecam informacgoes sobre o

sistema nao linear na forma normal em qualquer ordem.

2.1 A Definicao da Estabilidade Normal no Caso

Autonomo

Existem poucos resultados gerais, além do Teorema de Dirichlet-Lagrange para
sistemas de n graus de liberdade e o Teorema de Arnold para sistemas de dois
graus da liberdade, que garantem a estabilidade de um ponto de equilibrio. No
artigo [20], os autores introduzem um novo conceito de estabilidade para sistemas
Hamiltonianos autonomos chamados de estabilidade normal, o qual conceituamos
a seguir.
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Considere um sistema Hamiltoniano linear autonomo
7z = Az (2.1)
e seja H a funcao Hamiltoniana associada.

Definicao 2.1.1. Dizemos que o sistema Hamiltoniano linear ¢ normal-
mente estdvel se para toda funcao I’ definida numa vizinhanca da origem que
satisfaz

{H,I'} =0,

onde {,} € o colchete de Poisson, existe uma integral primeira formal
L(2) = J(2) + R(2),

para o sistema Hamiltoniano associado H(z) = H(z) + ['(2), onde J(2z) € uma
forma quadrdtica positiva definida em z e R(z) € uma série de poténcia formal

em z, tal que H é constante ao longo da solucao de , ou seja,
{L(2), H(z)} = 0.

Segue do Teorema de Dirichlet-Lagrange que se todas as séries forem conver-
gentes, a origem sera um ponto de equilibrio estavel no sentido de Lyapunov para

o sistema Hamiltoniano nao linear associado a H (z).

Apesar do conceito de estabilidade normal ser fornecido para sistemas linea-
res, ele é aplicavel a sistemas nao lineares. De fato, dado um sistema Hamiltoni-
ano nao linear cujo sistema linearizado correspondente seja normalmente estavel,
entao o sistema nao linear na forma normal de Lie em qualquer ordem arbitraria

é estavel no sentido de Lyapunov.

2.2 A Condicao de Moser-Weinstein

Na Se¢ao[L.3]vimos o Método Direto de Lyapunov, um critério bem geral que pode
garantir a estabilidade de uma solucao de equilibrio de uma equacao diferencial
ordindria, o qual tem como coroldrio o Teorema de Dirichilet-Lagrange que ga-
rante a estabilidade da origem de um sistema Hamiltoniano quando a respectiva

parte quadratica é definida positiva.

Outro resultado classico, que pode ser encontrado na referéncia [22], diz que
a origem serd formalmente estavel se o sistema linear for semi-simples, os auto-

valores imagindarios puros e linearmente independentes sobre os racionais.
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Nesta secao, introduzimos uma condigao sobre parte quadratica de uma sis-
tema Hamiltoniano denominada de Condi¢ao de Moser-Weinstein. Mostramos
que essa condicao ira garantir a estabilidade normal do sistema Hamiltoniano
linearizado. Se a parte quadratica do sistema linearizado for definida positiva
ou se o sistema linear é semi-simples, os autovalores sao imaginarios puros e nao
sao linearmente independentes sobre os racionais, entao a condigao de Moser-
Weinstein serd satisfeita. Havera alguns casos em que nao serd possivel aplicar
um dos dois resultados acima, mas mesmo assim podemos assegurar a condicao
de Moser-Weinstein e assim, garantir a estabilidade normal, que é um tipo de

estabilidade formal.

Seja A uma matriz e assuma que seus autovalores foram agrupados em r

grupos da seguinte forma:
:l:wlkni, :i:wlklg’i, s ,ﬁ:wlklsli

Fwokort, Twokagt, -+, Ewokas,t

Fw, kt, fwekpot, <o Fwp ks, b

onde wy, - -+ ,w, sao linearmente independentes sobre os racionais e kiq,--- , ks,

sao inteiros diferente de zero.

Seja W; = [n(w;kjii) & n(—w;kjii)] & - - & [n(wik;, i) & n(—w;k;,1)]. Aqui
escrevemos o para s; para evitar subscritos duplos. Observe que W; satisfaz a

condicao: w € W; se, e somente se, w € W;; assim tomaremos
Vi = n(w;kyi) & n(—wikji), -, Vo = n(wiky, i) ® n(—w;k;,1)
como sendo a complexificacao doA-invariante subespaco simplético W e, assim,
R"=V,®dVy®---dV,.

Seja A; a restricao de A ao subespago de V,; e H; a funcao Hamiltoniana

correspondente. Note que A; tem autovalores
:l:w]'k’jli, :l:(JijjQZ., et Zl:Oij'Gi.

Definicao 2.2.1. Dizemos que o sistema Hamiltoniano linear satisfaz a
condigao de Moser-Weinstein se cada H; for definida positiva ou definida nega-

tiva.
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Nas coordenadas agao-angulo (r1, ..., 7, @1, ..., ©n), conforme exemplo|1.2.13]

H assume a forma
H= wl<k117'11 + -+ k151rlsl) + -+ wr<krlrr1 + -+ krsrTrsr)- (22)

Assim, para satisfazer a condicao de Moser-Weinstein é necessario e suficiente
que cada
Hj = w;(kjirj + kjpris + -+ + Kjs,75,)

seja positivo ou negativo definido.

2.3 Condicoes Necessarias e Suficientes para Es-
tabilidade Normal

Seguindo o artigo [20], mostramos nesta se¢ao que um sistema Hamiltoniano linear
estavel ¢ normalmente estavel se, e somente se, a condicao de Moser-Weinstein

for satisfeita.
Nesta secao consideremos um sistema Hamiltoniano linear autonomo
z = Az, (2.3)

onde det(A) # 0. Assumiremos que o sistema ([2.3) é estdvel e que a fungao

Hamiltoniana correspondente é a funcao quadratica H.
Teorema 2.3.1. O sistema Hamiltoniano linear € normalmente estdvel se,

e somente se, a condi¢cao de Moser-Weinstein for satisfeita.

Demonstragao: Supondo que o sistema Hamiltoniano ([2.3]) satifaz a condicao
de Moser-Weinstein, entdao H é na forma (2.2)) com todos os k;; > 0. Defina

J = ‘wj’(kllrll + -+ k181r151) +-+ ‘wrl(krlrrl +-+ krsTTrsr)-

entao J é positivo definido. Considere L(bfz) = J(z) + R(z) e tome L = J, com

R=0ou L= J+ I'. Devemos mostrar que
{L(z),H(z)} ={J+RH +T'}={J, '} =0 (2.4)
e precisamos olhar termo por termo. Tome o termo

" = |wjl(kjyrjy + Kjprg, + o+ Kyry,).
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Aqui novamente escrevemos o para os s; para evitar subscritos duplos. Como
w; # 0, podemos canceld-lo da equacao (2.4) e esquecé-lo. Como J* depende
somente das agoes de r;,,75,,- - ,7j, € aequagao (2.4) ¢ uma equagao de colchetes
de Poisson, precisamos apenas nos preocupar com os angulos ¢;,, ¢;,, -+, ¢;, 1o
termo I'. Considere o termo

I = e i e i cos(B), 05 + Biudi - By, + ®),

J1 J2 Jo

onde ¢ é uma constante, .# é o produto de todos os outros r;'s para vérias
poténcias e ® é a soma linear de todos os outros ¢;'s, entao ¢, .# e ® sao apenas

constantes para esse cdlculo, onde existe um termo seno similar.
Usando kj, 5, + kj, 85, + -+ k. B5,,(j =1,---,r) calculamos

* * Qg 2 oo
{R*, I} = (kjuBj+ - +kj, Bj,) X |ws|c.s 7’]-11/ 9P sen (B, bg 4 B, 05, +®) = 0.

J

Isso completa a prova de que a condicao de Moser-Weinstein implica na estabili-

dade normal.

Se H, nao satisfazer a condicao de Moser-Weinstein independentemente do

numero positivo e negativo k,p associado a H, pode ser colocado na forma
He(rv ¢) = w(kITI - ]{327”2) + U3Tg + - UpTp,

ondew # 0,ky > 0, ko > 0,v3 - - - v, diferente de zero. Também k; # ky. Mudando

o tempo, podemos assumir w = 1, ged(ky, k2) = 1.

’

E suficiente olharmos para o caso particular

He(T, ¢) = He(ra Qb) +Hp(T17T27¢17¢2)
= kiry — korg +v3rs + - - v, + rlf2/2r§1/2003(k2¢1 + k1¢2).

Para ver que a origem nao é estavel, temos que provar que nao ha inte-
gral formal L. = J. + R, de H, com J. definida positiva ou definida negativa.
Quando tentamos obter L., observamos que L. é quadratica em z coordena-
das enquanto precisamos escolher R, tal que expresso em z seja um polinomio
de grau k; + ko. Entao levamos em conta que {H., L.} = 0 se, e somente se,
{H., J.} = 0,{H,, J.} +{H.,R,} = 0e {H,,R,} = 0. A razao para isso ¢
que {H,, J.}, {H,, J.} +{H., R,} e {H,, R,} sdo polinémios homogéneos em z de
respectivos graus dois, k1 + kg e 2(ky + ko — 1).
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Lembrando que {H,, J.} = 0 implica que J, é constante ao longo das solugoes

de H,, uma solugao é

mr = 1, ¢1 = —klt,

o = ]_, gbg = kgt,

re =0, o¢p=uvpt para k=3,---,n.
O termo de menor grau que contém os angulos ¢; e ¢, e é constante ao longo
desta solucdo seria cr’fQ/ 27"2“/ 2003(k2¢1 + k1¢2) (ou um similar para termo seno)

com grau ky + ko > 2. Tal termo nao poderia estar em J.. Entao
Je = a1 +C¥27“2 —|—F(’l”1,"' arn>¢la"' >¢n)

para algum ntmero real aq, as com aq, s > 0 e F' é tal que

p_ OF _OF _OF _OF
_3r1_8r2_3¢1_3¢2_

0, quandors=ry=---=r,.

Quando expresso nas coordenadas z, F' é um polinomio de grau dois pois tem
caracteristica d’Alembert. De fato F' é uma combinacao linear de termos da

forma

Crgl/z T Tgl"/Q(’ylcoS(Tlgbl + -+ Tngbn) + /VQSen(rlgbl +---+ rn¢n))a

com os ¢;'s inteiros nao negativos, os ;s inteiros e ¢ e v;'s quantidades reais.
Como J, é quadratica ¢; + ¢+ q3 + - + ¢, = 2, mas com ¢q; + ¢ < 2 sobre a
condicao em F'. Além disso, essas constantes sao escolhidas de tal forma que J,

¢ uma funcao definida nas coordenadas z. O célculo de {H,, J.} produz
{Hy, Je} = =(haon + k1a2)r]f2/2r§1/2sen(k2¢1 + k1¢2),

quando r3 = r4 = --- = r,. Note que kyay + kjas é positivo ou negativo, mas

nao zero. Portanto, {H,, J.} nao se anula.

Por outro lado, se escolhermos um par tipico de termos em R,, digamos 7},

com

1, = 7“71711/27“?2/27";”3/2 o 20(B) cos(pign + pada + a3+ A putdn)
+52 sen(p1o1 + pade + p3ds + -+ + Pudn)}

com os m;'s inteiros ndo negativos e os p;’s inteiros tal que eles satisfagam o

caracteristica de d’Alembert, de forma que se T}, forem escritos em termos de z
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é polinomial de grau k; + ks. Além do mais, 1, B2 sao coeficientes reais e junto

com os m;'s e os p;'s tém que ser determinados. Temos,

{H,,T,} = (kops — k1p1 + ksvs + - - - +pnvn)TTl/2T?2/2T?3/2 T TTT”/Z X
X{ B cos(p1p1 + paha + p3ps + - -+ + Ppdn)
— [y sen(pi1dy + pada + p3ds + -+ pudn) }

Para cancelar os termos de {H,, J.} com os de {H,,7},}, temos que escolher
Bo =0, m =p1 = kg, mg = pas = ki ep; =m; =0 para j=3,---,n, mas
entao {H,,T,} = 0 e {Hp, J.} # 0. Assim, nao se pode escolher as constan-
tes ;'s, m;'s, n;'s de tal forma que se faga {H,, J.} + {H, R,} = 0 e isso ¢

independente de possiveis relagoes de ressonancia.

Assim, a conclusao é que nao é possivel obter R, para construir L, como uma
integral formal de H, com J. definida e a estabilidade normal nao é estabelecida,
o que é uma contradicao. Assim, a condicao de Moser-Weinstein é garantida se

a estabilidade normal for satisfeita. |

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.2. Considere um sistema Hamiltoniano linear com 6 graus de li-

berdade cujos autovalores estejam agrupados como seque:

:l:?)’l, +71 onde w1 = 1, ku = 3, k‘lg =7
+1/2i onde wy = \/§, kop=1

+2me, +3mi, +7mi onde w3 =m, k3 =2, k=3, ksz3=171.
A funcao Hamiltoniana associada tem a forma:
H= Hl + HQ + HS)

onde
By

2

w
H, = 65-(¢3 + p5)

Tw
H, = 6= (q? +p3) + 5271@3 + p3)

2w 3w Tw
Hj = 5473(%? +p3) + 5573(613 +p2) + 5673(%? +p2),s

onde 0; = x1, 7 =1,2,...,6. Sabemos que se cada H;, j = 1,2,3, for definido
positivo ou definido negativo o sistema Hamiltoniano linear associado a H serd
normalmente estdvel. Assim, concluimos que o sistema serd normalmente estdvel

se, e somente se, 0109 > 0 € 04,05,06 > 0 ou 04, d5, 06 < 0.
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Exemplo 2.3.3. Considere a fung¢ao Hamiltoniana
H = r — 27”2.

Neste caso w = 1 e 0s autovalores do sistema correspondente sao +wi e +2wi,
que sao linearmente dependentes sobre os racionais. Como H nao é definido
positivo nem negativo, seque que o sistema associado a H nao satisfaz a condigcao
de Moser-Weinstein, de modo que pelo Teorema |2.5.1] ele nao € normalmente
estavel. Neste caso, perturbagoes de ordem maior que 2 podem gerar instabilidade

do sistema na forma normal de Lie.

Exemplo 2.3.4. Considere agora
H =T — \/57"2.

Neste caso wy = 1, wy = —\/2, que sdo linearmente independentes sobre Q, e os
autovalores do sistema correspondente sao twii e F+wot, além disso Hy = r1 e
Hy, = —v2ry. Como Hy € definido positivo e Hy é definido negativo seque que
o sistema associado a H satisfaz a condicao de Moser-Weinstein e, consequente-
mente, pelo Teorema [2.5.1), ¢ normalmente estdvel. Neste caso, perturbacoes de
ordem maior que 2 nao podem gerar instabilidade do sistema na forma normal
de Lie.

Exemplo 2.3.5. Seja agora
H =17 +2r; — \/5(7”3 + 3ry),

de modo que wy = 1 e wy = —V/2 e 0s autovalores correspondente sao +wi,

+2w1i, Fwqi e £3wsai (cada um com multiplicidade 2). Neste caso
Hl =7+ 27’2
¢ definido positivo e
Hg = —\/5(7"3 + 37"4)

¢ definido negativo, de modo que o sistema associado a H satisfaz a condi¢do de

Moser-Weinstein e, portanto pelo Teorema |2.53.1|, é normalmente estavel.

Note que dada uma funcao Hamiltoniana na forma normal de Lie do tipo

H =1y +2ry — V2(r3 + 3r4) + rlr;/Qrg/Qri/Z cos(—20 + 6 — 30 + 0),
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como a parte quadratica coincide com a funcao Hamiltoniana do Exemplo|2.3.5] e
portanto satisfaz as condi¢oes de Moser-Weinstein, segue a estabilidade do sistema

associado. Na verdade,

L1 =T + 2T2 + \/5(7’3 + 37“4)

Ly =114 2ry 4+ V2(rs + 3r4) + rlr;/2rg/2ri/2 cos(—20 + 0 — 360 + 6)

sao integrais primeiras definida positiva para o sistema associado, e o Teorema

de Lyapunov garante a estabilidade da solucao de equilibrio.

No artigo [7] o autor F. dos Santos forneceu outras condigoes necessérias e
suficientes para para estabilidade normal no caso auténomo, as quais exibimos

a seguir.

Como o sistema (2.3]) é estavel e ndo degenerado, podemos assumir que

Wi Wn
H = (g1 +p1) + -+ 5 (a0 + ), (2:5)
onde +wqi,- -, +w,t sao os autovalores da matriz A. Neste caso podemos asso-

ciar um Z-moédulo
MwZ{k:(kfl,"'ykn>€Zn; k-w:k1w1+---+knwn:0}a

onde w = (wy,- -+ ,w,) é determinado pelo processo de normalizagao da funcao
Hamiltoniana para a forma (2.5). Como M, é um submédulo do médulo finita-
mente gerado de Z" e Z ¢ um dominio ideal principal, temos que M,, é finitamente

gerado, ou seja, existe my,--- ,m, € M, tal que
Mw:mlz@"'@mszz{j1m1+"'+jsms; jla"' ajsEZ; my,--- 7m5€Mw}-

Agora, escolhendo o conjunto de geradores my,--- ,m, de M, minimal, temos

que s < n.

Teorema 2.3.6. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. O sistema Hamiltoniano linear autonomo € normalmente estavel;

2. Alguma combinacado linear da n—s integrais primeira quadrdticas do sistema
Jj=bjr j=1,--- n—s
onde b; sao solucoes linearmente independente do sistema linear X - m; =
ce=xmy=0er=(ry, - ,ry), ;= %(q?%—p?) € uma forma quadrdtica
definida nao degenerada;
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3. Emiste c € R"% tal que B,,-c € R"™ tem todos os componentes nao negativos,

onde
bl,l b1,2 e bl,nfs
b b R
Bo=| "0
bn,l bn,2 e bn,nfs
eb; = (b1;,ba;, - ,bnj), para j=1,--- ,n—s, sio dados em (2);
4. Para todo v = (vy,---,v,) € Z"\{0} tal que vy,--- ,v, > 0, temos que
vé¢ M,;
5. Para todo vy, - -+ , v, numeros inteiros nao negativos, temos que viwy+- - -+
Upwy, # 0;

6. A condi¢ao de Moser-Weinstein € satisfeita.

Demonstracao: A sentenga (1. < 6.) foi provada no Teorema [2.3.1] Assuma
que (6) seja satisfeita, isto é, que o sistema Hamiltoniano linear ({2.3|) satisfaga a
condi¢ao de Moser-Weinstein. Se os autovalores de uma matriz A fossem agru-

pados em r grupos da seguinte forma

Fwikit, FTwik, -, iwllﬁsli
Fwokort, Fwokoot, -, iwﬂfgsﬂ
iwrkr1i7 :lzw'rkr2ia ) iwrkrsri
onde wy, - - - , w, sao linearmente independentes sobre Q e k11, - - , ks, sao inteiros

diferente de zero. Temos que Hy = H' 4+ H? +--- 4+ H", onde
H = wj(kp +kjo+ -+ kjs,)rj, j=1,2,---,r
é definida positiva ou negativa. Nesse caso, r = n — s, onde s = rank(M,) e

bl - (k117k127k181a07"' 70)
b2 = (07 707 k217k227”' 7k232)

br = (07 707kr17kr2a"' 7krsr)

sao solugoes linearmente independentes do sistema x-m; = --- =x-my, =0 e
portanto J;(r) = H’(r). A fungao

J=ciHy +coH: + -+ ¢, Hy
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onde ¢; = 1 se Hj é definida positiva e ¢; = —1 se Hj ¢ definida negativa. E uma
combinagao linear de n — s integrais primeira de Ji,--- , J,_s forma quadratica

definida nao degenerada. Isto mostra que (6. = 2.) e entao (1. = 2.).

Por outro lado, se existir ¢, -+, ¢,_s tal que J(z) = ¢11(2)+- - -+ n_sn_s(2)
¢ uma integral primeira positiva do sistema Hamiltoniano z = Az, entao para
todo I' tal que {H,I'} = 0, considere L(z) = J(z) + R(z), onde R = 0 e temos

que
(L,H+TYy={L HY+{L,I'Y={J H}+{J, T} (2.6)

Desde que H =w-rew-m; = --- = w-m, = 0, temos que existem a;, -+, y,_g €
R tal que w = ayby + - - - + a,,_sb,,_s. Entao,

{JaH} = {Cljl +oee A+ Cnfanfsaaljl +ooe 4+ Oénfanfs} =0

Temos que,
{Ja F} = Cl{l]la F} +---+ Cn—s{Jn—57 F} = 07
entao por (2.6)) concluimos que {L, H+1"} = 0 e portanto o sistema Hamiltoniano

linear é normalmente estavel. A prova de (1. < 2.) estd completa.
Sec=(c1, - ,cn_s) € R"* entao
a1 Ji(z)+ -+ cepsJhs(z) =By -c-r (2.7)
A equagao (12.7) mostra que (2. < 3.).
Para mostrar que (3. < 4.), note que considerando o sistema temos que
w = (w1k’11, s wikrg e wekp, 7wrkrsr)
= by +cby+ - +cp_sby_s
onde ¢, -+ ,¢_s € R escolhidos em (2). Portanto, para todo v € R™ satisfaz
V-w=c¢v-bi+--+c¢,sv-b,_s=v-B,c. (2.8)

Supondo que (3) seja valido, para todo v = (vy,---,v,) € Z"\{0} tal que
U1, -+, U, > 0 temos que v - B, - ¢ > 0 e portanto, usando (2.8)) concluimos

que v - w # 0, ou equivalente v ¢ M,,.

Por outro lado, assuma que para todo v € Z"\{0} tal que vy, -+, v, > 0
temos que v - w # 0, usando (2.8) concluimos que v - B, - ¢ # 0. Desde que
v - B, - ¢ # 0 para todo v € Z"\{0} tal que vy,---,v, > 0, temos que B, tém

todos os componentes nao negativos.

A sentenca (4. < 5.) é claramente verdadeira, de modo que a prova do Teorema

esta completa. |
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2.4 Relagao Entre a Estabilidade Normal e a Es-
tabilidade de Lie

Nesta se¢ao, mostramos que sob certas condigoes a estabilidade normal do sistema
linear associado a um sistema Hamiltoniano arbitrario garante a estabilidade de

Lie do sistema completo.

Considere um sistema Hamiltoniano autonomo com n graus de liberdade

or , or
—% e p__a_q7 (2.9)

q
onde I' = I'(q, p) é uma funcao analitica real de (q,p) = (q1,*** ,Gn, D1, ** , Pn)
em uma vizinhanca da origem. Assume-se que a origem do espaco de fase é
uma solucao de equilibrio nao degenerada e que a série de Taylor de I" em uma

vizinhanca da origem é da forma
F'=Iy+ I3+ + 1T+,

onde [’; representa um polinémio homogeéneo de grau j em (q, p), isto é,

L= > had“p', (2.10)
k[ +[1]=j
com k = (ky,--- ,ky) € Z2"1 = (ly,--- ,1l,) € Z" kK| = |k1| + -+ + |ka|, 1 =
]+ lls P = Pryobty o0, 45 = @ - gfm e ph = plt---plr. Supondo
que a solugao de equilibrio do sistema Hamiltoniano (2.9) é linearmente estével,
podemos assumir sem perda de generalidade que uma transformacgao simplética
linear ja foi construida de tal forma que

D)

Wn

Iy 5

(GG + D)+ + (s + 1),

onde w11, - -+, tw,t sao os autovalores do sistema linearizado. Nessa secao, 1"
representa a funcao Hamiltoniana truncada em ordem m na forma normal de Lie,
ou seja,

F}T:F2++Fm, {FQ,FJ‘}, jzl,...,m

com [;(j =2,--- ,m) definido em ([2.10)).
Definicao 2.4.1. Se a origem do sistema Hamiltoniano associado a I']" for

estavel no sentido de Lyapunov para todo m dizemos que a origem é Lie-estavel

ou estdvel no sentido de Lie.
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Seja I'"(r, d) a fun¢ao Hamiltoniana truncada em sua forma normal de Lie em
ordem m e escrita nas variaveis simples de agao-angulo (r, ) = (11, ,Tn, @1, * , ¥n)

que sao definidos por
qj = \/2rjcosp; e p; = +/2rjsenp;.

A prova da seguinte proposi¢ao pode ser encontrada na referéncia [§].

Proposicao 2.4.2. Suponha que I''™ (m é um nimero inteiro fixo maior que 2)

estd na forma normal de Lie, isto €,
{F27 [Zn} = 07

onde {,} € o colchete de Poisson. Entao,

a) Se M,, =0, entao I'"" = I'™(r) para todo m, isto é, I'" depende somente
do vetor r.

b) Se M, =mZ & --- & m,Z # {0}, temos que I'™ = I'"(r,m;-p, -, my-
).

Lema 2.4.3. Se M, = miZ & --- & myZ entdo as funcoes J; = b; -r,(j =
1

-+ =b-my; = 0, sao integrais primeira quadrdtica linearmente independentes

.-+ ,n—s) onde b; sdo solugdes linearmente independentes do sistema b-my =

para o sistema Hamiltoniano associado a I'T", onde I'" estd na forma normal de

* *

Lie sobre m, para todo m.

Demonstragao: Pela preposigao ([2.4.2)), podemos supor que 7" = '™ (r, my -
@, -, My - @) e entao

m or’ orm
{J;, 17"} = bj’mz—a(m1 ) + -+ by o)
Desde que b; - m; =---=b; - m;=0,j=1,---,n— s a funcao J; ¢ a integral
primeira de H™. A segunda parte é imediato porque by, -- - , b,,_ s@o linearmente
independentes em Z". |

Observagao 2.4.4. Suponha que I' = I'y + A esteja na forma normal. Se M, =
{0} entao A = A(r). No caso M, = miZ & --- & m,Z # {0}, temos que A =

Alr,my-@, -+ ,mg-). Em particular, concluimos que se M,, = miZ & - - - ® m,Z
entdo as fungoes J; =b;-r,(j =1,--- ,n—35) onde b; sdo solugdes linearmente
independentes do sistema b-m; = --- = b-mg; = 0, sao integrais primeira

quadrdtica linearmente independentes para o sistema Hamiltoniano associado a

I' =15+ A, que estd na forma normal de Lie.
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Teorema 2.4.5. Se o sistema linearizado associado a I'y € normalmente estdvel,
entao a solucao nula de ¢ Lie-estavel.

Demonstracao: Considere as fungées J; = b;-r,(j =1,--- ,n—s) onde b; sao
solugoes linearmente independentes do sistema b-m; =---=b-m, = 0. Se o
sistema linearizado associado a Iy é normalmente estavel, pelo Teorema (2.3.6)),

existe ¢1, -+, c,_s tal que
J = C1J1 + -+ Cnfst]nfsu

¢ uma integral primeira quadratica definida positiva do sistema Hamiltoniano li-
nearizado associado a [5. Pelo Lema , temos que J ¢ uma integral primeira
quadratica linearmente independente para o sistema Hamiltoniano associado a
' =15+ 1I5+---+ I, que esta na forma normal de Lie até a ordem m, para
todo m. Entao, tomando J como uma funcao de Lyapunov de , concluimos
que a solucao nula de ¢é Lie-estavel. |

2.5 Estabilidade Normal no Caso Periodico

Agora, consideremos um sistema Hamiltoniano linear 27-periédico
z=JS(t)z, z¢cR™, (2.11)

onde S(t) é uma matriz 2m-periédica continua real simétrica. Suponha que o sis-
tema Hamiltoniano periédico ([2.11)) é estavel e ndo degenerado. Entao, podemos
supor, sem perda de generalidade, que um transformagao canodnica linear ja foi

construida de tal forma que

w1 Wp,
H= g +p)+- -+ 5 (e +pn), (2.12)
onde *wqi, - -+ , Fw,i sdo expoentes caracteristicos diferentes de zero. Neste caso

podemos associar um Z-modulo
M, ={k=(k, - ,ky) €Z";, k- -w=kw + -+ kyw, € Z},

onde w = (w1, -+ ,w,) é determinado pelo processo de normalizacao que altera a
funcao Hamiltoniana para a forma dada por (2.12]). Note que no caso autonomo
M, era definido de maneira similar, sendo k - w = 0. Como no caso autoénomo

M, é finitamente gerado, ou seja, existem my,--- ,my; € M, tais que

Mw:mlz@@mszz{jlml++J8mS7 .jh'” 7]562’7 my,--- 7mS€M&J}‘
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Agora, escolhendo o conjunto de geradores my,--- ,my de M, minimal, temos

que s <n+ 1 (no caso autéonomo tinhamos s < n).

Lema 2.5.1. Para todo I'(z,t), 2m-periddica em t, tal que
or
ot

existe uma mudanga simplética de varidveis z = n(Z,t), 2rw-periddica em t, tal
que (H+ I')(n(Z,t)) = I'(Z) é auténomo e

(H, I} — = =0,

O™

Demonstracao: Como I'(z,t) estda na forma normal de Lie, ou seja,

0F

fazendo a mudanca canonica de variaveis

qj = \/2rjcosp; e p; = +/2rjsenp;.

a fungao I'(r, p,t) satisfaz

Oow Oow Oow Oow Ow Oow
g + +wna% TR P = {H, 0 (2.13)

Podemos assumir que

I'(r,p,t) = Zan(r)ei(”""*“"/) : (2.14)
n
onde n = (m, -+ ,n,) € Z" p # 0 é um numero real, e a,n = a,---a,,. A

equacao (2.13]) nos oferece

> iy () (- w = e =0,

n

que ocorre se, e somente se, 1w = yu € Z, assim n,, = 0 se n # M,,.

Se M,, = {0}, n, = 0 exceto para n = 0, entdao I'(r, 90, ) I'(r,t). No caso
M, = mZ & --- & myZ, a funcao I' estd na forma comn € M,, e
portanto I' = I'(r,my - ¢ + my - wt, - - - ,ms~gp—|—ms~wt).

Fazendo agora a mudanga canonica de varidveis (r, p) — (T, ) :

r=r e ¢=¢+wt
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Como essa transformagao é dada pela funcao geradora

e por relagoes

r:8—S e @:a—s
Op or
Entao
s .
E:r-w

e 0 novo Hamiltoniano tem a forma

S

[’*:F*(f-’ml.@’... ,m° -

Y

Fazendo Z = (F,{) temos que a mudanga canoénica de varidveis z — Z é
2m-periddica em t tal que I'*(Z) = (H + I')(n(Z,t)) é autonomo e

Definigao 2.5.2. Dizemos que o sistema Hamiltoniano periddico € nor-

malmente estdvel se para cada I'(z,t), 2m-periddica em t tal que

or
HI}——=0
A1 ot ’
existe uma integral formal L(Z) = J(Z) + R(Z) para o sistema Hamiltoniano
associado I'* dado pelo lema (2.5.1), onde J(Z) € uma forma quadrdtica positiva

definida em Z e R(Z) é uma série de poténcias formal em z.

A definicao da estabilidade normal no caso periddico nao é uma simples
adaptacao do caso autonomo. De fato, o lema ([2.5.1) é muito essencial, como

mostra o proximo coroldrio.

Corolario 2.5.3. Se o sistema Hamiltoniano periodico ¢ normalmente
estdvel, entao o sistema Hamiltoniano associado a I'* = H + I' dado pelo lema

(2.5.1)) € estdvel para todo I'(z,t), 2m-periddica em t.

Agora mostramos uma condicao necessaria e suficiente para a estabilidade

formal no caso periédico.
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Teorema 2.5.4. O sistema Hamiltoniano linear periddico ¢ normalmente
estdvel se, e somente se, para todosv = (vq,+ -+ ,v,) € Z"\{0} tal que vy, -+ ,v, >

0 temos que v # M,,.

Demonstragao: Suponha queexistav = (vy,--- ,v,) € Z"\{0} tal que vy, - -+ , v, >
0 e que v € M,,. Mostremos que o sistema Hamiltoniano periédico (2.11]) nao é

normalmente estavel. De fato, escolhendo
I' = 7“7171/2 2005 (n1py -+ apn + 1) - wi),

e fazendo a mudanca 27-periddica das varidveis (r, ¢) — (¥, ¢) dado na demons-

tragao do lema ([2.5.1)), temos que
I'*=H+T = 7“;“/2 ™ 2e0s(npr -+ Napn).

O sistema Hamiltoniano associado a I'™* é instavel porque possui a solugao

~ /2... n/2 s
r(t) = 776“71”1 N . MmPL N, = ok
que satisfaz
lim r(¢) = 0.
t——o00

Consequentemente, uma integral formal L(Z) = J(Z) + R(Z) nao existe para o
sistema Hamiltoniano associado a I'*. Entao, o sistema Hamiltoniano (2.11)) ndo

é estavel.

Agora, suponha que para todo v = (v, -+ ,v,) € Z"\{0}, tal que vy, - - - , v, >
Oequev ¢ M,.

Provemos que o sistema Hamiltoniano (2.11) é normalmente estavel.

Para todo m € M,,, temos que m possui componentes com sinais diferentes,
em particular, my,---m, componentes com sinais diferentes. Seja I'(z,t) uma

funcao 27-peridédica em t tal que

or
mrn-< —o.
ot
Usando a demonstragao do (2.5.1]), construimos uma mudanga canénica de varidveis

z =n(Z,t), 2r-periddica em ¢ tal que
(H +T)(n(Z,1)) = I'"(Z) = I"(F,m' - $,--- ,m"- ),

onde Z = (T, ). Usando a prova do lema (2.4.5) construimos uma integral pri-
meira quadrética positiva definida J(Z) =b -t
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para o sistema Hamiltoniano associado a I'*. A funcdo L(Z) = J(Z) + R(Z),
onde R(Z) = 0, é uma integral primeira para o sistema Hamiltoniano associado

a ['*. Entao, o sistema Hamiltoniano (2.11]) é normalmente estavel. |

Observe que a condicao necessaria e suficiente para a estabilidade normal
dada pelo Teorema é equivalente a dizer que para todo vy, - - - , v,, nimeros
inteiros nao negativos temos que viw; +- - - +v,w, ¢ Z. Esta condi¢do é a condigao
de Moser-Weinstein no caso periddico, entao, dizemos que a condicao de Moser-
Weinstein vale no sistema Hamiltoniano periddico se, e somente se, para
todo v = (vy,- -+ ,v,) € Z"\{0} tal que vy,--- ,v, >0 e que v & M,.

Pelas condigoes (2.3.6) e (2.5.4) concluimos que se M, = {0} temos estabili-

dade normal no caso autoénomo ou periddico. Mas os casos peridédicos e autonomos
sao muito distintos. Por exemplo, a funcao Hamiltoniana positiva definida é nor-
malmente estavel no caso autonomo, mas no caso periodico o resultado é falso.
De fato, considere um sistema Hamiltoniano periddico em que uma transformacao
canonica linear periédica tenha sido construida de tal forma que
H =S+ 9) + 56 + 1))

Entao M, = (1,0)Z + (0,1)Z, e portanto (1,1) € M,,. Entao, o correspondente
sistema Hamiltoniano periédico nao é normalmente estavel. Mas H ¢é positivo

definido.

Observe que, se considerarmos a funcao Hamiltoniana periddica com 2 graus
de liberdade
H = g((ﬁ +pi) + sg(qg +p3),
entao M, = (3,—1)Z. Nesse caso, para todo v = (vy,vy) € Z*\{0} tal que
vi,v3 > 0 e que v ¢ M,. Entao, pelo Teorema temos que o sistema

Hamiltoniano periédico correspondente é normalmente estavel.

Outras consequéncias do Teorema ([2.5.4]) sdo as seguintes:
i) Se w; € Q para algum j entdo nao temos estabilidade normal no caso
periodico;

ii) Se n = 1, no caso periddico, temos estabilidade normal se, e somente se,
w € R\Q. No caso autéonomo, o sistema Hamiltoniano correspondente é

normalmente estavel,

iii) Se n = 2, no caso autéonomo temos estabilidade normal se, e somente se, H
é positivo definido ou wy /wy € R\Q.
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Capitulo 3

Estabilidade Normal dos Pontos
de Libracao L, e Ly do Problema
Restrito Circular dos Tres

Corpos

Neste capitulo, fornecemos a formulacdo do problema restrito dos trés corpos que
consiste em estudar a dinamica trés particulas que se movem no espaco sob a acao
unicamente das forcas de atracao mitua. A explicacao dos vdrios problemas da
mecanica torna-se mais facil quando se reduz o problema dos trés corpos a certos
casos particulares. Além disso, discutiremos sobre o problema restrito circular
dos trés corpos que abrange no estudo de um caso limite do problema de trés
corpos, no qual fazemos a suposicao que a massa mz € infinitesimal e no qual a
orbita do corpo my é um circulo (e = 0), como também abordaremos os pontos de
libragao Ly e Ls e um estudo da estabilidade dos pontos de libragao Ly e Ls do

problema restritos dos trés corpos nos casos planar e espacial circular.

3.1 O Problema dos Trés Corpos

O problema dos trés corpos consiste em estudar a dinamica (estudo do movi-
mento considerando as causas que os produzem e modificam) de trés particulas
materiais que se movem no espago sob a acao unicamente das forcas de atragao

mutua. Sejam mq, ms € mg3 as trés particulas materiais no espago com vetores
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posicao qi,q, e qs respectivamente, movendo-se sob a agao mutua da atragao
gravitacional definida pela Lei de Newton (ver figura 3.1). Assim, pela Segunda

Lei de Newton, as equagoes para o movimento sao:
miq; = Fia + Fi3
maQy = Fo1 + Fo3

maQs = F31 + F3o

G'm;m;
MaTm q;), chegamos a

(q; —
@

E pela Lei da Gravitacao Universal F;j

Gmim
- 3((13 - Q1>

equacao
( . Gmymy
miqy _T( 2_q1)+T
12 13
(3.1)

. GQOl Gm2m3
Moy = ——5—(q — ) + —5—(q3 — Q)
421 43
Gmgmg
—— (a0 — a3),

. Gmamy
m3qg = 3 ( 1 (13) + 3
\ 431 432
onde ¢i; = ||g; — q;|| sdo chamadas de distancias miituas e G é a constante de
gravitacao universal.
Z

Figura 3.1: Problema dos trés corpos
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A funcao escalar dos vetores posicao

G G G

q12 q13 423

é chamada o Potencial Newtoniano do Problema dos Trés Corpos.

Denotando q = (qy,4q,,q3), M = diag(m, ma, m3) e por VqU o gradiente da

funcao U relativamente ao vetor q, o sistema (3.1) assume a forma
Mg=VqU(aq) (3.2)

Seja p = Mg momento linear do sistema, isto é, p; = m;q;, ¢ = 1,2,3. Podemos

escrever o sistema (3.2)) na seguinte forma

q=M"'p

p = qu(q)a

que corresponde a um sistema Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

1 _
H(q,p) = §pTM 'p —Ul(q).

Com essa formulacao temos que o estudo do problema dos trés corpos se

resume ao estudo de um sistema Hamiltoniano, com 9 graus de liberdade.

3.2 O Problema Restrito dos Trés Corpos

O problema restrito dos trés corpos consiste no estudo de um caso limite do pro-
blema de trés corpos, no qual fazemos a suposicao que a massa ms € infinitesimal
[]de tal forma que ela nao influéncia no movimento dos corpos de massa m; e
ms, chamados de bindrios, no entanto sua orbita é afetada por eles de forma
usual. Isto é uma sensivel aproximacgao da realidade, somente se a trajetoria de

mg nao chegar muito proxima de m; ou mo. Matematicamente o que fazemos é

14O corpo infinitesimal” é em Mecanica Celeste um conceito bem definido. Corpo de massa
tao préxima de zero que o limite desta massa varidavel, zero, é o corpo infinitesimal, e como sua
massa aproxima-se de zero, seu movimento satisfaz as equagoes diferenciais, as quais no limite
nulo para a massa variavel define o movimento do corpo infinitesimal. E precisamente neste

sentido que a massa infinitesimal é usada no problema restrito.
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considerar ms — 0, assim temos que o centro de massa E| do sistema é o centro

de massa dos bindrios e a equacao do movimento do corpo de massa ms é dada
pela dltima equagao (3.1)), isto é,

. Gml GmQ
Q= —5 (a1 —q3) + —5—(qp — q3) (3.3)
qi3 433

e o movimento do corpo ms relativamente ao corpo my ¢é definido pelo problema
de dois corpos conseguido da seguinte forma. Subtraindo a primeira equacao da
segunda equagao em (3.1)) obtemos

G(m1 + mg)

é'12 _("11 - =
Q?2

1 1
(q; — ay) + Gmg (T(qs —dy) — (g3 — ql)) ,
ds3 di3

denotando q = q, — q;, a equagao acima é equivalente a

. G(my + mo 1 1
q= —¥Q+ Gmg (T(% —qy) — 5 (a3 — Oh)) )
q 423 q13
onde g = ||q||. Fazendo mgs = 0, esta equacao fica
.. G(m1 + my
q = —(T)q, (3-4)

o que corresponde a um Problema de Kepler ou Problema de For¢a Central EL
onde q € R?® — {0} ¢ o vetor posigao do corpo de massa msy em relagao ao corpo
de massa m; e GG a constante de gravitacao universal, na qual as solugoes sao
completamente conhecidas. O estudo do movimento da massa mg3 é conhecido
como problema restrito dos trés corpos. Denote u = G(my + my). Da equagao

(3.4) temos que a energia potencial do sistema é dada por

onde p é uma constante positiva, e com isto, temos que a funcao Hamiltoniana

do sistema é

1 L
H = Z|p|l? - &
(a,p) = 5P| Tl

onde p = q, o que corresponde a energia total do sistema.

2Centro de massa é o ponto hipotético onde toda a massa de um sistema fisico estd, concen-

trada e que se move como se todas as forgas externas estivessem sendo aplicadas nesse ponto
30 problema de forca central consiste no estudo do movimento de uma particula P de massa

ms que é atraida por uma outra particula S de massa mi, a qual suponhe-se que esta situada
num ponto fixo do espago, o qual pode ser tomado como a origem de um sistema de coordenadas

inercial.
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Sendo r = g = ||q|| a distancia entre m; e my, entao temos que

P
1+ecosf’
02 02 N , . . , .
onde p = ¥ = ——=—— um parametro e € ¢ a excentricidade de sua orbita
© G(m1+m2)

Kepleriana definida pelos corpos m; e mg e 6 é a anomalia verdadeira.

Figura 3.2: Problema da forca central.

Dependendo do valor da excentricidade € podem-se distinguir as seguintes

variantes do problema restrito de trés corpos:
i) O problema restrito hiperbélico, quando a érbita do corpo msy é uma hipérbole
(e > 1);

ii) O problema restrito eliptico, quando a drbita do corpo msy é uma elipse
(0<e<);

iii) O problema restrito circular, no qual a 6rbita do corpo my é um circulo

(e =0);

iv) O problema restrito parabdlico, no qual o corpo my move-se sobre uma

pardbola (e = 1);
v) O problema restrito linear, no qual o corpo my move-se sobre uma reta.

Se o corpo de massa infinitesimal m3 permanece para todo tempo, no plano

do movimento de m; e msy, dizemos que o problema restrito correspondente é
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planar; se o corpo mgs, em seu movimento, sai do plano de m; e my falamos de

problema restrito espacial.

Dois exemplos servem para ilustrar a importancia do problema restrito. Sabe-
se que depois do Sol, o planeta de maior massa é Jupiter, o qual move-se numa
elipse de excentricidade pequena, podemos assumir como primeira aproximacao
que ela é um circulo. Além disso, existem dois grupos de pequenos asteroides Tro-
janosﬁ e Gregos, cujo movimento é controlado principalmente pelo Sol e Jupiter,
uma primeira aproximacao de seu movimento ¢ dada por uma solucao do pro-

blema restrito circular com o Sol e Jupiter como os primarios.

O segundo importante exemplo diz respeito a teoria lunar, onde consideramos
o movimento da Terra ao redor do Sol como circular. O corpo de massa infi-
nitesimal aqui corresponde a Lua. De fato, a 6rbita da terra ao redor do Sol é
uma elipse de modo que a lua orbita numa solucao do problema restrito dos trés

COTPOS.

Uma outra forma de escrever as equagoes de movimento de mg consiste em
definir o potencial
my mo
U(q17q27q3) =G (_ + _) 5
13 g23

assim, (3.3]) é equivalente ao sistema
Q?) = VQ3U(q)

Esta é a forma de escrever as equagoes do movimento da massa ms num sistema

de coordenadas genérico.

Vamos escrever estas equagoes num sistema de coordenadas conveniente (sis-
tema de coordenadas giratdria), no qual as equacoes do movimento assumem uma

forma particularmente simples.

Para obter a forma conveniente das equacgoes de movimento do corpo msg,
introduzimos um sistema de coordenadas Ozyz, com origem no centro de massa
dos corpos my e mo e com o plano Oz coincidindo com o plano da orbita dos
binarios. Tomemos o eixo Ozy ao longo da reta que liga m; a msy, na direcao my,

com a menor mudanca do eixo Ox para o eixo Oy coincidindo com o sentido de

4Objetos trojanos sdo corpos astrondmicos, tais como asteroides e satélites, que dividem e
orbitam a uma determinada distancia de uma érbita com um planeta ou satélite maior, mas nao
colidem com o iltimo por que a 6rbita do primeiro esté localizada em dois pontos de Lagrange

de estabilidade, L4 e L5, sessenta graus a frente e atrds do corpo principal.
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rotacao de msy relativa ao corpo m;. O eixo Oz forma com os eixos Oxr e Oy um

sistema de coordenadas com a regra da mao direita.

Figura 3.3: Movimento dos binérios.

Defina um referencial mével:

C

S _
€1 = —, ey =¢e3Xe, 3= —,
T c

onde q = gy — q;, com q, e ¢, correspondendo respectivamente aos vetores
posi¢do de my e mg, C é o momento angular (o qual é ortogonal ao plano do
movimento dos bindrios), r = ¢ = ||q|| e ¢ = ||C||. Derivando estas relagdes

obtemos

él = 6’62, é2 = —961 e ég = O7 (35)
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Figura 3.4: Sistema de coordenadas giratoria.

onde 6 representa o angulo formado pelo vetor q e o eixo Oz (eixo das abscissas
do sistema inercial fixado), logo temos que 6 representa a velocidade angular

. .. . &
associado aos bindrios q; € q,, ou seja, —. Por outro lado, miq; +m2q, =0 e

q = |lay || + [laz|l, assim q; = [|q;[le1 e 93 = —||qa]ex. Logo,
ma mq
=2 =1 3.6
lay | o llaz || el (3.6)

Seja q3 = rey + yea + zeg o vetor posicao do corpo de massa infinitesimal.
Assim, pelas equagdes (3.5) temos

qs = (& — éy)el + (Gx + 9y)es + Zes

Gy = (& — 20y — Oy — 0%x)ey + (j + 20 + Oz — 6%y)ey + Zes (3.7)
e também verifica-se que
Vg, U = User + Uyez + U es.
Portanto, de e obtemos
i — 20y — Oy — 0%z = U,
i+ 20% + 6z — 0%y = U, (3.8)

z2=U,
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com
m m
U= U(q17q27q3) =G <d_1 + d_2)
1 2

onde, de acordo com as equagoes (3.6)), temos que

di =ri3=q3 = \/(37 + H(I1H)2 +y? 4 22

_ M2 NT L e
= \/<x+MT) Ty +z

d=ra = = \(@—llay)?+y+ 22

2
= \/<x—%r> +y? + 22

com M = mq + mas.

Facamos agora a seguinte mudanca de varidveis (devido a Nashville):

x=r& y=rnez=r( (3.9)
. 02 .
Assim, T =7+rf ecomor=———— comp = — e = — temos
¢ 1+ ecosf P= r2
fzfsen&
p

Considerando o re-escalamento no tempo associado a anomalia verdadeira 6,

onde ()’ temos £ = T%ﬁ’, logo

_ d
Cdy’
T = E—Césené’ - Eg’
p T
2
.. c
2
= 1% (1 + ECOSQ)2 [650080 + (1 + ECOSQ){”] ‘

Analogamente,

. c , €cC
y =-n"+ —nsend
r p

. ’ ec?r?
y =—=n"+ nsend (3.11)
r p
2

C

S (1+ ecos0)’ [encosf + (14 ecos0)n"] .
D
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e também
z2 = EC’ + ECs.ene
r p
. Py
F = - [e( cosf + ;C ] (3.12)

2

S 14 ecosf)®[eC cos O + (14 ecos0)("].
3

Além disso,

. . 2¢ec?
9:7%:]%(14—6(:086)2 e 0:—%(1+6C089)3S6H9. (3.13)

Por outro lado,

=€+ 4 ¢ d=r (€= 1

—_

onde pu = % com 0 < pu < 3 Assim,

U(w,y,Z)zg(@Jr@) :

r T

rlz\/(€+u)2+n2+C2 e rQ:\/(5+u—1)2+n2+<2.

Logo, substituindo as relagoes (3.10)), (3.11]) e (3.13) em (3.8)) obtemos,

2
N> Yo N P, _ C_ 3 "n__ /_;
T —200—0y—0"r = p3(1+ecos9) (5 2n 1+ecos€>
v _towos 10w
- Ox  r 08 Ox  r? O
_ (I4ecosh)? oW
B p? o€
de onde obtemos que
" , 1 P 1 ow
_ S . 14
&= 14 ecosf 21+ ecos O (3.14)
onde
W= Wien0 =6 (™). (3.15)
1 T2
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Analogamente verifica-se que

2

i+ 20% + Oz — 0%y = € 14 ecos0)’ [1+ ecosOn” —2(1 + ecos )¢ —n
3

p
U 10Wan 1 oW

8_y_r8778y_58_17

(1+ ecosh)? oW

p? on’
assim
P 1 ow
/! 2 ! - _
2 T+ecosf!  @E1+ecosb on’
e por ultimo
. c? "
Z = —(eCcosb+ (1 +ecosh))C
p
U  1+ecost oW
0z p? oC’
desta forma tem-se que
cosf 1 ow
CH + € CZ p

14 ecosf 21+ ecosb aC

(3.16)

(3.17)

Portanto, o sistema (3.8) nas novas varidveis e usando o re-escalamento no

tempo é equivalente ao sistema dado pelas equagdes (3.14]), (3.16]) e (3.17)), isto

é, ao sistema

5//_277/_; :£ 1 ow
1+ ecosh 21+ ecosf O’
P 1 ow
"42 - —n == 3.18
LS 1+ ccosf 21+ ecosf dn’ (3.18)
o+ ecosf ¢ P 1 ow
1+ecosf>  c2l4ecosf IC '
1 2
Lembrando que G = =~ W= @, temos que o potencial W definido em
M p M

(3.15)) pode ser escrito da forma

2 (my 1 mo 1 A [1—
p \Mnr M 1y p (8] T2
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Assim, o sistema (3.18) toma a forma

1 1 oV
"_on — -
¢ K 1—{—6008(9g 1+ ecosf O’
1 ov
" o9g — -
LS 1+ ccosf 1+ecosf dn’
o+ ecosf ¢ = 1 a_v
1+ecosf>  1+ecosf OC
onde .
ve-—t4 B
1 T2

Introduzindo a funcao

Q= Qe 0,0) = L€ +77) — 3¢ cosd+V,

as equagoes de movimento (3.18]) sdo escritas na forma

” ;o 1 0N}
S-wo= 1+ ecosf OE’
1 0N

"o¢ oee
2 1+ ecosf dn’
PR

" 14e€cosf OC

Vamos agora obter a formulagao Hamiltoniana deste sistema.

faca:

pe=¢&—mn p,=n+¢ pe=C(.

Com isso, o sistema ([3.20) pode ser escrito na forma:

(
§ =pet+n
n =p,—£
¢ =pc
A S
Pe = Pn 1+ ecosb ¢
1
/
= —p¢ — — 0
Py Pe 77+1+ecos€ K
1
-0
\pc 1+ ecosb ¢
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que corresponde a um sistema Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

1

0
€ COS QO
1+ ecosf

1
H == 2 2 2 - R (2 2 2\
5 (Pg + Py + ;) + pen pn§+2(1—|—ecos€)(§ +7°+¢7)

Note que se consideramos o caso do problema restrito circular, ou seja, € = 0,

entao a funcao

C 1 12 2 2

5 =5E"+n"+7) -0

2 2
¢ uma integral primeira para o sistema (3.20]), chamada Integral de Jacobi, onde
C' é a constante de Jacobi (constante de movimento), onde veremos com mais

detalhes na secao seguinte.

3.3 O Problema Restrito Circular dos Trés Cor-

pos

Considere um sistema dinamico isolado consistindo de trés interacoes gravitacio-
nalmente de massas pontuais mj, ms € mgz. Suponha, no entanto, que a terceira
massa mgs, seja tao menor do que os outros dois que tem um efeito desprezivel
em seu movimento. Suponha, ainda, que as duas primeiras massas, mi; e ma,
executam Orbitas circulares em torno de seus centro de massa. A seguir, exami-
naremos esse problema simplificado, que se refere geralmente como o Problema
Circular Restrito de Trés Corpos. O problema sob investigacao tem aplicagoes

6bvias para o sistema solar.

Por exemplo, as duas primeiras massas podem representar o Sol e um planeta
(lembrando-se que um determinado planeta e o Sol executam de fato 6rbitas
quase circulares em torno do seu centro de massa), enquanto a terceira massa
pode representar um asteroide ou um cometa (asteroides e cometas de fato tém

massas muito menores do que o Sol ou qualquer um dos planetas).

Vamos definir um sistema de coordenadas cartesianas £, 7, ( em um referencial
inercial cuja origem coincide com o centro de massa C' das duas massas érbitais
my e mo. Além disso, seja o plano orbital dessas massas coincidir com o plano
& —mn, e que ambos estejam no eixo £ no instante ¢ = 0. Suponha que a seja a
distancia constante entre as duas massas em orbita, r; a distancia constante entre
massa mq € a origem, e r» a distancia constante entre a massa ms e a origem.
(Figura 3.2)
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Figura 3.5: Problema restrito circular de trés corpos.

Além disso, sabemos que a funcao

Q

1
5 — 5(5/2 +77,2 + C/Q) o Q

representa a integral primeira para o sistema (3.20). Logo esse sistema tem a

forma
n' 42 = %, (3.21)
¢ =%

onde €2 é definido por
1
Q= Q6,0 = 5(E +77) +V,
Fazendo a transformacao de coordenadas

pe=E&—mn p,=0+¢& pc=C¢.
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O sistema definido por (3.21)) é equivalente ao sistema de primeira ordem

;

§ =pe+n

/

n =p,—§

¢ =pc
(3.22)

\

que corresponde a um sistema Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

1
H = 5(p¢ +py + 1)) +pen —p = V. (3.23)

definindo a fungao H, temos que o sistema (3.22)) pode ser re-escrito da seguinte

forma )

¢ =H,
(3.24)
pe = —Hg

Py = —Hy

pc = —H;

\

Assim, H representa a funcao Hamiltoniana associado ao sistema Hamiltoniano
autonomo definido em (3.24)), logo H é uma integral do movimento para o fluxo

definido por (3.24]). Notemos que

1 1
5 Pe + P+ ) +pen =yl = (740" +7) -0,

donde,
1 1
o= 5(5/2 +0%+ (%) - 5(52 +0’) =V

C
Tomando a constante H = —, onde C' é a constante de Jacobi, temos

! / ! C
"+ =2+

0<
- 2
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3.4 Os Pontos de Libracao

Em geral, o problema dos n — corpos nao apresenta solucoes de equilibrio, pois
se (qy, pg) fosse uma solugao de equilibrio de (3.2)) teriamos

VqU(qy) =0epy, =0

e, sendo

Gm;m,;
U(q) = — =
D=2 fa=g]

uma func¢ao homogénea de grau —1 em q e pela identidade de Eulerﬂ para fungoes

homogeéneas concluirfamos que

Ulqy) = —q-VqU(qy) =0,

uma contradi¢ao. Assim, como caso particular, temos que o problema restrito

dos trés corpos nao apresenta solugoes de equilibrio. Entretanto:

Teorema 3.4.1. Nas coordenadas de Nashville definida em (@) temos cinco
solugoes de equilibrio do problema restrito de trés corpos, a qual Ly, Ly e L3
estao situados na reta que passa pelos bindrios e os outros dois Ly e Ls formam

com os bindrios triangulos equildteros.

Demonstragao: Provemos que as equagoes (3.20) admitem alguns pontos de
equilibrio nas coordenadas de Nashville £,7,(. Uma posicao fixa (&y, 1o, o) €
solucdo de (3.20) se, e somente se, (o = 0 e & e 1y satisfazem ao sistema de

equacoes com duas incognitas. Assim,

Seja 0 = 0(E,5,0) = 5 (€ + 1)+ V ¢

(00
5 ="
o9
Friall
o9
| 5= 0

SIdentidade de Euler para funcio homogénea: Se f(z) for uma fungao homogénea de grau
k, diferencidvel, entdo x - V f(z) = kf(z)
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Entao,

e, sendo

( a_Q—€+a_V

oc 23

0o _

an = an

ofN oV
\ 8_C__ECCOSQ+3_C

T1=\/(£+u)2+772+§2 e TzZ\/(£+u—1>2+n2+C2-

e fazendo
V =V(ry,r),
™ = 7”1(5,’)7, C)a
o = T2(€77]7 C)a
ov._ oV Oon OV Or
o8 om0 Ory O
1 |74 1 Vi,
= - - 2(6 ) + 5 : 26 +p—1
2V (E+m?+n+¢ S 2V(E+n—12+n+¢ SR
Vi Vi,
= o Etmt = (E 1)
™ T
Logo,
o0 V. V.
o L, 2, —1) =
o £+T1 (5+“)+r2 +p—1)=0
Sty Ry e
(& )
v _ W O OV Ors
an - ory  0On dry  0On
2\/(€+ p)?+n?+ (2 ! 2/(E+p—1)2+n?+ 2 !
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Logo,

on 1 )
1W1+ﬂ%2— n
1 T2
v _ OV On OV Ors
¢ ory 0¢  Ory OC
1 Vi, 1 Vi,
- . - -2
2/ (E+p)? 02+ 2V(E+pn—12+n2+ ¢
V; V;
= —(+—=C
T T2
_ (Vi Vi
- (%)
Logo,
092 Vie | Vi
a—cz—egcosﬁ—i-(ﬁ%—rz)(:o
(%1%—&)-(—6{008«9
1 T2
(=0
Portanto,

+ +pu—1
§ ’”Lvm+§ p
r o

‘/;’2 = _€

(3.25)
LV, + L, =
1 T2

O sistema de equagoes (3.25)) é equivalente ao conjunto dos dois sistemas de
equacoes, e sabendo que:
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,
vV, = r;vm r
Portanto,
( 77 — O
(3.26)
-1
Stpy ezl
\ 1 T2
¢ T
(V= ——V,, -1
T2
(3.27)
+ +pu—1
: “Vm + gLVW ==

\ T1 9

Cada solucao dos sistemas e corresponde, no sistema de coor-
denadas O&n(, a uma solucao de equilibrio das equagoes de movimento .
No sistema de coordenadas O&n(, os corpos binarios estao fixos e as solugoes
de equilibrio correspondem aqueles movimentos particulares do corpo de massa

infinitesimal, onde os trés corpos formam uma configuracao invariavel.

Vamos obter as solugoes de equilibrio de (3.9)) ou equivalentemente, as solugoes

(13.26) e (3.27). Consideremos, inicialmente, o sistema (3.27)). Substituindo a

expressao para V,, da primeira equagao (3.27) na segunda equagao, obtemos:

-1
€+#~(—%W2_T1>+5LWQ:_§
2

1 ()

_(5_'_”)‘/;,2_5_#_‘_6—’_’“—_1
T2 T2

‘/;2:_6

—(E+ )V —pre + (E+ )V, = Vi =0
—prg — Vi, =0

‘/;"2 - —ILLT'27
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e, entdo, da primeira equagao de (3.27)) segue-se que:

r
Vo=t (—pra) =
T

1l—p p , . ~
+ —, concluimos que o sistema de equacoes
A1 )

(3.27) tem uma tnica solugao real, a qual r; = 5 = 1. Ou seja, derivando V' em

relacao a r1 e ro obtemos:

Usando a expressao V =

w—1
‘/;“1:_<1_:U)Tlg_ 2
1
donde )
M J—
(n—1)ry = T%
rd =1
r = 1
e também,
-2 H
Vr’g = _:LLTQ = T_%’
donde
T2 = ——5
2
rs =1
T9 = 1

Esta solugao corresponde a um dos pontos de libragao triangulares Ly e L;. O
1—2u V3
2 72

2 )

ponto L, é dada pelas coordenadas ( 0) e o ponto Ly tem coorde-

1—2u V3
2 72
vamente ao eixo O&. Ou seja, temos que:

,0 ] no sistema O&n(. Ele é simétrico ao ponto Ly, relati-

nadas

n=EHm R+ o m=yEtu-1 He e
Fazendo
COZO, le]_ € TQZ]_
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Entao,
L=r = (§+p?>+7

L=ry=/(E+p—17+7?

Assim,
(E+p)?+n*=1

E+n—1)2+n*=1
Subtraindo a segunda equacao pela primeira, obtemos:
(E+n)?—(E+p—1=0
(E+m)?=(E+pn-1)
(E+p)?=(E+n?—2+n+1

—2(+p)+1=0

1
§+M—§

1
f—§—ﬂ

1—-2u
&= 2

Substituindo na primeira equagao, temos:

1-2 2
() o

I
—

Os pontos de libragao colineares sao dados pelo primeiro sistema de equagoes

(3.26)), o qual, para n = ¢ = 0, é escrito na forma:
€ + €+ 11—y
=&—(1— — =0. 3.28
f&)=¢&—( ”>(£+u)3 HET1= 0 (3.28)
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A funcao f(&) é continua e limitada em todo o eixo real, exceto nos valores de £
iguais a +00, —p e 1 — pu, onde ela se torna infinita. Calculando a derivada da

funcao f(&) temos que,

+ 41—
€ + ul +2u|€ 1]

f/(g):1+2(1_'u)(f+u)4 m

Em cada um dos trés intervalos

(—OO, _:u)’ <_:uv 1 - :u)’ (1 - M —|—OO), (329)

em que o eixo numérico é decomposto pelos pontos de descontinuidade, a fungao
f(&) é estritamente crescente, pois f/(£) é sempre positiva. Usando os seguintes

fatos:

lim f(€) =—oco, lim f(€)= o0

£——o00 £—o00
lim f(¢) =oo, lim f(€)=—co
E—p~ E—pt
w}ilr—nm— f(&) = oo, gﬁ%ifflw f(§) = —o0.

Concluimos que, em cada um dos intervalos existe uma, e somente uma,
solucao & = &, da equacao . Estas solugoes dao trés pontos de libracao
colineares. Por tradicao é estabelecida que o equilibrio que esta no intervalo
(—00, —p) é denotado por Ls, o equilibrio do intervalo (—u, 1 — p) é denotado

por L; e, finalmente, o ponto de libragao L fica no intervalo (1 — p, +00). |

As solucoes de equilibrio nas coordenadas de Nashville sao chamados de pontos
de libragao ou solugoes de equilibrio relativo do problema restrito dos trés corpos.
Num sistema de coordenadas fixas, os pontos de libracao sao solucoes no qual
os trés corpos tém uma configuracao invariavel, de modo que a cada instante
no tempo os trés corpos possuem a mesma configuracao a menos de rotagoes e
translacoes. A disposicao esquemaética dos pontos de libracao do problema restrito
dos trés corpos estd mostrada na figura abaixo. Os pontos de libracao Ly, Lo e L3
sao chamados de pontos de libragao colineares, ja os pontos L4 e L5 sao chamados

de pontos de libragao triangulares.
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*.
Sol Y/ Terra
% @ : B
Ls Ly L, §
y
Ls

Figura 3.6: Pontos de libracao do problema restrito dos trés corpos no sistema
Sol-Terra.

No sistema de coordenadas fixas os pontos de libragao correspondem aqueles
movimentos particulares no problema dos trés corpos onde os bindrios e o corpo
de massa infinitesimal descrevem érbitas Keplerianas semelhantes, relativamente

ao seu centro de massa comum.

Os pontos de libragao Li, Ly e Ls foram descobertos por Leonhard Paul Eu-
ler em 1767, enquanto que L4 e Ls, por Joseph-Louis Lagrange em 1772. No
inicio, logo depois da descoberta dos pontos de libragao, pensava-se que eles re-
presentavam apenas interesse teérico, como chegou a afirmar Lagrange. Mas,
a descoberta, no ano de 1906, de um grupo de asteroides movendo-se na vizi-
nhanca dos pontos de libragao Lagrangeanos do sistema Sol-Jupiter mostrou o
grande valor pratico dos pontos de libragao para o estudo do movimento dos cor-
pos cosmicos no sistema solar. Em tempos bem recentes, o interesse nos pontos
de libracao cresceu bastante em virtude das necessidades praticas da pesquisa
césmica. Existem projetos de lancamentos de satélites artificiais na vizinhanca
dos pontos de libracao do sistema solar e, em primeiro lugar, do sistema Terra-
Lua. No sistema Sol-Terra, o ponto de libracao L; é utilizado pela NASA como
base para o satélite Solar and Heliospheric Observatory Satellite SOHQO, enquanto
Lo serve como base para o satélite WMAP. Frequentemente, enfatiza-se a im-

portancia da caracteristica dinamica singular dos pontos de libragao sob o ponto
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de vista da astrodinamica, da geofisica e da exploragao. Ainda mais, os pontos
de libragao despertam o interesse dos engenheiros em virtude da possibilidade do
interesse pratico de suas aplicagoes: para a conexao com a Lua, para encontros
na vizinhanca da Lua e dos planetas, para a transferéncia interplanetaria, para a
investigacao da esfera magnética da terra e para outros fins. Sabe-se que os pon-
tos Ly e Ly do sistema Sol-Terra sao instaveis e que é necessario ajustar a escala
orbital a cada 23 dias aproximadamente, até se atingir novamente um ponto de

equilibrio.

O ponto L3 também se encontra ao longo da mesma reta que liga L, e Lo, mas
numa posi¢ao simétrica oposta ao centro das massas. A NASA nao encontrou,
ainda, uma funcionalidade para o ponto L3. O Sol estard sempre entre este ponto
e um observador localizado na Terra, impedindo a sua visualizacao direta. Foi a
partir desta premissa que apareceu a teoria de um “Planeta X” no ponto de Ls,
tépico popular em ficcao cientifica leiga. A instabilidade orbital nao permitiria

tal astro naquele local.

Os pontos Ly e Ly situam-se sobre a érbita terrestre em posigoes simétricas
em relacao a Terra. As direcoes de ambos os pontos formam angulos de sessenta
graus com a reta que une os dois corpos principais. Dependendo da relagao entre
as massas dos dois corpos, estes pontos podem ser estaveis ou instaveis. Eles sao

estaveis para os sistemas gravitacionais Sol-Terra, Sol-Jupiter e Terra-Lua.

3.5 Estabilidade Linear dos Pontos de Libracao

Nesta secao, vamos estudar a estabilidade linear dos cinco pontos de libracao

L1, Ly, L3, Ly e Ly do problema restrito dos trés corpos no caso espacial circular.

3.5.1 O Caso Planar Circular

Por comodidade, nesta se¢ao, chamaremos as varidveis (£,7) que definiam o pro-
blema restrito circular dos trés corpos, simplesmente de (x1,z5) e as varidveis

(pe, py) de (y1,y2). Sabemos que o Hamiltoniano definido neste problema é:

1
H =Syl +2) + (122 — yo1) =V (3.30)

onde ) é definido por
1
Q=) =5(E€+n)+V
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e V é definido por

1—
M+ﬂ’

Tl T2

V:

com

T1=\/(§+u)2+772+c2 e TQZ\/(§+AL—1)2+772+C2

A matriz da parte linear do sistema associada ao sistema Hamiltoniano cor-

respondente a (3.30) tem a forma

0o 1 10
-1 0 0 1

A=l 0 0 0 0 (3.31)
Viiey Ve, 001
Viies Vigzy —1 0

onde
‘/‘YZ‘1I1 = lexl - 17 ‘/23112 = lexz € szxz = szxg - 1

Vamos lembrar que no problema restrito circular dos trés corpos temos cinco

solugoes de equilibrio, duas dadas explicitamente por

1—2u V3 1—2u V3
L4: , T (§] L5: y T
2 2 2 2

e trés da forma L; = (2*,0),i = 1,2, 3 onde z* satisfaz uma das trés possibilidades:

a) —o0o < xy < —p,onde r; = —xy — p,ro =1—x1 — p,ro =11 + 15
b) —u<x;<l—p,ondery =z +pu,ro=1—x1 —p,r9o =1—r1;
c) l—pu<z <oo,onder; =z + pu,rg =21 +pu—1,r9 =r; — 1.
Vamos estudar a estabilidade linear dessas solugoes particulares do problema
restrito dos trés corpos. Inicialmente, fazendo
s = (1L—p)ri® + pry® >0,
e por meio de calculos simples, obtemos

Quyoy = 1425 — 3wy [(1— p)ry® + 3],
Qoo = 32 [(1— )z +p— 1)ry® + ply + p)ry ]

Quyey = 1—543a3 [(1—p)ry® + pr3—5] .
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Qy10, Q10 Qrzs | Qs Qoazs — 034,
Ly | 1+2s 0 1—s| (1+2s)(1—-5s)
Ly | 1+2s 0 1—s| (1+2s)(1—y5s)
Ly | 1+42s 0 1—s| (1+2s)(1—y5s)
Lo| % | 2P0-2) | § Ll —p)
Ly | 3 [ -2B0-2u) | § Zp(l—p)

Tabela 3.1: Derivadas de segunda ordem no problema restrito.

Com base nisso, obtemos a tabela:

O polinémio caracteristico de (3.31]) é dado por
PA) =X+ (4 = Qoroy — Qo)A + Qs Qagay — oy, = 0 (3.32)

T1T2

Proposigao 3.5.1. Nos pontos colineares, a matriz tem dois autovalores
reats e dois 1magindrios puros.

Demonstracao: Tem-se da tabela acima que numa solu¢ao co-linear:

Dz >0 e Qg =0,

Mostramos a seguir que €2,,,, < 0. Analisamos somente a solugao de equilibrio
dada pela restrigao do item (c), isto é, para o equilibrio (z*,0) com 1 — pu < z*,
pois a justificativa nos outros casos é analoga. Neste caso temos,

rm=z"4+1 e rm=z"—-14+pu

Além disso, z* satisfaz a equacao:

Ou seja,




Entao,

Qpray = 1—35

T el )

- 7“3 7.3

1 2
T R )
r? ! rsors

poisry =1+ 15 e 0 <1y < 1. Dessa forma,
B=—Q Q% > 0.
Assim, de (3.32)) segue a conclusao da proposigao.

Da proposicao e do Teorema segue que:

Teorema 3.5.2. Os pontos de libracao Ly, Ly e L3, do problema restrito planar

circular dos trés corpos, sao linearmente instdveis.

No caso das solucoes de equilibrio Lagrangeanas, novamente pelo Teorema
1.3.4) temos o seguinte Teorema sobre estabilidade linear:

Teorema 3.5.3. No problema restrito circular planar dos trés corpos temos:

i) Para os valores de p no intervalo 0 < p < pg, onde pp = 3(1 — @),

0s pontos de libracao Ly e Ls do problema restrito dos trés corpos planar

circular os equilibrios sao linearmente estdveis;

it) Para p = pg, os pontos de libra¢do Ly e Ls sao linearmente instdveis;

1

5, 08 pontos de libragao Ly e Ls sao linearmente instdvers.
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iii) Para pr < p <



Demonstragao: Neste caso, o polinomio caracteristico da matriz da parte
linear é dada por

27
PO\ =X+ X2+ (=),

e, portanto, se denotarmos § = 0(u) = 27u(1 — p), temos que os autovalores da
matriz da parte linear sao

a) A equacao do segundo grau 6(u) = 1 tem uma raiz positiva dada por
— (1 — V9,
UR 2 9 )

b) Se o(u) < 1 (ou equivalentemente 0 < p < ug), entdo os autovalores sao
imagindarios puros e distintos donde, pelo Teorema [1.3.4], temos a estabili-
dade linear de L, e Ls;

c¢) Se 6(p) > 1 (ou pp < p < 1), temos dois pares de autovalores complexos
com parte real ndo nula e, também pelo TeoremalI.3.4] temos a instabilidade

linear do equilibrio.

Vamos, agora, analisar o caso onde y = ur = %(1 — —V969). Neste caso, temos dois

autovalores imagindrios puros, a saber A = + ‘/TZ A matriz da parte linear, neste

caso, é dada por

0 1 0

-1 0 0 1
A=

TR NN

23 5

o1 10

Os autovetores sao

e = —@1—1—@ +i —4‘/50—¢E—3‘/§
o 5 7 5 b 577107 10

(VB 1 VB, (e VW 3
2 A BT TI

ou seja, ela nao ¢ diagonalizavel e, portanto, pelo Teorema |1.3.4] segue a instabi-
lidade linear do equilibrio neste caso.
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3.5.2 O Caso Espacial Circular

Vamos, agora, estudar a estabilidade linear do pontos de libracao do problema
restrito espacial circular dos trés corpos. Por comodidade, nesta secao, chamare-
mos as variaveis (£, 7, () que definiam o problema restrito circular dos trés corpos,
simplesmente de (x1, o, 3) € as varidveis (pe, py, pc) de (Y1, Y2, y3). Sabemos que
o Hamiltoniano definido neste problema é:

1
H= 5(3/% + yg + 932,) + (Y122 — yox1) — S

Neste caso, temos as seguintes propriedades:

a) A matriz da parte linear é dada por:

‘/;1902 ‘/aczccz ngx;; -1
‘/x1333 ‘/2132:63 Vm3x3 O

0 1 0 1 00

—1 0 0 0 10
a0 0 0 0 0 1|
Virer Vires Viws 0 1 07

00

0 0

b) No caso co-linear devemos adicionar os autovalores imaginérios puros

Ny = iy [ Vi (23,0,0) = £

¢) No caso das solugoes equildteras Ly e Ls, temos que o polindomio carac-

teristico é dado por:

PA) =N+ 1)\ + 2+ 217 (1—p)),

ou seja,os autovalores sao

+i, Fiwi, Tiws.

Portanto, no caso espacial podemos concluir os seguinte Teorema:
Teorema 3.5.4. No problema restrito circular espacial dos trés corpos temos:

i) Os pontos de libragdo Ly, Ly e Ls do problema restrito espacial circular dos

trés corpos sao linearmente instdveis para qualquer valor de i,
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it) Para os valores de p no intervalo 0 < p < pg, onde pp = 3(1 — @),
0s pontos de libracao Ly e Ly do problema restrito dos trés corpos espacial

circular os equilibrios sao linearmente estdveis;

iiti) Para pn = pug, os pontos de libra¢io Ly e Ls sdo linearmente instdveis;

1

5, 08 pontos de libragao Ly e Ls sdao linearmente instdveis.

i) Para pp < p <

3.6 Estabilidade Normal de L, e Lj

Os problemas de maior interesse sobre os pontos de libracao sao os de existéncia,
estabilidade e construcgao de solugoes periddicas em sua vizinhanca. J4 mostramos
a existéncia dos cinco pontos de libracao do problema do problema dos trés corpos,
que Ly, Ly e Lz sao instaveis e que Ly e L5 sao linearmente estaveis para p # ug.
Em geral, no caso espacial, o problema de determinar a natureza da estabilidade
no sentido de Lyapunov de L e L5 é um problema em aberto. No entanto, ha
muitos resultados sobre a estabilidade formal desses pontos. Um tipo particular
de estabilidade formal, onde a parte quadratica da funcao Hamiltoniana admite
uma integral primeira na forma de uma série de poténcias formal definida positiva

ou negativa, é a estabilidade normal.

Nosso objetivo nesta secao é estudar a estabilidade normal dos pontos de
libragao L4 e L5 do problema restrito espacial circular dos trés corpos, aplicando

os resultados vistos na capitulo anterior dessa dissertagao.

Conforme vimos neste capitulo, o problema restrito espacial circular dos trés
corpos trata do movimento de uma particula mg infinitesimal que esta sujeita a
gravidade influenciada por duas particulas de massa m; e mo no espaco tridi-
mensional, além disso a funcao Hamiltoniana escrita nas coordenadas giratorias

x1, Ty e xz fol apresentado em (3.23)), a qual é dada por

H =Z(+y3+y3) +yizs — yorg — Q

— N =

1
= (i +y5 +13) — (Yo — y122) — §($? +a3) =V

[l \)

= 5(@/? + 5+ y3) — (Y21 — 1172)

1 1—
—— (2 +23) - a - a .
21 2 2 2
\/(xl—i—,u) + a3 + 23 \/(x1—1+u) + a3 + 23
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O parametro p representa o quociente my/(m; + ms) e assumindo que my; >
my entdo p estd em (0,1/2). As massas my e my estao localizadas nos pontos

(—1,0,0) e (1 — p,0,0), respectivamente.

O sistema Hamiltoniano H tem cinco equilibrios no sistema de coordenadas
giratérios x1,xs e x3 , os pontos de Euler L, Ly e L3 e os pontos de Lagrange L,
e L. Os pontos Ly, Ly e L3 estao situados no eixo £ enquanto as coordenadas de
Ly e Ls sio da forma (1 —241/2,v/3/2,0) e (1—2u/2, —/3/2,0), respectivamente.

Os pontos Ly, Ly e L3 sao instaveis, conforme vimos na se¢ao anterior. Por-
tanto nosso foco sera o carater de estabilidade do L4y e Ls. Enquanto a estabili-
dade no caso planar ¢ = p; = 0 tem sido amplamente estudado, o caso espacial
é mais dificil e a questao da estabilidade no sentido de Lyapunov permanece
uma questao em aberto. Levando em conta os valores dos momentos para es-
ses pontos, no espaco de fase na sexta dimensao as coordenadas de Ly e L sao
(1 —2p/2,£v/3/2,0,Fv3/2,1 — 211/2,0) (os sinais superiores para Ly e os inferi-
ores para Ls). Mudando a origem para L4 (ou para L;), linearizando H em torno
da origem, dando o mesmo nome as coordenadas e descartando os termos cons-
tantes, o Hamiltoniano na vizinhanca do L4 e L5 assume a forma H = Hy + - - -,

onde

1 1 5)
Hy = §(yf+y§+y§) — (Y211 —ylxg)—l—gxf:t—:clm— A e - SE

onde os trés pontos representam os termos de ordem maiores que dois.

A matriz da parte linear é dada por

0?’H, 0*H, 0*H, 0*H,
0 I 0x?  Oxdy Oyox 0y?
A:J-Hess(Hg):< / O)- = ;
B 0’Hy, 0?H, 0*H, 0*H,
oyox Oy 0x? 0xdy
donde

0 1 0 1 00
-1 0 0 0 1 0
A— 0 0 0 0 01
- _le :l:3\/§(iu—1) 0 0 10
+3V32u=1) 5 0 -1 0 0
0 0 1 0 00




Os autovalores associados sao A1, £y e £\3 com

—1—\/27u? =27+ 1 —14+/27u? — 27+ 1
)‘1:\/ v 7)\2:\/ v ;A3 = 1.

V2 V2

Quando p = pug = %(1 — \/7679), isto é a razao critica de Routh, os equilibrios
sao do tipo foco-centro, portanto instéveis, assim restringimos p a (0, ug]. Nesse
intervalo os autovalores £\, £\s e A3 sao todos imaginarios puros. Além disso,
em (0, ug) os autovetores correspondentes formam uma base de R, entao o sis-
tema linear é diagonalizavel, de modo que o sistema correspondente é linearmente
estavel. Introduzimos as frequéncias w; = —A;t, com w; > 0 para j = 1,2, 3. Note
que 0 < wy < V2/2 <w; <1, w?+w?=1ew;=1. Neste caso, com base no
Teorema [1.5.1] construimos uma mudanca simplética de coordenadas de Birkhoff
(z,y) = (X,Y) que transformam os termos quadraticos do Hamiltoniano em

H = — 17+ V2) + (X7 +¥9) + XG4+ 77).

Note que H nao é definido positivo nem definido negativo, de modo que nao
podemos aplicar o Teorema de Dirichlet-Lagrange. Mudando para as coordenadas

acao-angulo, temos que
H = —W1T1 + WaTy + W3T3.

Vamos analisar dois casos, sem perda de generalidade: (i) w; > 0 para todo j, ou
(i) w1 < 0,ws >0 e ws > 0.

No caso (i), temos que H; = —w;ir; é definido negativo e Hy = wory e
H3 = w3r3 sao definidos positivo, de modo que a condicao de Moser-Weinstein é

verificada.

No caso (ii) a condigdo de Moser-Weinstein ¢ satisfeita se, e somente se, os
quocientes ws/w; € ws/wy sdo irracionais. Observemos que 0 < wy/w; < 1 e
1 < wsy/w; < v/2. H4 um niimero infinito de valores de p tal que wy/w; =7 € Q,
comr € (0,1) e wz/w; = 1/5 € Q, com s € (1/+/2,1), dado por

I V2Trt 4 38r2 + 27 1 48s1 — 4852 4 81

=3 6ov3r+1) 0 T2 18

(3.33)

Note que w; e ws sao racionalmente independentes excluindo os valores p = .,
enquanto w; e ws sao racionalmente independentes excluindo os valores p = ;.

As trés frequéncias podem ser racionalmente independentes quanto p, = us e r e
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s s@o nimeros racionais. Ocorre que s = 1/v/72 4+ 1,7 = m/n com m e n nimeros
inteiros tal que vm? + n? também é inteiro.

Por exemplo,

a) Sem=3en=4,entdor =3/4,s =4/5 e (w1, ws,ws) = (4/5,3/5,1);

b) Sem =5en =12 entaor =5/12,s = 12/13 e (w1, ws, w3) = (12/13,5/13,1).

Considerando o Teorema [2.3.1| acabamos de provar o seguinte Teorema:

Teorema 3.6.1. Os pontos de Lagrange Ly e L5 sdo normalmente estdveis no
problema restrito espacial circular de trés corpos para todos os valores de u €
(0, uR), exceto para p = p, € jp = s dado em com r e s numeros racionais
tais que r € (0,1) e s € (1/v/2,1).

99



Referéncias Bibliograficas

8]

[9]

[10]

ARNOLD, V. 1. Mathematical methods of classical mechamics. New York:
Springer-Verlag, 1978.

CABRAL, H., MEYER. K. R. Stability of Equilibria and Fixed Points of
Conservative Systems, p. 1351 - 1362, 1999.

CABRAL, H., VIDAL C. Introducao a Mecanica Celeste, Agosto, 1999.

CHETAEV, N.G. Stability of motion. English translation. Pergamon Press,
Book No. 090505.1961.

DEPRIT, A. Canonical transformations depending on a small parameter.
Celestial Mechanics, [Netherlands|, v. 72, p. 173-179, 1969.

DOS SANTOS, F. Formas Normais e Estabilidade de Equilibrios para Siste-
mas Hamiltonianos. 211f. Dissertagao (Mestrado em Matemadtica), Univer-
sidade Federal de Pernambuco, 2004.

DOS SANTOS, F. Normal stability of autonomous and periodic linear Ha-
miltonian systems, Nonlinear Analysis: Real World Applications 41 (2018)
401-411.

DOS SANTOS, F., MANSILLA J. E., VIDAL C., Stability of equilibrium
solutions of autonomous and periodic Hamiltonian systems with n-degrees of

freedom in the case of single resonance, J. Dyn. Differential Equations 22
(2010) 805-821.

FITZPARTICK, R. an introduction to Celestial Mechanics, Cambridge Uni-
versity Press, 2012.

GARCIA, M.V.P., BARROS, 1.Q. Mecanica Analitica Cldssica. Edgard Blu-
cher. Sao Paulo, 1995.

100



[11]

[12]

[13]

[18]

[20]

[21]

HALE, J.K., Ordinary Differential Equations. [S.1.]: Wiley - interscience,
19609.

HENRARD, J. Concerning The Genealogy Of Long Period Families At Ly.
Astronom. Astrophys., [S.1.], v.5, p. 45-52, 1970.

HENRARD, J. On pertubation theory using Lie transforms. Celestial Me-
chamics., [S. 1], v. 3, p. 107-120, 1970.

HORI, G. Theory of general perturbations with unspecific canonical variables.
Publ. Astron. Soc. Japan, Japan, v. 18, p. 287-296, 1966.

KAMEL, A.Pertubation method in the theory of nonlinear oscillations. Ce-
lestial Mechanics, [S. L], v. 3, p. 90-99, 1970.

LYAPUNOV. A. M. General Problem of Stability of Motion. Gostekhizdat:
Obshchaya Zadacha ob Ustoichrvosti Dvizheniya. 1950.

MARKEEV, A. P. Linear Hamiltonian Systems and some applications to
the problem of stability of motion of satellites relative to the center of mass.
Moscow-Izhe, 2009.

MARSDEN, J. E., RATIU, T. S. Introduction to Mechanics and Symme-
try: A Basic Ezxposition of Classical Mechanical Systems. Second Edition.
Springer, 1999.

MEYER, k. R., HALL, G. R., OFFIN, D. Introduction to Hamiltonian Dy-
namical Systems and the N-Body Problem, 2" Edition, Springer, New York,
2009.

MEYER, K. R., PALACIAN, J. F., YANGUAS, P. Normally Stable Hamil-
tonian Systems, Discrete Contin. Dyn. Syst. 33 (2013) p. 1201-1214.

MOSER, J. it Periodic orbits near an equilibrium and a theorem by Alan
Weinstein.Comm. Pure Appl. Math., 29(6), 1976, 727-747; addendum in
Comm. Pure Appl. Math.,31(4), 1978, 529-530.

MOSER, J. K. New aspects in the theory of stability of Hamiltonian systems,
Comm. Appl. Math., v. 11, n.1, p.81-114, 1958.

SIEGEL, G.L., MOSER, J.K. Lectures on Celestial Mechamics. Now York:
Springer-Verlog, 1971.

101



[24] VIDAL, C. Uma Introdugio aos Sistemas Dindmicos Hamiltonianos. Recife,
2003. (Notas de curso).

[25] VIDAL, C. Curso de Equagoes Diferenciais Ordindrias. Recife, 2004.

102



	10b50067e3a81c1be7a37dda3913aa1364868bd692bb7502a56045b7d5d5a655.pdf
	Microsoft Word - Alessandro
	0fd64081abd6956ee9f1c678e1d0fa18e2c4ec97897f2d8ca44339f688533b21.pdf
	10b50067e3a81c1be7a37dda3913aa1364868bd692bb7502a56045b7d5d5a655.pdf
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Preliminares
	Sistemas Hamiltonianos
	Sistema Hamiltoniano Linear

	Transformações Simpléticas
	Estabilidade no Sentido de Lyapunov
	Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes
	O Método Direto de Lyapunov

	A Forma Normal de Lie
	O Processo de Obtenção da Transformada de Lie
	Forma Normal num Equilíbrio no Caso Onde a Matriz da Parte Linear é Simples

	A Forma Normal da Parte Quadrática

	Estabilidade Normal
	A Definição da Estabilidade Normal no Caso Autônomo
	A Condição de Moser-Weinstein
	Condições Necessárias e Suficientes para Estabilidade Normal
	Relação Entre a Estabilidade Normal e a Estabilidade de Lie
	Estabilidade Normal no Caso Periódico

	Estabilidade Normal dos Pontos de Libração L4 e L5 do Problema Restrito Circular dos Três Corpos
	O Problema dos Três Corpos
	O Problema Restrito dos Três Corpos
	O Problema Restrito Circular dos Três Corpos
	Os Pontos de Libração
	Estabilidade Linear dos Pontos de Libração
	O Caso Planar Circular
	O Caso Espacial Circular

	Estabilidade Normal de L4 e L5

	Bibliografia


