“Luenpocresc!”

Restricao de Fourier em superficies de R" e estimativas
lineares e bilineares de Strichartz

lan Rodrigues dos Santos

Dissertacdo de Mestrado do Programa de P6s-Graduagao em
Matematica (PROMAT)

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE






SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO PPG-UFS
Data de Depésito:

Assinatura:

lan Rodrigues dos Santos

Restricao de Fourier em superficies de R" e estimativas
lineares e bilineares de Strichartz

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pés-
Graduacao em Matematica, vinculado a Universidade
Federal de Sergipe, como parte dos requisitos para
obtengao do titulo de Mestre em Matematica. VERSAO
REVISADA

Area de Concentragdo: Matematica
Orientador: Prof. Dr. Marcelo Fernandes de Almeida

UFS - Sao Cristovao
Fevereiro de 2020



%

2
12
* o

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE
PRO-REITORIA DE POS-GRADUAGAO E PESQUISA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

62

_UFS.

Dissertagdo submetida a aprovagdo pelo Programa de Pés-Graduagdo em Matemdtica da

Universidade Federal de Sergipe, como parte dos requisitos para obten¢do do grau de Mestre em
Matematica.

Restricio de Fourier em superficies de {R}"{n} e estimativas
lineares e bilineares de Strichartz.

por

lan Rodrigues dos Santos

Aprovada pela banca examinadora:

!%wjf@ anaan 6)4 /ﬂwnﬁ

Prof. Dr. Marcelo Fernandes de Almeida - UFS
Orientador

kM‘JD Ci)*g’ p-tvnog\ S
Prof. Dr. Marcélo Rempel Ebert - USP
Primeiro Examinador

\ i
i_?\/‘v(/—“’ Q \d —
Prof. Dr. Lucas Catiio de Freitas Ferreira - UNICAMP
Segundo Examinador

Sao Cristdévao
20 de Fevereiro de 2020

Cidade Universitaria “Prof. José Aloisio de Campos” — Av. Marechal Rondon, s/no - Jardim Rosa Elze
— Campus de Sao Cristévdo. Tel. (00 55 79) 3194-6887
CEP: 49100-000 - Sao Cristovao — Sergipe - Brasil — E-mail: promat.ufs@gmail.com



lan Rodrigues dos Santos

Dissertation submitted to the Graduate Program in
Mathematics, linked to the Federal University of
Sergipe — in accordance with the requirements of the
Graduate Program in Mathematics, for the degree of
Master in Mathematics. FINAL VERSION

Concentration Area: Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Marcelo Fernandes de Almeida

UFS - Sao Cristovao
February 2020






Aos meus pais,
minha irmd,
namorada

e todos aqueles que confiaram em mim.






AGRADECIMENTOS

Meus agradecimentos a todos que me ajudaram direta e indiretamente.

Aos meus pais e irma, Patricia Rodrigues dos Santos, Jodo Zito dos Santos e Isabela

Rodrigues dos Santos, por toda paciéncia.

A minha namorada, Ellen Santos Ribeiro, por todo incentivo.

Ao meu orientador, Professor Marcelo Fernandes de Almeida, por toda orientacao, pelo

companheirismo durante esses mais de dois anos.

Aos meus amigos Luiz Ricardo, Gabriel e Aelson, que me ajudaram em pedagos impor-

tantes deste trabalho.

Aos professores que fizeram parte do mestrado, lecionando disciplinas importantes que

me proporcionaram uma boa compreensao do que escrevo aqui.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.






“As invengoes sdo, sobretudo,
o resultado de um trabalho de teimoso.”

(Santos Dumont)






RESUMO

SANTOS, TAN, R. Restricao de Fourier em superficies de R" e estimativas lineares e bili-
neares de Strichartz. 2020. 170 p. Dissertacao (Mestrado em Matemética) — Programa de
P6s-Graduagdo em Matemadtica, Universidade Federal de Sergipe, Sao Cristévao — SE, 2020.

Neste trabalho estudamos integrais oscilatdrias do primeiro tipo e via o0 método estacionario
mostramos decaimento 6timo da transformada de Fourier de medidas cujo o suporte pertence a
superficies suaves com ¢ curvaturas principais ndo-nulas. Usamos este decaimento para mostrar
teoremas de restricao de Fourier em superficies compactas e superficies quadraticas. Usando
estas ideias, mostramos estimativas lineares de Strichartz em espaco L” para as equagdes da onda
e de Schrodinger. Finalizamos a dissertacdao obtendo estimativas bilineares de Strichartz para
mostrar o caso “end-point” do ponto “sharp” admissivel P = (2, 2% ) para um grupo {U (¢) };cr
de evolucdo dispersivo satisfazendo estimativas de energia e dispersdo. Consequentemente,
provamos o caso “end-point” das estimativas de Strichartz homogénea de Schrodinger e da onda

para dimensdes altas, a saber, n > 4.

Palavras-chave: Equagdo da onda, Equacdo de Schrodinger, Restricao de Fourier em superficies,

Integrais oscilatorias.






ABSTRACT

SANTOS, TIAN, R. . 2020. 170 p. Dissertacao (Mestrado em Matemdtica) — Programa de
P6s-Graduagdo em Matematica, Universidade Federal de Sergipe, Sdo Cristovao — SE, 2020.

In this work we study oscillatory integrals of the first type and via the stationary method we
show an optimal decay of the Fourier transform of measures whose support belongs to smooth
surfaces with m non-zero principal curvatures. We use this decay to show Fourier constraint
theorems on compact surfaces and quadratic surfaces. Using these ideas, we show Strichartz
linear estimates in Lebesgue space L” for the wave and Schrodinger equations. We finish the
dissertation with Strichartz’s bilinear estimates to show the end-point case of the permissible
sharp point P = (2, 2%) for a dispersive evolution group {U(¢)},cr satisfying energy and
dispersion estimates. Consequently, we prove the end-point case for Schrodinger’s homogeneous

Strichartz estimates and for wave equation on high dimension, namely, n > 4.

Keywords: Wave equation, Schrodinger equation, Fourier restriction on surfaces, Oscillatory

integrals.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Uma das maneiras de relacionar a geometria e a andlise harmodnica moderna € verificar
quando podemos restringir a transformada de Fourier f de certa classe de fung¢des a superficies
M de forma que esta restri¢do R( f) possua propriedades significantes. O que faz isto ser possivel
¢ a curvatura desta superficie, e este € o elo de ligacdo entre estes dois ramos. Devido a importante
aplicacdo deste problema de restricdo em equagdes diferenciais parciais, pode-se considerar que
€ um fato surpreendente que este assunto ndo tenha sido observado até os anos 60. O problema
de restri¢do e sua aplicagdo em estimativas de Strichartz para EDPs dispersivas sera discutido

nesta dissertacdo.

1.1 Problema da restricao de Fourier

De forma geral, podemos apresentar o problema da restricio de Fourier da seguinte
maneira: seja M uma superficie regular ndo contida em um hiperplano de R" e seja dp uma
medida tal que supp(du) C M. Dizemos que M satisfaz a propriedade de restri¢do Fourier, se

existe uma constante C' > 0 tal que

1l zocrsamy < CUflloeny, (1.1
paratodo f € S(R") e 1 < g < 0. A desigualdade (1.1) serd denotada por Ry (p — q).

Conjectura 1 (Conjectura da restricio para S~ ! e P"!). Sejan > 2. A restricio de Fourier

Rsn-1(p — q) e Rpn—1(p — q) sdo verdadeiras se e somente se

n—1, . /s 2n
n—i—lp =T

l<g< (1.2)

A drea (“range”) esperada para o problema da restricio de Fourier na esfera S"~! e no

paraboloide P"~! ¢ descrita na Figura 1,
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1 N\ Qs

T |

n+1/n\§—3 @
9 _nTo
" 2(n+ 1)

Figura 1 — A drea do trapézio T4, 4,450, \[A1, A2] para conjectura da restri¢do de Fourier em S"~! e
P"~1. A regido limitada pelo tridngulo AQ,Q,Q, corresponde ao Teorema de Tomas-Stein e
Strichartz para S" ! e P"~1, n = 3.

Nesta forma que apresentamos o problema de restricdo, é notdrio que ele ndo é um
problema trivial resolvé-lo. Serd conveniente usarmos o R™ em alguns momentos e R""! em

outros. Além disso, nesta dissertac@o a superficie M sempre serd de codimensao 1.

Neste trabalho provamos a estimativa Rgn-1(p — 2) conhecida como Teorema de Tomas-
Stein e a estendemos para estimativas do tipo R/ (p — 2), quando M é uma superficie regular
compacta ou ndo-compacta, com a devida condic¢ao sobre as curvaturas principais, conteddos das
Secdes 5.4 e 5.5 respectivamente. Resultados similares para Reopen—1(p — 2) € Rpn-1(p — 2)
foram provados por Strichartz (STRICHARTZ, 1977). Estes resultados, entre outros mais gerais,
estdo no Capitulo 5.

O problema da restricao de Fourier na esfera foi obtido por Tomas e Stein. O primeiro

2n+2 2n+2
n+3 n+3

interpolacdo complexa de operadores dados por convolugdes com fungdes de Bessel B (x) =

provou paral < p < e Stein estendeu o resultado para o ponto final p,, = usando

Jx(27|x])/|z|*. Nesta dissertagdo apresentamos uma prova diferentes deste teorema, usando as

ideias de Stein e sem passar por fungdes de Bessel.

Teorema 1 (TOMAS, 1975; STEIN, 1993)). Seja do a medida usual na esfera unitdria S*~! do
R"™. Entdo existe uma constante C' > 0 tal que

Hﬂgn—lﬂp(gn—l,da) < O fllr@ny, (1.3)
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para todo f € LP(R") se e somente se

2n + 2
1<p<tt2
n—+3
Historicamente Stein provou este teorema para o range 1 < p < 3;111 e quando n = 2,

Fefferman (FEFFERMAN, 1970) estendeu o range para 1 < p < 6/5. Carleson e Sjolin provou
o teorema paran = 3 e 1 < p < 4/3. Finalmente, em dimensdo n = 2, Zygmund (ZYGMUND,
1974) provou a Conjectura para a esfera S.

E comum encontrar provas do Teorema 1 usando propriedades de decaimento da funcio
de Bessel. No entanto, ao descobrir que o decaimento da transformada de Fourier de medidas
restritas a superficies estd relacionado as curvaturas principais da superficie e ndo a sua simetria,
outras provas foram escritas. Neste trabalho, obtemos via método estaciondrio, um decaimento

da forma

n

do(€)] S €777

Ainda no Capitulo 4 deste trabalho vimos que este tipo de decaimento se aplica a outras

superficies e provamos o seguinte teorema.

Teorema 2 (LITTMAN, 1963)). Seja M uma superficie regular compacta munida de uma
segunda forma fundamental ndo-negativa e com ¢ > 1 curvaturas principais ndo-nulas. Seja dp

uma medida finita suportada em M. Entdo
—~ _t
[dp(O)] < Clgl™=, gl > 1.

No Teorema 2 a condicao sobre a segunda forma fundamental € crucial para garantir
que as ¢ curvaturas principais ndo-nulas de M tenham sinais fixos. Em particular, esta hipdtese
¢ satisfeita por subconjuntos compactos do cone e do paraboloide, uma vez que calculamos
suas curvaturas principais na Se¢do 2.2. Com este fantdstico resultado obtido por Littman, ndo
€ dificil imaginar que é possivel estender o Teorema 1 para superficies compactas com ¢ # 0

curvaturas principais ndo-nulas. E provamos o seguinte teorema.

Teorema 3 ((STEIN, 1993), pg 365). Suponha que M é uma superficie compacta e tem ¢ # 0

curvaturas principais ndo-nulas em cada ponto p € M, entdo existe uma constante C' > 0 tal que

1 ell 2oy < ClFllzogeny, (1.4)

n 20+4
para todo f € LP(R") tal que 1 < p < 7.

O mais surpreendente é que este resultado nos possibilitou estender o problema da
restricao de Fourier para superficies ndo-compactas via a Teoria de Littlewood-Paley. Nosso
interesse no capitulo 5 é provar resultados de restricao de Fourier para superficies compactas e
para superficies quadraticas como o paraboléide P"~! e o cone Cone™ 1. Estes resultados sdo
consequéncia do Teorema de Tomas-Stein 1 e Littman-Stein 3. Mais precisamente, provamos 0s

resultados
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Teorema 4 ((STRICHARTZ, 1977)). Seja di uma medida de superficie finita.

e Considere um paraboléide P"~! = {¢ € R* : ¢, = Q'(¢)}, onde Q'(¢') a forma
quadrética ndo-degenerada em R"~! definida por Q'(z') = 2% + - - - + 22_,. Ento, existe
uma constante C' > 0 tal que

||f||L2(du) = </ |]?(§/,§n)|2dﬂ(§/7§n))2 < Ol fll o rny, (L.5)

pn—1

_ 2n+42
parap = n+3,n22.

e Considere o cone Cone™™! = {€ € R" : Q(£) = 0}, onde @ é uma forma quadritica
ndo degenerada do R" definida por Q(z) = 2% + - -- + 22_, — z2. Entdo, para qualquer

¢ # 0, existe uma contante C),, > 0, dependendo somente de p, tal que

11| 22 () = (/Conen_l |f(§/7§n)|2d:u(§/>§n))2 < Gyl fl o ny, (1.6)

parap:%,nz?).

A prova do Teorema 4 foi inspirada em ideias de (MUSCALU; SCHLAG, 2013) e
(STEIN, 1993). Aplicamos o Teorema 3 em cada pedago compacto da superficie para obter
um resultado local da restricdo de Fourier. Em seguida, usando um argumento de “scaling”
natural em cada superficie, verificamos para qual pnorange 1 < p < Qér—*f possibilita estender
este resultado local para toda a superficie. Este raciocinio nos permitiu verificar os resultados

apresentados por Stein (STEIN, 1993) na pagina 367.

1.2 Estimativas lineares e bilineares de Strichariz

Seja €2 um aberto do R™ e denotemos por A, como o operador Laplaciano em R".

Vamos tratar de dois problemas neste trabalho. Considere o problema de Cauchy da equacdo de
Schrodinger

iy + Azu = h, u(z,0) = f(z), (Schrodinger)

e o problema de Cauchy da equagdo da onda
uy — Agu = h, (u(z,0),u(z,0)) = (f, 9)- (onda)

Estimativas de Strichartz sdo uma familia de estimativas dispersivas sobre solucdes u : {2 x R —
C para os problemas acima. Neste trabalho, buscamos provar a estimativa de Stricharz para a
solucao da equagdo de Schrodinger e da onda. O principal resultado deste trabalho é provar
estimativas de Strichartz para estas equacdes para o end-point

P:(p,q):(Q 20), o e R.

"o—1
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Note que P satisfaz
+
p oq 2
e, neste caso, P € disto sharp o-admissivel. A relacdo que o tem com as equacdes de Schrodinger

e onda esta alinhado ao nimero de curvaturas principais ndo-nulas das superficies caracteristicas

associadas a estes problemas, a saber o paraboloide P" € o cone Cone™ em R™" "1,

Defini¢do 1. Dizemos que o par de expoentes (p, q) é o-admissivel se p,q > 2, (p,q,0) #

(2,00,1) e
1+0 o
p q 2

Se temos a igualdade em (1.7), dizemos que o par (p, ¢) é sharp o-admissivel. Note que o ponto

< (1.7)

P= (2, %) € sharp o-admissivel, quando o > 1.

Antes de tratarmos o caso “end-point” das estimativas de Strichartz, provamos estas
estimativas para a equacdo de Schrodinger e para a equagdo da onda no caso “non-end-point”.

Mais precisamente, provamos os teoremas

Teorema 5. Seja f € S(R") e u(x,t) a solugdo da equagdo de Schrodinger. Se (p, q) e (a, b)

sdo sharp (n/2)—admissiveis, entdo existe C' > 0 tal que

lwllprs S A llze + 11l g g
quando 2 < a,p < 0.

Teorema 6. Sejan > 2 e suponha que os pares (p, ) e (a,b) sdo [(n — 1) /2] —admissiveis, para
todo 2 < ¢,b < 00. Se u é uma solugdo do problema da onda com dado f, g, h € S(R"), entdo

lullzrzs S 1l + gl + 1Rl oy (1.8)

onde v € R satisfaz a condi¢do (ou gap condition)

1 n
—72;—%5—2.

n
p a2

Neste trabalho interpretamos o grupo de solu¢des dos problemas de Cauchy para equacao

de Schrodinger e para equagdo da onda como um problema da restricdo de Fourier no paraboloide
P" e no cone Cone™, respectivamente, no espago de Minkowski R" ™!, Desta forma, mostramos
que o grupo de Schrodinger {S(t) }cr € da onda {w(t) }1er (localizado em frequéncias baixas
através de Littlewood-Paley) satisfazem as estimativas de energia e dispersdo, veja a Se¢ao
6.2 para equacdo Schorddinger e a Secdo 6.3 para equagdo da onda. Mais precisamente, seja

{U(t)}1er um grupo de operadores lineares tais que
Ut)U(s)=U(t+s) e U(0)=1I (1.9)

satisfazem as estimativas:
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e Paratodot € Re f € L*(R"), temos
1T fllz S (1]l (Energia)
e para algum o € R, temos a seguinte estimativa de decaimento.

e Paratodot € Re g € L}(R"), temos

1U®@)glle S 1E 7 Nlgllzr (Dispersio)

Quando o grupo {U (t) }+er satisfaz as condigdes de energia e dispersdo, dizemos que {U (t) }+cr €
um grupo de evolugdo dispersivo. Usando as propriedades geométricas inerentes do Paraboléide
e do Cone, mostramos que os grupos {S(t) }:cr € {w(t) }+er sdo grupos de evolugdo dispersivos,
pois devido a quantidade de curvaturas principais ndo-nulas de P" e Cone”, usando o método
estaciondrio concluiremos que o = 4 para equagdo de Schrodinger e o = ”7’1 para a equagdo da

onda. Nas Sec¢des 6.2 e 6.3 provamos os Teoremas 5 e 6.

Estimativas de Strichartz no contexto das equagdes Schrodinger e da onda tem uma longa
histéria e diversas aplicacdes para EDPs nao-lineares, para titulo de exemplo citamos (GUO;
WANG, 2014) e (FANG; WANG, 2011). Come¢ando com um trabalho pioneiro de Strichartz
(STRICHARTZ, 1977), onde foi provado o caso particular com p = ¢ para a equacao da onda
e para a equagdo de Schrodinger. Neste trabalho, provamos um destes resultados, a saber, o

seguinte teorema.

Teorema 7 ((STRICHARTZ, 1977)). Seja u(x,t) solu¢do do problema da equagdo da onda

homogénea com dados iniciais f, g € S(R™), com n > 2. Entdo

HUHLP'(R’H'l) sn HfHHl/2 + HgHH—l/Q,

com p/ = 22,

Este resultado foi generalizado (no sentido de p # ¢) em seguida por Ginibre e Velo em
(GINIBRE; VELO, 1985) para a equacdo de Schrodinger, com o par (p, ¢) sendo sharp Schrodin-
ger admissivel e ¢ > 2. As estimativas para a equa¢do da onda foram obtidas independentemente
por Ginibre-Velo em (GINIBRE; VELO, 1995) e Lindblad-Sogge em (LINDBLAD; SOGGE,

1995). Como podemos notar, o Teorema 7 € consequéncia do Teorema 6.

2(n—1 .
) €

sharp ”T_l —admissivel, no entanto na abordagem feita nas Secdes 6.2 e 6.3, a prova dos teoremas

Note que o ponto Pg.;, = (2, %) é sharp § —admissivel e o ponto P,,4, = (2,

ndo englobam estes “end-points”. O problema que estava em aberto era provar as estimativas de
Strichartz para os “end-points“ Pg.p, € P44, €stes resultados foram provados por Keel e Tao em
(KEEL; TAO, 1998).

Para finalizar, usamos do trabalho de Keel e Tao para provar os Teoremas 5 e 6 para os

Lot 2(n—1
pontos criticos Py, = (2, 2%) € Ponaa = (2, %

s ), respectivamente. Pagamos um preco na
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dimensdo, uma vez que precisamos assumir que n > 2 na equacado de Schrédinger e n > 3 na

equacao da onda. Ou seja, provamos a estimativa de Strichartz para o ponto critico

P=(22), o>l

7 o—1

uma vez que a condi¢@o sobre o implican > 2 e n > 3 nas equagdes de Schrodinger e da onda,
respectivamente. As restri¢des sobre a dimensao € natural, pois quando n = 2 para a equacao de
Schrodinger e quando n = 3 para a equacdo da onda, as estimativas de Strichartz nos “end-points”
Ps., e P4, sdo falsas, veja (KLAINERMAN; MACHEDON, 1993) e (MONTGOMERY-
SMITH, 1998).

Para cobrir o caso end-point dos Teoremas 5 e 6, procedemos fazendo uso de estimativas

bilineares de Strichartz. O operador bilinear definido € da forma

T(F,G) = /R /R (U*(s)F(s), U*(1)G(1)) adsdt. (1.10)

Decompomos este operador em uma soma diddica da forma

T,(F,G) = /R /tQHksgty_(U*(s)F(s), U*(1)G(1)) adsdt. (1.11)

A chave na secdo destinada a provar o caso end-point de operadores dispersivos € provar o

seguinte lema.

Lema 1. A desigualdade

1T,(F, )] S 29909 gy 1l oy (1.12)
onde
o o
Deog—-1-2_°7
/B(T7 ) g r b?
é valida para todo j € Z e todo (1, ;) em uma vizinhanga de (%, %)

Ap6s provarmos o Lema acima, mostramos que o mesmo implica nas estimativas de
Strichartz para o caso end-point com as restricdes adequadas sobre as dimensdes. Para isto,
precisamos utilizar uma decomposi¢ao especial de funcdes f € LP, chamada decomposi¢ao
atomica do L, veja o Lema 27. Esta decomposi¢ao, junto com o Lema 1 foram as pecas que
nos permitiram obter os resultados de estimativas homogéneas de Strichartz para a onda e para

Schrodinger, os detalhes sdo descritos na Se¢do 6.5 de estimativas bilineares.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos as defini¢des e principais conceitos de um curso de medida
e integracdo e geometria diferencial em nivel de mestrado académico em matematica que servirdo
como base para o desenvolvimento do presente trabalho. De forma sucinta, alguns dos temas aqui
abordados sdo: fungdes em LP(R™), superficies regulares, espago tangente, primeira e segunda
forma fundamental, medidas intrinsecas de superficies e etc. Alguns dos principais resultados
provados foram: o Teorema de interpolacdo de Riesz-Thorin, o Teorema de Hardy-Littlewood-
Sobolev e o Teorema de coordenadas polares. As principais referéncias utilizadas na constru¢ao
deste capitulo foram (FOLLAND, 1999), (GRAFAKOS, 2014), (LEE, 2013) e (TAYLOR, 2006).

2.1 Espaco de Lebesgue L?(du)

Seja €2 C R™ um subconjunto e 1+ uma medida de Borel sobre (2. Dizemos que uma

funcdo p-Borel mensurdvel f sobre 2 pertence LP(dpu), se
|1 @)y < o, @.1)
quando 1 < p < oo. Quando p = oo, definimos
L>®(dp) = {f : Q2 — C mensuravel : p({z € Q : |f(x)] > \}) =0}.

A quantidade || f||,, definida por

e = [ 150Pan) quandor <p < o

[flloe = inf{A > 0: p({z € Q: |f(z)| > A}) = 0}
define uma norma sobre o espago L”(dyu). Para provar a desigualdade de Holder, precisaremos

da seguinte observacdo. Se a,b > 0e 0 < A < 1, entdo vale

a*' ™ < Aa+ (1 — \)b. (2.2)
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A igualdade vale se, e somente se, a = b. De fato, o resultado € 6bvio se b = (. Caso contrério,
divida ambos os lados de (2.2) por b e defina t = a/b para obter t* < A\t + (1 — \) e note que s6

vale aigualdade de t = 1, isto €, a = b.
Lema 2. Sejam 1 < p;,r < oo tais que 327, 1/p; = 1/r.
(i) [Desigualdade de Holder] Se f € LP* e g € LP2, entdo fg € L' e

1 glly < [/ 11z gl (2.3)

A igualdade é verdadeira se, e somente se, a| f|P* = b|g|? ¢.t.p para a, b tais que ab # 0.

(ii) [Desigualdade de Holder generalizada] Se f; € LP/, com 1 < j < k, entdo Hle felLr

k
117/
j=1

k
< TT 5L, (2.4)
j=1

T

Demonstragdo. Evitando as trivialidades, note que se (2.3) for verificada para f e g, entdo o

resultado € vélido af e bg. Portanto, é suficiente verificar a desigualdade (2.3) para || f||,, =
19llp> = 1.
Usando a desigualdade (2.2) com a = |f(x)|P* e b = |g(x)[P> e A = 1/p;, obtemos

@ lg@)r
h b2

(2.5)

[ (2)g(z)| <

Integrando ambos os lados

1 1 1 1
Iy Sf/f’“d +f/g”2=f+f=1=f 9llps-
Ifallx o |fIP dp > 9] o o £ 1lp: Nl gl

E suficiente provar o item (ii) para k = 2. Pelo item (i) com f = | f1|", g = | fo| e p := p1/r e
q = pa/r,
Lf1fall7 :/‘fl(m)ﬁ(x)’rd:u < Al A2llg = NF2l5 N F2l5,

Agora, procedendo pelo processo de indugdo, se assumirmos que o resultado vale para k = 1,

-1
aplicamos o caso k = 2, substituindo f; por H?:z fjepsporr’ = [Z?ZQ 1 /p]} . Logo

k
11/
j=1

k
< filp: | TT fills
=2

T

aplicando a hipétese de indugdo, obtemos o resultado. O]

Seja (2, )nen uma sequéncia em R™. O espago das sequéncia ¢? para 0 < p < oo consiste

de todas as sequéncias (z,)ncn satisfazendo

D |znl? < oo
n
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Uma norma em ¢?, para p > 1 é definida por

el = (52 w); |

n

Para 1 < p < o0, 0s espacos (P s@o crescentes em p, isto €, temos a inclusdo # C (9, para
1 < p < ¢ < 0. De fato, para provar isto, basta mostrarmos a desigualdade ||z || < ||Z||e».

Para isto, defina F' = como f € (?. Notando que |F'(m)| < 1 para todo m € N, segue da

_f
[
definicdo da norma a desigualdade desejada. O préximo lema relaciona os espago /7 e L9.

Lema 3. Seja (X, du) um espaco de medida. Se 1 < ¢ < p < oo, entdo

|IKfYsezllencey

. (2.6)

Do = H{Hfj”“’(d“)}jez 0a(z)

Seja 1 < p < oo e ¢ seu expoente conjugado. Usando a desigualdade de Holder temos

que o funcional linear 7}, : LP(dp) — R definido por,

T,(f) = [ f@)g(e)du() eX)

¢ um funcional linear continuo, quando g € L%(du). O teorema seguinte garante que todo

funcional linear sobre L?(du) é desta forma. Mais precisamente,

Teorema 8. Seja 1 < p < oo e ¢ o expoente conjugado de p. Entao (L)’ (du) é isométrico a
L9(du) no seguinte sentido: para todo funcional linear 7" sobre L existe um tnico g € L7 tal

que
T(f) = [ f@)ga)du(a) 2.8)

e, além disso, || T,]| = ||gl/4-

Este teorema justifica a terminologia de ¢ ser chamado de expoente dual de p. No
Capitulo 5 utilizaremos este teorema para provarmos o Argumento de dualidade T'T™*. A primeira
aplicacdo deste teorema é um resultado conhecido como desigualdade de Minkowski para

integrais, que serda de suma importancia para provarmos o Teoreama de Riesz-Thorin.

Teorema 9 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam (X, i) e (Y, ) dois espacos

com medidas o-finitas e seja f uma funcdo mensuravel sobre X x Y.Se f > 0el < p < oo,

l /X ( /Y f(x,y)dV(y)>pdu(:c)]; < /Y l /X f(:c,y)pdu(x)rdu(y). (2.9)

Demonstracdo. Quando p = 1 basta usar o Teorema de Fubini-Tonelli. Assuma 1l < p < oo e

entao

seja g € L9, onde g € o expoente conjugado de p. Pela desigualdade de Holder (2.3) (na varidvel

x) € 0 Teorema de Fubini-Tonelli, obtemos

J. | @ avig@lde= [ [ g lg@ldpde < ligl, [ | [, f(x,y)pdﬂ}; .
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Portanto, pelo Teorema 8, temos

{/X (/}/f(x,?/)dy)pdlu]’l’ _ ”gslllir_)l/ / flz,y)dv|g(x)|dp </ </ z,y) pdu>1 du.

]

Seja f, g € L*(R™), a convolugdo entre f e g € definida pela equagdo

= [ fla=vg)dy. .10

A fungiio em (2.10) estd em L*, pois usando a invariancia por translacdes da medida de Lebesgue

e o Teorema de Fubini, temos

bl < [ [1£Ga@)ldydz = [17)dz [ lgwldy = 1 £lleillglle:

isto mostra que h € L'(R"). Se g € LY(R") com 1 < g < oo e f € L*(R"), entdo

I—‘/gl’— y)dy| <

logo, pela Desigualdade de Minkowski (2.9),

e = ( \h<x>rqdw); </(/ !g(w—y)!"dx>;|f(y)!dy gl @D

Usando a desigualdade de Holder (2.3), obtemos

1ot = n)llfwldy,

[2llzee < 1fllzellgllze. (2.12)

quando ¢ é o expoente conjugado de p. Estas desigualdades sdo casos particulares da desigualdade
de Young para convolucdes, resultado que obteremos como coroldrio do Teorema de Riesz-
Thorin.

Na préxima proposi¢do, temos dois resultados de convergéncia em LP.

Proposicio 1. Seja ¢ € L'(R") satisfazendo [ pdx = 1.

(i) Se f € LP(R™), 1 < p < oo, entdo f * p. — fem LP, quando € — 0.

(ii) Se f € C.(R") C L*°(R"), entdo f * . converge para f na métrica d..(f,g) =
max.cx |f(z) — g(z)|, quando € — 0.

Demonstragcdo. Para provar os dois resultados mostraremos que a diferenca f x ¢, — f €
arbitrariamente pequena sempre que € € pequeno. O ponto chave € notar que o espaco de funcdes

C.(R™) é denso em LP, com 1 < p < oo e, portanto, € suficiente provar o item (7) sob a hipdtese
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que f € uma funcio de suporte compacto. Usando mudanga de varidveis e um abuso de nota¢ao

na mudanga ¢t —> te, temos

/Sﬁe(t)dt = /6_”g0(t/e)dt = /gp(t)dt =

Desta forma,

(Fred@)-f@) = [ fla=tebdi~ [ f@ebdt = [[fla—t)-F@let)at. 213)

Usando a desigualdade de Minkowski para integrais (2.9) e abusando (novamente) da notacao
para utilizar a mudanca de varidvel ¢ — €t , obtemos
1700~ s = ( [ | 1o =0 - seuttadac)

</</\f (z —1) )|de>1 Tpe(t/e)ldt
-/ ( J 15w —et) - f(x)\deC)élso(t)ldt-

Denote por w(—et) = (f |f(z —et) — f(x)|pdx)% e note que w(—et) < 27| f||». De

fato, basta observar que

[f(z = et) = f(2)[" < 2" (max{|f(z — et)], [f(2)]})" = 2°[f ()]

Além disso, se f € C.(R"), entdo w(—et) converge pontualmente para 0, quando ¢ — 0. O

resultado que obtemos é

1 * e = flliw < /w(—et)|w6(t)|dt.

O fato que w(—et) < 22|/ f||» nos permite majorar a fungdo w(—et)|p.(t)| por 27| f||z»|¢(t)]

que, por hipétese, € integravel. Portanto, usando o Teorema da Convergéncia Dominada, tem-se

lim | * . — f|pr<hm/ —et)|po(t)|dt = /hmw —et)|pe(t)|dt = 0.
€E—>

Isto prova o item () desta Proposi¢do com a hipétese de f € C.(R™). Usando o argumento de
densidade, este resultado € estendido para f € L. Para provar o item (i7), pela igualdade (2.13)

podemos estimar

@) = f@)] < [ 1@ =) = F@)lle)lat,

novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim | e = f1 < Tim [ 170 =) = f(@)llecb)ldt = [limew(~et)g(0)ldt = 0.
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Um resultado conhecido relacionado aos espacos de Lebesgue € a densidade de fungdes

C>*(R™) em LP(R™). No préximo exemplo, mostraremos que este conjunto ndo é vazio.

Exemplo 1. Existe ¢ € C°(R") tal que [z ¢(z)dx = 1. Com efeito, considere a fungio

et t>0
t) = ’
/) { 0, t<O0.

Trivialmente, temos que f € limitada, f € C*°(R) e todas suas derivadas sao limitadas. Defina

similarmente

2
e = |t <1

plt) = F(1+1)f(1 1) = { o e

A funcido ¢ assim definida tem todas as propriedades de f e, além disso, € uma funcdo de suporte
compacto. Desta forma, ¢ € C°(R). Para obter uma fun¢io definida no R" de classe C™° e com

suporte compacto, defina

2

e -l x| <1

b(x) = (2.14)
(@) 0, |z] > 1.

Para que a tenhamos uma fungio ¢ € C'°(R") tal que [z. ¢(x)dx = 1, basta definir

()

o) = 0y

onde v € a funcdo definida em (2.14).

O préximo resultado garante a existéncia de funcoes de corte em conjuntos compactos.

Teorema 10 (Fung¢io de Corte). Seja A um subconjunto aberto de R” e K C A um conjunto
compacto. Entdo, existe ¢ € C°(R") tal que

(i) supp(y) C K5 = {x € R" : dist(z, K) < §}, para algum § > 0,
(ii) 0 < p(z) <1 paratodo x € R,
(iii) p(z) =1em K.
Demonstragdo. Seja e > 0 arbitrdrio tal que € < %dist(K , A%). Note que, para qualquer § <

dist(K, A¢), temos a inclusdo K5 C A. Pelo Exemplo 1, tome ¢ € C2°(R™) ndo-negativa tal
que supp(¢)) C {x e R* : |z| <1} e

/n U(z)dr = 1.

Note que, para cada € > 0, se definirmos 1.(x) = ¢ "(%) entdo 1. € C°(R™), supp(v) C

{z € R": |z| <€} e [gnte(x)dz = 1. Considere a fungdo caracteristica x ,, e defina a fun¢ao
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© = e * XK,.. Note que supp(y) C Ky C A. Além disso, notando que ¢ € C°(R") e
Xko. € L'(R™), temos ¢ € C°(R") (Proposi¢do 8.10 (FOLLAND, 1999)) e 0 < ¢(z) < 1
para todo = € R", o que prova (7). Finalmente, note que

1—p= /we(y)dy - /XK% (z — y)he(y)dy = /Spp(w )[1 — Xz (7 — y)|ve(y)dy,
se z € K, como |y| < e, segue que v — y € Ky,. Logo, Xk, (r —y) = 1 e, portanto, p(z) = 1

no conjunto K. Escolhendo d = 2¢, obtemos (i) e (ii). O

2.1.1 Teoremas de Interpolacao

Sejam X, Y C R" e suponhaque 7" : LP(X) — L®(Y)e T : L (X) — L9(Y) é um
operador linear e continuo sobre estes espacgos, quando 0 < pg, p1, g0, g1 < 0o. Portanto, pela

linearidade
T: LX)+ LP(X) = LY(Y) 4+ L2 (Y)
e satisfaz
1T flloey < Mol fllroxy € (T fllayy < Ml fllzex)

paratoda f € LP(X)e f € LP*(X), onde My, M, sdo constantes positivas. Nosso interesse é
mostrar que 7" : LP¢(X) — L%(Y') continuamente, quando

1 1—-60 6 1 1-60 0
- - e - = + — (2.15)
Do Do P do do q1
para algum 6 € (0,1). Quando py = p;, usando a log-convexidade em L? (Proposigdo 6.13,

(FOLLAND, 1999)) segue que

HT||L”9(X)—>L‘19(Y) < HTHESX —LI0(Y HTHiPO(X)aL‘H(Y) < MO1—9M107
(X) (Y)

isto é,
ITf]] < My~ M{||f|
Lio(Yy) =~ Mg 1 LPo(X)-
Geometricamente o significado de (2.15) € que os pontos (pig, q%) sdo pontos de um
segmento de retas com vértices em A = (pio, qio) e B= (p%v qil), isto é,

1
q

T =

1 1

Po P1

Figura 2 — Diagrama de Riesz-Thorin.
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Lema 4 (Lema das trés linhas). Considere a faixa A = {z € C : 0 < Re(z) < 1} e seja ¢

uma fung¢@o continua em intA e continua em 0 A. Suponha que

() |¢(2)] < Mo, Re(z) =0
(i) |p(z)| < My, Re(z) =1,

entio |¢(2)| < M3=9M?, para § = Re(z) € (0,1).

Este lema € uma consequéncia imediata do Teorema de Phragment-Lindelof.

Teorema 11 (Phragment-Lindel6f). Suponha que f(z) é holomorfaem S = {z : 0 < Re(z) <
1} e continua até S = {z : Re(z) € {0,1}}. Se f é limitada em 05, entdo

sup [ f(2)| < max{sup | f(it)[,sup [f(1 +it)]}.
z€S teR teR

Demonstragdo. Assuma que a fungio |f(z)| — 0 quando |Im(z)| — 4oc e considere a fungdo
hiz)=———", z€8.
e'Lﬂ'Z _|_ )
Temos que h é holomorfa em int(.S) e h envia as retas 95 no disco perfurado U = {z : |z| <
1}\{=%1}. Defina g(z) = f(h~*(z)) limita e continua sobre U. Como g é holomorfa em int(U),
pelo Teorema da esfera de Riemann para singularidades removiveis temos que g tem uma
extensdo g analitica para {z : |z| < 1}. Portanto, pelo principio do médulo méximo

[9(2)] < max[g(w)| = sup|f(z)| < max{sup |£(it)], sup| f(1 +it)[}.

Quando f ndo converge a zero, considere

Fomo(2) = G20 F(2), §>0, z € intS,

onde z —zp = x + 1y, —1 <z < 1ley € R. Entao,

66(2_20)2’ _ 65(:172_3;2) e f — 0, quandO

|Im(z)| — +o0. Como

| f(20)| = [f5,20(20)| < maX{Stlelﬂg |f5,zO(it)|aStgﬂ§ | f5,5 (1 +it)[}

< e’ max{sup | f(it)],sup | f(1 + it)|},
teR teR
fazendo 0 — 0, obtemos o desejado, para todo 2, € int(5). O

Para obter o Lema das trés linhas basta tomar

My = sup |¢(it)|, M = sup (1 +it)]
te

teR

e dado ) € R, definimos
Fa(z) = e¥¢(2).



2.1. Espago de Lebesgue LP(du) 37

Portanto, pelo Teorema de Phragment-Lindelof

Fi\(z) < max{M,, eAMl},

ou seja, (6 + it)| < e~ max{M,, e* M, }. Tomando A = In (%), temos

1

[6(0 +it)] < My’ My,
para todo t € R.

Teorema 12 (Interpolac@o de Riesz-Thorin). Sejam (X, A, 1) e (Y, B, v) espagos de medida.
Seja 1 < po,p1,q0,q1 < 00, €88 o = ¢ = 00, assuma que (Y, B,v) é semifinito. Para

0 < @ < 1 defina py, qg por
1 1—-60 0 1 1-6 0
prm— —"— prm—

JR— e JR—
Do Po D1 qe qo q1

Assuma que T : LP° + [Pt — L% 4 L% ¢ um operador linear tal que

1T f o < Mollfllre e T fllLn < Mul[f]lLor,

onde My, M; € (0,00). Entdo T é um operador linear limitado de L** para L%. Mais precisa-

mente,
T fllzao < My~ MY || £ oo,

para todo f € LP(X).
Demonstragdo. Assuma py # p;. Provaremos primeiro para fung¢des simples e usaremos den-

sidade para estender o resultado para LF. Seja f = 320 ajxa;, € g = >4 bjxp,, tal que

[ fllpe = 1ellgllg = 1. Queremos mostrar que

‘ / (Tf)gdv| < MM,
Y
onde {A,} e { B} sdo sequéncias de conjuntos dois-a-dois disjuntos de X e Y, respectivamente,
e aj, by € C\{0}. Em coordenadas polares, podemos escrever a; = |a;|e® e b; = |b;|e’r.
Defina
1—2z =z 11—z =z
W=D e =t
Po b1 4qo 0

Temos, pelas definigdes de y e p, que 7(0) = --e p(#) = -, paratodo t € (0, 1). Fixe § € (0,1).
Assuma que py < 00, isto é, y(6) > 0 e defina

1=p(z)
f — zn: ’a,‘%eianA e g, — 221:1 |bk| 1—p(0) eﬁkXBka p(e) <1
z = j , L =
j=1 J g, p(@) =1

Entao,
S Bl 59 b TR0, p(0) < 1
. . a.: | 1—p ,
B(z) = [(Tf)gady = § ST P
Y ik Ejelag | 7@ [y, p(0) =1

A

)
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onde E;; = eil@ith) J(T'x4;)xB,dv. Note que ®(z) € uma fungio holomorfa em S = {z

0 < Re(z) < 1} e continua em 95, pois é definida pela integral de fun¢des holomorfas. Pelo
Lema 4 € suficiente mostrar que |®(z)| < My, para Re(z) = 0e |D(2)| < M, para Re(z) = 1,
pois desta forma obteremos

|®(2)] < MI°M?,  para Re(z) =6 € (0,1).

Comecemos com o caso p(f) < 1. Parar € R, temo que

1 1 1 1 1 1
fy(z'r)——l-z'r(—) e 1—p(ir)—<1—>—z’r<—>.
Po P1 Do do @1 Yo

Observe que

(

= [ fIFGE) = | f),

‘fzr| — Z “aj’ ~(0) ezonXAj
j=1
g
e, analogamente, |g;.| = | g|£ Usando a desigualdade de Holder, tem-se

()| < ([T firllgollgirllgy < Moll firllpollgirllay = Moll firllpollgllqy = Mo. (2.16)

Da mesma forma,

. r (1 1 , 1 (1 1
yA+ir)=—4ir({———| e 1l—pl+ir)=|1——|—ir|———|,
b1 P11 Do do 41 do

%
logo | fivir| = | f |%61) e |g11ir| 1 . Novamente pela desigualdade de Holder,

D1+ 1) < 1T frsirlloslarsnlly < MallFviello lgvsirll = Millfllllglly = Mi. 2.17)

Para o caso p(f) = 1, observe que, como p(f) = q%’ temos que gy = 1, paratodo # € (0,1), o

que significa que gy = ¢1 = ¢p = 1. Procedendo de maneira anéloga a (2.16), para r € R, temos

| @(ir)| < Mol| firllpo |l girllgy = Mo,

uma vez que || firllp, = [[fllpy = 1, 9ir = 9 ll9llgy = 1 € go = qo. Agora, da mesma forma de
(2.17),

D1 +ir)| < Mill fivirllp |91 4irll gy = M,

uma vez que || firllp, = | fllpe = 1. g140ir = 9, lgllgy = 1 € @1 = gp. Portanto, pelo Lema 4,

temos que

1T fllg0 < Mo™" MY[|flpe-

Agora, seja f € LP(X) uma fungdo qualquer. Temos que existe uma sequéncia { f,,} C Xy tal
que |f,| < |flelimf, = f.Seja A ={z € X :|f(x)] > 1} e defina as fungdes g = fxa,
In = faxa, h = fxac e h, = fuxac. Trivialmente, temos que f = g+ h e f, = g, + hy.
Podemos assumir que 1 < py < pg < p1 < 00, pois em caso contrdrio, podemos "recolocarp;
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e po. Observe que |g[™ < |f|P"xa e [BP" < [f["xac, 1080 [|gllpe < [1fllps € [1Allpe < 11 lps-

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada
Jgglonfn_f”’pe =0, nILHC}OHgn_gH’PO =0, JLHgO|’hn_h||p1 =0.
Isto significa que
lim | Tg, — Tollyy =0 ¢ lim |[Th, — hll,, =0,
uma vez que
IT90 = TGllg < Mollgn = gllpy € [[Thn = Thllg, < Mflhn = hllp,

Como as sequéncias {Tg,} e {Th,} convergem em LP, temos que existem subsequéncias
{Tgn,}e{Thy,,}, que convergem v — q.t.p para T'g e Th, respectivamente. Como f,, = g, + hp,
temos que 7' f,, — T'f, v-q.t.p. Portanto, pelo Lema de Fatou, temos que

17 fllgy < Vs i 1T follgy < iminf MM follyy = Mo MY
isto conclui a demonstracgao. [

Corolario 1 (Desigualdade de Young). Sejam f € [Peg € L90onde 1 < p,qg <r < o0

satisfazem % + % = % + 1. Entao

1f*gller < [ flleellgll za- (2.18)

Demonstragdo. Fixe g € L? e considere o operador T,(f) = f * g. Usando as desigualdades
(2.11) e (2.12), temos que

1Ty fllq < Moll £l e [Ty flloe < Ml flly,

onde My = M; = ||g||4- Assumindo 1 < p < 00,1 < ¢ < r < 00, para aplicar o Teorema de

Riesz-Thorin, precisamos encontrar 6§ € (0, 1) tal que

1 1-6 6 1 1-6 6
- = — e - = —
r o0 q P q 1
Basta tomar # = ¢/r < 1 e notar que
g 1-6 1 1 1 1
-~ +——=— seesomentese 1—-=-——.
r q p qa p T
Portanto, o Teorema de Riesz-Thorin garante que || 7,(f)||z- < ||gllzallf|| ze- O

Dizemos que um operador 7' é do tipo fraco (p,p), se existe uma constante C' > 0

positiva tal que
1 llzoe ey = sup aPm({z = Tf(x) > a}) < Cllfllzen)-
Dizemos que 7" é do tipo forte (p, p), se

T flle < CllfllLe-
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Teorema 13 (Teorema de interpolagdo de Marcinkiewicz). Seja (X, pu) e (Y, v) espagos de
medida e seja 7" um operador sublinear definido de L' (X)) + L”?(Y’) com valores no espago de

fungdes Y —mensurdveis. Suponha que
[T fllzrree < Aullfllen e (T fllr2ee < Aol Lo

Entdo 7" € do tipo forte (p, p), paratodo 1 < p; < p < py < 0.

O préximo Lema € um resultado importante para coberturas finitas formada por bolas
abertas. Este resultado garante que podemos extrair uma sub-cole¢do disjuntas tal que podemos

relacionar as medidas destas bolas.

Lema 5 (Lema da cobertura de Vitali). Seja By, -- , By uma colecao finita de bolas. Entao

existe uma sub-cole¢do B,,,, - - , By,, de bolas disjuntas tais que

> 1(Bn) = p (L_J an) > 37" (U Bi) :

Jj=1 Jj=1

2.1.2 Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev

Dizemos que uma fungiio Lebesgue mensuravel f : R” — R pertence a L}, (R™), se

loc

existe um conjunto limitado K C R" tal que

1f1lz;

loc

= [ 17@)ldm(x) < oo,

onde dm denota a medida de Lebesgue sobre R™. Seja f € L}, .(R") e B(x,r) uma bola em R"
centrada em x com raio r > 0, o operador maximal M/ de Hardy-Littlewood € definido por

Mf(z) = SUP(B(lx,r)) /. o, [F@ldm(y) (2.19)

r>0 M

Note que M é um operador sublinear, isto é, M (f + g) < M f + Mg e, pelo teorema
de mudanca de varidveis, M (Af) = AM(f). Observe também que o operador maximal de

Hardy-Littlewwod ndo € limitado de L' em L.
Exemplo 2. Considere n = 1 e f(z) = xpo,1)(2). Dado z > 1,
Mf@) > o [ 1wy =
T) > — = —.
— 2z Jo yney 2z

No entanto,
o) oodx
Mf(z)d >/ M f(z)d >/ - .
[ Mf@dr > [T Mf@yda = [T <o

Teorema 14 (Teorema do operador maximal de Hardy-Littlewood). O operador maximal de

Hardy-Littlewood M satisfaz as seguintes propriedades de limitacao:
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(i) O operador M é do tipo fraco (1, 1), isto é, para todo A > 0 obtemos a estimativa

m({e - Mf() > 2) < Sl
sempre que f € L},.(R"). Em particular || M f || pr.0o®n) < S| f] 21
(ii) O operador M ¢ do tipo forte (p, p), isto é,
IM flle < Copll fllze,

paratodo 1 <p <oce f € LP(R").

Demonstragdo. Primeiro observe que M ¢é do tipo forte (0o, 00). De fato, basta notar que uma
média nunca excede o maximo. Pelo Teorema de interpola¢do de Marcinkiewicz 13 € suficiente

provar M é do tipo fraco (1, 1). Para isso, basta mostrar que
m({y € R": Mf(x) > A}) S [1f]l2r-
Agora fixe f € L'(R™) e defina o conjunto
E:={y eR": [Mf(y)| > A},

e seja K C E qualquer subconjunto compacto de . Nosso interesse € obter uma estimativa da
forma m(K) < C,||f||z:, onde C' é uniforme em K C E.

Para todo = € K, exite uma bola B, = B(z,r(z)), com r(z) > 0, tal que

i /. £ (w)ldy > m(B.), (2.20)

pois M f(y) > A sobre K. Claramente, { B, } .cx € uma cobertura de K satisfazendo (2.20). A

compacidade de K nos permite afirmar que K C UY_, B,,, logo

m(K) < 3 m(By) < 325 [ 15y =5 [ W) 3 o )y

Por outro lado, observe que

J 1IN0, W)y < 152,
por isso, se conseguirmos mostrar que
N
Z XBm (y) S OnXUmBm <y>’
m=1
em quase toda parte, concluimos o desejado, isto &,

m(K) < S f ]l
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O problema principal para obter esta estimativa é que as bolas 5,,, podem se sobrepor bastante. Se
estas bolas fossem disjuntas (ou "quase disjuntas") entdo nao teriamos problema. Para contornar
este problema, precisaremos recorrer ao Lema da cobertura de Vitalli. Apesar de ndo podermos
garantir que a familia { B, } ndo se sobrepde, este lema nos permitird extrair uma sub-colecdo de
bolas que possui esta propriedade, sem perder muito da medida da unido das bolas na colecao.

Relembre que extraimos uma cobertura finita de { Bx} que satisfaz
/ |f(z)|dx > m(B,,), m=1,2,--- N.
Bm,

Pelo Lema da cobertura de Vitalli, podemos extrair uma sub-colecdo de bolas disjuntas { 5,,,, }]]Vil
tal que a medida da unido exceda um miiltiplo da medida da unido da familia original {B,,}.

Portanto, podemos escrever
M M
m(K) <m < Bm> <3"m U By, | = B”Zm(ij)
<3nz/ w)ldy =3" [ 17y |Z><Bm

=3 / |f(y)|Xu;gIij (v)dy < 3|1/l 2

|C2

Observe que esta estimativa € uniforme sobre todos os compactos K C E, tomando o supremo

em tais conjuntos e usando a regularidade interna da medida de Lebesgue, concluimos que

m(E) < 3" flLr,

como queriamos demonstrar. ]

Usando o Teorema do operador médximal podemos mostrar que quase todos os pontos de

R™ sdao pontos de Lebesgue.

Definicao 2 (Pontos de Lebesgue). Seja f uma fungdo mensuravel, dizemos que xy é um ponto

de Lebesgue se
1

bty o) ey )~ F0)ldy =0,

isto €, o valor médio da oscilagdo de f tende a zero em x.

Teorema 15 (Teorema da diferenciagdo de Lebesgue). Seja f € L} (R™). Entdo, dado € > 0

existe » > 0 tal que
1

BT /Bm F(y) — f@)ldy < e, 221)

gtpemz € R".
Demonstragdo. Se [ € Lj (R™) entdo fxp, ) € L'(R") paratodo r > 0. Note que todo

x € B,.(0) € um ponto de Lebesgue de f se, e somente se, ¢ um ponto de Lebesgue de fx B,(0)

Portanto, podemos assumir que f € L'(R™).
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Defina a aplicacao

T f(xo) = limsup
m(B)—0 m

5 1) = faldy

o limite é tomado sobre todas as bolas contendo x, com raio tendendo a zero. Pela desigualdade

hm Sup
B)—0 m

L
5, ) = ey = tim et [ 170 = fald,

—0m

se T f(xo) = 0 concluiremos que xy € um ponto de Lebesgue de f. Seja ¢ > 0 e considere o
conjunto dos pontos £, = {x € R" : T f(z) > €} que ndo sdo pontos de Lebesgue de f.
Queremos mostrar que m(FE,) = 0 para todo € > 0, consequentemente m({x € R* : T f(z) >

0}) = 0. Pela desigualdade triangular,
57 Jo 1@ = Fanlde < s [ 17 @)lda + |fa)] = Flan) + |zl

quando xy € B. Tomando o supremo sobre B contendo zy € Es, segue que fi (o) + | f(z0)| >
2e.

Isto implica que para todo o € Es. ou f(z) > € ou | f(x0)| > €. Segue dai que

m(FEy) < m({z € R" : f(x) >e})+m{z €R™ 1 |f(x)| > €}).
Usando o Teorema 14(i) e a desigualdade

1
m({x € R" : > € / edr < — / )|dx
( f@l= = o)

obtemos

m(Ey) < < | 15(@)\da. (222)

€
Pela desigualdade triangular

|[f(2) = f(zo)| < lg(x) — g(zo)| + [(f = 9)(x) = (f = 9) (o)l

para toda funcdo g : R® — R. Isto nos da

Tf(wo) <Tg(xo) +T(f — g)(wo).

Se g € continua entdo T'g(xy) = 0. Isto significa que T f(z9) < T(f — g)(xo) para toda
funcdo continua g. Defina F, = {z € R* : T(f — g)(x) > €}. Entdo E. C F, e, portanto,
m(E.) < m(F,). Aplicando (2.22) para f — g e F. no lugar de f e Es, respectivamente,

obtemos o

m(E) <m(F) <~ [ |f(z) - g()lda.
Como fungdes continuas sdo densas em L'(R"), podemos escolher g continua tal que [z |f —
g|dx seja arbitrariamente pequena, logo m(EQE) = ( para todo € > 0 como queriamos demonstrar.

]
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Proposicao 2. Se f é continua em R", entdo a convergéncia em (2.21) € obtida para todo
x e R".

Demonstragdo. Vamos mostrar que dado qualquer e > 0 e xy € R” existe um ¢ > 0 tal que

o
m(B,(x0))

sempre que r < . De fato, pela definicdo de continuidade em z, existe 6 > 0 tal que

[ 1)~ faldy < e
By (x0)

|f(y) — f(zo)| < € sempre que |y — x| < 0. Desta forma, para todo r < §

! €
m /B7-(xo) |f(y) — f(xo)|dz < m /B7-(zo) dr = e.

Isto conclui a prova. [

2.1.3 Potencial de Riesz

Seja f € L},.(R") e 0 < a < n. O potencial de Riesz I,, € definido por

(af)@) = —= [ |e =yl" ™" f(y)dm(y). 223)

Yn ()
onde 7, («) é uma constante de normaliza¢do. Queremos mostrar que [, é um operador continuo

de LP(R™) para L?(R"), este resultado é conhecido como Teorema de Hardy-Littlewood-Soboleyv.
Lema 6. Se 0 < a < n, entdo existe uma constante C' > 0 tal que
[ @)l =y dm(y) < Or M (a),
T—Y|IST

paratodoxr € R"er > 0.

Demonstragdo. Primeiramente observe que B = {y:|r —y| < r} = UiAx, onde Ay =

{y: 5 < |z —y| < 35} sdo anéis centrados em z. Logo,

L1tz =gy =3 [ 15 @lle = yl*"dy.
B =6 A
Para cada £ € N note que,

[ s @lle =yl < e [ @)y,

N
k lz—yl<3F

assim, obtemos a estimativa

a—n - —k,\a—n
Wl =y < St [ 1)y

<2 S R (M f) (@) < Cr (M f)(w),

k=0

pois a série 332, 27** é convergente. []
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Lema7. Seja0 <a <nel <p< 2. Sejaf € LP(R") uma fun¢do ndo-negativa. Entdo

(Lf)(@) < CI I (M F) (@)
Demonstragdo. Usando a desigualdade de Holder, obtemos

/ If(y)l_ < ¢
lo—y|>r @ — Y|P

E usando o Lema 6, obtemos

[ ke = sl "dy < Cor™M f()

1flze < Cor® (1 f 1o
La

|z —y|"e

Portanto,
(h)@) = [ 1lle—yl*dy+ [ 15l — )y
< O || fllpe + Cor® M f(x)
I, £l \ ™ e o
< ()™ st o+ () aa o) - i E o
onde escolhemos r = (%) %. ]

Teorema 16 (desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejal <p<g<ooel <a <n

tal que & = _ — -. Entdo existe um constante C' > 0 tal que || Io f||zan) < C|| || zo(zn), para

todo f € LP(R™).

Demonstragdo. Pelo Lema 7, temos
apq

(T f)(@)] < AY[f]l 5 [(MF) (@) = A Fl| 3 [(Mf) ()],

Assim,

P

Irafles = ( [, W @lae) " < AR ( [ rnepac)” =l paesi

Desde que % — % = 2, entdo = 1 — <. Além disso, pelo Teorema 14, temos que | M fllze <
C|| fl|z»- Portanto,

1—2P

Hafllze < Al FIClA L ™ S 1F N -

Observacao 1.

(i) A desigualdade de Hardy-Littlewwod-Sobolev pode ser re-escrita por

117 % fllagny S 1fllpe@n), (2.24)

paratodo 0 < a <nel < p < g < o tal que

a1

1
n o p q
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(i1) A desigualdade de Hardy-Littlewwod-Sobolev tem uma versdo bilinear equivalente

1
L] F@)g(y)dedy < 1|1l lgl oo (2.25)

z—yl*

paratodo 0 < o <nel < p,py < oo tal que

/

1 1 Q
+ 5 =—
P P n

2.2 Geometria diferencial em R"

Nosso objetivo principal nesta se¢do € apresentar os pré-requisitos necessdrios para o
estudo de superficies que abordaremos nos capitulos seguintes. Esta secdo foi baseada prioritaria-
mente nas referéncias (CARMO, 1976), (LEE, 2013) e (THORPE, 1979). A nogéo de superficie
regular serd essencial para nossos estudos futuros neste trabalho. Relembre que um subconjunto
S C IR3 é uma superficie regular se, dado qualquer ponto p € S, existem uma vizinhanga V' de p
em R3 e uma aplicacdo o : U C R? — V N S, onde U € aberto, tais que

(i) a é um difeomorfismo;
(ii) A aplicagdo (da), : R* — R? é injetiva para todo ¢ € A tal que a(q) = p.
A imagem do aberto U por « é chamada de vizinhanca coordenada de S no ponto p. E natu-

ral estender esta defini¢do para superficies regulares em R""!. Antes, definamos a aplica¢do

diferencial.

Definicao 3. Seja F' : U — R™ uma aplicacao diferencidvel sobre o aberto U do R". Seja
¢ : (—€,€) — U uma curva regular (diferenciavel) tal que ((0) = ge ('(0) =u.Dadog € U, a
diferencial de F' no ponto ¢ é definida por (dF'),(u) = +'(0), onde y = F o (.

A regra da cadeia garante que a curva v : (—¢,e) — R™ é diferencidvel, pois é a
composicdo de aplicacdes diferencidveis. Podemos agora definir uma superficie regular em
Rn—i—l

Definicdo 4. Seja M um subconjunto de R"*!, Dizemos que M é uma superficie regular se,
para todo p € M existem um aberto V' de p em R""! e um aberto U de R™ tal que a aplica¢do
a:U — VN M satisfaz

@) Uy a(U) = M;
(ii) A aplicacdo o € um difeomorfismo local de classe C'';

(iii) Para cada ¢ € U a aplicagdo derivada (da), : R" — R™*! € injetiva.
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O par {U,a} com p € a(U) é chamado de parametrizagdo de M no ponto p e a,(U) é
conhecido por vizinhanga coordenada de M em p. Dada uma parametrizacido o : U — M no
ponto p, tal que «(U) = V, uma curva sobre a superficie S é é uma fungéo v : (—¢,e) — M
definida por v = a0 ¢, onde ¢ : (—¢,¢) — U é uma curva regular em U. A curva v é chamada

de curva coordenada em M passando pelo ponto p. (Ver figura 3)

Figura 3 — Curva sobre a superficie

Exemplo 3. A esfera unitdria do R"™! definida por S™ = {p € R""!: ||p|| = 1} € uma superficie
regular. De fato, paracada: = 1,--- ,n, defina aplicagdes «; : U; — V; N S", sobre os abertos
U; do R", por

ai(xb' T 7xn) = (xla e 7'771'—17:‘:\/ 1 - HxHani?“ ' axn)-

Cada «; € evidentemente diferencidvel e (da;), € injetiva, pois J,,(p) o jacobiano de «; tem
uma submatriz de ordem n com determinante ndo nulo. Além disso, a cole¢do {«; } formada por
2n parametrizagdes cobrem a esfera. Para concluir que S™ é uma superficie regular, precisamos

mostrar que cada «; € um difeomorfismo.

Seja D;f = V.;* NS", onde V" = {(x1, -+ , x4, + , Tny1) € R™ 2y > 0}. Similar-
mente, seja D; os subconjuntos de S” tais que x; < 0. Paracadai: = 1,--- ,n+ 1, as aplicacdes
¢ : D — R™, definidas por ¢ (21, ,Zps1) = (21, -+ , Ty, -+ , Tns1), onde T; significa

que x; é omitida. E 6bvio que cada aplicacio ¢;= é continua e diferencidvel. Perceba que

(a0 90?)(9517 c L Tng) = (T, T, T, Tpg) = (T1, 0 T, Tigts 0 Tng),s €
(Sp:r o al)(xla e 7$n) = ij(l’la e, Ti—1, +\/ 1— ’|x“2axi7 e 7xn) == (xlv T 7xn)'
Analogamente fazemos para ¢; . Assim, mostramos que para cada ¢ a inversa de «; sdo continuas

e diferenciaveis. Portanto, cada «; é difeomorfismo.

Seja f : A — R uma fungdo diferencidvel sobre um aberto A do R"™!. Dizemos que ¢ é

um valor regular de f quando

Vi) = (01f (), 21 (p), -+ Onia f(p)) # 0,
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para todo p € {z € R"": f(x) = c}. O conjunto de nivel S = {z € R"™': f(p) = ¢} =

f71(c) tem a estrutura de superficie regular, conteddo da préxima proposigao.

Proposicdo 3. Seja f € C*(A — R) sobre um aberto A C R", k > 1. Se ¢ € R é um valor
regular de f, entdo o conjunto de nivel M = {z € A : f(z) = ¢} é uma superficie regular de

classe C*.

Demonstracdo. Visto que ¢ € R é um valor regular de f, entdo V f(x) # 0 sempre que x € M.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que &ifﬂ # 0. Considere a aplicagio
F : A — A definida por

F(xlj... 7xn7xn+1) — (x17... axnaf(xla"' ’xn_"_l)).

Note que F' € C* e a matriz jacobiana de F' no ponto p é dada por:

1 0 0
Tr(p) = : :
0 1 0
of ... 9of _9f
8.7}1 dl'n 817377,«&»1
Portanto det Jp(p) = 6x8nf+ - # 0 e o Teorema da Funcdo Inversa garante que existe uma

vizinhanga V' de p e uma vizinhanga W de F(p) tais que F' : V' — W é um difeomorfismo de
classe CK(V — W),

Seja (uy, -+, unr1) € W as fungdes coordenadas de F'~1. Veja que devemos ter

(F' 0 F)(m1,  Tas1) = (21, st

desta forma

T = U Tp = Up xn—l—l:g(ula"' >un+l)7

onde g é uma funcao diferencidvel sobre o aberto W. Em particular, veja que

Tp1 = Un1 (F (21, Tpg1)) = Ungr (T1, oo T, [0, Tngn)
= un—i-l(xla “t Ty C) = h(xla e ,[L‘n>,
onde h é uma func¢do diferencidvel definida na projecao de V' sobre o hiperplano z, 1 = 0.

Observe que (M NV) =W N{(uy,- - ,un,c)}, concluimos que o graficode hé (M NV), a

qual sabemos € uma superficie regular.

]

A superficie n-dimensional estudada na Proposi¢do 3, é conhecida como n-dimensional

hiperficie regular de classe C*. Na préxima secdo, veremos alguns exemplos de hiperficies.
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Exemplo 4. (Esfera unitdria) A esfera unitdria do R™*! pode ser vista como uma hiperficie
regular n-dimensional. De fato, considere a funcio diferencidvel f : R — R definida por
f(z) = XJ4] 22, Note que 1 é valor regular de f, pois V f(z) = (221, ,22n11) # 0 em
S"={x e R""! : f(x)=1}e fédeclasse C'.

Figura 4 — Esfera do R?

Exemplo 5 (Paraboloides de R"*1). O paraboloide P" = {(5 ,7) € R 7= 2¢ |2} é uma
hiperficie regular n-dimensional do R"™!. Com efeito, defina a fun¢do h : R*** — R

h(g,7) = [¢]* — 7.

Note que 0 é um valor regular de h, pois VA(,7) = (§1,&2, -+ &, —1) #O0em P e h €

CH(R""! — R). Usando a Proposigdo 3, segue que P" é uma superficie regular.

Figura 5 — Paraboloide do R?

Exemplo 6 (Cones de R"™). O cone Cone™ = {(¢,7) € R*™! : 72 = |£]?} é uma hiperficie
regular n-dimensional de R"™, se £ # 0. De fato, considere a fun¢do h : R*™! — R definida
por

h(gT) = [¢* — %
Note que h é diferencidvel fora da origem e zero é valor regular de h, pois VA({,7) =
2(&, -+ &, —7) # 0em h™1(0). Além disso, a fungdo / € de classe C*.
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Figura 6 — Cone do R?
Exemplo 7. (Grifico de funcdes) Seja f : A — R uma funcdo de classe C' sobre o aberto
A C R™ aberto. O gréfico da fungéo f,
Gy={(z,7) eR™" : 7= f(2)},
¢ uma hiperficie n-dimensional e de classe C'. De fato, considere a fungdo g : A x R — R

gla,7) = flz) — 7.

Note que g € de classe C''. Além disso, zero € valor regular de g pois Vg(x) = (ﬁ e ?f —1) #+
Oem Gy.

2.2.1 Espaco tangente

Nosso objetivo nesta sec¢do € definir o espaco tangente de uma superficie regular. Para
isso, seja M C R""! uma superficie regular n-dimensional ¢ f,g € C*°(M — R). Uma
derivagdo em M no ponto p € M, é um funcional linear X, : C*°(M) — R que satisfaz a regra

do produto
Xp(f9) = Xp(fa(p) + Xp(9) f(p)-

O espaco tangente de M no ponto p € o conjunto formado por todas as derivacdes em p, o qual
denotaremos por 7, M. Claramente, este conjunto tem a estrutura de um espaco vetorial, quando
munido das operagdes

paratoda f € C°(M — R)ec e R.

Lema8. Sejapc Me X, € T,M.

(i) Se f é constante, entdo X,(f) = 0.

(i) Se f(p) = g(p) = 0, entdo X,(fg) = 0.



2.2. Geometria diferencial em R™ 51

Demonstragdo. E suficiente provar (i) para a func¢io contante f; = 1, e usar linearidade para

provar que se f = ¢, temos X,,(f) = 0. Para f;, segue usando a regra do produto

Xp(h) = Xp(fif1) = L)X (f1) + Hi(p) Xp(f1) = 2X,(f1)

o que implica que X,(f;) = 0. Similarmente, usando a regra do produto, podemos mostrar
(11). ]

Seja M C R"™"! uma superficie regular n-dimensional ¢ f € C*(M — R). Dada
{U, a} uma coordenada de M no ponto p = a(q) e X, € T,,M uma derivagdo de M/ no ponto p.
A derivada de a no ponto p, € uma aplicagdo (da), : T,U — T,,M definida por

(da)o(X(f)) = Xp(f o). (2.26)

Relembre que, se f : A — B é um difeomorfismo entre abertos A, B do R", entdo a derivada
de f no ponto ¢ € A, a saber, (df), é um isomorfismo. Como « é um difeomorfismo local,

segue que (dav), leva uma base de 7, R" para uma base de 7),M. Seja g : A — R uma fungéo

diferencidvel, sabemos que {% }é—1 e uma base para o R" e, portanto,
0 0
— (da), | —
axi ) ( a)q<axz q>7

¢ uma base para 7,M. Mais precisamente, seja g : V' — R uma fun¢do diferencidvel sobre

V = «a(U), entdo
0
q q

. n pd
Lema 9. O conjunto {%’ } , €uma base para T, M.
vIpla=

0 0
o pg = (da), ((%Z

Acabamos de verificar o seguinte lema.

(goa).

Seja {U, a} uma coordenada local de M no ponto p = a(q) e seja~y : (—e¢,e) — U uma
curva regular passando por v(0) = ¢ e tal que 7/(0) = v. Entdo a aplica¢do ( = a0y é uma

curva regular sobre M passando por p e cuja a derivada € definida por

w = (da)y(v) = (007)(0).

A definicio acima tem um problema, curvas ~y diferentes geram o mesmo vetor w. Desta forma
perdemos a unicidade. Para garantir que a defini¢do acima € bem definida, olhamos para a curva

~ como uma classe de equivaléncia segundo a relacao equivaléncia abaixo.

Defini¢iio 5. Seja M C R™"! uma superficie regular n-dimensional e {U, o} uma coordenada
local de M no ponto p = a(q). Sejam 71, v, : (—¢,€) — U curvas regulares tais que v, (0) =
72(0) = ¢. Dizemos que y; ~ 79 sdo equivalentes, quando

d d

a0 ==

G (0 22)(0).
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Esta defini¢do ndo depende da escolha da parametrizagdo. Queremos mostrar que X, €
T, M € uma derivag¢do em ) no ponto p se, € somente se existe uma curva coordenada avo 7y :

(—e,€) = a(U) passando por p = «(q) tal que

d
X, =~ (@o)(0), (2.27)

para alguma curva regular y : (—¢, €) — U tal que 7(0) = ¢. Seja ¢ uma curva coordenada em
M passando por p = ((0), entdo usando (2.26),

O = (), (CO)N) = 5| (F 00 = Xey ()

O préximo lema mostra que todo vetor tangente (no sentido de derivagdo) de uma superficie € o
vetor tangente de alguma curva coordenada. Isto nos apresenta uma alternativa geométrica para o
espaco tangente, isto €, os vetores tangentes sdo vistos como derivadas de curvas regulares sobre

uma superficie.

Lema 10. Seja M uma superficie regular e p € M. Todo vetor X,, € T},M € o vetor tangente
para alguma curva regular sobre M.

Demonstragdo. Seja X,, € T,M uma derivagdo em M. Entdo X, = >1" a%- . Considere o
vip
caminho (t) = t(cy,- - ,¢,). Para que este caminho seja o que procuramos, escolha ¢; de

forma que a%’p = ¢;. Vejaque X,(f — f(p)) = X,(f), uma vez que X, € linear e a derivagdo
de fun¢des constantes € nula. Portanto

a
dt

d "0
t) = — ter, o tey) =
’V( ) dt t:()a( (1, , LC ) ; aql

t=0 ~7(0)

O

Com esta equivaléncia, podemos escolher com qual das definicdes de vetor tangente

queremos trabalhar. Usaremos a defini¢cdo de vetores tangentes segundo a identificagdo (2.27).

2.2.2 A primeira forma fundamental

Nosso objetivo € definir a primeira forma fundamental de uma superficie M do R"*!.
Antes disso, precisamos definir uma particdo da unidade para uma superficie regular. Seja
{V;},je; uma cobertura aberta e localmente finita de uma superficie regular A/. Uma particéo da

unidade subordinada a {V };c; € uma colecdo de fungdes suaves {; } ¢ tais que
(i) 0 <¢;(p) <1,paratodojec Jepe M
(i1) supp p; C Vj

(iii) Y ,cs9;(p) = 1, paratodo p € M.
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Observacdo 2. A série ;. ; ¢;(p) €, na verdade, uma soma finita. De fato, para cada p € M,
existe uma vizinhanga V}, de p tal que V), intersecta somente finitos suportes de ¢;. Portanto, a
série acima se trata de uma soma finita. Toda superficie regular tem uma cobertura localmente
finita (LEE, 2013, Teorema 1.15)

Lema 11. (Existéncia da parti¢do da unidade) Seja M C R™"! uma superficie regular e seja
V = {V;}jes uma cobertura localmente finita e aberta de A/. Entdo existe uma parti¢do da

unidade {¢,} ;e subordinada a V.

Demonstracdo. Seja {W;} um refinamento de V. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que esta nova cobertura é localmente finita. Para cada i, seja ¢; : W; — B3(0) um difeomorfismo
cuja a existéncia € garantida pela definicao de cobertura regular. Por exemplo, basta tomar a
aplicagdo inversa de uma parametrizagio. Considere os conjuntos U; = ;' (B;(0)) e V; =
;1 (B2(0)). Para cada i, defina a fungdo f; : M — R por

f = ¢ oYy sobre W,
‘ 0 sobre M .V,

onde ¢ € uma funcdo de corte que satisfaz ¢(z) = 1 para todo z € B;(0) e supp(¢) = B(0).
Note que W;N(M\V;) = W;\V;.Se V; C W;, teremos que que a intersecgdo W;N(M~\V;) =
W; \. V; é ndo vazia. Mas, note que as duas defini¢des de f; sobre este conjunto, f;(x) = 0, para
todo x € W; \. V. Portanto, f; estd bem definida e, além disso, suppf; C W;.

Definindo as funcdes g; : M — R por

_ fil=)
gi(x) = =——F—.
2 fi(x)
A condi¢do sob a cobertura {I¥;} a soma no denominador tem somente finitos termos nao-nulos.
Portanto, g é uma fungdo C'*°(M) por constru¢do. Como f; = 1 sobre U; e todo ponto de
p € M estd em algum U;, o denominador € sempre positivo. Imediatamente obtemos a condig@o

0<gi<le)Xyg=1

Reindexemos as fungdes g; para que ela seja indexada pelo mesmo conjunto V' de nossa
cobertura aberta. Para cada i, existe algum indice a(i) € J tal que W; C V) Paracada j € J,
definamos ¢; : M — R por

Y = Z gi-
ia(i)=j
Cada @; é C™ e satisfaz 0 < ¢, < 1 e supp(yp;) C V;. Além disso, a condigdo sobre a cobertura
{W,} garante que o conjunto formado pelos suportes das fungdes ¢; é localmente finito e

> wj = 221 g: = 1, como querfamos demonstrar. [

Definicao 6 (Primeira forma fundamental). Seja M uma superficie regular. Uma primeira forma

fundamental sobre M € uma familia de formas bilineares, simétricas e definidas positiva sobre o
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espaco tangente de M, isto €, para cada p € M associamos uma forma bilinear sobre 7,M,
I, : T,M xT,M —R
tal que

1. I,(X,, X,) > 0, paratodo 0 # X, € T,M
2. 1,(X,,Y,) = I,(Y,, X,), para todo X,,, Y, € T,M

3. Afuncdop € M — I,(Y,, X,) é suave.

Seja {U, o} uma coordenada local de M no ponto p e seja B = { da (), ... LD (p)}

871'1 ’ Oz n

uma base de 7, M. Entdo, dados v, w € T, M existem escalares v; = v;(p) e w; = w;(p) tais que

" OJa ” Ja
U:;’Ui% € w:;w,%

7 (2

Portanto, pela bilinearidade de I,,, obtemos

non Jda Oa "
o) = 33wty (52, 50) = S v = il Glula
i j

i=1 j=1 6,j=1
Oa  da
81'7;’ 8:Ej

G = (gi; (p))i;=1 € chamada de matriz da primeira forma fundamental na coordenada local
{U, a} de M no ponto p.

onde [v]g = (v1,--+,v,)" e definimos g,;(p) = Ip( ) Note que ¢;; = g;;- A matriz
Notacao: Seja I, uma primeira forma fundamental sobre )/, escreveremos

(v, w)p = Ip(v,w)

|v|, =+/(v,v), paratodov,w € T,M.

Também usaremos a notagdo G~ = (g (p))},;_, para denotar a matriz inversa de G e a notagio
g =detG.

Exemplo 8. A primeira forma fundamental candnica sobre o R", € a aplicacéo I, definida por
I, = d;;(p)dz; ® dy;,

onde G' = (6;;)1<i j<n denota a matriz identidade. Portanto, para todo v, w € T,R",

n n
(v, w), = Z dijviw; = Zviwi =0v-w.
i=1

3,j=1

E possivel definir, intrinsecamente, uma primeira forma fundamental em uma superficie

regular? O resultado a seguir garante que € possivel.
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Proposicao 4. Toda superficie regular // tem uma primeira forma fundamental /,,, para todo
p € M.

Demonstragdo. Seja {U;, o;} as coordenadas locais de M tais que o;(U;) = V. Desta forma,
temos que a colegdo {V;},c; é uma cobertura aberta de M. Para cada j fixado, considere um
produto interno /; sobre Uj tal que (/;(p))3 ,—; € a matriz identidade. Pelo Lema 11, sabemos
que uma colecdo de fungdes suaves {¢;};e; tais que 0 < ¢;(p) < 1, suppyp; C V; satisfaz
> jespi(p) = 1, paratodo p € M. Defina

Note que a soma (2.28) € finita. Além disso, [, € bilinear e simétrica. Para verificar que
I, € definida positiva, basta notar que ; > 0 para todo j e >_; p; = 1. Logo, I, € uma primeira

forma fundamental sobre a superficie M. [

A Proposicao 4 nos diz que toda superficie regular pode ser munida com uma primeira
forma fundamental. Considere M’ uma superficie regular e / uma primeira forma fundamental
de M’. Suponha que existe uma imersdao ¢ : M < M’, ou seja, suponha M C M’ é uma
superficie regular e aplicacdo ¢ € injetiva. Queremos saber se € possivel induzir a primeira forma
fundamental de M’ na superficie M. A resposta para esta questdo é positiva e para respondé-la

precisamos definir push-forwards.

Seja F': M — M’ uma aplicagdo continua e X, € T,,M. O push-forward de F' é uma
aplicagdo F, : T,M — Tp(,) M’ definida por
FAX,) = S(Fom)|
dt o
onde 7 : (—e,€) — M é uma curva regular tal que v(0) = p. A aplicacdo dual de F., denotada
por F* € chamada de pullback. Observe que, geralmente, a imagem de um campo de vetores
pelo push-forward ndo define um campo de vetores sobre M. De fato, se F' ndo é sobrejetiva,
entdo podemos encontrar um ponto p’ € M'\F(M) e ndo conseguimos associar um vetor na
forma F,(X,) a este ponto. Se F' ndo € injetiva, entdo podemos ter vérios vetores diferentes

associados a um ponto p’ € M.

Seja M C R™*! uma superficie regular e  uma primeira forma fundamental do R™*!,
Considere a imersdo ¢ : M — (M) C R™! dada pela inclusdo. Note que podemos enxergar
0 espago tangente 7,/ como um subespaco de T, R" ! através da aplicagdo (v.), : T,M —
T,»R". Desta forma, podemos induzir uma primeira forma fundamental do R"*! em M no

ponto p definindo

L(v,w) =" I(v,w) = I(tx(v), tu(w)) = I(v,w), paratodos v, w € T,M. (2.29)



56 Capitulo 2. Preliminares

Exemplo 9. A primeira fundamental de S no ponto p induzida do R"*! é a forma bilinear
I, : T,S™ x T,S™ — R definida por

Lp(v,w) = (ta(v), ta(w))p = (v, W)y

a qual € simétrica e definida positiva, onde (-, -),, denota um produto interno em R"*!. A matriz

g;; da primeira forma fundamental induzida em S"~! ¢ igual a matriz do produto interno (-, -)

em Rn+1

Dada uma parametrizagdo local {U, o} de M, podemos obter a primeira forma funda-

mental intrinseca a superficie M. Faremos isto nos préximos exemplos.

Exemplo 10. Seja S” a esfera do R™™! de raio r > 0. Seja ¢ : S"\{N} — R" a proje¢io
estereografica do polo norte N de S} sobre o hiperplano x,,; = 0. Queremos encontrar a fungdo
inversa de 1. Para isto, sejaq € R" e v : (—¢,¢) — R areta que liga o ponto (¢, 0) ao polo
norte N = (0,---,0,7),

V(t) = (tg, (1 = t)r).

Quando esta reta intersecta a esfera S, obtemos

212

Iv@)[]? = £3]q]|* + (1 —t)*r* =1 <= t|jq||* +tr* =2r* <= t= 7||q||2 et

Portanto, a aplicagdo inversa da projecdo estereografica aw = 1~ : R" — S” € definida por

alg) = ( 2% gl —)

lgll* +72" llgl* +

Sev e T,S"={veR"™ : (2p,v—p) =0} entdo

da(v) = (CZ tooc(q—i—tv))

_ <2r2(<q, q) +r*)v —4r’q{g,v) 2r{g,0)({q,q) +1°) = 2r{q,v)((¢,q) — 72))

((q, q) +12)? ’ ((q,q) +1r?)?
272

W((H(JH2 + %) — 2(q, v)q, 2r{g,v)).

Assim, dado v, w € T,S™ tem-se

4

(da(v), da(w)) = ESTEE

(v, w).

Em particular, a matriz da primeira forma fundamental da esfera unitaria S no ponto p é dada

por

o _[%a Do 4 o
D57 N\ow, on; )~ (U + g2
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Exemplo 11. Seja f € C*(U — R), k > 1. O grafico de f é uma superficie regular contida no
R™™. A aplicagdo o : U C R™ — R""! definida por

a(uh... ,Un) = (Uly"' ,Umf(ula"' 7Un))

é uma parametrizagdo global de G; = {(u,7) € R"™ : 7 = f(u)}. A primeira forma forma

fundamental sobre GGy induzida do R+,

n

I, =o'l = a*((dx1)” + -+ + (dzps1)?) = D (duy)® + (df ).

=1

Nesta coordenada global, a matriz da primeira forma € dada por

_ of of
i = (5” * 0ul 8uj '
De fato, note que
da af
dul a(el) <O7 ) ) ) aul>

Logo,

<8a 8a> af of
9ij = =0 o

dus oy ) 00 G o

2.2.3 A aplicacao de Weingarten

Nosso objetivo nessa secao € definir a aplicacdo de Weingarten e uma segunda forma
fundamental sobre uma superficie regular M. Para isso, precisamos definir um campo vetorial

normal a superficie M, chamado de aplicagdo normal de Gauss.

Alguns conceitos preliminares de dlgebra linear. Sejam V' um espaco vetorial de n—dimensional
comn > 1e A™"(V) um n—tensor alternado sobre V. Suponha que 2 é um elemento nao

nulo de A”(V'). Uma orientagdo para V' é dada por uma base ordenada {v;.--- ,v,} tal que
Qvy, -+ ,v,) #0.

Exemplo 12. Uma orientacdo do R™ é dada pela base candnica {ey, - - - , e, }. De fato,
det | e; ey --- en}:1>0.
Sejam vy, - - - , v, € R*"™!. Um produto exterior de vy, - - - , v, denotado por vy A- - - Avy,

¢ um elemento de R™™! definido pela equacio

€1 €2 - Cpyl
o ot
v ANvg=det | T ) , (2.30)
1,2 nt1
/l)n Un .. Un
onde v; = (v}, -+, v ) eey, -+, en1 € sd0 0s vetores da base candnica do R™*!,



58 Capitulo 2. Preliminares

Exemplo 13. Sejam e;, e, os vetores da base candnica do R3. O produto exterior de e; € e € 0

vetor
e1N\ey = 061 — 062 -+ 163 = €3.
O produto exterior definido em (2.30) tem as seguintes propriedades:
Proposic¢io 5. Sejam vy, - -+ , v, € R""!. Entdo o produto exterior v; A - - - A v, satisfaz:

(1) v1 A - -+ A v, é anti-simétrico, isto é

VIA AV A AU AV, ==V Ao AOj A A0y A= Ay,

(i) ovetorw =wv; A--- A, étalque w L v;, paratodo 1 <1 < n;

(iii) se vy, --- , v, sdo linearmente independentes, entdo w = v; A --- A v, # 0.

Temos ferramentas suficientes para determinar uma orientacdo de superficie. Seja M
uma superficie regular. Uma orientacao pontual sobre M no ponto p € definida pela escolha
de uma orientacdo para o espago tangente 7, M, isto €, a orientacdo proveniente de uma base
ordenada {vy, - - ,v,} de T,M tal que (vy, - - ,v,) # 0 para alguma n-forma diferencidvel
2 € A"(T,M) sobre o espago tangente. Dizemos que )M ¢é orientavel, se a n-forma ) €
A™(T, M) preserva o sinal da orienta¢do de 7, M para todo p € M. A menos que mencionemos

o contrdrio, todas as superficies aqui citadas serdo orientaveis.

Seja M C R™! uma superficie regular de dimensdo n e seja p € M. Fixe uma
coordenada {U, a} local de M no ponto p tal que a(g) = p e denote a = «a;(q) = g—g‘j‘i(q).
Uma vez que M € orientdvel, podemos definir uma aplicagdo diferencidvel N : o(U) — R™H!
definida por
ar(q) A+ A an(q)

Y fawn Rl

O vetor normal N (p) estd bem definido para todo p € M. Isto decorre do fato de que os
vetores «;(q) sdo linearmente dependentes (condi¢do (i7i) da Defini¢do 4) e a condigdo (7i7) da

Proposicdo 5 garante que o produto exterior destes vetores é um vetor ndo-nulo em R™*,

A aplicacao N € chamada de aplicaciao de Gauss. Como N € um vetor unitério, a

aplicacdo N tem imagem contida na esfera unitaria S”. A imagem da aplica¢do de Gauss
N(M)={qeS";q= N(p), paraalgump € M},

€ chamada de imagem esférica da hiperficie orientada ). Introduzido a aplicacdo de Gauss,
queremos medir a curvatura de uma superficie. O calculo se baseia na chamada segunda forma

fundamental de um mapa da superficie. No entanto, é preciso saber como derivar um campo de
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vetores diferencidvel. Seja f : A — R uma funcio de classe C* sobre o aberto A do R"*!. A

derivada de f em p na dire¢do de v € R™"! € definida por

Vof =V f(p)-v. (2.31)

Considere uma curva diferencidvel v : I — A tal que y(t9) = p e 7/ (t9) = v, entdo pela
regra da cadeia, temos

d

Vof = EU 0 7)(to) =V f(7(to)) - 7' (to) = Vf(p) - v. (2.32)

Note que a férmula em 2.32 mostra que V, f ndo depende da escolha da curva 1.

Considere o campo de vetores diferencidvel F : A — R"™! sobre o aberto A do R"1. A

derivada de F no ponto p e na direcdo de v € definida por

V= GFo)0) = (G o), o) e

onde v : I — A é uma curva diferencidvel em A tal que ' (ty) = v e F* sdo as funcgdes

componentes do campo F. Esta definicdo ndo depende da escolha da curva.

Usando as propriedades das derivadas, € facil verificar que a derivacdo de campos de

vetores tem as seguintes propriedades:

Proposicio 6. SejaF,G : A — R""! dois campos de vetores diferencidveis sobre o aberto A

doR"" e f: A — R uma fungio diferencidvel em A. Entdo valem as seguintes propriedades:

(i) V,(F+G) = V,F+ V,G;

(i) Vo(fF) = (Vo/)F(p) + f(p)(V.F);
(iii) (Regra do produto) V,(F - G) = (V,F) - G(p) + F(p) - (V,G).
Seja M uma superficie regulare F' : M — T'M, onde T'M = U,¢p T, M, um campo de

vetores diferencidvel. Pergunta V., [ € T),M, para algum p € M? A resposta para esta questao €

positiva quando consideramos a aplicacao de Gauss, pois
0=V,(1)=V,(N-N)=V,N-N+N-V,N=2V,N - N,

ou seja, V,N L N.

A aplicagdo de Weingarten dN,, sobre uma superficie M/, € um operador linear sobre
T,M,isto é, dN, : T,M — T,,M definido por
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Exemplo 14. Seja S” uma esfera em R de raio r, isto é
Sy ={z e R"|lzf| =r* }.

O campo de vetores normal da esfera S’ € dado por

N(z) = T (:ﬁ7 7%“) , paracadax € S;.
r r

Sejay : (—¢,€) — S uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e 4/(0) = v. Portanto, por (2.33),

temos

NOU ==

Portanto, dN,(v) = (%T(t)7 . ’Vizﬂ(t)) v

T s

Exemplo 15. Seja M uma superficie de R"*! dada pelo gréfico da fungio ¢ : A — R de classe
C*, k > 1 no aberto A de R™, isto &,

M={r= (21, ,pp1) ER"™ :®(2) = 241 — O(z1,--- ,2,) = 0}, (2.34)
Considere a parametrizagdo o : A — M de M definida por a(z1, -+ ,z,) = (1, , T, Tpy1—
¢(xq,- -+ ,xy,)). O produto exterior a; A -+ - A i, € 0 vetor

99 d¢
S TIA N oy, ( 81’1 s 81‘" ) \Y
O campo normal N : a(A) — R"™! ¢ definido por
Vo(x)
N(z) =t
IVe(z)]]
Sejav € T, M, pela regra do produto
AN, (v) = —V,N = (z)
A |V<I> )|
=—|V, Vo(r)+ ————-V,(VD)|. (2.35)
l <||V<I>H ||V‘1>( )l

Um fato importante sobre a aplicacdo de Weingarten pode ser observado na seguinte

proposicao.

Proposicao 7. A aplicacao de Weingarten € auto-adjunta.
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Demonstragdo. Denotemos 9% = «;. Como dN,, ¢ linear, ¢ suficiente mostrar que (dN,,(c), o;)
Zq

(a4, dNy(a;)), onde o, o; € T,S sdo dois vetores quaisquer que formam a base do espaco tan-

gente. Como (N, ozj> = 0, entdo, derivando na direcdo de «;, obtemos

(=Va,N,a;) + (N, ay;) = 0. (2.36)
De forma andloga, derivando (NN, o;) = 0 com respeito a «;

(=Vao,N, ;) + (N, a;;) = 0. (2.37)

Agora, sabendo que «;; = «a;, pelas equagoes (2.36) e (2.37) e sabendo que o produto interno €

simétrico, obtemos o resultado. ]

2.2.3.1 Segunda forma fundamental

Nesta secao definiremos a segunda forma fundamental de uma superficie e obteremos
algumas propriedades locais das superficies regulares, tais como, o fato de toda superficie regular

M ser localmente uma hiperficie.

Relembre que a aplicagdo dN,, : T,M — T}, M € linear, desta forma podemos associar a
dN,, uma forma bilinear I1, : T, M x T,M — R definida por

I, (u,v) = —(dNy(u),v), onde u,v € T,M.

A forma bilinear II,, € simétrica. Esta forma bilinear € conhecida como a segunda forma

fundamental de M em p.

Proposicio 8. Seja M uma superficie regular dada por G, = {(z,2,41) € R*"" 12,y =
#(z)}, onde ¢ : R — R é uma fungdo de classe C*, k > 2, e p = (¢, #(q)) € M. Entio,

[0, j=1,..n = Hesss(q),
aqui, Hess,(q) denota a matriz Hessiana de ¢ no ponto ¢

D¢
Hessy(q) = <8x-8x-(Q)> :
i ij=1,n

Demonstragdo. Defina a fungio ® : R"™ — R por ®(x) = z,,11 — ¢(2'). Claramente @ € de
classe CF, k > 2, visto que é a soma de duas funcdes de classe C*, k > 2e VO = (=Vo,1).
Sejam u,v € T,M. Note que podemos enxergar u, v como vetores do R"™ quando u,,,; =
Up+1 = 0. Entdo, usando (2.35)

L (u, v) = — (AN, (u), v) = —<VU<”V1(DH> Vq)(p),v> - <||v<1}(p)\|v“(vq))’”>'
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Como podemos trabalhar localmente sobre a superficie, podemos supor que a funcao ¢ € tal

vo
Vel

comportamento local de ®. Sob a hipétese que || V|| = 1 e sabendo que VP L v temos

que ||[V®|| = 1, pois, em caso contrdrio, definimos a fun¢do ¥ = a qual tem o mesmo

IL,(u, v) = —(Vo(V®),0) = —(V(V®)! - u, -+, V(VE)™ - ), v)
< +<8x12) o ngl&c,ﬁl) ) >
<<Z 8289@1 Z < 00T ) ’ ”>

n
UV,
Z axé)xﬂ v

onde u; € v; sdo as componentes dos vetores u € v. Notando que

S 2

paratodo 1 < 7,5 < n, concluimos a demonstracao. ]

Como a segunda forma fundamental ¢ uma forma bilinear simétrica, entdo a matriz [I1,]

associada a esta forma € simétrica. Desta forma, o Teorema Espectral para operadores simétricos

garante a existéncia de uma base ortonormal B = {e1(p), - - , e,(p)} tal que [IL,] é diagonal.
Em outras palavras, existem k;(p), - - - , k,(p) € R tal que
k1(p)
(M5 = : (2.38)
kn(p)

Seja M uma superficie regular e p € M. Considere que B = {e1(p), -+ ,en(p)} é
uma base ortonormal de 7, M tal que a matriz da aplicagdo de Weingarten de M no ponto p
escrita nesta base é diagonal. Seja k1 (p), - - - , kn(p) € R os autovalores da matriz [dN,]. Seja

[II,] = (ai;) matriz da segunda forma fundamental de M no ponto p. Note que

= (dNp(kies), €5(p)) = Fi(p)sj,

ou seja, a matriz da segunda forma fundamental de M no ponto p coincide com a matriz associada
a aplicacdo de Weingarten dN,, : T,M — T,M.

Definic¢ao 7. Sejam p € M e dN, : T,M — T,M a aplicagdo de Weingarten. Suponha que
a matriz de dN,, esteja na forma (2.38). Os nimeros reais k;(p) sdo chamados de curvaturas
principais da superficie M no ponto p, as direcdes correspondentes e; sao chamadas de direcoes
principais em p. Note que as curvaturas principais de M sdo os autovalores da aplicacdo de
Weingarten dN,,.

Agora podemos definir as curvaturas Gaussiana /, no ponto p, de uma superficie M
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Definicao 8. Sejap € M e dN, : T,M — T,,M a aplicacdo de Weingarten de uma superficie
orientavel M. A curvatura Gaussiana de M/ em p é o nimero real K (p) definido por K (p) =
det[dN).

O nosso objetivo € analisar o comportamento local das curvaturas principais de uma
superficie em um ponto p € M. A proposicdo seguinte afirma que localmente uma superficie M
é um grifico de uma funcio I’ de classe C*. Esta informacdo vai ser relevante para o Capitulo 3

que estuda o decaimento de medidas suportadas em superficies.

Lema 12. Seja M C R™*! uma hiperficie de classe C*, entdo existe um aberto VV de R"! e

uma fungdo F': R" — R de classe C tal que

reVNM seesomentese x;=F(x1, - ,Tj_1,Tjt1,  * ,Tnt1)-

Demonstragdo. A hiperficie M de R"™! é dada pela equagio
G(xb e 7xn+1) =0

onde G é uma fungdo de classe C' tal que VG(z) # 0, para todo z € M. O espago tangente de

M em um ponto x € M é, por defini¢éo, o espago normal ao vetor VG(x), isto é,
T,.M ={z e R""" : VG(x) - (z — ) = 0} (2.39)
Considere a aplicag¢do
Fay, - tpg) = (@1, 21, G(T1, -+ 1) T+ T

Claro que F' € C* e det Jp(p) = 376 # () para algum j. Portanto, pelo Teorema da Funcdo
Inversa, existe uma vizinhanca aberta W de p e uma vizinhanga aberta V' de F'(p) tais que
F : W — V é um difeomorfismo de classe C*. Ou seja, t € V N M se e somente se

ijF(UEl,"' yLj—1y Tjp1y " ) Tntl)- O

Este resultado pode ser estendido para superficies regulares de classe C*.

Proposicao 9. Seja M C R™*! uma superficie regular de classe C* e p € M. Entdo existe uma
vizinhanga coordenada W N «(U) de p e uma fungdo f : U — R de classe C* tal que W N« (U)

é o gréfico de f.
Demonstragdo. Seja {U, «} uma coordenada local de M em um ponto p = «(q). Escreva,
Oé(l'l, e 73771) = (al('xlv e 7$n)7 e 7an+1<x1a T 7'In))

Considere a aplicacdo m o o : U — R", onde 7 é a proje¢do m(xq, -+ , Zny1) = (21, , Tp).

Observe que J;o,(q) € a submatriz de ordem n da matriz jacobiana de « no ponto ¢, excluindo a
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tltima linha da matriz jacobiana J,(q). A condicdo (i7i) da Defini¢do 4 garante que o determi-
nante da matriz jacobiana de m o « € diferente de zero no ponto g. Portanto, pelo Teorema da
Funcdo Inversa, existe uma vizinhanga aberta V' de ¢ e uma vizinhanga aberta W de (7 o «)(q)
talque Toa : V' — W é um difeomorfismo. Claro que (V') é um um aberto contendo p e 7|4 (v
é bijetiva. Considere a fungio f = a1 o (7 o a)~!. Queremos mostrar que (V') é o gréfico
da fungdo f. Com efeito, dado p € «(V') existem tinicos §; € V e ¢» € W tais que a(q;) = p
e m(p) = G2- Sejap = (a' (@), -+, "™ (1)) e @ = (a'(@1), - -+, @"(G1)). Para simplificar a
notagdo, denote x; = a’(q;). Considere a composi¢io

an+1

V-2 (V) = o(V) 25 R
Entdo,
T = a" T (G) = " (aTH(D)) = "o (10 )T () = f(2)
Segue que, p = (¢, f(G2)). =

Observacao 3. Seja p € M um ponto de uma superficie orientavel M. Entdo, pela Proposicao
9, existe uma vizinhanga V' de M contendo p tal que V' = G/; € o gréfico de uma funcdo f de
classe ¢ € C*. Portanto, pela Defini¢do 7 e a Proposi¢do 8, as curvaturas principais k;(p) de M

sao0 os autovalores da matriz Hessiana de ¢ no ponto p.

2.2.3.2 Curvaturas principais de algumas superficies quadraticas

Nesta secdo, iremos utilizar a Proposi¢@o 8 para calcular as curvaturas principais de um

certo grupo de superficies quadraticas.

Exemplo 16 (Curvatura da esfera). Denote o hemisfério superior da esfera S” = {z € R"*! :

|z]* = r*} por S7,. Dado p = (21, -+, Tpy1) € S} entdo x,yy = (/12 —xf — - — a2,
Considere a fun¢do f € C*(U — R, ) definida por

fly) = —lyl*

Concluimos que Sa € o grafico de f. O gradiente de f € dado pelo vetor

n Yn
Vf:(—,,—>
V2= llyll? Ve = llyll?

A matriz Hessiana de f no ponto ¢ é dada por

1 y?

a<af> (q) = 8( B Z/z) (Q) = _\/”Q_HQHQ + (r2—llqI2)2’ =
0y, \ Oy; dy, r2 — |ly|? — Y i ]

3
(r2—llqll®)2

NI
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Em outras palavras,

|
=
)

Hessf(0)= 1| : . =+ |,
0 .. —

= =

isto €, a esfera S™ possui n curvaturas principais ndo-nulas e constantes.

Exemplo 17 (Curvatura do cone). Vimos que o cone
Cone” = {(,7011) € R+ s = 2t + -+ a3 | = Gy

é grafico da func¢do f : R™ — R, definida por f(x) = ||=||. Note que f é de classe C'! fora da

origem e o vetor gradiente de f € dado por

Vi) — yly> ).
fla) (Hqu o) 4 )

A matriz Hessiana da funcdo f é dada por

o [0 P ) _ iy i .
( f) _ (yi(y§+---+yi)‘2> _ ) Tl 7]

Ay; \ 0y dy; 1 IZIJ;IJIé’ i=J.

Sep € V= «a(U) é o ponto (a,0,---,0,a), onde a # 0, entdo p = (¢, f(q)), onde ¢ =

(a,0,---,0). Pela Proposi¢do 8, as curvaturas principais de Cone™ sdo os autovalores
0
1
Hessf(q) = X .
0 0 1
a
Portanto, o cone Cone™ possui n—1 curvaturas principais nao-nulas no ponto p = (a,0,--- ,0,|al|).

Além disso, note que a curvatura Gaussiana do cone € uma funcao constante.

Exemplo 18 (Curvatura do paraboloide). Seja {U, a} uma coordenada local do paraboloide
P" no ponto p = (z1, -+ ,Tpy1) € P" tal que x,41 = % + -+ + z2. Considere a fungio
f(x) = ||z||% note que o grifico de f é dado pelo paraboloide P" = {(z,z,.;) € R*"™ :

Tpy1 = 23 + -+ + 22}, O vetor gradiente de f é

Vi) =2y, 2u.) = 2y.

A matriz Hessiana de f no ponto ¢ é dada por

2 . .
g (0 0 3 s =
( f)(Q) = o (2y:)(q) = { Vit

dy; \ Oyi Jy; 0, i
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Portanto, segundo a Defini¢do 8 e a Proposicdo 8, a curvatura Gaussiana do Paraboloide no ponto

p é dada por
2 0
VAllylI2+1 9 n
K(p) = det Hesss(q) = det : : = <> .
o JAlgE+ 1

vV AlylIP+1

Desta forma, todas as curvaturas principais do paraboloide sdo constantes e ndo-nulas em cada

ponto p € P". Isto implica que a curvatura Gaussiana do paraboldide € também ndo-nula.

2.3 Medida intrinseca de superficie

Esta secdo tem o objetivo de apresentar ao leitor medidas intrinsecas do aquelas derivadas
da primeira forma fundamental de uma superficie regular. As referéncias adotadas para esta
secao foram (FOLLAND, 1999, cap. 2), (TAYLOR, 2006, cap. 7).

Seja M uma superficie regular imersa em R” e seja dm a medida de Lebesgue definida
sobre a o —algebra £" formada pelos conjuntos Lebesgue mensurdveis em R”. E natural perguntar
como devemos proceder para induzir uma medida do sobre a superficie M. Nesta se¢do, 0 nosso
objetivo € responder esta questdo. No Apéndice A apresentaremos uma constru¢do natural de

medidas canoOnicas sobre superficies usando teoria de distribuicdes, veja Secao A.1.

2.3.1 Teoremas de mudanca de variavel

Comecamos relembrando dois teoremas cldssicos, conhecidos como Teoremas de mu-
danga de varidveis para medidas ;. e para fungdes em L'(R™, dm). Para enunciar e provar o

primeiro deles, precisamos definir o conceito de pushforward de medidas.

Definicio 9. Seja (X, A, ;1) um espaco de medida e (Y, ) um espagco mensurdvel. Seja F' :
X — Y uma func@o mensurdvel. O pushforward de uma medida . pela aplicagdo F', € uma

medida F\ z sobre o espaco (Y, 3)) definida por
(Fup)(B) = w(F~(B)), paratodo B €Y.

Teorema 17. (Teorema da mudancga de varidveis para medidas) Sejam (X, A, ;1) um espaco de

medida e (Y, X) um espago mensuravel. Se f é uma funcdo YX-mensurdvel, entdo

| f @, = [ (fo F)@)an. (2.40)

sempre que F' : X — Y for uma aplicacdo mensurdvel.

Demonstragdo. Para provar este teorema, provaremos em primeiro caso que € a tese € vdlida para

funcdes ndo-negativas. Em seguida, generalizaremos para quaisquer fungdes f Y-mensuravel.
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Primeiramente, considere que f = xp, com B € .. Neste caso, teremos

(f o F)(b) = xB(F() = xr-15)(b)-

Desta forma

[ P = (B (B) = (P (B) = [ xpam®) = [ (foF)dp. @4
Portanto, o resultado vale para fungdes caracteristicas e, pela linearidade da integral, para funcdes
simples.

Considere que f > 0 e seja { f,,}>2 , uma sequéncia de fun¢des simples ndo-decrescentes
tais que 0 < f, < fe f, — f pontualmente, quando n — oco. Usando o Teorema da

Convergéncia mondtona e (2.41), tem-se que

/ fdF.u= lim / fudFup = lim / (fn 0 F)dp.
Y n—oo Y n— Y

oo

Como a sequéncia { f,, o F'},,cn é ndo-negativa, ndo-decrescente e converge pontualmente para

F o F', podemos utilizar novamente o Teorema da Convergéncia mondtona para obter

/deF*u:/Xfoqu.

Isto mostra que o resultado € vélido para fun¢des ndo negativas. Para provar o caso para qualquer

f mensurdavel, basta notar que podemos fazer

foF=(foF)" =(foF) =(fToF)=(f oF)=(f"—f)oF

e proceder como no caso anterior. [

O Teorema 17 € efetivamente um teorema de mudanca de varidveis entre os espacos
(X, A, ) e (Y, X, F.u). Seja GL(n, R) o espago vetorial dos operadores 7" : R” — R” inverti-
veis. Da dlgebra linear elementar, sabemos que toda aplicacdo 7' € G L(n,R) pode ser escrita

como composi¢do de aplicacdes lineares elementares. Estas trés aplicacdes sao definidas por,

T1<x1a"'7$j7"'al‘n):<x1a"'7C$k7"'axn> (0740)
TQ(I’l,"',l’j,"',xn):<l’1,"‘,l’j"‘CfL’k,"‘,fL’n) (k‘#])
Tg(ajl’...’xj’...7xk’...’xn):<x1’...’xk...7l~j7...’xn)'

Teorema 18. Seja T € GL(n,R). Se f : R” — R é uma fun¢ido Lebesgue mensuravel, entdo
f o T é Lebesgue mensurével. Além disso, se f € L'(R"™, m) entdo

/ fdm = / (f o T)| det T|dm. (2.42)
Rn R

Em particular, m(7T(E)) = | det T'|m(FE), sempre que E € L™.
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Demonstragdo. Claro que foT é Lebesgue mensurdvel, pois 7' é sempre uma aplicacdo continua.
Claro (GL(n,R), o) é um grupo. Desta forma, ¢ suficiente provar (2.42) para as transformacdes
lineares elementares 71, 15 e T5. Para T' = T3 basta mudar a ordem de integracdo nas varidveis

x; e x. Além disso, note que | det 73| = 1. Para 7" = T}, veja que a matriz (a;;) associada a 7}

¢ dada por,
0, i#]
a; =41, i=j5#k
c, 1=73=

Portanto, det T} = ¢ # 0 e a férmula (2.42) é vélida. Para T5 o determinante det 75, = 1 e temos

(2.42), pois a integral na j—ésima coordenada € invariante por translacdo.

Veja que, se E é Lebesgue mensurdvel, entdo T~ (T(E)) = E é Lebesgue mensurdvel,
pois 7' é continua. Agora, tome f = X7(g). Veja que x7(g) © T = xp. De fato, se € E,
entdo xp(x) = le T(x) € T(E), dai xpp) o T(x) = 1. Se v ¢ E, entdo xg(z) = O e, além
disso, T'(z) ¢ T(F), daf xr(g) o T'(x) = 0. Usando a parte 7., obtemos

m(T(E)) = / Xt (x)dm = | det T / (xr(y 0 T)(x)dm = | det T|m(E).

Assim concluimos a demonstragdo do teorema.

]

Seja O(n, R) o grupo de transformagdes ortogonais em R™, isto é, dada 7' € O(n, R),
entio
(Tu, Tv) = (u,v), Yu,veR"

Além disso, det T = 1 sempre que 7' € O(n,R). Dizemos que uma medida y € invariante
por transformagdes ortogonais quando p(T(F)) = u(E), para qualquer T € O(n,R). Com o

Teorema 18, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2. A medida de Lebesgue € invariante por transformagdes ortogonais.

O Teorema 18 pode ser generalizado, quando substituimos 7' € G L(n, R) por difeomor-
fismos (G. Mais precisamente, seja A um aberto do R" e G : A — R” uma aplicacdo de classe
C*. Se a matriz jacobiana J; () de G é uma matriz invertivel, para todo x € A, pelo Teorema
da Fungdo Inversa existem vizinhangas U do ponto z e V' = G(U) do ponto G(z) tal que a
aplicacdo inversa F' = G~ : V — U é de classe C*. Além disso, F' o G : A — A é a aplicagio
identidade em A. Neste caso, temos que Jr. = JpJg €, usando a propriedade do determinante

do produto de matrizes, obtemos

det Jpdet Jo =det I, = 1.
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Teorema 19. Seja G : A — R" um difeomorfismo de classe C'* sobre um aberto A do R". Se f

¢ uma fungdo Lebesgue mensuravel sobre G(A), entdo f o G é Lebesgue mensuravel sobre A.

Além disto, se f € L*(R™, m), entdo

)fdm = / (f o G)|det Jg(z)|dm. (2.43)
A

G(A

Em particular, m(G(FE)) = [ | det Jg(x)|dm, quando E C A é Lebesgue mensuravel.

Demonstragdo. Basta considerar T = J;(z) no Teorema 18. O]

2.3.2 Medidas intrinsecas de superficies

O Teorema 19 nos motiva como definir uma medida intrinseca sobre uma superficie M.
Nesta secdo, usaremos a notacao do para a medida intrinsecas sobre superficies. Veremos que a

matriz da primeira forma fundamental desta superficie agird de forma similar a matriz jacobiana.

Defini¢fio 10. Seja f € L'(R™, L, dm) e seja M uma superficie regular de C*, k > 1. Seja
G(z) a matriz da primeira forma fundamental de M no ponto x. Uma medida intrinseca do
sobre a superficie M é a medida de Lebesgue induzida pela primeira forma fundamental em

coordenadas locais. Mais precisamente,

/al(U) fdo = /Uf(x)\/ﬁdm,

onde {U, a} é uma coordenada local de M e g(x) = det G(z). Usando parti¢do da unidade,

podemos definir a medida fdo globalmente,

| fdo= [ f@)ygam. (2.44)

Precisamos verificar se a integral (2.44) € invariante por mudancas de coordenadas. Mais

precisamente, seja G = (g,-j) a matriz da primeira forma fundamental de M no ponto p,
n

1<ig<

O ) O ) , (2.45)

9ii(p) = 1, ((%i(p)a 8790]»(]?)

onde { B, a} é uma coordenada local de M no ponto p e seja {A, 3 = a o F'} uma reparame-
trizagdo de M no ponto ¢ € M, onde F' é um difeomorfismo de classe C* tal que x = F(y).
A matriz da primeira forma fundamental com respeito a coordenada local { A, 5} é dada por

— o8 08 i
H =1\ 5, 5, |- Precisamos mostrar que

Joy T0VRdm = [ F(F ) ygdm.

De fato, seja K, = {axj (q) }n | uma base de 7}, no ponto p = a(q). Como a matriz jacobiana
J:

z

Jr(y) de ' é uma matriz invertivel, pela regra da cadeia concluimos que Kz = {5% (y)} é

n
j=1
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outra base de 7, M no ponto p = a(F(y)), basta observar que 3,,(y) = a,,(q) o (dF),. Seja
[W'|k; = [Jr(y)][u]k.. como a primeira forma fundamental 1,, : T,M x T,M — R é invariante

por mudanca de coordenadas, temos que

G(z) = [Jr(y)]'H(y)[Jr(y)], (2.46)

pois I,(v',v") = [W']'H (y)[v'] = [u]*[Jr(y)]'H (y)[Jr(y)][v]. Portanto, det G = (det Jr)* det H
e podemos escrever

Vh:=Vdet H = (det Jz)~'\/g.
Usando o Teorema 19 via o difeomorfismo F' : A — B, obtemos
| F@)Vhdy = [ F(F(@)|det Jp(@)| Vg ldetlTr(@)] | do = [ f(F(@))/gd.
Portanto, a integral em (2.44) estd bem definida.

Proposi¢io 10. Seja f € C'(B — R) sobre o aberto B do R" ! e seja M C R" uma superficie
regular dada pelo graficode f, M = {(y, f(y)) : y € B}. Entdo a medida de superficie do sobre

M é dada por do = /1 + |V f|2dm

Demonstragdo. Seja { B, a} uma coordenada local definida por a(y) = (v, f(y)). Ja provamos
que M é uma hiperficie de R", portanto V f(z) # 0, quando = € M. Pelo Exemplo 11 a matriz
da primeira forma fundamental GG € dada por

of of

G = (gij) = 0 o Oy,

com 1 < 4, j < n.Para calcular g em um ponto y € B, como V f(y) # 0, fagamos uma mudanga
de coordenadas através de uma rotagdo R : R"~1 — R"~! tal que V f(R(y)) = ceq, onde ¢ > 0
€ uma constante. Assim, a matriz /1 através da reparametrizacdo dada pela rotacao € igual a

matriz identidade I,, com o incremento de ¢? na entrada h,;. Logo
g = det(gi;) = (det(dR))*det H =det H =1+ ¢* =1 + |V f|?

Portanto, pela Definicao 2.44, obtemos
Ly #0 = [ e)Vaim = [ o)1+ 9 Pdm,
sempre que ¢ € L'(R™). Escolhendo ¢ = x g, segue que do(a(B)) = /1 + |V f[2dm(B). O

2.3.3 Invariancia de medidas

Nosso préximo objetivo € responder a seguinte questao:

Pergunta 1. A medida de superficie do satisfaz algum tipo de invariancia?
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Seja (X, B, 1) um espaco de medida. Uma transformagdo 7" : X — X é dita mensuravel
se T~'B € B, paratodo B € B.

Definicao 11. Uma medida p € dita invariante por transformacgdo, ou simplesmente, medida
T-invariante, se u(T~'B) = u(B), paratodo B € B.

Usando a defini¢do de medida 7-invariante e o Teorema 17 obtemos uma caracterizacio

para este tipo de medida.

Corolario 3. Sdo equivalentes:

(1) p € uma medida T-invariante;

(ii) Paracada f € L'(X, ), temos [y fdu = [y f o Tdpu.

Demonstragdo. Se 1 é uma medida 7'-invariante entdo, pelo Teorema 17, obtemos (iz). Agora,
assuma que (i7) é valido e relembre que se B € B é um conjunto mensuravel tem-se yp o 7' =

x1-1p. Portanto,

n(B) = /deu = /XB o Tdu = /XT—le,u = pu(T7'B),

como queriamos. [

A nossa questao é respondida pelo proximo Coroldrio.

Corolario 4. Seja M uma superficie regular e do uma medida de superficie. Entdao do é

invariante por transformagdes ortogonais sobre o espaco tangente 7, M.

Demonstracdo. E suficiente verificar que a medida de superficie do é T-invariante sobre uma
vizinhanca coordenada V' da superficie M. A Proposicdo 9 garante que existe uma ¢ € C* tal que
V = Gy € o grifico de ¢. Assim, pela Proposi¢do 10 temos que do(V) = (/1 + |V¢|2dm(V).
Como a medida de Lebesgue € invariante por transformagdes ortogonais, usando o Teorema 18 e

o Corolério 3 concluimos a prova. [

2.3.4 Coordenandas polares

Para finalizar o capitulo, enunciaremos e provaremos o Teorema de coordenadas polares.
Usaremos este teorema frequentemente nos cdlculos de integrais sobre o R". Portanto, esta secio

cumpre papel fundamental para total compreensdo deste trabalho.

Teorema 20 (Teorema de Coordenadas Polares). Seja f € L'(R",m) é uma fungdo Borel

mensurdvel ndo negativa sobre R™ com suporte compacto. Entao

- f(z)dm = /SW1 /OOO f(rw)r"tdrdo, (2.47)
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Demonstragdo. Seja { A, o} uma parametrizagio de S"~!. Sabemos que as coordenadas polares
esféricas estdo definidas sobre o difeomorfismo F' : (0,00) x S"~! — R™ — {0}, dado por

F(r,w) = rw.

Denotemos por H = (h;;) a matriz da primeira forma fundamental de S*~! induzida

pela parametrizacao «, isto €,

do aa> . (2.48)

=T -
(h’Z]) p (ayz7 ayj

Pelo algoritmo de Gram-Schmidt, podemos considerar 5 = {a—a O

dy1> " dyn

<3a 304> _ (fM 3@) 5
ayi’ayj p' P 3%"8%‘ v

Portanto, a matriz H na base 3 é dada por H = I,,_;. Sejam A C R"~!, B C R" conjuntos

} uma base ortonor-

mal, isto €,

abertos e considere a aplicacdo ® : (0,00) x A — B definida por ®(r,y) = ra(y). Note que
d~!': B — (0,00) x A definida por ™ (w) = (||w||, ofl(”f:—”)) é a fungdo inversa de ®. Com

efeito,
o H(w) = <I><||cu||, a”! (HZH» - ||“’“O‘<a_1 (H:H» -

v 00(ry) = 87 (ra(0) = (Irallla” (70 ) ) = ().

[ra(y)l

Como @' é continua e diferencidvel, segue que ® é um difeomorfismo. Denote por

oP 0P
¢ = (du1) :== <8yk’8yz>’

a matriz do produto interno do R" induzido por ® com 1 < k,[ < n.Se k = [ = 1, entdo

00 9 ,
o= (50 52~ taly ) = )l = 1

Temos também que, se k = 1e 2 <[ < n, entdo

0d 00 O
= \53 53 /)~ 'y ) T 07
P <83/1 ayk> r<a(y) 8yl>

pois a(y) - a(y) = 1 e, derivando esta equagdo, obtemos Q(a(y) .

obtemos que ¢;; = 0. Finalmente, se 2 < k,[ < n, entdo

O = <8(I) 8(I>> = T2<8a’ 8a> = 2 hy,
k
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Dai,

\/detgb = \/det(Tthj) = \/7‘2(”—1) det(h;) = r"*Vh.

Portanto, usando (2.44), obtemos

/Rn f(z)dm = /Sn—l /OOO f(rw)yr"tdrdo,
quando f > 0e f € L'(R",m). O

Enunciaremos alguns coroldrios do Teorema de Coordenadas Polares que serdo utilizados
em nossa teoria neste trabalho. Para o préximo corolério, precisamos esclarecer o conceito de
uma fungdo radial. Uma funcdo € dita radial se f(Tx) = f(x),onde T : R" — R" é uma
rotacdo. Analogamente, dizemos que uma medida € radial, se € invariante por transformagdes

ortogonais 7' € O(n,R) e T' é¢ uma rotagdo.

Corolario 5. Se f € uma funcdo ndo negativa ou integravel, mensuravel sobre o R" tal que

f(z) = g(|x|) para alguma fung¢do g sobre (0, c0). Entdo

/ f(z)dx = J(Sn’l)/ g(r)r"tdr.
Rn 0
Corolario 6. Sejam c e C' constantes positivas e seja B = {x € R" : |z| < ¢}. Suponha que f é

uma fun¢do mensurdvel sobre R".

(i) Se |f(x)| < C|x|~ sobre B, para algum a < n, entdo f € L'(B). Contudo, se |f(z)| >
C|x|~™ sobre B, entdo f ¢ L'(B);

(i) Se |f(z)] < Clz|™® sobre B¢, para algum a > n, entdo f € L'(B¢). Contudo, se
|f(x)] > C|z|™" sobre B¢, entdo f ¢ L'(B°).

Em alguns momentos neste trabalho iremos recorrer ao Teorema de Coordenadas Polares
para obter alguns resultados. Portanto, é importante conhecer alguns resultados de integrais sobre
a esfera unitaria S"~! do R", quando n > 2. Essencialmente, estes resultados sdo corolérios do
Teorema de Coordenadas Polares. Nos proximos dois resultados, denotaremos a medida induzida

na esfera S* por do;.

Corolario 7 (Férmula de mudanga de variaveis). Seja f uma fun¢io definida sobre S"~!. Entdo

R Rds
/,171 flwn1)do, 1 = / /%2 f(57wn—2)d0n—2ﬁ,
Sk -R S\/m R? — s

quando n > 2.

Demonstragdo. E suficiente fazer para o caso em que R = 1. Defina a aplicagio F : (—1,1) x
S’\L/% — S por
(V1 — s?w,_9,5) ses ¢ (—1,1)

F(s,wn_2) = 0,---,0,1) ses =1
(0,---,0,—1) ses=—1
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e proceda de maneia andloga ao Teorema 20 para obter

ds
n—2
/Snlf(“nld"nl—/ fo s 5V T= 0o o(VT=59) i

fazendo a mudanca de S"~2 para S%, obtemos a férmula desejada. O]

Corolario 8. Seja K uma fungao real. Entao

n-l - 1 n—3
[ K wn o,y =205 (0(5)) [ K(slal)(1 - 5)*Fds,
Sn—1 -1

quando n > 2.

Demonstragcdo. Definay = ‘i—' e escolha uma aplicagdo T" € O(n, R) tal que Te! = y, onde
= (1,0,---,0). Portanto, tem-se

/SnilK(x Wn_1)do,_q —/ K(|z|(y - wp_1))don_1

=)o K(|z|(Te" - wp_1))do,_1

/ K(jz|(e" - T wn_1))don 1

S

= [ K(lel})don .
S

ds
k/sgnfl K(QJ Wp— 1)d0'n 1 _/ |'T| )/S 1 d0n72m

ViTo2

1 d

= Ay [ K(z]s)(VT = &)
12 _ 82

1

=A, o | K(|z|s)(V1—s2)"?ds,
-1

onde A, » = 21T I'(%5*)~! ¢ a drea de superficie de S" 2. O
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CAPITULO

TRANSFORMADA DE FOURIER DE MEDIDAS

Este capitulo estd destinado a tratar da Transformada de Fourier de medidas e suas
propriedades elementares. Em principio, trataremos da teoria da Transformada de Fourier de
fun¢des. Em seguida, generalizaremos este conceito para medidas no R". Dedicaremos uma
secdo completa para tratar do espagco de Schwartz. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram (FOLLAND, 1999, cap. 6), (WOLFF, 2003, cap. 1,2,3,4), (MATTILA, 2015,
cap. 3), (GRAFAKOS, 2014, cap. 2) e, finalmente, (STEIN; SHAKARCHI, 2011, cap.1). Neste

capitulo denotaremos [p. simplesmente por [, a menos que mencionemos o contrario.

3.1 Transformada de Fourier em L'(R")
Nesta se¢i0 nosso objetivo € definir a transformada de Fourier de fungdes em f € L'(R")
e apresentar quando é possivel recuperar f a partir de sua transformada de Fourier.

Seja f € L'(R"), a transformada de Fourier € o operador linear ¥ : L'(R") — C,
definido por

F(©) = F(H)(©) = [ e f(a)da. G.1)

onde z - £ = 11&; + - - - + x,&, denota o produto interno candnico de z, £ € R".

Exemplo 19 (Funcao Caracteristica). Seja ) = [a,b]” C R™. Entao

X\Q(g) _ 2n€—ixQ-5 ﬁ 1686”<bj —aj 53)

o1 T 2
Note que
1 b, i (e — et cbra 2 b—a
X = — Ty = — | ———— ) =2 “sen
onde usamos a férmula sen(x) = eimgj_im, para obter

bia - S/ _ibe  _—iaf
zeiézsen(b 2“5) :2(6 o ) (3.2)



76 Capitulo 3. Transformada de Fourier de medidas

Observando que a transformada de Fourier da Fungdo Caracteristica de um cubo ) = [a, b]" é o

produto de n fatores do resultado obtido em (3.2), obtemos o resultado.

O teorema seguinte retine algumas propriedades faceis, mas importantes do operador F.

Teorema 21. Seja f,g € L'(R"), a,b € Ce T € GL(n,R).

(i) A transformada de Fourier é um operador linear.

(ii) A fungo f é uniformemente continua e || f||~ < || f]|1:.

~

(iii) (Riemann-Lebesgue) Temos que limye— o0 f(§) = 0.
(iv) (Translagdo de f) Seja f,(z) = f(x — 7). Entdo f,(€) = e 277¢ f(&);
(v) (Modulagdo de f) Seja e, () = e>™=7 Entdo e, f(£) = f(§ — 1), 7 € R™;

(vi) SejaT € GL(n,R). Denote por 7* a adjunta de 7". Entdo f/o\T = |det T|71f o (T7Y)*.
Em particular, se T' € O(n, R), entdo f/o\T = fo T

~ =

(vii) (Reflex@o de f) Defina f(z) = f(—z). Entdo ?: f.

Demonstracdo. As propriedades (i) e (i¢) sdo elementares. Para provar (iii), usaremos a densi-
dade do espago de funcdes simples em LP. Existe g funcdo simples, escrita na sua representacao
padrdo por g(z) = Y-F_, ¢;xq, (), onde Q; € um cubo do R" tal que, || f — g1 < €, para e > 0.
Portanto, pela linearidade,

I =l < |If — gl < e

Usando o Exemplo 19 podemos escolher M € N tal que ||g(§)||z~ < €, quando |£| > M. Ento,
usando a desigualdade triangular, obtemos

1F )z < 1FE) = GOz + 1§(E) |z < 2e.
A prova das outras propriedades decorrem da defini¢do de Transformada de Fourier. Para provar
(iv), basta considerar a mudanga de variavel y — x — 7 ¢ usar o Teorema 18. O item (v) segue
diretamente da defini¢do de transformada de Fourier. Para o item (vi), sejay € R tal que Tx = y.
Sendo assim, T~y = . Além disso, pela defini¢do de operador adjunto, & - Tty = (T~1)*¢ -y,
novamente pelo Teorema 18

—

FoT(g) = [T 0 f(Ta)de = |det T [ 27070 f(y)dy = |det T~ fo(T~)"(£).

Portanto f/o\T = |det T7Y|f o (T1)*. Por fim, para verificar (vii), considere a mudanca de
varidvel R(x) = —x, pelo Teorema 18

=

J&) = [ e flma)de = [ exinsf(—a)dn = [emnsf(@)do = (&),
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Observacido 4. (i) Relembre que funcdo € dita radial se f(7x) = f(z),onde T': R" — R
€ uma rotacdo. Usando o item (ii1), com 7" sendo uma rotacdo, temos que a transformada

de Fourier € invariante sobre rotagdes, isto &, que a aplica¢do F ¢ radial.

(ii) Se T é uma dilatagdo, isto é, Tz = rz, r > 0, entdo a transformada de Fourier de f(rz) é
r" f (r~1¢). A férmula reversa também vale. Substitua 7 por 7~ e multiplique por 7",

obtemos que a transformada de Fourier de " f (') é f(r¢).

— ~

Proposi¢do 11. Se f,g € L'(R™), entdo (f * g)(£) = f(£)g().

Demonstragdo. Vimos que f * g € L'(R"), quando f,g € L'(R"). Agora usando o Teorema

de Fubini e o Teorema 18 com a mudanca de varidveis z — x — y, temos

O = [ [ @ —ygdye e = [ [ =) gly)dye v dz = F()3(©)
[

3.1.1 Meétodo de somabilidade

Esta secdo estd destinada a tratar de métodos de somabilidade. Entre as diversas aplica-
¢des que esse método possui, recorreremos a este para conseguir recuperar uma func¢io f a partir

de sua transformada de Fourier. Come¢amos com a seguinte definicao.

Definicdo 12. Seja ¢ € C°(R™) uma fungdo suave com suporte compacto tal que ¢(0) = 1.
Dizemos que f € L'(R") é ¢p—somavel para L, se para todo £ > 0 existe § > 0 tal que

’/qﬁéw x)dr — L| < e.

Quando a fungo ¢(ex) = e~ “*I°, dizemos que f é Gauss somdvel e caso ¢(ex) = e~l!,

dizemos que f é Abel somdvel.

Lema 13. Para qualquer € > 0, temos

|

(Z) /e—ﬂe|§|2€—27rim~§d§ _ 6—%67r =

) (ntl
(ZZ) /ei%dﬂei%lmédf = (n31 ) ‘ ntl
2 (4 |z2)2

Demonstracdo. Observe primeiro que a integral em (7) € o produto de n fatores de uma integral

em IR, isto €
n
/e—we‘§|2€—27r7,x-§d£ _ H /Re—wef?e—%m:cj{jdgj‘ (33)
j=1
2
Calculando a integral da direita em (3.3), usando a féormula [ e~ g2y — \/g e's, obtemos
: 2 - m_1 ™ n —lef?
/e‘“‘gl e 2mTE e = H € 2¢ ¢ =€ 2e ¢ . (3.4)

Jj=1
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Por mudanga de varidveis, é suficiente verificar (i) quando o = 1. Assuma que a férmula

¢ vdlida, sempre que 3 > 0. Pelo item (7),

) 1 00 o U s
/6—27r|§|56—27rzz-§d§ / € yeuli |5\) du‘| —2mix- §d§
0

N
00 pU rlel? .
/ el/e_ o 6_2””'5d§] du
0

|
= F

Fazendo a mudanga v — u(1 + |x|?), obtemos

0 _ntl 0o n+1
Tz /0 (1+ |22 (1 +|zf2) Jo (1+|$|)

onde I'(t) = [;° 2'~'e~*dz. Portanto, para demonstrar o item (i), basta demonstrar que 3.4 é
verdadeira. Para isso, precisamos de duas férmulas:
2 [ cos(fr)
-8 _ / )
a) e’ =— dx >0
@ 7 Jo 1 +a2 p>0

( — 1+ac u
1—|—x2

Para verificar (b) basta utilizar as técnicas bésicas de integrais impréprias. Para verificar (a) é

necessdrio aplicar a teoria de residuos para a funcio <

Tra °* . Portanto, para concluir a demonstracio

do item (7i), note que
g 2 [ cos(B —u, —uz?
e :—/ —/ cosﬁx/ee du|dx
7 Jo 1—|—x2
- 7/00 e_“[/oo e cos(ﬁm)dm} du.
7 Jo 0

Usando integracio por partes, & facil checar que [°°_ e~"*" sen(Bx)dz = 0. Logo

2 00 0o 2 00 _]_ o) .
7/ e U [/ eux2 COS(B‘T)dx‘| du = 7/ e U 7/ eu12€zﬁxdx‘| du
m Jo 0 7 Jo 12 /o0

2 0o (o) .

== e 7r/ 64”2“?’262”5%4 du
m™Jo L —0o0
2 [ 1 /m _p?

== U=y —e | d item
mJo ‘ | 2 u’ ] w Q)
1 00 p— U 2

= — € e du
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. _ 2 _ .
Denotemos a transformada de Fourier de e~4m¥” ¢ ¢—2malyl respectivamente, por

W.(x) = W(z,¢) = (4me) Fe - e P, =P(z,¢) =C, ¢

(3.5)
(€ + [z

-
)=

A primeira func¢do é chamada de niicleo de Weierstrass, enquanto a segunda é chamada de
niicleo de Poisson. O resultado obtido no Lema 13 serd importante para conseguirmos recuperar
f a partir de f . Veremos que ¢é possivel escrever fungdes Abel e Gauss somdaveis em termos
de convolugdes com os nicleos de Poisson e Weierstrass. Para isso, precisaremos do seguinte

teorema.

Teorema 22 (Férmula da multiplicagdo). Se f, g € L*(R™), entdo

[ Fyg@)de = [ f(a)g(w)de

Demonstragdo. Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

[ fwystarte = [ | [ aterem=vas| stnan = | senatonas

3.1.2 Aproximacao da identidade

Defini¢iio 13. Uma aproximagdo da identidade é uma familia {¢, }.~ de fun¢des em L' (R")

tal que

(i) [ e(z)dxr =1 paratodo e > 0,

(i) supesg [|@el[zr < oo.

O préximo lema garante que o nticleo de Weierstrass W, (z) e o nicleo de Poisson P.(z)

satisfazem as propriedades de aproximac¢do da identidade.

Lema 14. Os nicleos de Weierstrass W, () e de Poisson P,(x) sdo aproximagdes da identidade.

Demonstragdo. Pela definicdo de W e P, o item (i7) da defini¢ao de aproximagao da identidade

€ obtido trivialmente. Portanto, usando uma mudanca de varidveis € suficiente provar

5 Lz (s
/(47r) b =1 e /W—L

Relembrando a formula [ e dy = \/§ , obtemos

(47)~2 /e_%dx = )72 H/ € - duj = (4m) "2 H Vir = 1.
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O caso para o nucleo de Poisson € um pouco mais trabalhoso. Primeiro, note que

1 A,
e (3.6)

Cn F("T“) 2’

onde A, denota a area da superficie da esfera unitaria em R™*!, Portanto, é suficiente mostrar

/ dx _An (3.7)
(1+[z)= 27 '

Definindo r = |z|, y = = quando z # 0, usando o Teorema de Coordenadas polares 20,
d o) 1 o) n—1
/—xm :/ [/ md?/] rdr = A,y rimdr
(1 + |.CL"2) 2 0 Sn—t1 (1 7"2)T 0 (1 + TQ)T

Fazendo r» = tan 6, obtemos

B L (] (3.8)
n+l
(1+ 22" 0

que

Note que A,,_; sin" ! § é a drea de superficie da esfera obtida pela intersec¢do do hiperplano
x, = cosf com a esfera unitdria S™. Portanto, a drea de superficie do hemisfério norte de
S™ é obtido pela soma das dreas de superficie das (n — 1)—dimensionais esferas obtidas pela

interse¢do citada, com 6 € [0, 7]. Em outras palavras

2 A,
A, sin" ! hdh = =,
0 2

como queriamos demonstrar. ]

Suponha que a fungio ¢ da Defini¢do 12 satisfaz ¢ € L'(R") e (;AS = . Usando a

Observagao 4, temos que

0ep(€) = €T"H(e71E) = e (1) = (),

onde 0.¢(x) = ¢(ex). Em particular, usando o Lema 13 com ¢(z) = e 47 1#I° & ¢(z) = e=27ll,

respectivamente, obtemos o (&) = W (&, €%) e p (&) = P(&, ¢).
Teorema 23. Se f,¢ € L'(R™) e ¢ = ¢, entdio

/f(x)e%“'ygb(ex)dx = /f(x)gpe(x —y)dx, €>0. (1)
A funcdo f (z)e*™@v & p-somdvel para f, isto é, dado € > 0, existe € > 0 tal que

<e. (i1)

[oteniaric - o

Demonstragdo. Se provarmos (i), obtemos (i) através da Proposi¢do 1. Para verificar (i), basta

usar a o Teorema 22 e a propriedade (v) da Proposicdo 21, para obter

/f(a:)e%w%(ex)dx:/f(a:)]—"(@%ix.yqse(x))dx:/f(a:)%(g;_y)dx,
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Tomando ¢(+/e x) = e~ vimos que § ¢ = W (¢, ). Portanto, pelo item (i) do

Teorema 23, obtemos
/]?(I)€2mx'y€_47r2€‘x|2dx = / fl@)W(x —y,e)dx, €>0.
Corolario 9 (Inversa da Transformada de Fourier). Se f, f € L'(R™), entdo

f(x):/e%mff(é‘)dx, z-g.t.p em R™

Demonstragdo. Considere a fun¢io ¢(t) = e 47" Pelo Lema 13, temos que ¢(y/et) =

@ e(t) = W(t, €). Agora, escreva

SE(ZL') — /f(t)e2mt'we_4”25|t|2dt.

Usando o Teorema 23-(i) e o Teorema da multiplicagéo 22, temos

sw) = [ FOyeo(/edt = [ f(pyelt - )t = o e+ f.

Vimos no Lema 13 que [ W (¢, €)dt = 1, portanto a Proposi¢do 23-(7i) garante que ¢ s * f — f
em L' quando ¢ — 0. Usando a Proposi¢io 1 e que convergéncia em LP implica convergéncia em
medida, temos que (¢ * f)(z) — f(x) z-¢.t.p em R", quando € — 0. Como f(t) e LY(R™),
Fityersivretede?| < |fi)

garante que

tem-se

, nesta situacdo, o Teorema da Convergéncia Dominada

flz) = lim/f(t)e%”“e"”?eltpdt = /f(t)e%“'zdt, z-q.t.pem R",

e—0

3.2 O espaco de Schwartz S(R")

Nosso objetivo nesta secdo € apresentar o espago de Schwartz e obter algumas propri-
edades da transformada de Fourier de fungdes desta classe. Em particular, o nosso principal
resultado é mostrar que o operador JF restrito a esta classe de fungdes ¢ um homeomorfismo. O

espaco de Schwartz, denotado por S(R"), € o espago de fungdes
SR") ={f € C*([R") : || fllva <00, VaeN'}

onde
1 fll vy = sgﬂg}l + |z|)N]0% f(2)], (3.9)

para todo N € N. Existem outras definicdes deste espaco. Uma definicdo comumente encontrada

em nossa literatura deste espago € obtida definindo || f||, s por

11l = sup [%0° f()].
reR™
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para quaisquer multi-indices «, 8. Veremos na Proposicdo 12 que estas defini¢cdes sdo equivalen-

tes.

Para um bom entendimento desa secd, serd necessdrio fazer uso da versao mais geral de
derivadas, isto é, precisaremos utilizar a notagdo de multi-indices. Um multi-indice é um vetor
a € R™ cujos componentes sdo inteiros ndo negativos. Se o € um multi-indice, por defini¢ao

aal 8047,, n o
0% = e ———— x% = x.’.
T ot Dzom” H J

J=1

Através da notacao de multi-indices, podemos obter a derivada parcial da transformada
de Fourier de f e a transformada de Fourier da derivada parcial de f. Ou seja, obtemos as
seguintes identidades.

i) 0°f= F((—2mizx)®
M 0°f = F((=2miz)"f) (3.10)
(i) oof = (2mix)“f.
Estas duas igualdades serdo provadas na sec¢io que trata de transformada de Fourier de medidas

finitas, deixaremos os detalhes da prova para tal situacao.

A Proposi¢do a seguir nos d4 uma caracterizac¢do para o espagco de Schwartz que nos serd
ttil na prova do resultado principal desta se¢do. Nesta proposicdo, o item (7) refere-se ao espago

de Schwartz com a norma (3.9).

Proposicio 12. Sejam f € C*°(R") e a, f um par de multi-indices. Entdo sdo equivalentes,

(i) feSR);
(i) 2?0 f é limitada para todos multi-indices o, 3;

(iii) 9%(«”?f) é limitada para todos multi-indices «, 3.

Demonstracdo. Suponha que f € S(R"), agora observe que |2°| < (1 + |z|)Y, para |3] < N.
Portanto, 79 f é limitada para quaisquer multi-indices «, 3. Por outro lado, por hipétese, 9 f
¢ limitada, além disso Y-_, |;|" € estritamente positivo sobre a esfera unitdria S*~', entdo
existe um niimero positivo minimo §. Segue que 3-7_, |x;| > §|z|", para todo 2 pois ambos os

lados s@o homogéneos de grau N, logo

1+ 2N <2V + |z|V) <2V (1 +51y yxj\N> <2Vt N |zff.

j=1 IBI<N

Portanto, (1 + [z[)N]0* f] < 2V671 305« |2]7|0° f|. Isso nos dd a equivaléncia entre os itens
(1) e (11). A equivaléncia entre (iz) e (¢ii) é obtida usando a regra da cadeia, que nos permitird

escrever 2°0% f como combinagdo linear de termos na forma 97 (2° f) e vice-versa. ]

Uma importante propriedade do espagco de Schwartz € a seguinte.
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Lema 15. O espaco das fungdes C°(R™) é denso em S(R™).
Demonstragdo. Fixe ¢ € CP(R™)talque 0 < p < ley(x) = 1se|z| < 1.Parak € N, defina

l¢llcr == max sup [|0%¢(x)|.
‘O‘|§k TER™

Para j € N, defina a fungdo ¢; € C°(R"™) por ¢;(x) = ¢(x/j). Agoraseja f € S(R™). Entdo
w;f € C*(R") paratodo j € N. Para completar a prova, mostraremos que ¢; f — f em S(R"),
quando j — oo.

Fixe k, N € N. Nosso objetivo é encontrar uma estimativa para ||¢; f — f| (v, inde-
pendente de f. Para isto, primeiro note que para todo multi-indice 3, nés temos 9°;(z) =
(1/5)18198p(1/4). Dai, segue que

1 .
sup [07 ;] < 3\!@\!0@ paraj € Ne0 < [8| < k.

Seja |a| < k. Entdo, usando a regra de Leibniz obtemos, para todo x € R", que

(0, f — P@)] < |(9() = DS @) + Slpller 3 (g)\aa-ﬁf<x>\. G
J 0£B<a

O primeiro termo do lado direito de (3.11) € 0 para |x| < j. Para |z| > 1, podemos estimar o

primeiro termo por

[(pj(x) = DO f ()| < (1 +supel)i~ (1 + [2)]0 f(2)] < 2571 (1 + [2])[0f (x)].

Como f € S(R"), segue que o termo (1 + |z|)|N9* f(z)] é finito para todo N € N, portanto

mostramos que existe uma constante Cj, que depende somente de k, tal que, para todo N € N,

Ck
loif — fllvw < 7||f||(N+1,k-),

passando ao limite, com j — oo, obtemos o resultado. L]

O Lema 15 nos da um corolario imediato e este resultado serd crucial para nossa teoria.
Corolirio 10. Seja 1 < p < oo. Entdo S(R7) " = L»(R™).

Sejam f, g € S(R™), usando a linearidade da derivada, ndo ha dividas que que a soma
f + g é uma fungdo de Schwartz. Uma questdo €, uma funcao definida pelo produto finito

de funcdes de Schwartz € uma funcao de Schwartz? Esta pergunta € respondida na préxima

proposicao.

Proposicao 13. Seja f, g € S(R™). Entio,

(i) fg e SER");
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(i) 0*(f *g) = (0*f) * g, para todo multi-indice «;
(i) f+3=fg;
a (7)) =7

Demonstracdo. O item (7) é uma consequéncia imedidata da regra de Leibniz para multi-indices.
Sejama =e¢;, f € S(R") e h=(0,---,hj,---,0). Sabemos que

flx+h)—flz) Of

— 0
h]’ (%cj -
quando 2 — 0. Observe também que
h) —
9/ *9) = lim (fxg)w+h) = (f*g)( = hm —/ f(z+h)—f(2)]g(z—x)dz. (3.12)
8$j h;—0 hj h

A func@o da integral em (3.12) é uma fungdo de Schwartz, pois é o produto de fungdes em S(R™).

Portanto, usando o Teorema da convergéncia dominada

of of
PO [ Jim, e+ b = £@late =yt = [ S gt —yite = T
Portanto, para o« = (0,---,0,1,0,--- ,0) a proposi¢do é verificada. Para obter o resultado para

qualquer multi-indice basta usar o processo de indu¢do. Sabemos, pela Proposi¢cdo 11, que

m = fg. Portanto, ( fx g)=(f gj. Agora, note que usando a mudanca de varidvel z — £ +y
(f)@) = [ fla= sy = [ F=0a( - 2)ds = (] «g)(~a),

logo (f *g)(x) = (f * §)(—z) = (fg )( ) = fg(z). Para provar o item (iv), pelo Coroldrio 9,
podemos escrever

_— = . =~

1) = [ Fe)ermncde = [ Fleyem=<de = fi).
[]

O préximo teorema nos d4 um indicio de como age o operador de transformada de
Fourier se restrito a fun¢des de Schwartz.
Teorema 24. Se f € S(R"), entdo f € S(R").

Demonstragdo. Usando o item (i) de (3.10), notamos que f € C(R"), sempre que f €

S(R™). Além disso, combinando com o item (7) obtemos,

(2m'x)“(aﬁ f) = 2riz)* F((=2miz)’ ) = F(0“((—2miz)? f)),

isto nos dd 2(9° f) = 2 7(9% (2P f)). Sabendo que || f| = < |||/, logo

27r7,

(0" ) <

Om 2 [ 0r(a? Pldu < oo

(27)le
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Agora podemos enunciar e demonstrar o principal resultado desta se¢do. Pelo Teorema
24, sabemos que f € S(R™) sempre que f é uma fungdo de Schwartz. O Corolério 9 nos motiva

a definir

fla) = F D) = [ Feeiae, (3.13)
sempre que f € L'. De forma resumida, o que fizemos foi mostrar que (¢, * f)(z) =
[ f(&)e¥™ =€ (e€)dE e, impondo as condicdes que ¢ € L'(R™) e [¢dx = 1, onde ¢ = o,
obtemos que ||¢c * f — f||z1 — 0 quando € — 0, em quase toda parte em R™. Em particular, se

p(ex) = e~ entdo s (x), definido pela equagio,
() = [ Flepermrte g

converge em L' (R") para f(x), quando ¢ — 0. Consequentemente, assumindo que f € L'(R")
tem-se que
flx) = 11_1)101 Se(x) = /f(f)e%”fdf, z-q.t.p em R".

Porém, se tomarmos f € S(R") teremos alguns beneficios. Primeiro, note que o Teorema 24
garante que f € S(R™) e, se combinarmos os resultados obtidos na Proposi¢do 1-(i7) e no Lema

15, obtemos que a convergéncia ||¢. * f — f||z: — 0 é para todo ponto x € R". Portanto,
fla) = [ Feemcde, (3.14)

para todo x € R", sempre que f € S(R"™). Isto é, ]-"‘l(f) = f, paratodo x € R". Além disso,

~ v v

notando que f(—z) = f(z), tem-se que F(f) = f. Invocando o Teorema 21, obtemos que o

operador F~! é continuo. Acabamos de provar o seguinte resultado.

Teorema 25. A transformada de Fourier ¢ um homeomorfismo de S(R™) em S(R™). O operador

definido em (3.13) € a inversa continua de F sobre S(R"), isto &,
FF '=F'F=1d,

sobre S(R™).

Se f, g € S(R™) entdo o Teorema 24 garante que f,§ € S(R"). Além disso, f§ € S(R™)
(basta usar a regra da cadeia com multi-indices para verificar esta afirmacdo). A Proposicdo 11
nos diz que F(f x g) = f g. Aplicando a transformada de Fourier inversa, obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 26. Se f,g € S(R"), entdo f * g € S(R").

Para finalizar esta se¢do, apresentaremos algumas propriedades a transformada de Fourier

de funcdes de Schwartz. Estas propriedades serdo utilizadas até o fim deste trabalho.

Teorema 27. Se f, g € S(R"), entdo
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~ =

(i) (Igualdade de Parseval) [ f(z)h(z)dz = [ f(€)h(&)dE;

(ii) (Identidade de Plancherel) || f||z2 = || f llzz = || f | z2;

~

(i) [ f(x)h(x)dz = [ Fla)h" (@)de.

Demonstracdo. Para provar (7) note que se tivermos g = h e usando a identidade f= f junto

com o Teorema 25, obtemos

>
¢
=

g=
Usando o Teorema da Multiplicagdo 22 obtemos o resultado. O item (iz) € um caso particular de

(1) com h = f. Para (iii) basta usar o Teorema da Multiplicagdo 22 para g = h. O

Usaremos o Teorema de interpolacdo de Riesz-Thorin para obter um resultado referente
a acdo da Transformada de Fourier sobre o L?(IR™). Sabendo que se f é uma fungdo de Schwartz,
entdo f € LP, paral < p < o0, a desigualdade da préxima proposicao é valida para toda fun¢ao
feSER.

Proposicao 14 (Desigualdade de Hausdorff-Young). Fixe 1 < p < 2. Para toda funcdo f €

LP(R™), temos a estimativa

[fllza < {[fllze,

onde p e ¢ sdo expoentes conjugados.

Demonstracdo. Note que F : L' — L>® e F : L> — L?. Entdo, seja

1—-t

1 t 1-—t t
+ — 4+
0 2

Ou seja, p e ¢ sdo expoentes conjugados. Além disso, temos que ¢t = 2/p — 1, portanto

2 2
I<-—-1<l <= 1<-<2 <= 1<p<2
p p

Desta forma, as hip6teses desta proposicao nos permite utilizar o Teorema da Interpolacado de
Riesz-Thorin 12 para obter || f||ze < || /]| 1e. O

3.3 Transformada de Fourier de medidas sobre R”

Nosso objetivo nesta se¢do € definir a transformada de Fourier de medidas do R".
Veremos que isso nada mais € que uma generalizacio da defini¢do de transformada de Fourier de

funcdes. Esta secdo foi baseada no primeiro capitulo de (WOLFF, 2003).
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3.3.1 Medidas de variacao limitada

Fixe um espago de medida (R™, BB, i1), onde B denota a o-dlgebra de Borel em R”. Seja

E € B, uma colegdo {Q; };cn de subconjuntos de E, é uma particdo de E quando

(i) Q; # 0, paratodoi € N;
(i) U; Qi = E;
(i) @iNQ; #0= Qi = Q.

Denotemos por P (FE) como o conjunto de todas as parti¢des de um conjunto F € R". A

variagdo total de i sobre I é definida como

ul(E) = sup Zlu , VEeB.
Qi€P(E) j—1

A quantidade || - || o definida por

[l = sup Z (@), VEEeB.

Qi€P(R™) j=1

define uma norma sobre o espaco de medidas M (IR™). De fato, é facil verificar que

() [|p]lame = O se, e somente se p(Q;) = 0 para todo i € N, o que implica que @; sdo

conjuntos de medida nula,
(i) Sejap € Med\pu(E) = p(AE), entdo [[oxullae = [Alllll e
(iii) Se p,v € M,entdo ||p+ v||m < ||l + V]| m-
Exemplo 20. Seja f € L*(R"), entdo a medida . definida por
- /E f(z)dz, VEé€B,

pertence M (RR") e, além disso,

lpdle < [ 1£(@)ldz = 1|22

De fato, basta notar que

HE) = sup STIp(A) < 5w [ 1f@lde=swp [ 1f@)lde <
(3.15)

Estamos com ferramentas suficientes para generalizar a Defini¢do 3.1 para a transformada

de Fourier de medidas finitas do R™.
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Definicao 14 (Transformada de Fourier de medidas). Seja u € M(R"), a transformada de

Fourier de p € definida pela equacao
A(e) = / e~2E G (7). (3.16)

A condigdo p € M(R"™) é crucial para que a integral (3.16) seja finita.

Proposicéo 15. Seja u € M(R™). Entdo,

@) [|7zllzee < el aacen),

(i1) j € continua.
Demonstracdo. Para verificar (1), basta notar que

(€)= | [ eS| < [ = g

Para mostrar que fi é continua, seja {, },, uma sequéncia que converse pontualmente para &,
quando n — oco. Mostraremos que ji(&,) — fi(€). Sabemos que |e 24| = 1 ¢ a fungdo g = 1

¢ uma func¢@o integravel, pois a medida p € M(R") é finita. Portanto,

lim fi(6,) = lim [ e Sndpy = [ =" Sy = ().
[

Proposicao 16. Seja 7' é uma transformacao linear em R” e ;¢ uma medida 7'-invariante. Entdo,

a transformada de Fourier ;i ¢ uma medida 7-invariante.

Demonstracdo. Usando o Teorema 17 e o Coroldrio 3, respectivamente, obtemos

ATE) = [T du(a) = [ o Tdu(a) = [ e Sdp(z) = f(€).

3.3.2 Regularidade de ;. em espaco de Schwariz

Seja £ C R"™ um conjunto g—mensuravel, o suporte de uma medida . sobre F € definido
por
supp(p) :=={p € E : p € V aberto de F tal que p(V') > 0}.

A Proposigdo seguinte é uma extensdo da Proposi¢do 15-(7). Mais geralmente, que
uma medida ;. € M(RR"™) com suporte compacto é uma funcéo de Schwartz, isto é, u € S(R"),
garantindo a limitac@o de suas derivadas e usando a caracteriza¢do de S(IR™) obtida na Proposi¢do
12.
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Proposicao 17. Seja ;» uma medida em R” com suporte compacto. Entdo i € C*°(R") e
0°n = F((—2mix)“p). (3.17)
Em particular, se supp(p) C D(0,7) = {x € R” : |z| < r} entdo

0% oo < (2707)1 | a]]. (3.18)

Demonstracdo. Veja que (—2mix)“p é uma medida finita sobre seu suporte, visto que o su-
porte de ;1 é compacto. Portanto, basta provarmos que ¢ € C! para o multi-indice o =
(0,---,0,1,0,---,0). A prova para qualquer multi-indice « seguird por indugdo. Pela defi-
nicdo de derivada

€ +h) — ng) e Mt — 1

Ol o\ . o —2miz-€
o6, (&) = i = = i [ e (),

onde h = (0,--- , hy,---,0). Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, tem-se

. 6—27rzac~h _

lim [ —————e 28 du(x) = / —2mixge” T dp(x) = —2mixgfi(€).
hi,—0 hy,

A condigdo (ii) da Proposicdo 15 garante que 1 € C* e concluimos a demonstracdo. [
Com o resultado obtido na Proposi¢do 17, temos que a transformada de Fourier de
medidas p com suporte compacto pertence ao espaco de Schwartz.
Seja f € S(R"™) e x uma medida finita do R™ definida sobe a o-dlgebra de Borel. A

convolucdo entre f e i é definida pela equagao

M) = [+ ple) = [ flo = y)duty). (3.19)
Observe que o Lema 13 garante que f * p é de classe C*°(R™).

Proposicao 18. Se f € S(R") e p € M(R") é uma medida com suporte compacto, entio

—

fp=fp
Em particular, obtemos

frpw=fh.

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 17 vimos que i € S(R™) quando supp(y) é compacto, entdo

podemos tomar p = ¢ no item (iii) da Proposi¢do 13, desta forma obtemos o desejado. 0
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CAPITULO

DECAIMENTO DE d.: RESTRITAS A
SUPERFICIES

Este capitulo é destinado a obter o decaimento de medidas superficiais. Veremos que as
curvaturas principais da superficie sdo de suma importancia no cdlculo deste tipo de resultado.

Esperamos obter o seguinte resultado, dada uma medida finita de superficie dy, entdo

dp(€)] < [¢]73

onde ¢ é o nimero de curvaturas principais nao nulas da superficie M. Para obter este decaimento
serd necessario o estudo do integrais oscilatérias do primeiro tipo. Os resultados obtidos para

este tipo de integral € crucial no desenvolvimento deste capitulo.

Nossa principal referéncia foi (STEIN; SHAKARCHI, 2011, Cap.8) do livro do professor
Elias Stein em conjunto com Ramir Shakarchi. Devemos citar também o livro do professor
Thomas Wolff (WOLFF, 2003), que dedica o capitulo 6 para tratar de integrais oscilatdrias.
No fim, quando tratamos de integrais sobre a esfera, buscamos referéncia no livro do professor
Loukas Grafakos (GRAFAKOS, 2014), que dedica dois apéndices para a funcdo de Bessel e

integrais sobre a esfera.

4.1 Integrais oscilatorias
Nesta se¢do o nosso interesse € obter o comportamento assimptético de integrais do tipo
1) = / @) (2)dz, para A > 0 @.1)

onde ¢ € C®(R™ — R) ey € C°(R™ — C). Estas integrais sao conhecidas como integrais
oscilatérias do primeiro tipo. A fungao ¢ é chamada de fase e 1) de amplitude. Vamos assumir

aqui que A € um nimero real. Com condi¢des apropriadas sobre a fase ¢, vamos mostrar via o
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método estaciondrio que
II(A)| < |A]"2 quando A — oo,

onde ¢ = posto Hess, () e = € supp(v).

4.1.1 Meétodo da fase nao-estacionaria

Dizemos que a fase ¢ é ndo-estaciondria, quando o gradiente V¢ ndo se anula no suporte
da amplitude 1), isto é, Vo(x) # 0 para todo = € supp(¢). Sob esta restri¢do, a integral (4.1)
tem um decaimento rdpido para todo A > 0. Mais precisamente,

Proposicao 19. Seja 1), ¢ € C*°(R") e assuma que ¢ tem suporte compacto. Suponha que
V() # 0 para todo x no suporte de ). Entéo, para todo N € N existe C'y > 0 tal que

[I(A)] < Cux™. 4.2)
Demonstracdo. Por hipétese Vo (z) # 0 para todo = € supp(t)) e defina o operador

SR

:a

L(f)

onde a = %. Queremos encontrar o operador adjunto formal de L no sentido (L(f),g) =
(f,L*(g)). Aqui o par (f, g) é definido por

(f.9) = [ T@gla)a

paratodo f,g € C°(R" — C). Em R substituimos o gradiente por ¢'(z) > 0 e obtemos

(Wa) = 5 [ 40 rwan == [ 1) (55) o= (@),

¢ Cid e ¢ ()

Portanto, o adjunto formal de L € definido por

L*(g) =—2.1A (%)l,

consequentemente, em R" o adjunto formal de L € definido por

() = =5V - (af),

Observe €*?(*) ¢ um auto-vetor (auto-funcio) do operador L. Com efeito,

: 1 \V , .
L(ew\qﬁ(x)) ) <|v$(<5))‘2 ’ (iAezA¢(x))V¢($)> = @)

Portanto, LV (e?(®)) = ¢*%(*)_ Usando o fato (L(f), g) = (f, L*(g)) podemos escrever

I0) = [ eMpa)de = [ LN p(@)de = [ e (L)Y () da.

n n
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Vamos mostrar (4.2) por indugdo sobre /N. Quando N = 1, temos

N =] L(e*@)y(a)de| =

/ eiA¢($)L*( ))dx

-3 / (ap)dr.  (4.3)

Precisamos mostrar que o suporte de V - (at)) é compacto, para garantir que a integral (4.3) é

finita. Notando que
() :Zﬁx] Yal) :waa3+a] V)
]:1 :

¢ suficiente verificar que v, tem suporte compacto. Mais precisamente, vamos mostrar que
supp(tz;) € supp(+). De fato, lembrando que supp(v) é fechado, dado x € (supp(v)))° existe
h = (0, ..., h;,....0) tal que = + h € (supp(?))¢ quando h; — 0. Portanto,

ou seja, = ¢ supp(¢,, ). Portanto,
(V)] < ox .
Por inducgdo sobre /V, suponha que
=/ LN(e”¢<f>)¢(x)dx’ <OAN quando N=1,..k—1,  (44)
Rn

para todo ¢ € C>°(R"). Precisamos mostrar que |/(\)| < cxA~*. Note que

V)] =

L P (w)dr| =

4 k—1( ixé(2)\O .
B RnL (e )V - (ay)dx|.

Vimos que supp(V - (a))) C supp(1)), entdo pela hipétese de indugdo,

1 , 1
U LY (@)Y - (arp)da| < Xckx“f*l) = A7,
portanto a estimativa (4.2) € vélida para todo N € N. O

4.1.2 Meétodo da fase estacionaria

Vimos que a integral em (4.1) tem um decaimento rdpido, quando V¢(x) # 0 para todo
x € 1). Nesta secao, nosso objetivo é estudar o decaimento de (4.1), quando V¢ se anula em
algum ponto do suporte de 1), isto é, quando ¢ tem um ponto critico zo € supp(¢). Este este

caso é conhecido como o método da fase estaciondria.

Lema 16. Seja B uma bolaem R" centrada em x, com raio € > (. Assuma que ‘ I5 ei’\‘ﬁ(x)w(:c)d:c‘ =
O(|A|"2), quando A — +oo0. Entio

n

-4

[ e @u(@)dz| = O(x

para quaisquer ¢ € C°(R") e ¢ € C°(R").
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Demonstragdo. Dado © € supp(v), segue que supp(¢)) C U, B:(z) e a compacidade do
suporte de ¢ garante a existéncia de uma subcolegdo { B, }}_, tal que supp(1)) C Uj-vzl B.,. Seja
{1, }jvzl uma particao da unidade subordinada a cobertura Uj-vzl B., tal que supp(v;) C B, e
YN, ¥;(x) = 1. Portanto

I0) = / My () = /

n

N N
P (z ¢<x>wj<x>) dr =3 [ 0, (@)
=1 j=1"R"
e Y; € C°(R™), pois é o produto de fungdes de classe C2° e supp(1y);) C B.,. Assim, pela
hipétese, obtemos | (\)| < (Z;V:l cj) A"Z, como querfamos. O

Teorema 28. Sejam ¢, ¢ € C°(R") e assuma que v tem suporte compacto. Suponha que
Vo(xy) = 0, para algum xy € supp(¢)) e que det Hess,, # 0 sobre o suporte de 1. Entdo, existe

uma constante C' > 0 tal que

< C N2, 4.5)

/n @ () dx

para todo A > 0 suficientemente grande tal que

C< Y |00t2el|00 .

1<[a]<n

Demonstragcdo. Pelo Lema 16 € suficiente provar (4.5) quando o suporte de 1 estd contido em

uma bola B, ¢ > 0. Usando o Teorema de Fubini e relembrando que \z|2 = 2Z, temos que

IO = [ el (a)dady = [ [ eNoet0-so (o u)dedu = [ Jy(w)d,

n

onde fizemos a mudanga de varidvel y — z + u com z fixado, ¥(z,u) = () (z + u) é uma

funcdo C'2° e denotamos
Ja(u) = /n et =0@y (2 u)dz.
Inicialmente, queremos mostrar que
[ Ia(w)] < enAul™, (4.6)
para todo N > 0. Notando que
Bl = | [ L )b, w)da

_ / NG (au) — ()] Liv‘ll(x,u)dx’

<
R”

o adjunto formal de L(¥) = - (a - V¥) é dado por

LN (x, u)’ dx,

L.(V) = —;\V (a¥),
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1
cees

para cada u fixado, com a = (a', = % Portanto,

a™) definido por a = Vo ($(at+u)—d(x ))‘

Ve (d(z+u)—¢(x))[?
precisamos mostrar que existe uma contante Cj, > 0 tal que

0% a| < Cilu|™"  paratodo k€ N. 4.7)

De fato,

, 1sto €, existe constantes c1, co > 0 tais que
crlu] < 10| < colul. (4.8)
A desigualdade |b| < co|u| é consequéncia da desigualdade do valor médio k-vezes,

|8§jb| < clu|, paratodo k € N. 4.9)

Para mostrar a desigualdade , considere o campo gradiente f = V,¢. Pela definicdo

de derivadas, podemos escrever
f(z+u) = f(z) = Df(x) - u+ of|u]),
onde o(|u|) — 0, quando |u| — 0. Note que D f(z) = Hess,(x), podemos reescrever
b= V,p(x +u) — V,o(r) = Hessy(z) - u+ o(|ul).

Visto que Hess, () € invertivel em algum ponto = do suporte de 1), entdo existe uma constante
c1 > 0 tal que
|b| > |Hessg(x) - u| > c1lul.

Usando as desigualdades (4.8) e (4.9), vamos mostrar a desigualdade (4.7) por indugdo em k.

Quando k = 0 e k = 1, claro que |a| < |u|~! e temos

b
Or (w>| -

Usando as desigualdades (4.8) e (4.9), obtemos

Oub{(b, ) = 2(D2,b,b)b| _ D bIIBI + 212,bl B> _ 3[0,)
|]* - |]* R

|00 =

|0,,a] < C ’ax
[3 ’u

Agora suponha que |07 a| < Cjlu|™!, para j = 1,....;k — 1. Usando a férmula de Leibniz,

< Clul™.

obtemos
k k
a’;_b:a’f Z()bba)ka)_ak Z() (k])
=0 Jj=1
ou seja,
|05 al[b]* = |0, b-Z(.)(b,bwa(‘f-ﬂ < 10,,b] + Z( ) (b, D) Da*=I|  (4.10)
=1 \J J=1




96 Capitulo 4. Decaimento de medidas restritas a superficies

Sabemos que a j-ésima derivada de (b, b) é dada por

o = 3 (1ozom

ji+ia=j <Jl
entdo usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a desigualdade (4.9), obtemos a desigualdade
[(b,b)P)| < Cj|ul®. Mas usando a hipétese indutiva, as derivadas a'*~7) sdo limitadas por
cx—j|lul™, quando (k — j) = 0,1,--- , k — 1. Portanto, cada cada parcela do somatério (4.10) é

limitada por C;|u/|. Esta limitagdo em conjunto com a equivaléncia (4.8) implica que

Agora que mostramos a limitacao das derivadas parciais de a, estamos em condicdes de
mostrar (4.6). Quando N = 1, por (4.7) obtemos

| ()| _/ Lo (2, u)|dz = A~ / (a®)|d
=\ / Zam \I/a
<xt [ Z<|\Ifmair + [a}, W])da

< Cl\)\u‘fl/ Z N\
i=1

Como o suporte de W, (-, u) esta contido no suporte de W(-, u) para cada u fixado e o suporte de

+|0|)d 4.11)

U (z,u) = (x)(x + u) é compacto, segue que a integral (4.11) é finita. Para provar que
/ LYW (2, u)|dx < el ™Y
R

para todo N > 1, basta usar inducdo em /N similar ao que fizemos na prova da desigualdade

(4.4). Agora, note que
TN < [ 1 5h@)|du < ex / | Ndu = exA" / D[Ny = ey A" / o] "N dv,
R Rn R Rn

onde usamos o Teorema 18 de mudanga de varidvel 7" : v — Au na tltima igualdade. Usando o

Teorema de coordenadas polares 20 tem-se
T < exo(8" A [~ tar
0
= CNWp_1 A" </ +/ > r= Nl (4.12)
0 5
-n " -1
= CNWp_1A < +¢€ > , €>0,
n
onde tomamos N = 0 na primeira integral e N = n + 1 na segunda integral em (4.12). Portanto,
IT(N))? < / | (u)|du < eywa_ A,
R?’L

como desejamos. [
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O préximo resultado é uma re-leitura do teorema anterior quando V¢(zg) = 0 para

algum zy € supp(7)), isto é, quando ¢ tem um ponto critico no suporte de ).

Definicao 15. Seja xy um ponto critico da funcdo f. Dizemos que x; € um ponto critico
degenerado, se a matriz Hessiana Hess(z() ndo tem posto maximo. Caso contrdrio, dizemos

que xo € um ponto critico ndo-degenerado de f.

Corolario 11. Suponha que zy € supp(7)) € um ponto critico ndo-degenerado de ¢. Entao existe

uma constante C' > 0, uniforme sobre A, tal que

II(\)| < C'|\|"2, para A — oc. (4.13)

Demonstragdo. Por hipétese det Hess,(z9) # 0 para algum x, € supp(z)), entdo obtemos o
desejado pelo Teorema 28. 0

Seja A uma matriz quadrada de ordem n tal que det A = 0, entdo posto A < n. Além

disso, podemos extrair uma submatriz de A de ordem m < n, digamos A,, tal que det A,, # 0.

Corolario 12. Sejam ¢ € C*(R") e ¢p € C°(R™). Suponha que zy € supp(z) é um ponto

critico degenerado de ¢. Entao
TN <Az para A — oo, (4.14)

onde ¢ = posto Hess,(zg) < n.

Demonstragdo. Como o posto Hess,(xg) = ¢ < n, podemos extrair uma sub-matriz A(z) de
ordem ¢ da matriz Hess, () tal que det A(xg) # 0. Relembrando que Hess, () é uma matriz

simétrica, pelo Teorema espectral existe uma base espectral no ponto xg tal que

A 0

Hessy(z0) = 0 B

Y

onde A = (0;;\i(wo))s ;1 € B = (d;;Ai(20))}j—¢41- Notando que posto de Hessy () € igual ao
nimero de seus autovalores \;(zq) # 0 da matriz A(z) e usando que o determinante det é uma
aplicagdo continua, existe ¢ > 0 tal que det A(x) # 0, para todo = € B. = B(xy, ¢).

Pelo Lema 16 é suficiente supor que o suporte de ¢ esta contido em B.. Fazendo
r = (2/,2") € R x R"*, considere B. a projegdo de B, sobre R’ e B. a projecio sobre R"~*,

Logo, pelo Teorema de Fubini, podemos escrever

/ / 6M¢($/’z”)1/}<l’/,I”)dlL’/dI” S/
Rn—¢ JR! B!

pois B. C B. x B_. Fixando 2" € R"* segue que Hess, (2, -) = A(x) paratodo z € B., entio

[TV =

/, ei>‘¢($,’$”)’(ﬂ(xl,xﬂ)dlj d[L‘”, (415)
B

€

pelo Teorema 28 existe C' > 0 uniforme em z” e A > 0 tal que

B

g

< C’)\_g, para A — oo. (4.16)

Substituindo (4.16) em (4.15), obtemos o resultado desejado. [
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4.2 Transformada de Fourier de medidas sobre super-
ficies
Nesta se¢do queremos obter decaimentos similares aos obtidos da Secdo 4.1 dedicada ao
estudo de integrais oscilatdrias do primeiro tipo. Seja dp uma medida em R™ tal que o suporte

supp(u) :=={p € M : p € V aberto de M onde u(V') > 0}.

estd contido em uma superficie regular A/. Denote por ¢ o nimero de curvaturas principais k;(p)
ndo-nulas de M em cada ponto p € supp(y). Usando o método da fase estaciondria queremos

mostrar o decaimento
—~ e
[du()] < ClgI7z, 5] > 1.

Aqui C/l,l\t(f ) denota a transformada de Fourier de medidas p« com suporte supp(p) C M,
au(©) = [ e Edp(a).
M

Quando M é a esfera unitdria S ! sabemos que £ = n— 1 (veja Exemplo 16), consequentemente
obtemos a estimativa

-~ _n-1

do ()] < ClE[~ =, [¢]> 1, (4.17)

a medida do denota a medida de superficie sobre a esfera S" .

Na proxima se¢@o, vamos mostrar de duas formas como podemos obter este decaimento

sem usar o método da fase estaciondria.

4.2.1 Decaimento de do sobre esfera unitdria
4.2.1.1 Técnica usando fungbes de Bessel

Nesta secdo, iremos obter o decaimento de do usando o comportamento assintético da
funcdo de Bessel. Este método nao € geométrico no seguinte sentido: ndo usaremos nenhuma
propriedade geométrica da esfera unitdria para obter o decaimento (4.17). Mesmo assim, €
possivel obter tal decaimento sem entender a real natureza geométrica da esfera para obter este
resultado. Esta parte do texto foi baseada na referéncia (GRAFAKOS, 2014).

A funcdo de Bessel J, de ordem complexa v € definida por

(5)

ds

J, (1) = —/ ets(1— 222 418
®) F(v+3)T(35) /1 ( ) V1— 2 (+-18)
onde Re(v) > —% et > 0.Sev € Z", entdo a fungdo de Bessel é definida por
J (t) — i /2Tr ei(tsenefue)de (4 19)
v 27 Jo ' '

A proposicdo a seguir relaciona do com a funcdo de Bessel J,,.
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Proposicio 20. Seja do uma medida de superficie sobre a esfera S*~!. Entdo

2T

do(€) = ——— Ju (27|€]).
o(§) e —2 (27[¢])

Demonstragcdo. Usando o Corolario 8 e a defini¢do (4.18), temos

do(€) = /SH e 8 do(0) = I%Ern_i) /_11 e 2miléls (1 _ Sz)ngldisg
2 V/
25 T 1 DT
- 2 JL*Q 2
2T
= ——=Jn2(27¢]).
o

]

Note que se f ¢ uma fung@o radial, entdo f|g.—1 € uma fun¢@o constante. Desta forma,
uma pergunta natural a se fazer é se podemos relacionar a transformada de Fourier de fun¢des
radiais com os resultados obtidos para integral sobre a esfera S*~! e, portanto, com a funcio de

Bessel. Esta questdo € o conteddo da proxima Proposi¢do.

Proposicao 21. Seja f(z) = g(|x|) uma fungdo radial definida sobre o R", onde ¢ é uma fungao
definida sobre [0, co). Entdo

~ 2T

fg = n—2
© €1

Demonstragcdo. Usando o Teorema de coordenadas polares 20, temos

€)= / fz)e 2™ dy = /0 N /S g(r)e e dgdr = /O " g(r)do(re)rdr

e, pela Proposi¢ao 20, obtemos o desejado. [

/O°° 9(r) Juzz (27 |E])r 3 dr.

Antes de obtermos o principal resultado desta subse¢do, vamos relembrar do comporta-

mento assimptotico da fungdo de Bessel J, (r) para r — oo e Re(r) > —3. Temos a seguinte

Jy(r) = \/Zcos <7" — %V - Z) + R, (r), (4.20)

identidade para r > 0:

onde R, (r) dado por

R,(r) = —6’("—7—2)/ e R(1 4 By )=
(r) Verl(v+ 1) 0 (1+3) ] t
_1_—6—@(’“—7—2)/ e — Ry 1=
Verl(v + 1) 0 1=3) ] t

satisfaz o decaimento

sempre que r > 1 e Re(v) > —

D=
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Proposicio 22. Seja do uma medida de superficie sobre a esfera S*~!. Entdo

n—1

2).

|do(§)] = O(lg]
Demonstragdo. Usando a Proposicdo 20 e a identidade (4.20) obtemos

do(€)] = 27|¢| " [ Juza (27(¢))|
< 2mg| 77 (V2(mlE)) 7% + Cuzlg]
< 2mg| 7% (V2(mlE]) 7% + Cuczlg]

n—1

SIET

3
2

)
)

D=

como desejamos. [

4.2.1.2 Técnica usando parametrizagdo da esfera

Nesta secdo utilizaremos conhecimentos geométricos especificos da esfera para obter o
mesmo decaimento obtido na Proposicao 22. Veremos que este tipo de resultado a abordagem
€ mais dificil se tratdssemos de superficies M mais gerais que a esfera unitaria. O professor
Thomas Wolff faz uma conta semelhante no capitulo 6 de (WOLFF, 2003) que foi a principal

referéncia usada nesta secao.

Proposicio 23. Seja do uma medida sobre S"~! induzida de uma primeira forma fundamental
do R™. Entdo

—~ _n-1

|do(&)] = O(l¢] =), (4.21)

Demonstragcdo. Dado £ € R", rotacione de forma que tenhamos este ponto paralelo ao n—ésimo
eixo do R", isto €, de forma que & fique na forma Ae,,. Coloquemos agora coordenadas locais na
esfera. Considere a primeira coordenada local dada por
o' B(0,1/2) — S"1
' (xla 1 - HCL’/||2),

e a segunda coordenada local dada por

o®:B(0,1/2) — S"*
o (= 1= []2),

onde B(0, %) C R" ! Escolha as outras coordenadas locais o' tais que na coordenada i
substituimos por +4/1 — ||2’||2. Note que a unido das imagens de todas as coordenadas locais de
S"~! em cada p forma uma cobertura aberta para a esfera, a qual denotaremos por V. O Lema 11

garante a existéncia de uma parti¢do da unidade {¢;} subordinada a V. Logo

do(e,) = /Sn_l e 2NN T g — /Sn_1 e AN " ido.
J
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A compacidade da esfera garante que podemos extrair uma cobertura finita de V. Desta forma,
usando a linearidade da integral, podemos reescrever a transformada de Fourier da medida do

sobre a esfera por

N
do(Xen) =S / e 2miNen Ty, 4.22)
j=178""

Defina ¢ : R® — R por ¢(z) = e, - z. E facil ver que V¢ = e, e, portanto, o gradiente de ¢
¢ normal a esfera apenas nos pontos +e,,. Considere a fungéo p(x) = /1 — ||x||? e note que,

localmente, S"~! é o gréfico de p. Além disso 86—'“ = — == parat = 1,....,n — 1. Desta
’ @i 12l Y
forma,
1
Vp = —72(%, iy Tp_1)
V1=l
e

R
= o = 1= [P

Agora, usando a Proposicao 10, podemos reescrever (4.22) como

%(Aen):/ 1 o—2miAy/1- o] () de
BoD Y= Tl

N riny/T-ap_ Y2(&) (4.23)

pO.p Ve

L+ || Vol =1+

N
+3 / e~ MA@ o (p)dx = T, 4 I + I3
k=3 7K"

Na terceira parcela da soma, obtemos uma estimativa via método da fase nao-estaciondria, visto
que podemos escolher um aberto do R"! tal que o gradiente de ¢, ndo se anula, pois S *
¢ uma hiperficie. A funcao fase da primeira e na segunda parcela soma da direita em (4.23)
sdo, respectivamente, dadas por —2p(z) € 2p(x). Como as curvaturas principais de S"! sdo

constantes e igual a k;(p) = 1, pelo Teorema 8 temos que det Hess,(x) # 0 em todos os pontos
Vi (z)
1—||z(|?

e I, e aplicar a Proposic@o 19 para a integral 3, pois V¢, # 0 para todo = € supp(x), ou seja,

do supp(¥), onde ¥, = . Portanto, podemos aplicar o Teorema 28 paras as integrais [,

temos a estimativa v
do(Aen)] S INF + AT+ 30N
k=3
para qualquer L € N. Escolhendo L = ”T_l,
|do(Ney)| < C|A|_%, sempre que A — oQ.

Portanto, para qualquer £ € R", obtemos a estimativa

do(€)| < Cle]"2,  com |¢] — cc.
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4.2.2 Decaimento de d;. sobre superficies

Suponha que M € uma superficie regular com ¢ curvaturas principais ndo-nulas em cada

ponto p. Nosso objetivo € obter o decaimento
-~ _t
|du(©)] < Cl¢[™2, &l >1 (4.24)

usando o método da fase estaciondria. Este resultado é devido a Walter Littman em seu artigo
(LITTMAN, 1963).

Lema 17. Seja ¢ € C*°(R™ — R) e M é uma superficie regular.

(i) Seja {U, a} uma coordenada local de M no ponto p. Entdo ¢ o o tem um ponto critico em
q = a~*(p) se, e somente se V¢ (p) € ortogonal a T, M.

(i) Seja do uma medida superficial sobre M, entdo do é invariante por transformacoes

ortogonais.

Demonstragdo. Prova (i): Usando a regra da cadeia, D(¢ o a)(q) = 37—} gj (p)2a 50 (q), para

i=1,...,n—1. Como {gj (q)}ii1 ..., ¢ uma base de T, M, entdo ¢ € um ponto critico de

¢ o a se, e somente se Vo(p) - X, = 0, onde X, = >; Cj%(Q)-

Prova (ii): Combinando o Corolério 4 e a Proposicdo 16, entdo a transformada de Fourier de do

€ invariante por transformacdes ortogonais. L

Lema 18. Seja M uma superficie compacta e dp = 1»do uma medida superficial com densidade
P € C2(M). Se | [upp(w) e*Q“i‘”'g@/J(x)da‘ < C¢|~2 para |¢] > 1, entdo

dp(€)] < Cl¢| 2, paralé] > 1.

Demonstragao. Seja M C U,y V, uma cobertura aberta de M. Como M € compacta, entio
existe uma subcobertura finita {V;}, tal que M C U; V;. Usando o Lema 11, seja {1);}, uma
parti¢cdo da unidade subordinada a cobertura {V;}7,, isto &, ¢; € C°(M), supp(v;) C Vj e
Zj-v:l 1;(p) = 1. Portanto, podemos escrever
d[L 5 _ / e—27rwc~§dlu _ / e—27rza:- '@Z) x)do
© M ]; supp(¥;) i)

e, claramente, obtemos o resultado desejado. ]

Observacao 5. Dado p € M, a Proposicao 9 nos permite localmente escolher uma vizinhanga

V,, de M contendo p tal que

Vo ={(&, ¢p(a")) : 2" € U} (4.25)
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onde ¢, € C*(U) sobre um aberto U de R"*. Portanto, M C U,cy V), € a prova do Lema 18

em conjunto com a Proposi¢do 10 nos permite escrever

N
do(§) =3 / o) 2@ €405 (@) (1) di (4.26)

j=1

onde & = (¢£,&,) e P;(a') = w(x’,@(:c’))\/m. Note que ¢; € C® e ¢; € C*,
portanto ; € C*(U).

Podemos obter uma estimativa semelhante a (4.17). Precisamos relembrar que localmente
M é o grifico de uma fungio ¢ € C*. Portanto, dado p € M existe uma vizinhanca de p tal que
a matriz Hessy hessiana de ¢ € igual a matriz da aplicacdo de Weingarten, ou seja, as curvaturas

principais da superficie M no ponto p sdo auto-valores da matriz Hess,, hessiana de ¢.

Teorema 29. Seja M uma superficie regular compacta e suponha que curvatura Gaussiana

K(p) # 0, para todo p € M. Se du é uma medida cujo suporte esta contido em M, entdo

|du(€)| < Cl¢|~*7, quando [¢] > 1. (4.27)

Demonstragdo. Pelo Lema 18 e a Observagdo 5, sem perda de generalidade, podemos supor que
dy é uma medida de superficie com densidade ¢» € C°(M ). Entdo, podemos escrever
@L(g) — / 1 67271'7:(33/{/+¢(x/)£n)&(I‘/)dm/
R7—
— e*Qﬂi(m/.6/+¢(z/)£n)@(x/)dm/ + / 67271'2'(33/_5/4,(1)(33/)5”)&(xl)dx/
|€n|=01¢| |€nl<dlg’]

para algum & > 0 adequado, onde denotamos (') = (', ¢(z'))1/1 + |V @|2. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que &,, > 0 caso contrario tomamos o conjugado da integral acima.

Na regido §,, > J|¢’| escreva

/ 2 € H0EE) (1) d! — / 2@ T (Vo

En201¢’| En20[¢’|

onde tomamos A\ = 27§, e (z') = —o(2') — % Como Hessg(2') = — Hessy(2'), entdo
det Hessg (2") = (—1)" det Hessy(2') = (—1)"K(2") # 0, pois a Proposi¢ao 8 garante que o

det Hess, (') € igual a curvatura Gaussiana de M/ no ponto 2’ € supp(7). Além disso, sobre o

suporte de ¢ a funcdo ® tem derivadas limitadas

/
1
Vo) < Vo) + 151 < V()] + 5,
uma vez que temos % < %. Portanto, usando o Teorema 28, obtemos

[ | = 0 = Ol ) = 0(el ), @28)
En>0|¢'|
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pois [¢] < |&] + €] < % + & = (1 + 1)|&]. Jana regido |€,] < 6]¢'| escreva

/ 6—2ﬂi(1"-§/+¢($l)fn)QZ)([L‘/)dl’/ = / eiA(b(m,)qZ(x/)dm/’
€n|<]€’|

|&nl<dl¢’]
onde A = 27|¢'| e D(2') = —qﬁ(m’)é—i" - |£, . Queremos mostrar que |V, ®(z')| > 0 sobre o
suporte de 15 De fato, note que
Vo) 2 1= 5 [Tpla)l| > 3
' \5’! 2
pois
G R G 1
2 =1 e |Vulol@) Vod(z')| < 6|V =
(' )| = 67 ot < A0t <
quando ¢ € suficientemente pequeno. Portanto, pela Proposicdo 19 obtemos
Jo g €D el | = ON) = O = 0l ), 429)

uma vez que nesta regido, temos |[£| < [¢'] + [&,| < (1 + 6)[¢’|. Escolhendo N > "1, obtemos

(4.277) e concluimos a prova do teorema. L]

Teorema 30 (Teorema de Littman (LITTMAN, 1963)). Seja M uma superficie regular compacta
munida de uma segunda forma fundamental ndo-negativa e com ¢ > 1 curvaturas principais

ndo-nulas. Seja dp uma medida finita suportada em A/. Entdo

du()] < Clez,  [¢] > 1.

Demonstragdo. A prova € a mesma do Teorema 29, porém precisamos usar o decaimento do
Corolério 12. 0

Observacao 6. Cabe fazermos duas observacgdes sobre o resultado obtido no Teorema 30.

(i) O fato de M possuir uma segunda forma fundamental ndo-negativa € crucial para garantir

que as ¢ curvaturas principais ndo-nulas tenham sinais fixos.

(i1) Se substituirmos a hipétese de compacidade por localmente finita o teorema continua

valido. Isto se deve ao fato da série que aparece na prova ser, na verdade, uma soma finita.

O decaimento de do para a esfera € sharp, pois quando A € suficientemente grande
temos somente oscilacdes. Nao exibiremos a prova deste resultado, para uma demonstracao veja
(WOLFF, 2003, pag. 43).

Corolario 13. Para )\ suficientemente grande, temos

do(Ney) = 2|A7"T cos(2m(A — (n — 1)/8)) + O(A™"T).
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CAPITULO

RESTRICAO DE FOURIER SOBRE
SUPERFICIES

Neste capitulo iremos estudar o problema da restricio de Fourier sobre superficies
de codimensdo 1. Grosseiramente, este problema consiste em determinar quando € possivel
restringir a transformada de Fourier de uma fun¢@o a um subconjunto imerso no R” tendo medida
nula. Neste capitulo, vamos nos concentrar naqueles subconjuntos de R™ que sdo superficies
M com curvatura Gaussiana K;(p) > 0. Este capitulo é baseado nas referéncias, Muscalu-
Schlag (MUSCALU; SCHLAG, 2013, Cap.11), Thomas Wolff (WOLFF, 2003), Stein-Shakarshi
(STEIN; SHAKARCHI, 2011), Stein (STEIN, 1993, Cap.8) e nos artigos(STRICHARTZ, 1977,
BRANDOLINI; IOSEVICH; TRAVAGLINI, 2003).

5.1 Nocao da restricao de Fourier em subconjuntos

Suponha f € L'(R"), usando o Teorema de Riemann-Lebesgue temos que f ¢ continua
em &, limitada e decai a zero no infinito. Em particular, podemos pontualmente restringir a
transformada de Fourier R(f) = f |ar @ qualquer subconjunto M C R™. Como podemos notar
a restri¢do R(f) continua sendo uma fung¢fo limitada e continua. No entanto, se f € L*(R")
entdo a identidade de Plancherel no méaximo garante que f € L*(R") e a restrigdo de Fourier
pode ser definida nos pontos de Lebesgue usando o Teorema da diferenciacdo de Lebesgue 15,

conforme a formula

(RF)(E) = lim ———

r=0m(B,(§) N M) /Br(f)ﬁjw fly)dm(y), &-q.tp em M (5.1

~

se a medida de Lebesgue sobre M for positiva. Note que a defini¢do (5.1) coincide com f () pon-
tualmente em M, se f € L'(R"™). De fato, pelo Teorema de Riemann-Lebesgue e a Proposigio 2

temos que

(RF)(E) = f(&) = /n e~ 2 f(1)dx paratodo & € M. (5.2)
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Interpolando as desigualdades | f|| 2en) < | fll2@ny e || 7l Loo(rn) < , pelo Teorema
de Riesz-Thorin concluimos que f € LP(R"), 1 < p < 2. Novamente, a restricdo de Fourier
pode ser definida por (5.1), se a medida de Lebesgue m(B,. N M) > 0.

Pergunta 2. Suponha que M tem medida nula e seja f € LP(R"), 1 < p < 2. A restri¢do de
Fourier R(f) é sempre bem definida?

Veremos no exemplo a seguir que R(f) ndo existe em geral, mesmo se f for uma funcéo

continua.

Exemplo 21 (Restrigao sobre hiperplanos). Considere o hiperplano £ = {(2/,z,) € R" : z, =

0} de R" e note que F tem medida de Lebesgue n-dimensional nula.

A
z

=

E

Figura 7 — Hiperplano em R3.

Seja K C E um conjunto compacto. Pelo Teorema 10, sobre a existéncia de fung¢des de
corte, seja 1) € C'2° tal que supp(v)) C E,0 < ¢(2’) < 1e(z') = 1 numa vizinhaca de K, e

defina a fun¢do

J(x) = ﬂmz;)n'

Note que f estd bem definida, uma vez que o suporte de ) ndo intersecta o hiperplano {z €

R™ : z, = —1} e, além disso, f € LP(R™). De fato, usando o Teorema de Fubini para separar

as integrais, temos

dz,

/Rn |f (@)[Pdx = /K [ ()["da’ /supp(f) A tap =

para todo p > 1. Seja £ # 0 e note que

® orignz, dTn

fler= [, e ot [ I+,

~ 00 ) 1
— / —2mi€nTn d

= (¢)ime*™  sgn(&,),
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veja o Exemplo 24 no Apéndice A. No entanto, a restricdo Rg(f) ao hiperplano £ nao é bem
definida, pois

—~ S n
(REL0) =€) [ I 4o

Por outro lado, usando a desigualdade de Hausdorff-Young segue que f e LV (R™)
quando ]1? + 1% = 1. Assim, a restri¢ao f |ar pode ser definida via a equag@o (5.1) para todo
conjunto M com medida positiva. Resta uma questdo em aberto para conjuntos M com medida
nula e que ndo sejam subconjuntos de hiperplanos do R™ ou contenha hiperplanos. Isto nos leva

ao seguinte problema de restri¢ao de Fourier:

Pergunta 3. Seja &/ um hiperplano de R" e M C E um subconjunto qualquer de medida nula.
A transformada de Fourier de f € L?(R"), 1 < p < 2, tem restricao “bem definida” em M ?

i 3 -
,r;.r:rm.rf? "“\‘E{ﬁ\

et FEER Ty, fr; I
UGN

Figura 8 — Superficie em R? nio contida inteiramente num hiperplano.

Em outras palavras, se f € LP(R") e 1 < p < 2 entdo usando a desigualdade de
Hausdorff-Young temos que fer” (R™). A transformada de Fourier ftem alguma regularidade
em L?(M) quando restrita a uma superficie M tal que M ¢ E?

Nesta dissertacdo concentraremos nosso estudo em problema da restricio em subcon-
juntos do R™ que sejam superficies quadréticas ou superficies compactas em dimensdes mais
altas n > 3. Em particular, estamos interessados em estudar o problema da restricao de Fourier
em superficies modeladas por paraboloides P"~! = {(2/,z,) € R" : z, = Q'(2')}, cones
Cone™ ! ={z € R" : Q(z) =0}eesferaS" ! = {z € R* : Q(x) = 1} descritas na Se¢do
5.6.

Seja M uma superficie regular e seja du uma medida intrinseca a M ou extrinseca
(pull-back da distribui¢do de Dirac restrita a hiperficie ¥y C M). Dada uma funcdo f € L?(R"),

estamos interessados em provar estimativas para restricdo de Fourier da forma

IR fllaarawy S N fllzr@ny, (5.3)
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paratodo f € S(R") e 1 < ¢ < oo. Via o Coroldrio 10 podemos estender a estimativa da
restricdo de Fourier para f € LP, quando 1 < p < oo. Usaremos a notagdo R s (p — ¢) quando a
estimativa (5.3) for verdadeira para todo f € S. O operador adjunto R* : L9 (M, du) — L* (R")

(ou operador de extensao para R™) do operador restri¢ao de Fourier R ), € definido por

(R*))(w) = [ =€ f(©)dn(¢) = Fdu(~a)

tal que

(R = [ R(Eg(E)do @R (g)de = (f, R (g))z

M

Na Se¢do 5.3 mostraremos que a estimativa R s (p — ¢) é equivalente a estimativa R}, (¢ — p/),
isto €,

lgdpll o ey S 119l ot (01,00 (54

5.2 A conjectura da restricao

Queremos encontrar condi¢des necessdrias para que R3,(¢ — p’) seja verdadeira.
Definindo a fungio constante g(x) = 1, segue que (du) € L” (R™) é uma condigio necesséria.
Se M € uma superficie regular cuja a curvatura Gaussiana ¢ ndo nula, entdo a transformada de
Fourier du(—x) tem o decaimento |(d )( )| < |z|="%", veja o Teorema 29. Consequentemente
a condi¢do p’ > 2n/(n — 1) é necessdria ou equivalentemente p < 2n/(n + 1). Caso a superficie
M tenha ¢ € {1,2,--- ,n — 1} curvaturas principais ndo-nulas ou k = (n — 1) — ¢ curvaturas
principais nulas, pelo Teorema 30 obtemos o decaimento ](duj(az)] < |z para |z| > 1.

Removendo as direcdes principais de M que tém curvatura principal nula, basta garantir que

/R [(dp) (@) dz < /1 P < oo (5.5)

(”1) . Em particular, quando M = Cone™ ! é um cone ou quando M = IP’”*1

(n 1)

se, e somente p’ >
€ um paraboloide contldos em R", respectivamente, as condigdes p’ > ep > =% sdo

necessarias. Na Secdo 5.7, dedicada a exemplos de Knapp, mostramos que a condlgao

n—l—lén—l
4 q

(5.6)

€ necessaria, se M for uma esfera unitdria ou qualquer superficie com curvatura Gaussiana
nao-nula. E natural nos perguntarmos se estas condi¢des sdo suficientes. Conteido da seguinte

conjectura

Conjectura 2 (Conjectura da restri¢do para S"~! e P~ 1), Sejan > 2. As restri¢des de Fourier

Rsn-1(p — q) € Rpa—1(p — q) sdo verdadeiras se e somente se

n—1, e e 2n
n+1” P=n—T

1<qg< (5.7)
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A drea (“range”) esperada para o problema da restricdo de Fourier na esfera e no
paraboloide € descrita na Figura 9, usando o sistema de coordenadas (1/p,1/q). Esta area é

limitada por um trapézio com vértices

Alz(@ "*U), Azz(”“) 1), As=(1,1) e Q»=(1,0)

2n 7 2n

menos o segmento de reta [A;, As].

n+1

2n \ Aq

s

Q3

Tl

S S

n—f—l/n‘lg Qs

2n —
2(n+1)

Figura 9 — A drea do trapézio T4, 4,450, \[A1, A2] para conjectura da restricio de Fourier em S"~! e
P"~1. A regido limitada pelo tridngulo Ag,g,0, corresponde ao Teorema de Tomas-Stein e
Strichartz para S*~! e P"~!, n = 3.

E possivel obter uma figura similar a Figura 9 para superficies com ¢ curvaturas principais
nao nulas. Neste caso, a drea esperada para o problema de restricao € limitada por um trapézio

com vértices

_ {42 {+2 _ 0+2 _ —
Al - (Q(Z‘rl)’ 2(2;1)) ’ A2 - (2(2_7_1)7 1) ) A3 - (17 1) € QQ - (170)

menos o segmento de reta [A;, As|, descrita na Figura 10.

Naturalmente, é possivel enunciar a conjectura da restri¢do para superficies M com ¢
curvaturas principais ndo-nulas em um ponto p € M. Note que estas superficies ndo incluem,
por exemplo, paraboloides hiperbdlicos, onde o problema da restricdo é bem mais delicado de
ser tratado (BUSCHENHENKE; MiilLLER; VARGAS, 2020).
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[+2
2(0+1)

Q3

1
Q2 P

[+2 //// \ [+4

Figura 10 — A drea do trapézio T4, 4, 4,0, \[A1, A2] para conjectura da restri¢do de Fourier em superficies
M com ¢ # 0 curvaturas principais ndo-nulas. A regido limitada pelo tridngulo Ag, g,q, cor-
responde ao Teorema de Tomas-Stein-Littman 31 para superficies compactas, onde tomamos
n = 3 e £ = 1. <https://www.geogebra.org/classic/tdghue3p>

A Conjectura 2 tem uma formulagdo equivalente usando o operador adjunto R* chamado

de operador extensdo de Fourier, como veremos usando o método 777™.

Conjectura 3 (Conjectura da restricio para S"~! e P"~!). As estimativas de extensdo de Fourier
Rén-1(co—=p) e Rpni(ocop)

sdo verdadeiras se e somente se p’ > 2n/(n — 1)


https://www.geogebra.org/classic/tdqhue3p
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Esta conjectura foi provada por Zygmund (ZYGMUND, 1974) e Fefferman (FEFFER-
MAN, 1970) para n = 2, no entanto para n > 3 o problema estd em aberto. Neste capitulo
estamos interessados em provar a estimativa Rgn-1(p — 2) conhecida como Teorema de Tomas-
Stein e provar estimativas do tipo Ry (p — 2), quando M é uma superficie regular compacta
ou nao-compacta, conteudos das Secdes 5.4 e 5.5 respectivamente. Resultados similares para
Rconen—1(p — 2) € Rpn—1(p +— 2) foram provados por Strichartz (STRICHARTZ, 1977). Estes

resultados entre outros mais gerais estdo descritos na Secao 5.6.

5.3 Método 7T

Em trabalhos que se propde a apresentar o problema de restri¢do, frequentemente é
apresentado o argumento de dualidade usando o operador dual R* do operador de restri¢ao R.
Desta forma, naturalmente nos perguntamos se existe algum tipo de relacio de limitacao destes

operadores. O objetivo principal desta secao € apresentar este argumento.
Lema 19. Seja € M(R") e f,g € S(R"), entdo
[ F€5©)dn() = [ 1)@« i) (@)da.
Demonstragcdo. Usando o Teorema de Fubini, obtemos
[ F©5€)an©) = [ 1@ ([ =< 5@)du() ) dz = [ 1) Gw)ds.
Agora usando a Proposi¢do 13-(iv) e o Lema 18,
[ f@)FGudz = [ f@)F @ ndz = [ @)@« pda
como desejado. 0

Observagdes relevantes.

Observacao 7.

(i) Tomando g = h no Lema 19 e usando a Proposi¢do 13-(iv) podemos escrever
[ FOn©dn() = [ £@)hx p)a)da,
paratodo f,h € S(R").
(ii) Seja du = do uma medida tal que supp(do) C M e seja g = f no Lema 19, entdo

JNF©Pdo = [ f@)(F xdo)(@)da
= [ f@)(f rdo(=)@)de = [ f@)RR)S)(@)dr,
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pois usando o Teorema de Fubini e a mudanga de varidvel z — = — y, obtemos
(RR)()(x) = [ ( / e%“w—y)'ﬁda)f(y)dy
M

= / (/M 62”iz'5da>f(x —2)dz

= /Jc\f(—z)f(x — 2)dz = f * do(—xz). (5.8)
Portanto, pela desigualdade de Holder obtemos

T ©Fde < 1£1 IR Rfl

ou seja, basta verificar que
R*R : LP(R") — L” (R")

¢ um operador linear limitado para garantirmos que a restri¢ao de Fourier R : LP(R") —

L?(M, du) seja um operador linear limitado. Este método € conhecido por argumento 77*.

Lema 20 (Método TT™*). Seja u € M(R™) e n > 2. Entdo sdo equivalentes,
@ N fdpll e @ny < Cllfllpe )
QD) [|gllzag < Cligllzoen),

paratodo f,g € S(R™). Além disso, se ¢ = 2 entdo o item (ii) é equivalente a
(i) [|dp * gll Lo @y < C2llgll o).

Demonstragdo. Relembre que o espaco dual de LP(p) é isomorfo a L” (1), quando 1 < p < 0o
e p’ satisfaz % + z% =1, veja o Teorema 8. Portanto, usando dualidade em LQ(,u) e o Lema 19,

respectivamente, obtemos

[ o) Fu(a)da
5.9
onde o supremo € tomado sobre todas as f € S(R") tal que || f|| () = 1. Pela desigualdade de

= sup

9

sy =sup | [ HOF@au(e) =sup| [ ata)(F o)

Holder, obtemos

[ o) ute)as] < [ lo(a) ol < Lol |l o

€, portanto,

19l oy < Ngllzr@ny  sup Al Full o oy

1 =
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Desta forma, assumindo (7) obtemos (i7) para qualquer f € S(R™). Reciprocamente, usando o

Teorema da multiplicagdo 22 e a desigualdade de Holder,

1fell £t ey = S0P

| Fut€raterie| = sup

/ (fu)(€)§(£)d£‘

= sup

[ HOLEOO)] < 0 500l
(5.10)

sempre que f, g € S(R™) e o supremo é tomado sobre todas g tais que ||g||» = 1. Portanto, (i7)

implica (7).

Para a equivaléncia restante (¢ = 2), mostraremos a equivaléncia entre os itens (ii) e
(i7i). A prova que (i) = (ii7) é imediata. De fato, usando a Proposi¢@o 13-(iii), o item (i) e

finalmente o item (i), respectivamente, obtemos

g * fll gy = 1971l ey < Cllg” 229 < Cllgllioe: parag € SR™).

Reciprocamente, pela Observacgdo 7-(i), a desigualdade de Holder e o item (4i7),
[ 75" ©du(©)| = | [ £w)(g * B @da| < gl ey lglzmay < Clglhisieny 1 s
Fazendo g(z) = f(—x), obtemos

[ 13 Pau(©) < Clglgeny.

para qualquer g € S(R™). Com isso concluimos a prova do lema. [

5.4 Restricao de Fourier em superficies compactas

Nesta secdo vamos provar, parcialmente, a conjectura da Restricdo para superficies

compactas. Mais precisamente, provaremos que existe C' > 0 tal que

110l 2 aray < ClFllony, n > 2 (5.11)

2044
{442

x de uma superficie M, regular e compacta em R".

quando 1 < p < p, = onde ¢ denota o ndimero de curvaturas principais k(x) em um ponto

5.4.1 Teorema de Thomas-Stein e Littman

O objetivo desta sec¢ao € provar os Teoremas de Thomas-Stein e de Littman. Enunci-
aremos estes teoremas numa Unica sentenga pois, claramente, o Teorema de Littman implica

diretamente o Teorema de Thomas-Stein.

Teorema 31. Seja M uma superficie compacta de R", n > 2, do uma medida com suporte nesta

superficie.
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¢ (Teorema de Littman) Suponha que )M tem ¢ # 0 curvaturas principais k;(z) ndo-nulas

no ponto x € M, entdo existe uma constante C' > 0 tal que

||]?|M||L2(M,da) < O\ f |l o mny, (5.12)

n 20+4
paratodo, f € LP(R™) talque 1 < p < “—7—2'

o (Teorema de Thomas-Stein) Em particular, se M/ denota a esfera unitdria S*~! obtemos

| flsn || z2n1.doy < Ol F || o ey (5.13)

n 2n+-2
para todo f € LP(R") tal que 1 < p < 2%,

Observacao 8. Na Secdo 5.7, que contém os exemplos de Knapp, mostraremos que os expoentes

2044 __ 2n+42

Pe= "3 €Pn =" 3 sao Otimos.

Demonstragcdo. Quando p = 1, usando a compacidade de M obtemos

Il = ( f 1F@Pdute ) < WD} sup F(©)] < I
geM
Portanto, basta mostrar que existe C' > 0 tal que

1 fllz2an) < CNFI 2eea (5.14)

LTH (Rn)

De fato, usando o Teorema de Riesz-Thorin 12 concluimos que

1 fll2an) < Ol fllze@ny,

para todo 1 < p < 255 Pelo método 7T, a estimativa (5.14) ¢ equivalente

If do < C[[fllzee @y,

!
LPt(Rn) —

2044
{44

locais de M no ponto pj;, entdo {a;(U;)};e; é uma cobertura aberta de M. Seja {¢,} uma

com py = . Para provar esta desigualdade, seja {U;, a;}je; um sistema de coordenadas
parti¢do da unidade 11 subordinada a esta cobertura, isto &, 0 < ¢;(p) < 1, supp(p;) C o;(U;)

e X572, wj(p) = 1, para todo p € M. Portanto, podemos escrever

frdo=>"f*(p;do) (5.15)

i>1
Portanto a medida dy i(=7) = p; (x)do(—z) esta suportada numa vizinhanga coordenada a; (U; ).
Ora, usando a Proposi¢do 9 sabemos que «;(U;) contém um aberto «;(V') 3 p tal que o (V') é o

grifico de uma funcdo ¢ de classe C*. Desta forma, pela Proposicdo 8, os auto-valores da matriz

Hessiana Hess(¢) coincide com as curvaturas principais de A/ no ponto p = «(q). Supondo que
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em cada vizinhanca coordenada «;(U;) o nimero de curvaturas principais ndo-nulas no ponto p

¢ dado por /, pelo Teorema de Littman 30 segue que
dpy (=2, —t)| < O[5
Decompondo R” = R"! x R e tomando z = (2/,¢) € R"™! x R, podemos escrever
(fedu)@) = [ [ K5 =yt = )1y s)dyds,
onde K;(z) = cmj(—z). Defina o operador de evolugdo {U (t) },cr pela equagdo
U = [ K~y gy
para todo g € S(R"!). Entdo obtemos a seguinte estimativa dispersiva,
U=y <sup [ 156 =y Dllg0)ldy’ < Ol lgllagenr).  (Dispersio)
Agora, usando a identidade de Plancherel 27, obtemos

1UDgllzz = 155 * glliz = 1559012 < 1Kl <llgllzz@n-1) < Cllglliz@n-1y,  (Energia)

pois ; tem suporte compacto. Agora usando o Teorema de Interpolagdo de Riesz-Thorin 12

podemos interpolar as desigualdades (Dispersao) e (Energia) para obter
IO ot @1y < ClEI* gl o1y, (5.16)

com a(l) = g <p1[ - é) = 52 + ;- onde escolhemos 6 = 2/p; no Teorema de Riesz-Thorin. Note

2t > 2 e, além disso, 0 < a(f) < 1. Agora, pela a desigualdade

que 4 € (0, 1) visto que p, =
de Minkowski para integrais (2.9), a desigualdade (5.16) e o Teorema de Hardy-Littlewood-

Sobolev 16, respectivamente, obtemos

I gy = | [0 = 9105

LPe(R™)

<

| U= 9FC5) g g ds

P (R)

/

LPe(R)

< CH /_Oo ‘t — 8‘7C¥(€)“f(-’ S)HL"Z(Rn—l)ds

=C HHf HL” “Dllpeew)
= C|| f|lremny- (5.17)

Como a familia de suportes {supp(¢;)}, é localmente finita, a série em (5.15) é somente uma

soma parcial, consequentemente
— N —
15 0l gy < S sy S O g (5.18)
]:

2n+2 _ 2n42
n+3 "’ pé n—1

Quando M for uma espera basta tomar ¢ = n — 1. Desta forma, p, = e

all) =

Isto conclui a demonstragao.
n+1
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5.5 Restricao de Fourier em superficies hao-compactas

Nosso objetivo agora é estender os teoremas de restricdo da Sec¢do 5.4 para superficies
nao-compactas. De forma resumida, nossa ideia € “cortar” em pedagos compactos cada superficie
nao-compacta e aplicar os resultados obtidos da Secdo 5.4. A decomposicdo de Littlewood-Paley
serd importante para que possamos contornar a falta de compacidade das superficies e/ou as

singularidades das superficies quando houver .

A decomposicdo de Littlewood-Paley serd importante para a extensao do nosso estudo

para superficies ndo-compactas.

Lema 21. Existe ¢ € C°(R™) e 0 ¢ supp(v)) tal que
dy(@277z) =1, Vaz#O0. (5.19)

Para qualquer x # 0, no maximo dois termos desta soma ¢ diferente de zero. Além disso, ¢ pode

ser escolhida como uma fung¢do radial nao negativa.

Demonstragdo. Pelo Teorema 10, existe ¢ € C'°(R™) uma fungdo radial suportada na bola
{r € R":0 < |z| < 2} que satisfaz ¢(x) = 1, para |z] < 1e 0 < ¢ < 1. Defina ¢)(z) :=
o(z) — ¢(2x). Observe que ¥ (2z) = ¥(z) = 1 se |z| < 1/2 e também que ¢ (2z) = ¥ (z) =0
se |x| > 2. Isto implica que supp(¢)) C {x € R":1/2 < |z| < 2}, portanto supp(?) é limitado

e fechado, logo, é compacto. Para qualquer positivo k£ tem-se

k
> (2 ) = $(24a) - (2 ).
—k
Para cada x # 0, podemos escolher k suficientemente grande, tal que [27%z| < 1e |28 x| > 2.
Dai obtemos ¢(2 %) = 1 e ¢(28+12) = 0, isto nos d4 (5.19). O

No Lema 21 observe por construgdo, que o suporte de cada fungdo ¢;(z) = (x/27)
esta contido no anel {x € R™ : 2771 < |z| < 27%1}, Desta forma, dado x € R™ ndo nulo, existe
apenas finitos temos diferentes de zero na soma (5.19). A sequéncia de fun¢des {1y }rez € uma

particdo da unidade.

5.5.1 Teorema de Tomas-Stein-Strichartz

Utilizaremos as ideias de Tomas (TOMAS, 1975) para provar o teorema de restri¢do em
superficies regulares ndo-compactas com ¢ # ( curvaturas principais ndo-nulas para o range

2044
L<p<%7:

Teorema 32 (Teorema de Tomas). Seja M uma superficie regular e ndo-compacta em R™ com

n > 2 e seja du uma medida do R™ cuja o suporte supp(u) € M. Suponha que M tem ¢ > 0
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curvaturas principais k;(z) ndo-nulas em cada ponto x € M, entdo
s

n 2044
paratodo f € LP(R")e 1 < p < T

= C|\ f Il e ny, (5.20)

L2(M,dp

Demonstrag¢do. Usando a densidade de S(R™) em LP(R™) e o Lema 20 é suficiente mostrar que

existe uma constante C' > 0 tal que

% £l ey < Ol lrgeny (5.21)

paratodo f € S(R"). Seja {1, }jez a parti¢do da unidade de Littlewood-Paley obtida no Lema
21 e defina a funcao

p(r) =1~ Z%‘(%), VreR"

Jj=20
Claro que ¢ € C*°(R™) tem suporte compacto e 1 = () + X ;50 %;(z). Entdo, pela desigual-
dade triangular em L?' tem-se
ldp 5 flliweny < N[ (o) # f o) + D 1K # fll o), (5.22)
Jj=0
onde tomamos K(z) = (27 z)dp(—x). Como @dp € C(R™), a desigualdade de Young
(2.18) implica que
ledp s fllp < ledplle fllp < ClAlp- (5.23)
De fato, usando o decaimento |du(—z)| < C|z|~*/? para todo |z| > 1 no suporte supp(y) N

supp(u) e usando coordenadas polares estimamos

1/r
ol = ( ] o))
supp(¢)Nsupp(x)

I y 1/r
<C (/ (/ t"‘l‘zdt> dagn1>
sn—1t \J1

1
p/
positiva C, uniforme em j, e uma constante £(6) > 0 tal que

pois - 4+ 1 = % + L se e somente se Z% = 1. Agora precisamos mostrar que existe uma constante

15 % fllpr < C277°O f],, (5.24)

para todo f € S(IR™). Para isto, segundo o Teorema de Riesz-Thorin, é suficiente mostrar que o

operador 7} f = K * f satisfaz as desigualdades

(@) ITiflle <2750 e () IT3fll2 < 2] £llo

De fato, existe 6 € (0, 1) tal que
1 1-6

0
I 7 T D 7 T
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basta tomar § = - — —. Note que § € (0, 1) se e somente se p < p/ e p > 1. Interpolando, via o

Teorema 12, as demgualdades (a) e (b) obtemos
I3l < C2O="2750 1]}, = C272(3-0= g1, (5.25)

note que £() = & — (1 — ) > 0 se e somente se p < 2. Assim,

1 fllpr < Cllfllp +C (Z QM’)) £l < Cl fllp-

J=0
Nos resta mostrar as desigualdades (a) e (b). Usando a desigualdade de Young, obtemos
_it
1K * fll oo @ny < Kl Lo @ 1 f |y < C277 (| fll )

pois sobre o suporte de 1; temos que |fi(—x)| < Cc2%. Agora usando a identidade de Planche-

rel,

1f # Kl = 1/l = [ Klloo 1 fll2 < 27| £
pois usando a Proposi¢do 13-(iii) e que supp [¢/(27-)] € {|€] < 27} obtemos,
1Elloo = 12779(27-)  pillo
<2 [ 15|y
<o [ () |u

|§]<2-7
< ¢ 9 / dj = C2im=in=1) (5.26)
l§l<2-7
visto que 1) ¢ limitada e (B(z, 7)) < Cr"~!, para todo r > 0. O
2044

No Teorema 32 o expoente p; = ndo foi atingido em razdo do expoente £(#), obtido

o+4
usando o Teorema de Riesz-Thorin, precisar ser necessariamente positivo para garantir que a

série 3~ 27759 seja convergente.

Teorema 33 (Teorema de Tomas-Stein-Strichartz). Assumindo as hipéteses do Teorema 32

obtemos
R

n 244
para todo f € LP*(R") com p, = 1.

< O f[lre®ny, (5.27)

L2(M,dp) —

Demonstragcdo. Basta provar que existe uma constante C' > 0 tal que

19505 £ gy < CIFllrece

para todo f € S(R™). Usando a parti¢do da unidade de Littlewood-Paley, escrevemos

||dﬂ * f||Lp2(R") S ||(S0du) f||LP[ Rn + Z HK * f“LP[ ]Rn

7>0
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onde K;(z) = wj(x)cm(—x), @ € C e {1,};ez € a particdo da unidade de Littlewood-Paley.
Pela desigualdade (5.23) segue que

”80@ * f”p; < O flp,-

Usando o mesmo espirito da prova do Teorema 31 escreva
Koo @)= [ [ K =yt =) s = [ Uyt = )5 )ds,
o operador de evolugdo {U,(t) }er € definido por
Uj(t)g(z') = /R G =y gy dy

para todo g € S(R"!). E suficiente mostrar que existe § € (0,1) e C' > 0 (uniforme em 7) tal
que

; _e(L_ 1
1U;(t)glly, < C 2750 (G p'f) 191le (5.28)

para todo g € S(R"™1). De fato, relembre que

A ESE AN L A B
=9\ ) T2\erra 20ra) T2t a

Agora, usando a desigualdade de Minkowski para integrais (2.9), a desigualdade (5.16) e o

Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev 16, respectivamente, obtemos

(e f”L”Z(Rn) - H /_OO Uj(t — s)f(y', s)ds

LP} (Rn—l)

< [N = )G g

LP¢(R)

[ 1= s O 8) oo ey

—0o0

< (25079

/

LPe(R)

4
<027 £, 8) || zrerny

LPe(R)
il
= C2 T OO £ oo n. (5.29)

Assim,
-~ il
ldpe* fllyy < Cllfllp +C (ZQ = 9)) £ llpe < CllA e
Jj=0
Nos resta mostrar a estimativa (5.28), para isto € suficiente garantir que existem constantes
C; > 0 tais que
£ . .
|U; () gl poemn-1) < Cilt|~2||g|| L1 (rn-1) (Dispersiva)
N )
HUJ (t)gHLQ(Rn—l) S 022_% ||gHL2(Rn—1) (Energla)
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para todo t € R. De fato, escolha # € (0, 1) tal que
0

1 1—-46 1 1-06 n 0
- =— e —=—+4-.
17 2 00 De 2 1
Note que 6 = p% - i = %41 € (0,1) e o Teorema de Riesz-Thorin garante que

TR e 1 s
||Uj(t)g||p2 <(C2 Z( 9)|t| Q(W pé)”g”pe.

A estimativa (Dispersiva) ja provamos. A Unica novidade é o novo decaimento da estimativa de
Energia
_it
1U; ()9l 2 n-1) < C227 7 || gl 2@y
Usando a identidade de Plancherel na varidvel 2’ e o decaimento
jdu(—a', )| < CJt| =

sobre o suporte de 1; contido no anel |z| ~ 27, temos que

= _ it
1U5()gll2 < 15 (5 O)llsollgll z2mnry < C27 % | gl 2n—),

como desejamos. [

5.6 Restricao de Fourier em superficies quadraticas

Uma forma quadratica real em R" € uma aplicacdo bilinear () : R” — R definida por

n
Q(fh T 7$n) = szzﬂij%‘,

i=1j=1

cuja matriz A = (a;;)7;—; € uma matriz simétrica. Dizemos que a forma quadritica @ ¢é
degenerada, se det A = 0. Caso contrdrio, dizemos que a forma quadrética é ndo-degenerada. O

posto, denotado por rank(()), de uma forma quadratica () é o posto da matriz A associada a ().

Teorema 34 (Lei da inércia de Sylvester (SHAFAREVICH; REMIZOV, 2013)). Seja () uma

forma quadrética em R” e seja r = rank(Q).

(i) Se @ for degenerada, entdo existe uma base 3 de R" e um nimero a < r tal que
2 2 2 2
Q) =a7+ - +a, —x,, — - — T, (5.30)
onde xy,--- ,x, sdo as r primeiras coordenadas do vetor [z]3.

(i) Se () for ndo-degenerada, entdo
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(iii) Se a forma quadratica () for definida positiva, entdo
Qz) = a7+ - - + 2.

O numero a de +1's independe da base 3. Se b denota o niimero de —1’s da equagdo
quadrética (5.30) entdo b = r — a, isto é, os nlimeros a e b sdo invariantes por mudancas de base
e conhecidos por indices de inercia da forma quadrética (). A assinatura de () denotaremos por
(a,b). Note que o indice positivo e negativo de uma matriz simétrica A é o numero de autovalores

positivos e negativos de A, respectivamente.

Definicao 16 (Superficies quadraticas). Uma superficie quadratica M de R"™ de dimensdo n — 1

ou codimensdo 1 é uma superficie tal que apds uma rotacao e translaciao pode ser expressada por

M = {(xla"' 7xn—17Q(l‘17"' 7mn—1)) DXy, Tp—1 € R}y

onde () é uma forma quadratica real em R !,
Considere as superficies quadréticas,

1. Pt ={(2',2,) €R" : 2, = Q'(2')}, onde Q' € uma forma quadratica ndo-degenerada

em R"! da forma
o 2 2 2 2 :
Q(x):xl—l—"'—}_wa_xa—l-l_'”_xn—la (1)
cuja a assinatura (a, b) satisfaz a + b = n — 1, com a e b inteiros ndo-negativos.

2. Cone"!' = {x € R" : Q(x) =0}, onde @ é uma forma quadrética ndo-degenerada em
Rn
Qz) =ai+- F+ag —ai = — (i)

cuja assinatura (a, b) satisfaz a + b = n, com a e b inteiros positivos.
3. S" ' ={z e R" : Q(x) = 1}, onde Q é uma forma quadratica ndo-degenerada em R"
Qz) =@+ Fag —aon = —ay, (i)

cuja a assinatura (a, b) satisfaz a + b = n, com a # 0.

Da algebra linear podemos mostrar que qualquer superficie quadratica que ndo esteja
contida em um hiperplano afim pode ser transformada em uma das trés superficies P"~*, Cone™ !
e S"~! médulo uma transformacgio afim, pois uma transformacio afim Tx = Lz + v com
L : R"™ — R" invertivel e v € R™ ndo influencia o problema da restricdo de Fourier. De fato, seja
M uma superficie e T'(M) sua imagem derivada da transformacdo 7', entdo o “push-forward”
T.(dp) de uma medida du sobre M,

Loy TETAd)E) = [ F(TE)u(E). (531)
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define uma medida em T'(M). Assim, a restricdo de Fourier Ry (p — ¢) € equivalente a
restricdo Ry (p — ¢q). Em razdo deste comentdrio, basta estudar estes trés casos onde a medida
dp denota a medida candnica a qual € o “pull-back” da distribui¢do de Dirac (veja (A.7) no
Apéndice A) sobre hiperficies ¥ = { f(z) = 0} dada por

dzy - di; - - dz,

5.32
0 fox;| ©-32)

dpis: = do(f (7))

Note que superficies quadraticas ndo sdo necessariamente uma superficie suave em todos
os pontos, por exemplo 0 Cone™ ! = {x € R" : Q(z) = 0} tem uma singularidade na origem.
Para contornar este problema, precisaremos introduzir a no¢ao de projecdo de Littlewood-Paley
de uma funcdo f € S(R").

Definiciio 17. Seja {1); };cz uma particdo da unidade de Littlewood-Paley. O operador projecdo
de Littlewood-Paley de f sobre o anel D; = {z € R™ : 2771 < |z| < 277!} ¢ definido por

— ~

P f(&) = () f(6),

para todo f € S(R").

Em outras palavras, o operador de Littlewood-Paley localiza fun¢des em anéis D;. Além
disso, apesar do nome, P; nao € um operador de proje¢ao no sentido mais convencional dado

a esse termo. A decomposic¢do de Littlewood-Paley de uma funcdo f € S(R") é definida por
f = ZjeZ P] f .
Um resultado conhecido como desigualdades de Littlewood-Paley, estabelece a equiva-

léncia entre || f{|z» ~ ||Sf]|z», onde
%
Sf = (Z |ij|2) :
jez

A prova deste resultado é consequéncia do Teorema de Mikhlin-Hormander (MUSCALU;
SCHLAG, 2013, Teorema 8.2) e da desigualdade de Khinchine (MUSCALU; SCHLAG, 2013,

Lemma 5.5). Nao provaremos esta equivaléncia.

Lema 22 (Desigualdades de Littlewood-Paley). Para todo 1 < p < oo existe uma constante
C = C(p,n) tal que
CHUIAMee < NS Flle < Clifllie,

para todo f € S(R").

Sabemos que as superficies quadréticas podem ser escritas na forma

Y={zeR" : Q) =r},
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onde ((x) é uma forma quadrética e  uma constante real. A menos que mencionemos contrario,

dpi,, denota a medida candnica definida em (5.32) com z; = x,,, isto é,
dl’l cee d.ﬁlfn_l

Teorema 35 (Strichartz (STRICHARTZ, 1977) Teorema 1. Caso I). Considere um paraboldide
Pl ={eR" : & =Q'(¢)}, onde Q'(¢) a forma quadritica ndo-degenerada em R™ !

definida por Q'(2') = 2% + - - - + x2_,. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

(5.33)

1 Fllzsiam = ([, 1€ 60 PAn(€.6) " < Cll Al (5.34)

__ 2n+42
parap = n+3,n22.

Demonstragdo. Note que P"~! = {£ : Q(¢) = 0} € uma superficie regular, onde Q(§) =
& — @Q'(¢'). Entdo

a —1
dp = |a§Q ¢’ = de’.

Pela defini¢do de dj, segue a igualdade
([ Fe eorane.en)’ = ([ 17 Q).

Truncando o paraboloide pela fungdo de corte (&', &,,) = 1 no retangulo || + [€,] < 1,

segue que a superficie regular obtida € compacta e via Teorema de Littman 31 obtemos

([ reQenpeas) = ([ IF€.Qenra) S Mue. 639

2n+2
n+3

nulas. Como )’ é uma fun¢do homogénea de grau 2, para que o paraboloide seja invariante por

paratodo 1 < p < p, :=

pois o paraboloide possui todas as curvaturas principais nao-

dilatagdes somos motivados a escolher o seguinte “parabolic scaling”
' n
/ P —_— JE—
e =1 (55
que é o scaling natural para o paraboloide PP, pois Q'(¢'/)\) = Q'(¢')/\? = &, /)% Fazendo a
mudanga de varidvel & — &/, relembrando f5(&,&,) = A DA2F(£'/), £,/A2) e usando

a desigualdade (5.35), respectivamente, obtemos

2

([ R aenra) = ([ 1f0¢.0enrane))
[€1<A |€'1<1

n—1
— 2

([, 1Fo¢eaepae)

-

2

=\ (/ A2 F A Hsn)!%/)
|¢'1<1
< COX7 M Al e gany

—1 —1 2
— O)\'T A £ 2o eny
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para a desigualdade acima ser uniforme em A precisamos que o expoente

n—1 n—1 2
—n—1+ + - =0,
p p
istoé, p = 2(:7;;1) Portanto, fazendo A — oo obtemos
%
Frel Y (NN I2 3¢
< n
(Lo 1P Qenrae) <CFl s
como queriamos demonstrar. L

Teorema 36 (Strichartz (STRICHARTZ, 1977) Teorema 1. Caso II). Considere o cone Cone™ ! =
{£ €R” : Q&) = 0}, onde @ é uma forma quadratica ndo degenerada do R™. Entdo, para

qualquer £ # 0, existe uma contante C), > 0, dependendo somente de p, tal que

Flezan = ([ 1FE€&Pdue 6)) <G 2 (536)

Ln+2 (R™)

quando a dimensdo n > 3.

Demonstragdo. A medida du do cone Cone™ ' N D; é definida por

-1

00"
—| df = .
o6, = o]

Além disso, este caso tem uma particularidade: o cone € singular na origem! A esséncia do nosso

dﬂ(£/7 gn) = ‘

procedimento € similar ao que fizemos para o paraboloide, porém tomando o devido cuidado
para ndo tocar o ponto problemético ¢ = (. Outra diferenca importante é que o range do Teorema
de Littman 31 € diferente, pois o cone possui uma curvatura principal nula. Considere o cone
truncado, veja Figura 11,

Cone~t = Cone™' N Dy,

onde D é um anel definido por Dy = {¢ : 1/2 < [¢] < 2}. Como Conej ™' é compacto e

Figura 11 — A parte azul representa o0 Cone? do R? intersectado com um dos anéis de Littlewood-Paley.

suave, pelo Teorema de Littman 31 obtemos a desigualdade

Jun

v = ([, € PAE6)) < Cller 63D
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paratodo 1 < p < p, = = +2 Queremos verificar para qual valor de p esta desigualdade se

estende para toda superficie. Considere o seguinte “scaling” natural para o Cone™ !,

f)\<§,7§n)_f<§aé;> ) A>0

e considere o trucamento Cone?_l = Cone™ ' N Dj, onde D; sdo os anéis de R™ definidos

por D; = {& : 2771 < |¢| < 271} Fazendo A = 27 e usando du(\E', AE,) = A" 2du(€, &),
obtemos

|

1
2

(/c 7€ &P (e fn>> - ( Jops TS NG P38 A&))

[N

E ( L IFOg g Paute @))

1
_ A=D1 F(E €2 :
- ( /Cmg 1 (§ $Pauie'6)

n 2

D7 fall oo emy
= A?’"AP £ 1| 27 ()
= ||f||Ln2—f2(Rn)v (5.38)
pois 5= —n + = 0 se, e somente se p = nQ—]:Q Considere a decomposicao de Littlewood-Paley
f=20f
JEL
na varidvel ¢'. Relembre que todas P;f sdo suportadas em anéis {¢/ : 277! < [¢] < 291},

Substituindo f por P; f em (5.38), obtemos a desigualdade

(/Cn P, fn)!du> SIPfl 2 (5.39)

Ln+2 (Rn)

onde a constante implicita € uniforme em j € Z. Tomando a soma }_ ;-7 em (5.39) e notando

que p, = - +2 < 2, pelo Lema 3 e o Lema de Littlewood-Paley 22, respectivamente, obtemos

||f||L2<cmn17dm=z( [ B dﬂ)

JEZ

<M ||ij||Lpn(Rn>

JEZ

<] (Z !ij|2>

S 11l zen @),

Lpn (R™)

como queriamos demonstrar. [
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Corolario 14 (Stein (STEIN, 1993), pag. 367). Seja ¢ € C*(R"1\{0}) uma fungiio homogénea

de grau k£ € R. Assuma que posto Hess,(¢') = ¢ para todo £’ # 0. Se ¢ > 2nk—2’ entio
Sy dE 3
fo €SN G57 ) < W v, (540

2n—242k

n—1
n-trakreg PAra 0 < a < 555

onde p =

Demonstragdo. A prova deste corolério € similar a prova do Teorema 36. No entanto, existem
pequenas mudancas. Como ¢ é homogénea de grau £ e a superficie implicita seja um paraboloide,

entdo o scaling natural deve ser

fA(f/agn) = f(gl/)‘afn/)‘k)'

Restringindo o R"~! a0 anel Dy = {¢’ : 1 < |¢'| < 2} obtemos, via Teorema de Littman 31, a

1
2

desigualdade

de’
|£/ | 2a

pois a condi¢do posto Hess, = ¢ é equivalente a quantidade de curvaturas

( | 1€ o)P )5 <(/, |f(§’,¢(§’))|2d€’)§ < Ol o,

2044
0+4 2

principais ndo-nulas da superficie descrita pelo grafico de ¢. Considere o subconjunto D; =
{€ 271 < &) < 27*1}, logo

([, e oene 2) = ([, 170e vorepp a2 )

n—1 e d ! %
= ek ([0 AP

paral < p <

n=l_ (1)
=C\z =D=R|| 3] 1o ey

n—1+k

n=1l_ o (n—1)—
:CA 2 ( 1) k+ P HfHLp(Rn) (5.41)

2n—2+2k
n—142k+2a " 0

resultado € estendido para todo R”~! usando a decomposicdo de Littlewood-Paley assim como

A desigualdade obtida acima é independente de A\ = 27 apenas quando p =

fizemos na prova do Teorema 36. A condi¢do sobre « surge para garantir que o valor de p seja
adequado no sentido de pertencer ao range do Teorema de Littman. Note que o = 0 implica

p>1ea:”7_1implicaemp:1. O

Corolario 15 (Stein (STEIN, 1993) pag. 367). Seja ¢ € C*(R"~'\{0}) uma fungdo homogénea
de grau 1 tal que posto Hess, (') = ¢ para £’ # 0 e suponha que ¢ > 1. Considere o cone
Y={eR" : & =¢()}esejadu(l) = d¢'/|¢']. Entio,

(Lirere) <1

e@0§a<§,ondea0:

LP(R™), (5.42)

2n

n+2+2a L.

quando p = 5041



5.7. Contra-exemplos de Knapp 127

Demonstracdo. Note que a integral em (5.42) pode ser reescrita por
. de’
2 ! N |2
/U'|KWQ—LHM@@QDHMHM

Seja Dy o0 anel de R~ definido por Dy = {¢' : 1 < |¢’| < 2}, pelo Teorema de Littman 31

obtemos

~ d& !
|17, 0N P g < Cllflisen,
Do €]
paratodo 1l < p < 2@%3' Procedendo de maneira andloga ao Teorema 36, considere o scaling
fai () = f(2/27) e como fizemos para obter a estimativa (5.41), obtemos

iy dfl % —7n a
(1€ NP its ) < 2P B e = O, b
onde D; = {¢& : 2771 < |¢'] < 27*1}. A extensdo desta estimativa para R"~! se dd da

mesma forma que fizemos no Corolério 14. A condi¢do oy < « € necessdria para garantir que

2n _ 20+4 .
Toraa =P <o - Com efeito, note que

2n 2n 2n(L+2) 2044

< = .
n+2+20 " n+ 5 n(l+2)+2n  (+4

Isto €, a condi¢ao € necessdria para garantir que p pertence ao intervalo obtido no Teorema de

Littman 31. Além disso, precisamos que o < %, caso contrdrio teriamos p < 1. O]

5.7 Contra-exemplos de Knapp

Esta secdo tem como objetivo mostrar que as condi¢des dos Teoremas da restrigdo de

Fourier sao 6timas.

5.7.1 Contra-exemplo de Knapp na S" !

Proposicao 24. O expoente p,, = (2n + 2)/(n + 3) da restricdo de Fourier na esfera
Rfllz2sn-1y < C| fllerny paratodo 1< p <p,, (5.43)

¢ o expoente 6timo. Isto &, a estimativa de restricdo de Fourier Rgn-1(p +— 2) é falsa, se
p>2(n+1)/(n+3).

Demonstracdo. Usando o método 7', precisamos mostrar que o expoente p/, = (2n+2)/(n —

1) da restri¢cdo de Fourier adjunta

lgdo || L gy < CllgllL2(sn-1y,

é 6timo. Considere as parametrizacdes o : B(0,1/2) — S*!

af(2) = (yr, -, 21— T2 20 s)
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onde Z = (z1, -+ ,2;—1,0,¥;, - ,Tp—1). Dado e, = (0,---,0,1) e € > 0, considere a bola
B, = B(en, ¢/2) fechada da esfera

B.={zecS"':|z—e,| <V2}={z eSS :1-2-¢, <}

pois |z — e,|* = 2(1 — x - e,,). Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, segue que B, C

a7 (B(0,1/2)), portanto podemos escrever para g = Xp,

do :/ —2miz€ g :/ —2mi(e’-€"+p(@)en) 1 1 (N p|2da’
ol§) = [ e taota) = [ 1+ [VoPda

—2mi(z’ €' +p(z')n 1

= oo e
TiEn —omi(z € +én(1—z-en 1

=& /(0 12 ¢ el )),u—wdxl’

onde z,, = p(2') = /1 — |2/|%. Assim,
lgdo ()] = Re (e gdor(€))
1

- /3(0,1/2) cos 27m(z" - &' + &1 — 2 - ep))] mdﬂj/
- /B cos [2m(z - € + En(1 — @ - en))] do (), (5.44)

pois |z| = Re(e~*2). O suporte de gdo esta contido na faixa retangular

:{m : |x’|§e\/§ e 1—x-en§62}

entdo no retangulo dual R, = {¢ : [¢'| < 5oze! e [&] < f5¢77} obtemos
27(2 - &+ &l —x - ep))] < g
Portanto, |gdo ()| > 10(B.) = Cne™ . Nosso retangulo R. tem volume aproximadamente

e~ De=2 = ¢~ (1) concluimos que

1
9ol 2 € ([, a6)” z et
Comparando com a norma L*(S"~ 1) de ¢ = X'z, obtemos
_ni1 — o
6”716 p’ S, ”gdo-HLp/(R") SJ HgHLQ(Sn_l) ~ ETl,

uniforme sobre € € (0,1). Assim, (n — 1) — ”p—fl > =l isto 6, pf > 22, O

Observacdo 9. Na prova da Proposicdo 24, se assumirmos que a estimativa de restricao

&ne1(q > p') € verdadeira, isto €,

HgdUHLP’ R") S lgllpe (sn—1)

concluiremos que e”_le SJ € q’ para todo € € (0, 1). Assim, obtemos a condi¢do 1 < ¢ <

n—i—lp :
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5.7.2 Contra-exemplo de Knapp em superficies com com segunda
forma fundamental definida positiva

Proposicdo 25. Seja M uma (n — 1)-dimensional superficie regular de R™ com codimenséo 1 e
com curvatura Gaussiana constante e nao-nula. Seja dp uma medida com suporte em M . Entdo

a estimativa de restri¢ao de Fourier R/ (p — 2),
%
([ 1F©Fdn)" S 1 lsa (545
é falsa, se p > 2(n+1)/(n + 3).

Demonstragdo. Sejax € M e e > 0. Considere uma regido retangular R, de R", centrada no
ponto x, cujo um lado tem comprimento € e os outros (n — 1)—lados t¢ém comprimento +/e.

Rotacione esta regido de forma que o lado de comprimento € seja paralelo ao vetor normal a M.

Figura 12 — Retangulo em R? intersectando a superficie M = S"~!. Em branco, as dire¢des principais da
superficie. Na figura a direita, a configuragdo do retdngulo .. Em vermelho o vetor normal
N, no ponto  que se encontra centralizado na intersec¢io de S"~! com o retingulo R..

Entdo, M intersecta . num conjunto que é aproximadamente um quadrado contido em

R"! cujo os lados tém comprimento +/¢. Considere uma fungio f tal que f = Xr.- Logo

[ 1F©Pdo= [ do=o(rnRr)=0eT
M MNR.

quando ¢ € suficientemente pequeno. Por outro lado, ignorando as constantes obtemos pelo

Exemplo 19

Flo) = SnVEn) | sen(y/ew,-y) sen(ery)

Ty Tp—1 T,

Relembre que, veja Exemplo 23 no Apéndice A,
0o p
)

sen(az) dr =ca’™', a>0ep> 1.

X
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(n=1)(p—1)

Usando a féormula acima, temos que HfH}zP(Rn) =ceP~L . ¢ 2 . Portanto, se a estimativa de
restri¢do (5.45) for verdadeira, segue que
n—1 p—1 n—1 n+l
€ 4 5 Epp (1+ 2 ) = ¢ 2 , (546)

quando ¢ — 0, onde p’ é o expoente conjugado de p. Para que a desigualdade (5.46) seja

verdadeira para todo € € (0, 1), precisamos que

n—12n+1 <:>p,22(n+1) — S2(n+1)
4 2p' n—1 n+3

como desejamos. [

Observacio 10. Note que o paraboléide P"~! se encaixa no Exemplo 25. Além disso, na prova
desta proposi¢do, se assumirmos que Ry (p — q) é verdadeira, concluiremos que

n—1 n+1

€ 2q S ETP/’ (5.47)

e 4 n—1
paratodo e € (0,1),isto é,1 < ¢ < =5p".

5.7.3 Contra-exemplo de Knapp em superficies com segunda forma
fundamental nao-negativa

Proposic¢io 26 (Exemplo de Knapp para Cone™!). Seja Cone™ ! o cone do R"™ e seja du
qualquer medida nfo-nula sobre Cone™ . Ento, a restri¢do de Fourier Rcopen—1(p — 2) dada

por
(/cn 7 (5)|2d“>2 S I llze@e), (5.48)

é falsa, a menos que p < 2n/(n + 2).

Demonstracdo. Seja x € Cone™ . Considere a regido retangular R, C R" centrado em x com

as caracteristicas:

e Os lados paralelos ao vetor normal N, de Cone™ ! no ponto x medem €?;
e Os lados paralelos a direcao em que o cone tem curvatura principal nula medem 1;

e Todos os outros lados medem e.

Observe que as arestas que nao sao paralelos a dire¢io em que o cone tem curvatura
principal nula sofrem distor¢do em suas medidas quando intersectadas com o cone, enquanto as
arestas paralelas a esta direcao, permanecem com suas medidas inalteradas, visto que o cone é

um plano nesta dire¢do. Logo, denotando Cone™ ! N R, = B., temos

CEHEQ 5 (,LL(BG>)% = (/B d/L) = (/(cmen1 ’XR& Qd,u> .
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Figura 13 — Retangulo em R? intersectando o Cone™!. Em branco as dire¢des principais da superficie,
note que as linhas em “vertical” possuem curvatura nula. Na figura a direita, em vermelho, o
vetor normal N, no ponto x no centro da interse¢io do Cone” ! e R,.

Além disso, sabemos que modulo constantes,

fl@) = (xr.)"(x) =

sen(er;)  sen(ex, o) sen(lx, ;) sen(e’x,)

T Tp—2 Tp—1 T
Dai, temos que | f|[7, gny = ce®®~De2@=1 Note que

2p—2+(n—2)(p—1) p—ln_n

p p i
Assumindo que (5.48) é valido obtemos
n-2 2p—2+(n—2)(p—1)
€2 Se P ,
e escolhendo 0 < € < 1 segue que
n—2 S —
2 T p P 2n n—2

]

Observacao 11. O argumento do cone pode ser generalizado para ¢ ndo necessariamente igual
a 2 e outras superficies com ¢ # 0 curvaturas principais ndo-nulas.

(1) Se assumirmos

(L !f(&)\qdu); < 1l zogen

¢ vdlido, entdo, procedendo de maneira andloga, obtemos a condi¢do necessdria
n—2_mn
>
q

_7/7

isto é
n—2,
l<g¢g< ——p.
n
(i1) Se M € uma superficie com ¢ # 0 curvaturas principais ndo-nulas, podemos proceder de

maneira similar. Escolhendo todos os lados paralelos a dire¢des em que a curvatura principal é

nula medindo 1. Neste caso, vamos obter

24/
P

o 244 ¢
Quando ¢ = 2, obtemos a condi¢do esperada p < e+7+4 eq < 4T2p/ .

14
-2
q
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CAPITULO

ESTIMATIVAS DE STRICHARTZ

Neste capitulo estamos interessados em obter estimativas lineares e bilineares de Stricharz
para uma familia de operadores de evolucao {U () };cr de natureza dispersiva. Como veremos, a
principal elemento nesta abordagem € conectar estes operadores de evolugdo a um problema de
restricao de Fourier em superficies adequadas. Esta conexao ficard clara, quando reduzirmos os
grupos de Schrodinger {S(%) }+cr € 0 grupo da onda {w(t) }+cr a um problema de restri¢ao de

Fourier no paraboloide e no cone de luz, respectivamente.

No capitulo anterior vimos que o espago de Lebesgue L?(R™"!) pode ser visto como
1
Jullaqezncenn = ( [ IuC)lEsdt)"

0 que nos motiva a definir

Jully i= [ lu, Ol ) ©1)

quando a fungdo u(-,t) : X — R é mensurdvel sobre o espaco de medida (X, du) para cada

t € Rfixadoe 1 < ¢ < oo. Adotaremos a notacao
LYLL(R™) = LP(R; LY(R™)),
paratodo 1 < p,q < .
Seja U(t) : L*(R™) — L*(R™) um operador linear tal que
e Paratodot € Re f € L*(R"), temos

U@ fllze < 11|z (Energia)

e para algum o > %, temos a seguinte estimativa de decaimento:

e Paratodo? € Re g € L'(R"), temos

N1U@)gllz= S 1E Mgl (Dispersio)
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SeU(t)U(s) = U(t+s)eU(0) = I, dizemos que a familia de operadores {U (t) }cg € um grupo
de evolugdo dispersivo com relagdo a operacdo composi¢c@o. No decorrer deste capitulo, veremos
que o valor ¢ estd associado ao nimero de curvaturas principais da superficie caracteristica deste

grupo, portanto € natural assumirmos a condi¢io o > 1/2.

Lema 23. Suponha que o grupo de evolucdo {U(t) },cr satisfaz (Energia) e (Dispersdo). Entdo

1U ) f1l o gy < Oltl_”(”) 11| 2o @y, (6.2)

paratodo f € LP(R")com1 <p<2ec > %
Demonstragdo. Para interpolar as desigualdades (Energia) e (Dispersiao) considere
I 1-6 0 I 1-6 0

P 1 2ep’_oo 2

Entdo 0 = 2/p’ € (0, 1), pois 1 < p < 2. Para esta escolha de ¢, temos

p 1 2 p
Logo, pelo Teorema de Riesz-Thorin com M, = C|t|”? e M; = C obtemos o resultado
desejado. ]

As duas propriedades do grupo de evolugio dispersivo {U (¢) };cr nos permite explicitar

o grupo adjunto {U*(¢) };cr em L? e a composi¢do U (t)U*(s). De fato, note que
I = U(0) = UU(~t) = U(—t) = (U(1) ",

isto nos motiva a definir o operador adjunto de U (t) por

Lema 24 (Dualidade para operadores de evolucdo). Assuma que U () satisfaz as estimativas de

(Energia) e (Dispersdo). Sao equivalentes:

1O fllzpes < N fllzz, (6.3)
| LU @hCs)s| S Ul (6.4)
R L2 t T
€
] [U@U G 9)ds| Sl (65)
" Ll L
Além disso, temos
| [ vouenea| g 66)
s<t LPLY t e

onde (p, q) e (P, q) sdo pares sharp o-admissivel, veja Defini¢ao 1.
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Demonstragdo. Utilizando o Teorema de Fubini, temos que

// g(x,t)dxdt = nf(x) (/R U(t)g(:c,t)dt) dz.

Sendo assim, usando dualidade,

o Olagzs = suw | [ [ ooyt ] < ey =1}

Agora, procedendo de maneira andloga ao Lema 20 com o uso da desigualdade de Holder,
obtemos uma equivaléncia entre (6.3) e (6.4). Notando que || f H%i = (f, firr = Jgn f(2)f(2)d,

obtemos
/RU*(s)h( :/ ( s)ds> (/R U*(t)h(-,t)dt)dx

:// xt(/Ut—s dt)dsdx
_// xt(/U HU* (s )dt)dsd:z:.

Recorrendo novamente ao uso da dualidade e a desigualdade de Holder, obtemos uma equivalén-
cia entre (6.4) e (6.5).

Nosso préximo passo € provar (6.5) para obter (6.6). Pela desigualdade de Minkowiski

(2.9) e 0o Lema 23, respectivamente, obtemos
LUBU ), s)d /mu—s lagds S [ 8= sV n(, )|y ds.
R S
(6.7)

Defina o = o(1/¢' — 1/q). Note que 0 < av < 1, uma vez que ¢ > 2. A desigualdade (6.7) e o

Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev 16 implicam

1
* p —a
(LW @ sgds) "< | e =Wt ollges| < Wilgp
comO<l—a<lel/p=1/p+ (1 —«),istoé,
1 1 o O 1 o 1 o o
—=-4lo—f— = —+—=-+—+1=_-+1
Y D g q Y q p q 2
1 1 o o
< = *,:1 € j—f—*/:O'
b D q q
1 1 o O
<:>i+j i—|—j:1+0
p D q q
1 o O
= -+ =+=-+1=0+1
P q 2
1 o o
— —t+t==—.
P q 2

Finalmente (6.6) € uma consequéncia de (6.5) em conjunto com o resultado obtido por Christ-
Kiselev (CHRIST; KISELEV, 2001, Teorema 1.2,). [
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Na dltima secdo deste capitulo, trataremos do caso criticos para estimativas de Strichartz.
Faremos uso de operadores bilineares, mas procederemos de maneira andloga ao caso em que
ndo atingimos o ponto critico. Portanto, o proximo resultado serd crucial para que possamos

utilizar o Lema 24.

Lema 25. As desigualdades (6.3), (6.4) e (6.5) sao validas se, e somente se, a forma bilinear
T : L*(R") x L*(R™) — R definida por

T(f.g) = [ [0 0500 (5)g(s)dsat,
SatiSfaZ |T(f7 g)’ S Hf”Lf/L%l HgHLf/Lg/ :

Demonstragdo. Assuma que a desigualdade (6.4) € valida. Logo, pela desigualdade de Cauchy-

Schwartz e o Teorema de Fubini, temos

IT(f, 9)| <

/]R U*(4) f(£)dt

/RU*(s)g(s)ds

dsdt S fll o 191l o
, ,

T

LE

A reciproca € trivial. L

6.1 Invariancia por “scaling”

Consideremos primeiro o caso do problema de Schrodinger

1y + Agzu = 0,
u(z,0) = f(x).

(6.8)

Seja u(z, t) uma solugdo de (6.8) , queremos encontrar a, b € R tal que uy(x,t) = u(x /A%, t/\°)
seja uma solug@o do problema (6.8) com dado inicial fy(z) = f(z/\).

Note que i(u;)y = /\lbut e Ajuy = ﬁAxu. Substituindo no problema (6.8), obtemos

que uy e f) satisfazem o problema de Schrondiger se, e somente se, b = 2a. Tomando a = 1,
obtemos o scaling
ux(x,t) = u(z /N t/N?). (6.9)

Na préxima secdo queremos obter estimativas lineares do tipo,

lulleza S N fllze@ny (6.10)

para p,q > 1 adequados. Queremos que a estimativa (6.10) seja invariante pelo scaling (6.9).
Isto &, [[uallrzs S [ fallz2en) seja verificada para todo A > 0. No entanto, sabemos que
I fallze = A2 f]lz2 e Jullpre = /\%+%||u||L§oLg. Logo, a estimativa (6.10) é invariante pelo
scaling (6.9) se, e somente se )\%Jr% = \%. Portanto, devemos ter a igualdade

2

_'_TL_TL
p q 2
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para garantir invariancia pelo scaling (6.9) da estimativa linear (6.10).

No caso da equagao da onda, veremos que o scaling escolhido deve ser diferente. Con-

sidere a equag@o da onda u;; — A,u = 0 e seja u(x, t) uma solugdo de desta equagdo. Defina

uy(z,t) = u(z/A\%t/\%). Note que (uy)y = shmuy € Auy = 15 Au. Para que estas fungdes

satisfacama equacdo da onda é necessario e suficiente que 2a = 2b. Tomando a = b = 1 obtemos
o scaling uy(z,t) = u(x/A\, t/N).

Dizemos que um par (p, q) é Schrodinger-admissivel, se n. > 1e (p, q) é sharp  —admissivel

e dizemos que um par (p, q) é onda-admissivel, se n > 2 e (p,q) é %—admissivel (ver De-

finicdo 1). Em particular, P = (2, %) € sharp 7—admissivel se n > 2 (veja Figura 14) e

P = (2,22=2) ¢ sharp ";* —admissivel (veja Figura 15).

Os graficos das regides de pontos o-admissiveis para a equacdo de Schrodinger e a
equacdo da onda sdo as seguintes. Tratemos primeiramente o caso da regido de Schrodinger.
Neste caso, o “end-point” é dado por Ps., = (2, %) Quando ¢ = oo, obtemos % < % sep > 2.

Quando p = oo, obtemos q > 2.

T =

n—2 1
2n 2

2n+4 2n+4) 4

Figura 14 — O segmento de reta fechado é Schrodinger admissivel. O ponto S = ( =, éa

estimativa pioneira de Strichartz obtida em (STRICHARTZ, 1977).

2n—2
’ n—3

< n=1

No caso da onda, o “end-point” é P,,4, = (2 ). Quando ¢ = oo, obtemos T

D=

se p > 2. Quando p = oo, obtemos g > 2.

&

0 |

n—3 1
2n—2 2

Figura 15 — A regido fechada é wave admissivel. O ponto S = (21?:27 %) ¢ a estimativa pioneira de

Strichartz obtida em (STRICHARTZ, 1977), que provamos no Corolério 16.
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6.2 Estimativas de Strichartz para equacao de Schro-
dinger
Vamos considerar o problema de Cauchy para a equagdo de Schrodinger em Rgf

iug + Ayu = h(z,t),
u(z,0) = f(x),

Aqui t representa o tempo e f = f(+,0) nos dd valores iniciais da solugéo. Nosso objetivo é obter

6.11)

uma estimativa de Strichartz para a solucao do problema (6.11). O primeiro passo, é esbogar a

solucdo do problema.

Aplicando a transformada de Fourier no espago, obtemos o problema auxiliar de Cauchy

i, — 476" = h(€, 1),

a(¢,0) = f(e).
para uma equagao diferencial ordinaria dependendo do parametro £ € R”. Para £ # 0, via
método de variacdo de parametros de EDOs, obtemos a solucao cldssica para o problema de

Cauchy € da forma
(g, t) = e 4 / Ry g, 5)ds.
0

Se f,h(-,t) € S(R™), podemos aplicar a inversa da transformada de Fourier para obter a solugio
classica da equagdo de Schrodinger ndo-homogénea

(e, t) = S0 () + | " S(t — s)h(z, s)ds, 6.12)
onde {S(t) }+cr denota o grupo de Schrodinger e € definido por

S(t) f(z) = /]R €2ﬂix~§€4w2it\£|2f'\(£)d£ _ / 27ri(x-£+27rt|§\2)f-\(€)d£’

e
Rn
para todo f € S(R™). Vamos reduzir este grupo a um problema de restri¢do na superficie

caracteristica P dada pelo paraboloide
P* = {(¢,7) e R"* . 7 =27|¢)*).
Considere a medida candnica dup- (£, 7) sobre P",
du(€,7) = 2r8o (1 — 2m|€|F)dédr.
Pontanto, podemos reescrever

(S(O)f)(x) = [ el fe)dg

~

O(r — 2mlg )2l f(6)dedr

n

Il
S— S5—
S~

~

2@ F(€)du(E, )
1) (x, t). (6.13)

I
o —

I
&> s
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Vamos mostrar que o grupo de Schrodinger {S(¢)} satisfaz as estimativas (Energia) e
(Dispersao). A primeira segue diretamente do Teorema de Plancherel e para mostrar a segunda

comece escrevendo
S()f () = (fdp) (. 8) = (f * dp)(x,1).

Portanto, pelo Teorema 29, obtemos o decaimento

(Fodp) ey < sup [ Ipdia(~( = ), =0l @)de S 1171 3@,

Obtida as estimativas de energia e dispersao, podemos aplicar o Teorema 31 no paraboloide

truncado [Pjj e estimar

1P edi)ll o @niry S 11l 2oan

quando ¢’ = 2 = 2 + 2. Consequentemente, pela versdo dual do Teorema 35, obtemos
\thLwﬁym(Rn+l)§5 11l 22 @y, (6.14)

paratodo f € S(R™). Como S é denso em L?(R"), a desigualdade (6.14) € verdadeira para todo
f € L?. Este foi o resultado obtido por Strichartz (STRICHARTZ, 1977, Coroldrio 1)).

No préximo resultado vamos supor os espagos de Lebesgue com relagdo tempo L7 (R —
X) e espago X = L2(R™) ndo t¢ém os mesmos expoentes, mas que o par (p, q) seja Schrodinger

admissivel.

Teorema 37. Seja f € S(R") e u(z,t) a solugdo de (6.11). Se (p, q) e (a, b) sdo Schrodinger
admissiveis, entdo existe C' > 0 tal que

lullgrrs SN2 + (1Rl ey
para todo 2 < a,p < oo. Em particular, quando p = g e @’ =/, obtemos
[ull Lansry S [l + 2]l Lo iy

paraqg = 2(n+2)/n e o = 2(n+ 2)/(n + 4), como obtido por (STRICHARTZ, 1977,

Corolério 1).

Demonstragdo.

Caso homogéneo: Seja S(t) o grupo do Schrodinger, queremos mostrar que

1S@) fllzrrs < Cllf llr2ny,

para todo par (p, q) Schrodinger admissivel tal que p > 2. Pelo comentario que fizemos acima,

basta reduzir o problema ao paraboloide truncado P,

S(t)f(x) = (fedp)’ (x,1).
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Portanto, o operador S(t) satisfaz as hipéteses do Lema 24 sobre este paraboloide truncado Pfj e
podemos escolher uma das trés desigualdades deste Lema e obter o resultado desejado. Notando
que S(t)S*(s)h = S(t — s)h, pelo Lema 23 com ¢ = n/2 obtemos

Para aplicar o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev 16 (na varidvel s), precisaremos que

<o [ 1e-a 2 gy, ga

Lg

Aswy@mwm

Note que (b) é verdade se, e somente se

1 1 n/({1 1 1 1 n 1 1 2 n n
- tl==+7|l5-—-] = -Fl=1--+(l-"-—-] < —=7——.
p Po2\¢ ¢ p p 2 q q p 2 q
Além disso, a restri¢do (a) é verificada se, e somente se p > 2. Portanto,
’/S@y@mwk <l 0 (6.15)
R LPLY L

ou equivalentemente, veja o Lema 24, podemos escrever

lullrrs = [1Sfllers < Cll fll2@n),
como queriamos demonstrar.

Caso nao homogéneo: Suponha que f = 0, entdo a solugdo do problema (6.11) € descrita por
u(z,t) = / S(t — s)h(z, s)ds = / / 2mi(e-6+ 209l Ty (¢ 5)deds, (6.16)
O n

para todo h(-,t) € S(R™). Precisaremos provar as estimativas

1 u < Collhl,p;a,
() || ||L?L% = 0|| ||Lt Ll (617)
(@) Mullprs < Callhllpyrs:

A prova de (i) é andloga a prova de (6.15). De fato, usando a desigualdade de Minkowski (2.9) e

o Lema 23 obtemos

lullzg S / 1S = s)h(s)lLgds < \t—8|75<7’7>Hh( )

HLg/dS

usando o Teorema de integragdo fraciondria obtemos a desigualdade desejada. Para provar o

item (i7), basta usarmos a desigualdade (6.3) do Lema 24 para estimar

lullezrs S [ 1S(t = 9)h()ipezds S [ 1) lzzds = ] pzz.

Interpolando (i) e (i7), tem-se
HU”LfL,% < CHhHLg’Lg’?
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para quaisquer pares (p, q) e (a,b) Schrodinger admissiveis. De fato, note que

()-0-03) o (:3)

para todo 0 < # < 1. Nos resta garantir que existe ¢ € (0, 1) tal que

(;,;)::(1—9)<;,;>-+9(1,;>. (6.18)

Para isto, primeiro note que

1 1-6 6 P’ p—d 1 1p —d
a’ P’ + 1 (p ) a a p—1 a p—1

Entdo 6 > 0, se p’ > d'. E, além disso, temos também que
/ a/

, 1<a’ — p<dp = d>1.
p_

<l <—

A hipdtese p > 2 implica 1 < o’ < p’ < 2, isto é, a > 2. Analogamente,

L_1-0 0, d-2
vy q 9 _q/_2b/'

Entdo, # > 0 quando ¢’ > b’ e ¢’ > 2. Por outro lado,

Iy % %
a <—<:>q’<§q’<:>b’>2.

<1l <
¢g—-2 2

Assim, 2 < b’ < ¢’ e concluimos que b < 2 e ¢ < 2.

Para garantir que 6 € (0, 1) satisfaz (6.18) simultaneamente em cada coordenada, pri-
meiro observe que o par (p,q) ser sharp -admissivel (2/p 4+ n/q = n/2) é equivalente a
z% + ? = ”T“ Usaremos esta equivaléncia para garantir a existéncia de 6 € (0, 1) satisfazendo
(6.18). De fato, assumindo que (p, ¢) € sharp 7-admissivel, entdo a equagdo (6.18) ¢ verdadeira

se, e somente se

2 n n no

2
e S IRV
(1-0) (p, q,) !

a v
2 n n+4
_(1—p(Z4n +9< )
-0 2+ 5) 0 ("

-a-0("57)+o (")

_n—|—4
2 )

ou seja, precisamos que o par (a, b) também seja sharp 7-admissivel. Como isto € uma hipdtese

de nosso Teorema, podemos utilizar o Teorema de Riesz-Thorin para obter a estimativa
< (=000
lullprrs < Co C1HhHLg’LgH

como queriamos demonstrar. [
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6.3 Estimativas de Strichartz para equacao da onda

Nesta se¢do utilizaremos o espaco de Sobolev homogéneo %, definido pelo espaco das

distribui¢des temperadas f tais que f € L*(R") e

1£15: = [ 6P [F(©)Pdg < oo,
Rn
para todo s € R. Note que usando o scaling fy(z) = f(x/)\), a norma de H* da funcdo f\
satisfaz
1Al = A2l £l
Se substituirmos a norma || - |2 pela norma || - || ;. na desigualdade (6.10), entdo usando o

scaling da equagdo de onda, temos que

HUAHLng S A Hs(Rn)

¢ invariante pelo scaling natural da onda se, e somente se,

1 n n on
-+ - == —5s.
p oq 2

Nosso objetivo € obter estimativas em L} L4 para a solugdo do problema da onda,

Utt—AxU:h em R” xR
(u(z,0),u(x,0)) = (f,g) em R"

(6.19)

quando f,g € S(R"). Para isto, vamos reescrever a problema (6.19) na forma integral com
fizemos para a equagdo de Schrondiger. Passando a transformada de Fourier F, em (6.19),

obtemos uma
Uy + 4% [E]*a = h(&, 1),

(&, 0) = g(&), u(&,0) = f(&),

equacao diferencial ordindria na frequéncia £. Portanto, a solug¢do geral é dada por

(6.20)

a(ét) = ¢ (5)6—27rit|§\ + 62(5)62mt|g\7

quando ~ = 0. Usando as condig¢des iniciais do problema, obtemos o sistema

c1(§) + e2(€) = f(©)
—2miller (§) + 2mil¢]ca(€) = G(E).
Explicitando os valores de c; € co, a solucdo do problema homogéneo € dada por

(€.t = cos(2al€lfLF(E) + “Tpr s gtc).
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para todo £ # 0. Novamente, via método de variacdo de pardmetros de EDOs, podemos escrever

h(s)ds, (6.21)

o _sen(2rlglt) tsen((t — 5)2e])
(e 1) = cos(2rlel)f + 5 +/0 2T

sempre que f, g, h € S(R™). Tomando a inversa da transformada de Fourier em (6.21), obtemos

a férmula integral para a equacio o problema da onda nao-homogéneo

u(e,t) = (0 f(z) + w(tgla) + [ "t — s)h(z, 5)ds, 6.22)
onde o grupo da onda {w(t) }cr € definido por

@) = [, 2 g

e 0 grupo {w(t) }+er € definido por

@O @) = [ e cos(2relt) fl€)de.

Podemos re-interpretar o operador w(t) da seguinte forma:

627rit\£| _ 672Trit|§\

WO)@) = [ e 96 s

1

et dE 1 e dg
_ b omi(w-€-+[E]) / 2mi(-E—tle) 5 ) 48 6.23

e, analogamente,

6271'it|§| 4 6727T’L't|€‘ N

@ON@) = [ (e dg

=2 | DT ) 2@ (6.24)
O cone de luz ¥ = {(&,7) € R*™ ¢ |7| = |€|} ndo é uma superficie compacta e ndo é

regular, no entanto >y = > N Dy € compacta e suave. Portanto, considerando a medida candnica

dpg = Wodpus (veja Exemplo 22 no Apéndice)

pOdemOS escrever
d§
2[¢]

ou seja, como fizemos para o grupo {S(t)}icr, apés uma localiza¢do reduzimos os grupos

[ e @€ g = [T DU ©a(Edis(E, ) = (W) (a.),

{w(t) }1er € {w(t) }1er @ um problema restrigdo de Fourier no cone Y, a saber,

(w(t)vg 9)(x) = C(gdpo)” (x,1) (6.25)

(@t () = (€l fduo)* (. 1), (6.26)
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onde {1, } ez € a particdo da unidade de Littlewood-Paley obtida no Lema 21. Usando o Teorema

30, a transformada de Fourier da medida dy, satisfaz o decaimento
g (—2, —t)| S (2, 1) "7 S 777,

pois o cone ¥ tem (n — 1)-curvaturas principais ndo-nulas. Consequentemente, 0s grupos
{w(t) }ier € {w(t) }1er satisfazem a estimativa de (Dispersdo) em YJy. Para obter as estimativas

de (Energia) em X, basta observar

lo)w fllze = Il cos@lélvofllze S I Fllee = 11 £1lez

lo(®)g gllz = lIsen2m €)1l vogllz < 19112 = llgllrz-

N3ao ha nada de especial em X (além do fato de ser compacto e regular), isto €, poderia-
mos escolher qualquer outro cone truncado X; = X N D; Para isto, basta utilizar a particdo de
Littlewood-Paley 1); e definir a medida

dﬂj (57 T) - ¢j (S)du(€7 7_)
sobre a se¢do X; do cone Y. Com estas observagdes obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 16. Seja u(-,t) = w(t)f + w(t)g solu¢do do problema (6.19) homogéneo com dados
iniciais f, g € S(R™). Entdo

[l oy S NSz + Nl 172,

2n+2

comp' = , para todo n > 2.

Demonstragdo. Esta estimativa € somente uma releitura da versdo adjunta do Teorema 36 para a

equacgdo da onda. Como vimos acima, basta observar que

wi(tWYg=C@Gdy;)" e O] f = (1€ fdu)", (6.27)

e aplicar a versdo adjunta do Teorema 36 em R™ !, ]

Strichartz (STRICHARTZ, 1977, Corolério 2) obteve o Corolario 16 com adigdo da parte

nao-homogénea da equacao da onda. Mais precisamente, ele provou a seguinte estimativa

[ullLonsry S NNz + Mgl -1z + 2l o, (6.28)

2(n+1) 2(n+1)

onde g = e p = =3 - Apresentaremos um resultado que generaliza (6.28) para indices

diferentes no espago e tempo. Provaremos a seguinte estimativa

lellzzrs S 1 + gl + Al L s (6.29)
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quando os pares (p, ¢) e (a, b) sdo onda-admissiveis e satisfazem a condigdo de “gap”

1
Z—'— q 2 o * v
Em particular, se p = g e / = b entdo

lullLansry S Nl + gl -1 + (1Rl por sy, (6.30)
ondeq=2(n+1)/(n—2y)ed =2(n+1)/(n+4—27),com0 <~y <n/2en > 2. Esta
estimativa estd contida em (STRICHARTZ, 1977, Observacgao, pag. 713).

Para obter estimativas de Strichartz no espaco-tempo com p # ¢ para a equagdo da onda,
precisaremos localizar o operador da onda, poi, neste caso, obtemos as estimativas de dispersao
e energia. No entanto, é necessario buscar resultados que nos proporcione esta possibilidade. O

préximo Lema € a versdo da desigualdade de Littlewood-Paley com normas mistas.

Lema 26. Seja {1;};cz uma particao da unidade de Littlewood-Paley e defina o operador de
Littlewood-Paley

Gylt,2) = [ e, (G e,

n

onde G(t, €) é a transformada de Fourier de G(t, -) € S(R") para cada t fixado. Entiio

1Gll e S DO NGillpipa, se 2<q <ooe2<p <oo (6.31)
J

Z 1Gill e SNGlprope, se 1< <2e 1<p, <2 (6.32)
J

as constantes implicitas ndo dependem de j € Z.

Demonstracdo. Usando o Lema 22, temos que existe uma constante C' = C'(p, n) tal que

2

, <CIGE I,

CY|G(t, -)||%§Z < H <Z 1G,(t, .)|2>1/2

para todo 1 < p < oo. Vamos provar primeiramente a desigualdade (6.31). Usando a primeira

desigualdade de Littlewood-Paley acima, temos que

2/Q1

IG(t,)7m < C (/Rn (Z ’Gj(t’$)|2>ql/2dx>

No entanto, como ¢; /2 > 1, a desigualdade de Minkowski (2.9) implica

2/q1

(/ (Z |Gj(t,x)|2>ql/2dx) < C’Z HGJ(t")H%gI-
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Usando esta desigualdade e que p; /2 > 1, similarmente, obtemos

2/p1
Gl = ( [16la)
p1/2
c|f (ZIIG ||L<n> d

= G,
J

2/p1

Para provar (6.32) usamos a segunda desigualdade de Littlewood-Paley e procedemos de maneira

similar. ]

Antes de provarmos a estimativa de Strichartz (6.29) para o problema da onda, vamos
justificar a necessidade da condi¢do de “gap”. Ignorando constantes, considere o operador

solucdo

dg
—ds
2/¢]

para o problema da onda ndo-homogéneo (6.19) com dado inicial nulo (u(z,0),u(x,0)) =

(VB)(a,t) = [ [ st R ) e,

(0,0). Seja {t); } ez a parti¢do de Littlewood-Paley e considere a seguinte localizagido do operador
N,

(N t) = [ [ sy @i, o2 (633)

2\5!

Assumindo que os pares (p,q) e (a,b) sdo onda-admissiveis, para provar a estimativa nao-

homogénea

lullprrs S ||h||Lg’Lg’=

segundo o Lema 26 € suficiente obter a estimativa localizada
“NthLtPLZ 5 ||h||Lg’Lg" (6.34)

No entanto, precisamos garantir que constante implicita da desigualdade (6.34) seja uniforme em

j. Como veremos, esta uniformidade em j da constante implicita implica a condi¢do de “gap”

De fato, relembre que a medida can6nica dy(&, 7) sobre um cone truncado Cone’} = Cone™ N D;

em R"*! ¢ dada por
d§
2l¢|

Fazendo \ = 2/ e relembrando do scaling natural do Cone™,

dp(€,7) =

) = 1 (i ;) S a0 (635)
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obtemos a relacdo de escala dj(AE, A7) = A" Ldu(€, 7). Entdo, relembrando que h(\E, s) =

A""h(E/ ), s) podemos re-escrever
e = [ e IR (e,
_ / [c 2@ (E=AD ] (N e Y du(NE, AT )ds
Oneo
_ )\nfl/ /(C ) 627” Az-E+(At—As)T ?L( 5 ) (g 7_)
OTLBO

At )7
-\ / /(Coneo 27rz Az- €+ (At—s)T) h (f\ > (€ 7_)
— A2(Nohy) (Az, At).

Portanto, usando a relagdo de escala do espaco de Lebesgue LP obtemos
_9_1_n _o_1_ 1,n
IN;Bllzos = A7 2 [ Nohallprs S A7 25 @ || R

em outras palavras, a constante implicita da desigualdade (6.34) € uniforme em j se, e somente
1 n _ 1 n
se,;—kg—;—kg—z

Teorema 38. Suponha que n > 2 e que os pares (p,q) e (a,b) sdo wave-admissiveis com

2 < ¢q,b < 00. Se u é uma solugdo do problema (6.19) com f, g, h(-,t) € S(R"), entdo

lullzezs S 1l + gl + 1Rl oy (6.36)

, isfaz ap condition
se, e somente se v € R satisfaz a “ dition”

1+n_n _1+n 9
p q 2 T Ty '

Demonstracdo. Caso homogéneo. Relembre que a desigualdade

lullzzrs S 11 e (6.37)

¢ invariante pelo “scaling” da equacdo da onda se, e somente se 1% + % = § — . E aestimativa
lullzrrs S ”h”Lg'Lg’»

¢ invariante pelo “scaling” da onda se, e somente se % + % = % + 4 — 2. Portanto, a condigao
de “gap” é uma condi¢do necessaria. Queremos mostrar que esta condicao € suficiente. Para
isto, relembre que os grupos {w(t) }ier € {w(t) }ier, veja as equagdes (6.23) e (6.24), podem ser

re-escritos na forma

SOf +wty = [ D fe)de + [ gy |g

mi(x-Et mi(x-E£t —1~ df
=/ 2mila-g£tle)) [|5|7f }|£|V+/ p2mi(e-Etle]) [|5|7 1 ()}|§|V
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Portanto, para mostrar a estimativa de Strichartz homogénea,

lullzpry S 1 + Ngll g

€ suficiente mostrar que o operador integral de Fourier

- ~ o d
(F)(at) = [ s R e
= [ TSR dp, (€, 7) (6.38)
Cone™
satisfaz a estimativa
IR Fllrs S 11F 22 (6.39)
Para provar a estimativa (6.39) € suficiente, pelo Lema 26, considerar a localizagao
Y 2m(x IE=113)] df
(R F)(a,t) = [ GOFEg
onde {9}z € a particdo de Littlewood-Paley, e mostrar que
175 Fllpeg S 1z
Por um argumento de scaling, basta mostrar a desigualdade
IR F | rrre S NE |22 (6.40)

Para provar a estimativa (6.40) vamos usar um argumento de dualidade. Para isto, considere o

operador adjunto (R”)* do operador integral de Fourier localizado R{,

Rfy* / /n 2mi( xfis\ﬂ (5) (57 )|§|é;

Como o operador localizado R}F satisfaz as desigualdades de energia e dispersdo, com o =

(n —1)/2, pois a medida dy., suportada no Cone truncado Cone] satisfaz o decaimento

— _n-1 _n—1
|dpy (=2, =) S (2, )72 St 7

Y

Portanto, pelo Lema 23 obtemos

s ||Lg/ds (6.41)

H/ Ry ()Y (s)H ()ds|

Novamente, para aplicar o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev 16 (na variavel s), precisare-

mos que
O<am) =3 (-1 <1 (a)
%+1:I%+oz(n) (b)

1 1 n—1/1 1 1 1 n—1 2 2 n—-1 n-1
—+l=—+ — D) = T4l=1-"% 1-2) < == — .
D % 2 %
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Além disso, a restri¢do (a) € verificada se, e somente se p > 2 o que é verdade pois o par (p, q) é

wave-admissivel. Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

< C||H|

LPLY

(6.42)

! /
p q -
LYy

H /IR RY(s)RY"(s)H(s)ds

Agora usando o Lema 24, podemos verificar que a desigualdade (6.42) é equivalente a (6.40).

Caso nao-homogéneo. Procederemos como fizemos para provar o Teorema 37 interpolando as
desigualdades.

(1) Mullpprs < CHhHLf’LgU

(@) Nullzrs < CllPllLize.
No entanto, precisamos mostrar que (i) e (i7) também sdo verdadeiras para a equagio da onda.
Mas estas desigualdades sdao obtidas de modo similar ao caso da equacao de Schrodinger. A
desigualdade (i) é andloga a prova da estimativa (6.17)-(i) com a(n) = 31 (% - %) E para
verificar (i7) basta notar que u(t) = i w(t — s)h(s)ds e proceder como fizemos em (6.17)-(ii).

Interpolando () e (i), obtemos
lullzrs < Clipll ey

para quaisquer pares wave-admissiveis (p, ¢) e (a,b) com p,a > 2. O

6.4 Estimativas de Strichartz para grupos de evolucao

Nesta secdo generalizaremos os resultados obtidos nas Se¢des 6.2 e 6.3. Para isto, seja
{U(t)}+cr um grupo de evolugdo que satisfaz as estimativas (Energia) e (Dispersdo). Como
nos casos do problema de Schrodinger e do problema da onda, assuma que U(t) pode ser

reinterpretado por
(Ut f)(x) = (fdu)*(z,1),
onde du € uma medida candnica sobre a superficie caracteristica associada ao grupo de evolucao

dispersivo {U (t) }+cr. Sabemos, pelo Lema 23, que
1T @)l gy < CLTH | o, (6.43)
paral <p < 2.

Teorema 39. Seja 2 < p, g < oo um par sharp o-admissiveis, com o > 1/2, e (p, q) # (2, 00).
Entdo

U@ fllezrs S 1Nz (6.44)

Demonstracdo. Notaremos na prova que seremos repetitivos com os argumentos ja usados na

prova dos Teoremas 37 e 38. Pelo Lema 24 para provar (6.44), basta provar

L U@U(s)n(s)

S ||h||Lf/Lg/'

LPLY
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Relembre que a composicao UU* € definida por
Ut)U(s)h =U(t — s)h.

Por (6.43), temos

/R U(t)U*(s)h(s)

Usando o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev 16 no tempo, obtemos

< / ]t—s|"’(1/q'*1/q)Hh(S)HLq’dS-
L4 R i

| [vowene)| <] e s
® LYLg R RV b
sempre que 1 < p < p <ooe2 < g < ootal que
_ (1 _1 2
O<am)=o(k-1=0(1-2)<1 (o)
s T1=,+al). (b)
Note que, de fato, temos 0 < «(q) < 1, uma vez que ¢ > 2. Além disso,
2 2 2 1
1—a(7"):1—7<:>0——a:7 —4 227
p q P p q 2
O
Se tivermos a estimativa dispersiva na forma
U@ fllzee S T+ [ED) M f ]2, (6.45)
obtemos a seguinte proposi¢ao.
Proposicédo 27. Seja g > 2 e assuma que {U () }1er satisfaz (Energia) e (6.45). Entdo
o1/ 1
1T Flliw @y < CA+IN P fllioeey, 0 2 5 (6.46)

Demonstragdo. Para provar esta proposi¢cdo, proceda de maneira andloga ao Lema 23 e note que

a constante M, das desigualdades a serem interpoladas sofre uma pequena mudanca. L

Se utilizarmos a estimativa dispersiva (6.45) obtemos uma versao do Teorema 39 para o

par (p, q) de pontos o-admissiveis. Mais precisamente,

Teorema 40. Assuma que {U (t) };cr satisfaz (Energia) e (6.45). Se p, ¢ > 2 sdo tais que

+2<T e )£ (2.

(=

Entao
NO) fllzree S (1fllrz- (6.47)
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Demonstragcdo. A prova € semelhante ao Teorema 39. Pela Proposic¢do 27, temos que
’ /R Ut)U*(s)g(s)ds ,
onde K (t) := (1 + [t|)~7(/9'~1/9) Pela desigualdade de Young 2.18 na reta
‘ /]R U(t)U*(s)g(s)ds

onde 1 +1/p=1/r+1/p" el < p',r < oo. Nos resta mostrar que || K| € finito. Mas, note

< [t = sl) D g (s)] s = 15 5 g0l

. S Mg o e < 1Mz gl o
tHx

que
1 1 1 2
7:14—7——/:7’
r p p p
logo
(1-2) =5 (-2) = (5-%)
or —— | =0= ——|=p|=——
q 2 q 2 q
Portanto

1Kl = [ (L 1) /2t < o
R
quando —p(c/2 —0/q) +1 < 0, isto &, || K[|, € finito se, e somente se,

1 o o

p q 2

6.5 Estimativas bilineares de Strichartz

Esta sec@o esta destinada a obter estimativas de Strichartz para o ponto critico sharp

P:@,%T)
c—1

Tomaremos um caminho diferente dos casos sharp o-admissivel e usaremos formas bilineares.

o-admissivel

Como consequéncia do Lema 24, € possivel provar completamente o caso end-point das
estimativas de Strichartz homogénea de Schrédinger e da onda em dimensdes mais altas. Em
dimensdes mais baixas, este problema esta em aberto. A condi¢do sobre ¢ na Defini¢do 1 para
o caso end-point € crucial, uma vez que se 0 = 1 o ponto P € inadmissivel e estimativas para
Schrodinger (n = 2) e onda (n = 3) sdo falsas. Encontrar um substituto para o ponto P neste

caso para estas estimativas também € um problema em aberto.

A generalidade do Lema 24 nos da algumas vantagens. Por exemplo, podemos tratar
as estimativas da equagdo de Schrodinger e da equagcdo da onda de maneira unificada, um
indicio disto esta presente na Se¢do 6.4. Existe um scaling natural para estas estimativas. Mais

precisamente, a estimativa (Dispersdo) € invariante pelo scaling
Ux(t) = U(t/N), Us(s) — U*(s/N)
dx — A7dz, [z = A7 flzz-

(6.48)
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Em outras palavras, o tempo se comporta como R, o espago como R” e U () é adimensional. Na

pratica, a dimensao de escala o difere da dimensao euclidiana.

6.5.1 Estimativas homogéneas: caso no end-point

20

O Teorema 39 da Secdo 6.4 ndo inclui o caso end point P = (p, ¢) = (2, 2% ). Usaremos
a versao bilinear de estimativas de Strichartz para cobrir este caso. De inicio trataremos o caso
(p, q) # P usando uma abordagem diferente da versao linear de estimativas de Strichatz. Esta
secdo € baseada no artigo de Keel e Tao (KEEL; TAO, 1998).

e Paratodot,s € Re F(x,-),G(z,-) € L*(R") suponha que

(U™ () F(s), U ()G () 2| S NEF ()] 2| G ()] 2. (Energia Bilinear)

e Paraalgumo € Re F(z,-),G(x,-) € L'(R™) suponha que
(U (s)F(s), U (t)G(t)) 2| S|t —s[77||F(s)||2||G(t)][z2.  (Dispersdo Bilinear)
Provaremos as desigualdades (6.3) e (6.4) do Lema 24. Sabemos pelo métoto 77 que
estas desigualdades sdo equivalentes, mesmo em sua forma bilinear. Portanto, nosso objetivo é

provar (6.4) e o Lema 25 garantird a limita¢do da forma bilinear 7' : LY L% x L{LI — R, para

algum par de indices (p, ¢), definida por
T(F,G) = / / (U*(s)F(s), U*(1)G(t)dsdt.
R Js<t

Em sua forma bilinear, a desigualdade (6.4) € equivalente a

| LW s)F (). 0" (00G@)edsdt] S IF ]y g 1G]

'Ly
Por simetria do tempo, € suficiente verificar a estimativa retardada
T(F.G)| S 1Py 1y 1G]y 1 (6.49)
Interpolando a (Energia Bilinear ) e a (Dispersao Bilinear) obtemos
(U (s)F (), U ()G () 12| S [t = [T F ()| o |G| o (6.50)
onde
o o
b)=0—-1————. 6.51
B(g,b) =0 i (6.51)
Como (p, q) é sharp o-admissivel, temos que
c 1 o 1 2 1 1
Blag)=c—-1-g+-——c+-=-——-1=-——<0
(@.9) 2 p 2 p p p 7
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Usando a versdo bilinear do Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev 16 na desigualdade
(6.50), obtemos (6.49), quando p > 7/, isto € (p, q) # P.

Se assumirmos a desigualdade (6.45), a desigualdade do tipo (6.49) € da seguinte forma

(U () F(s), U"(G@0)] S (1 + [t = s|) "0V P (s)]] o IG(2)

/
H a
Lz

e a desigualdade de Young (2.18) nos d4 (6.49) quando
1 1
_5 q,q +-> R
(@.9) a ¢

ou seja, quando (p, ¢) ndo é sharp o-admissivel. Desta forma, concluimos a prova do caso no

end-point.

6.5.2 Estimativas homogéneas: caso end-point

Nesta secao estamos interessados em tratar do caso end-point, isto €, queremos provar

resultados semelhantes aos provados na Se¢do 6.5.1 para o ponto

P:<272U)_
c—1

U@ ferrs < 1Nl

Mais precisamente, provaremos

ou, equivalentemente

SIE (6.52)

quando (p,q) = P,com o > 1.

/R U*(t)F(s)ds

/ !
) 'L
L.’Af

Relembre que P é sharp o-admissivel e estamos assumindo a estimativa (Dispersao Bilinear)
e isto nos permite usar o scaling (6.48), pois esta estimativa € invariante sob esta escala. Como

no caso noend-point, é suficiente provar a desigualdade retardada

TEO S E o 1G]] (6.53)

VA
'L
Usando a invaridncia por scaling, podemos decompor 7'(F, G) em uma soma diddica sobre o
tempo, isto €, 3=, T;(F, ), onde

Ty(F,G) = /R /t o (U OF (). U (G () st (6.54)

Ou seja, € suficiente provar a desigualdade

2 NTE OIS NFl o 1G] - (6.55)
J

Precisaremos dos dois lemas para provar nossos resultados. No primeiro, obtemos uma

decomposicdo especial para f € LP, 0 < p < oco. No segundo, obtemos uma desigualdade
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similar a (6.55). Para o primeiro resultado, € necessario o conceito de fungdo de distribuicao.
Seja f uma fungdo mensurdvel sobre (X, A, 1), definimos uma funciio de distribuicio ) :
(0, o0] = [0, o0] por

Ap(a) = p{z = [f(z)] > a}).
O préximo lema resolve nossa questao.
Lema 27 (Decomposicdo atomica de LP). Seja 0 < p < oo. Entdo existe uma sequéncia de

nimero reais ndo-negativos (cy)rez € uma sequéncia de fungdes ndo-negativas (xx)kez (0s

dtomos) tal que qualquer f € LP(R™) ndo-negativa pode ser escrita na forma

F=>" cuxe, (6.56)
keZ
onde cada y satisfaz
_k
Ikl S277,  plsuppxa) S2° e el SISl

Demonstragdo. Seja Af(«) = A(«) uma func@o de distribuigdo. Para cada k, defina

k
- k —1
QO = A(;I)lgk «, Cr = 27 oy, € Xk = G X(agyr.an) (NS
A fungio x; estd bem definida, pois a1 < ay. De fato, note que {a : \(a) < 2*} C {a :
Ma) < 281} o que implica
apr1 = inf o< inf a=a.

AMa)<2k+l 7 N\(a)<2k

Além disso, quando k — —o0, o, = 0 e quando k — o0, ay, = 00, logo

[e.9]

Z CkXk = Zx(ak+1:ak](|f|>f = f
k

k=—o0

Obviamente, ||xx| > < 25 Pela defini¢do de ay, temos que u({f > a}) < 2F e, portanto,
p(suppxx) < 2. Resta provar a desigualdade ||cx||e» < || f]|z». Para isto, note que

N =32" =pY | Xocacay(a)a? da. 6.57)
k k kez’°
Usando o Teorema de Fubini, temos

Zd’#p/ oS 2] do

kez 0 k:ap>a

Pela defini¢do de ay, a < ay, implica que u({a @ |f(z)| > a}) > 2F. Portanto,

Sy o ( > 2k) da<2p [" o u{a : |f(@)] > a})da.
k |}>a)>2k

k:p(fa:|f(z)
A prova estd completa, pois segundo a Proposicio 6.24 de (FOLLAND, 1999) temos a igualdade

Hf”ip(Rn) = p/ooo P u({a | f(z)] > al)da.
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A decomposicao atdmica de funcdes ndo-negativas f € L se estende para qualquer

f € LP uma vez que temos a decomposi¢ao
f=r=f
de qualquer f € L?, onde f* e f~ sdo fungdes ndo-negativas.
Lema 28. A desigualdade
IT3(F, G)| S 2770 Pl 1y 1G] 121y (6.58)

¢ vilida para todo j € Z e todo (;, ;) em uma vizinhanga de (;, ;)

Demonstragdo. Iremos dividir a prova em alguns passos.
Invariancia pelo scaling (6.48). Note, por (6.51), que
20 20
— —— | =0.
p (0 —1"0— 1)
Além disso,

[Fx(@, )7z = (Fx, Fa) = M(F, F) = X || F(x, )17

e, analogamente,

1G(z, I = XIIG(z, 3.
Logo, o lado esquerdo de (6.58) é multiplicado por valor absoluto de A?°. Para o lado esquerdo,
veja que

2

’ F)\aG)\

(UF)* (-, s/X), (UG)*(-, t/\))dsdt

t—20+l<s<t—27

N AU/R/t_2j+1<5§t_2j<<UF)*(-,s>, (UG)* (-, t))dsdt

= \|T;(F, G)|*.

2

Ou seja, o lado direito de (6.58) também € multiplicado pelo mesmo valor absoluto.

Portanto, € suficiente provar (6.58) para j = 0. Como o operador esta localizado em
intervalos de tempo de comprimento 1, podemos supor que £’ e G estdo suportados num intervalo

de tempo de comprimento da ordem O(1). Finalmente, provaremos (6.58) para os expoentes:
G r=b=o
() 2<r<qgeb=2;

(i) 2<b<qger=2.
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E o resultado seguird por interpolacdo e o fato que 2 < g < oo (ver Figura 16). Vale lembrar que

quando 0 = 1, ¢ = oo e o lema ndo vale neste caso.

1
11b
—_— O
2 !
1 |
il e Q
q | :
| o
| l r
® .
1 1
q 2
Figura 16 — Para o > 1, (%, %) estd no interior do poligono convexo das estimativas (i) — (7i).

Passo 1: caso » = b = oo. Neste caso, temos ' = b’ = 1. Integrando (Dispersao Bilinear) em ¢

e s, obtemos

| [ Fe), v oc@dsdt < [ [ 16— s 1Pl G ldsde
< IFlasll Gl

S IFNzeallGllizzrs,

onde usamos a desigualdade de Holder (2.3) na varidvel ¢ para obter a Gltima desigualdade.

Passo 2: caso 2 < r < g e b = 2. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a estimativa de
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(Energia Bilinear ), obtemos

LRG| S | [UrmGa (sup /. U (s)F(s)ds )
R L2 t t—20+1<s<t—27 2
< [su] [ U (s)F(s)ds ) LI Gzt
t 12741 <5<t —27 r2) /R *
< [su0] [ U (s)F(s)ds )HGHLng.
t t—27 1 <s<t—27 L2

Defina p(r) de forma que (p(r),r) seja sharp o-admissivel. Usando (6.4), que é vdlida para
(p(r),r), segue que

To(E, G S IEN o o Gl itz
Usando a desigualdade de Holder no tempo novamente, obtemos o resultado. O caso (ii7)

é
andlogo ao caso (7). Isto completa a prova do lema. [

Para finalizar a prova de estimativas homogéneas de Strichartz no caso end-point, temos

que mostrar que o Lema 28 implica (6.55). Trivialmente, este lema implica

T (G SN e G (6.59)

r2rd | r2rd
quando r = ¢ = b. E claro que ainda nio obtivemos a desigualdade desejada, uma vez que (6.59)
ndo nos dd a soma em (6.53). Porém a familia de dois parametros (7}),cz tém vdrios fatores de

decaimento exponencial e este fato nos permitird conseguir nosso objetivo.

Primeiro, usando o Lema de decomposi¢do atomica 27, escreva F' e G como

=2

k

F(t) =27 f(thxpy ¢ Gls)=2

g(S)XE(S)a

onde f,g: R — R, k, kcZe E(t). E(s) sdo conjuntos de medidas 2* e 2%, respectivamente,

para cada t, s. Neste caso, pelo Lema 28, teremos

Bl o=k £
| T3(F, G)| £ 277007277 || fll 52727 gll 227 = 221 fll 2 llgl o2, (6.60)

onde definimos o expoente em (6.60) por A. Usando (6.51) e o fato que ¢ = %, podemos

reescrever A por

1Nk k ok k. /11 1 1\ /1 1
A:]—]0+j0<+)—+——I—=j—]0+ja<+)+k —— = +k{-—=
r b qg r g v r b

L (1 1 (1 1 1 1 ~(1 1 2j0
:j—ja+]a<—>+ja<—>—l—k:<—>+k<—>—
rooq b ¢ q q b q

) 1 1 ~ 1 1

Portanto, temos que

IT5(F, G)| S 2030 1/a=tn+ i) Ua=1/0)) £ o | gl 2. (6.61)
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Quando » = b = ¢, obtemos justamente (6.59). No entanto, o Lema 28 diz que este tipo de
resultado € vélido para todo ponto ( , b) numa vizinhanga de ( ), portanto € possivel melhorar
(6.61). Note que

(k= jo) (1/q = 1/r) + (k = jo) (L/q = 1/b) | < —e(|k — jo| + [k — jol),

onde ¢ > 0 é escolhido adequadamente, uma vez que r, b < ¢. Logo, podemos reescrever (6.61)

como
IT5(F,G)| S 2 WdolE=io || £]| o | g]] ., (6.62)

0 que, tomando a soma em 7, nos da (6.55).

Aplicando o Lema 27 com p = ¢ para F'(t) e G(s) obtemos as decomposi¢des
t)=> flh(t) e G(s) =D gils)xz(s)
k k

com as fungdes xj e x; satisfazem as teses do Lema. Além disso, as fungdes escalares fr(t) e

97 (s) satisfazem as desigualdades

1
al

q/

SIEN e e (Z !97;|q/) S NGz (6.63)

2
Lt

(el

L

Com estas informagdes, podemos, finalmente, provar (6.55). Decompondo F' e G e

usando a linearidade, obtemos

ZIT (F,G)| < ZZZ (fuxe 25| (6.64)
Jj k

Por (6.62), temos
T3 (Fixt gix)| S 270 HR=3D ) o g . (6.65)
Para nos livrar da soma em 7, facamos a seguinte manipulacdo algébrica:
|k — jo| + [k = jo| = |jo — k| + |jo — k| > 2|jlo + |k — K],

entao
SITE OIS 2D+ [k = kD2 fill 2 gzl z-
J k%
Nao precisamos nos preocupar com o termo 1 + |k — %| uma vez que o mesmo € maior ou igual
a 1. Como a série 3", (1 + |k|) =¥ ¢ absolutamente convergente, podemos aplicar a desigualdade

de Young para obter

=

SIT(FG S (S IAl:) (Z H%Hig) .
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. o ’
Trocando a ordem das normas L? e /2 e usando a inclusdo /¢ C (%, uma vez que ¢’ < 2,

1
q’
!
(Z \gz!") :
L% E L?

tem-se
1
-7

()

S IT(FG)| 5

e (6.55) segue de (6.63).
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A.1 Pullback da distribuicao de Dirac sobre superficies

Seja x uma fungdo y € C*°(R") com suporte compacto tal que [p. x()dx = 1 e
X=(2) = & x(%), entdo a sequéncia de distribui¢des 7. € D’'(R") definida por

(T..0) = [ x:(2)p(a)d
para todo ¢ € D(R") é uma regulariza¢do da distribui¢do delta de Dirac d, : D(R") — R
definida por
(0o, ) = ¢(0).
De fato, seja ¢ € C2°(R") tal que supp(¢) C [—A, A]". Usando o Teorema da convergéncia

dominada, temos

/Xs(:v)@(fc)dfc = /[_A/S ayn XWPW)dy = (0), - quando e =0 (A

Em outras palavras, y. converge para ¢, em sentido de distribuicdes. Nosso objetivo é encontrar

o pullback f*6 = 0 o f da distribui¢do dy quando f : 2 — R é uma funcdo suave tal que

Vf(z) #0paratodor € ¥y ={z € Q : f(z) =0} (A.2)
Mais precisamente, queremos mostrar que
do
*5 _
i

onde do denota uma medida intrinseca de superficie sobre . Os dois lemas abaixo facilitardo

a nossa prova.

Lema 29 (Gluing principle). Seja 2 = U,(); uma familia de abertos. Para cada j, seja 7; uma

distribui¢do em €2; tal que
(Z})’Qjmgk = (Tk>|QjﬂQk7 quando Qj N Qk # g

Entdo, existe uma tnica distribuicdo 7" € D'(2) tal que T'|q, = Tj.
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Lema 30. Seja {7},},, uma sequéncia de distribui¢des em {2 = U,(2;, uma colecdo aberta.
Suponha T, |o, — T7 em D’(12), entdo T,, converge em D'(£2).

Teorema 41 (HSRMANDER, 1990) Theorem 6.1.5). Seja ¥y = {z € Q : f(z) = 0}
uma hiperficie suave e x € C°(R) tal que [0 x(x)dx = 1 e x(z) > 0. Entdo existe uma
distribui¢do 0(f) com suporte em X tal que

(76, ¢) = lim [ xo(J(@)p(a)dr, (A3)
para todo ¢ € C.(2). Além disso, o limite acima converge para integral
dz’ do
o, :/ ) :/ ) ——r (co-drea)
F0er= J, 2 g, ~ b, A

onde do € uma medida intrinseca sobre a hiperficie ¥ ¢.

Demonstragdo. Usando os dois lemas anteriores, basta mostrar que existe uma vizinhanga de
a € ( tal que a sequéncia {x.(f)} converge em D’ para uma distribui¢do J(f) definida pela

formula da (co-area) acima.

Caso f(a) # 0, pela continuidade de f existe uma bola B(a,r) tal que |f(z)] > 0
para todo = € B(a,r). Como o suporte de x é compacto, podemos escolher ¢ suficientemente

pequeno tal que x.(f(x)) = 0 para todo x € B(a,r), isto &, x.(f(z)) — 0 em B(a,r).

Caso f(a) = 0, usando a hipétese V f(a) # 0 entdo existe j € {1,---,n} tal que

0;f(a) # 0. Sem perda de generalidade podemos assumir

of
Bz, (a) #0

e escreva a = (a',a,) € R"! x R. Pelo Teorema da Fungio Implicita, existe um aberto W x [

de R"! x R contendo (d’, a,,) € uma fungo ¢ de classe C''(R"™1) tal que

f@ q(a')) =0,

para todo (', z,) € W x I. Nesta vizinhanga de (d’, a,,), considere a expansdo de Taylor' de

f(2', z,) em torno do ponto (', ¢(x"))
P a) = £ a@) + (o — (o)) [ O (2" e”) + b~ (')t
= (2, — q(2')) /0 O, f (2 q(a') + (o — q(a'))dt. (A4)

Tomando ¢ € C.(W x I) e usando Teorema Fubini, pela mudanga de varidveis z,, = q(2’) + ¢z

obtemos

/W A(f(@)e dx—/ / 7 ) (f(xj”))d%dx’
= [ [ @' ala) +e2)x (f (x’q<f)+€z)> dzdr'.  (AS5)

! Bastaescrever f(x + h) = f(z)+ h fol f'(x + th)dt, com h escolhido apropriadamente
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Substituindo (A.4) em (A.5) e notando que € = x,, — q(2’),

/WXI Xe(f(@)e(w)de = /W /R (', q(x') +ez)x (z /0 Lo, f( ale) + ta)dt) dzda’

Portanto, usando o Teorema da convergéncia dominada, fazendo z — 20,,, f(2'q(2")) e relem-

brando que [°0_ x(z)dz = 1, respectivamente, obtemos

i [ xelraptonis = [ [ oo (5t (dale)) ) st

(&, q(") ,
= L s ety Uox@)z) da
dz’

= [, A A

quando %(w’ ,q(2")) # 0. Em outras palavras, mostramos que existe uma vizinhanca W x I de

a tal que x.(f) converge em D’ para a distribui¢do ( f) definida por

d.flfl tee dl’n_l
|0f /O]

Além disso, derivando implicitamente a equagdo f(z’, ¢(2")) = 0, obtemos

6()e) =tim [ x(f@Dp(de = [ ol qa) (A6)

e=0 JWxI

Vo f(2',q(z") + 0p, f(2', q(2"))Vq(2") = 0

e substituindo no gradiente de f aplicado ao ponto (', ¢(z’)) tem-se

Vi@ q@) = (Vo f(2, q(2")), Ou, f (', q(2"))) = O, f (', q(a")) (= V(). 1),

isto é,

IV f(a',q(2"))| =

Lt T+ P

Localmente, a distribui¢éo 0(f) pode ser reescrita por

1+ |Va(x)]|?
L., 5@ = [ o’ a) |VfJEal’ qq<(x'>)>’| o
do
zn=q(x’) QOW

z

pois, pela Proposi¢do 10, a medida intrinseca do sobre a hiperficie { (2, z,) : =, = q(z’)} é

dada por do = /1 + |Vq(z')]2.

]

Mostramos acima que hiperficies ¥y = {x € R” : f(x) = 0} suaves tém uma medida
natural, ndo necessariamente um medida intrinseca. De fato, para todo x € X o gradiente
V f(z) # 0, em particular %(z) # 0 para algum j € {1,2,3,--- ,n}. Usando o Teorema da

J

Fungdo Implicita, existe uma vizinhan¢a N de x e uma fungdo ¢; € C'(R"1) tal que

l'jIQj(xlf“ ,fc\j,... ’xn)
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para todo x = (xy,---,2,) € N N Xy Aqui a notagdo (z1,---,Z;,--- ,x,) significa que
omitimos a coordenada x;. Procedendo como fizemos para obter (A.6), existe uma medida

canonica dj associada a f (esta medida ndo € necessariamente uma medida intrinseca de )

definida por
R dey---dz; - dx,
J
para todo z € N N Xy, onde Z denota (xy,--- ,Z;,-- ,x,). Esta medida pode ser estendida
globalmente para > ¢ e obtemos
dey---dz; - - dx, o dxy--dTi - day,
hf,x-d,uf,x-:/ h(x J :/ h(z,q;(x J
J @@ ) = [ =g [ @) T

(A.8)
para todo ¢ € C.(R").
Exemplo 22. A superficie caracteristica da equacao da onda [Ju = 0 é dada hiperficie singular,
S={(mn) eR™ < |7| = ¢l}-

Esta superficie tem uma singularidade na origem, podemos remove-la considerando 7 > 0

(“future lightcone™) e definindo o seguinte cone
So = {(&7) eR™ ¢ |r| = [¢] > 0}

e obtemos uma medida natural sobre 3., definida por

dedr

d,uZo(gvT) = 6(7—2 - |5|2> 2‘5’ : (A9)
Além disso, para toda fungdo ¢ € C>°(R"*!) obtemos
1 d
(il =160 = [ el Thusler) = [ 5 (ol —le) + ol D) T (A10)

A.2 Calculo de Integrais

Esta se¢do estd destinada a calcular e limitar determinadas integrais que foram utilizadas

nesta dissertacao.

Exemplo 23. Paraa > 0e b > 1, temos

r

Para verificar esta integral, considere a mudanca de varidvel y — ax. Neste caso,

/ da::a’/
0 0

b
sen(az) | 0 bt (A.11)

Xz

sen(y) b

sen(az) , ‘ dy. (A.12)

T
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Para obter (A.11), basta garantir que a integral em (A.12) € finita. Para obter (A.11), basta

garantir que a integral em (A.12) € finita. Para isso, divida a integral da seguinte maneira

b
o) 1 00
0 0 1

Yy
A integral I, converge, uma vez que ela é controlada por uma fung¢ao integrdvel para todo b > 1,

sen(y) sen(y)

Yy

b b
‘ ‘ dyzll—i—lg

a saber ,
sen(y) 1
< -
Y )
A integral I; também converge, note que no intervalo [0, 1] a fungdo seno é ndo-negativa e temos

a desigualdade sen(y) < y. Neste caso,

sen(y) |b _ sen’(y) <1
y yoo
e, portanto, a integral /; € finita.
Exemplo 24. Para todo £ € R\ {0}, temos
00 6727”'51 )
/_Oo T dx = —ime*™ € sgn(£), (A.13)
onde
1, se & >0,
sgn(§) =
-1, se& <.
Considere a funcdo complexa
e—27riz§
(z) = 1+2

Sobre o eixo real, esta func¢do € igual a fungdo do integrando em (A.13). A funcdo f(z) é

holomorfa em C exceto no ponto 2y = —1 que, obviamente, € um polo simples, pois

f(2) = (z+1)"te ™ = (2 + 1) h(2),

onde h é uma funcdo holomorfa em todo C, em particular, num disco centrado em z; = —1.
Portanto
res_1f = lim (z +1)f(2) = lim e 2™ = ™, (A.14)
z——1 z——1

Considere o contorno I' com a orientagao adequada (ver Figura 17). Como f € holomorfa

no interior de I', pelo Teorema de Cauchy,

/Ff(z)dz = 0.

Portanto,

/Ff(z)dz = /lef(x)dx /05(1) f(z)dz + /6R11 f(z)dz + f(2)dz. (A.15)

Cr(-1)
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Figura 17 — Contorno I' com orientag¢do adequada e raio R > 1.

Os semi-circulos estdo centrados em —1, para simplificar a notacdo, denotaremos Cr(—1) e
C.(—1) simplesmente por Cy e C., respectivamente. Assuma que £ < 0 (o caso & > 0 ¢
similar com o contorno na regido negativa do eixo imagindrio com a orientacdo adequada).

Parametrizando C'r por Yo, (0) = Re® — 1, com 0 € [0, 7], temos

‘/ f(venR (0))7e (e)de‘_ /w@_?mRew_l)R i 19 <2/§ 2 Rsent g
Cr ’YCR ,YCR - 0 1+R6i9—1z e =5 ; e ,

onde usamos a simetria sen(f) = sen(m — ) na tltima desigualdade. Para ¢ € [0, 7/2], temos
send > 20/, temos

N

2 (%, €Rsend 2 (% gnep? ik 2 R—co
“~ meRsend 10 < 7/ TR0 =
R/o ‘ “Rb

T KR et 1] =0,

pois & < 0. Pelo Teorema de residuos, temos

/Cgf(z)dz:/fe

—2miz€
2mi€
’

dz = 2mires_1 f = 2mie

pois o polo z; = —1 estd no interior de C.. Fazendo R — oo e ¢ — 0 em (A.15), obtemos
00 6727m'§:1: o
/ dr = ime*™ .
—00 1 + a

No contorno [ abaixo, note que a fun¢do seno € negativa, € necessario que £ > 0 para que a
integral sobre o semi-circulo se anule quando R — oo. Procedendo de forma anédloga e usando o

contorno da Figura 18 concluimos que

Figura 18 — Contorno I'' com orientagéo adequada e raio R > 1.

) e—27ri§x ]
/ dx = —ime®™,
o 1 +x
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