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Resumo

A presente dissertacdo versa sobre a relacdo existente entre as equagdes dos ideais de
apresentacdo das dlgebras de explosdo e o conceito de birracionalidade. Para atingir esse
proposito fazemos dois capitulos de preliminares introduzindo as no¢des que atuam de ma-
neira central no enunciado dos principais resultados do trabalho. Estes resultados consistem
em uma versao fraca de um critério de birracionalidade devido a Déria-Hassanzadeh-Simis
e Doria-Ramos-Simis e na aplicacdo deste critério para certos ideais de altura dois em um

anel de polindmios em trés variaveis.

Palavras Chave: Algebra de Rees, fibra especial, birracionalidade, sizigias, dlgebra gra-
duada.



Abstract

This dissertation deals with the relationship between the equations of ideals for the pre-
sentation of explosion algebras and the concept of birationality. To achieve this purpose,
we make two preliminary chapters introducing the notions that play a central role in the
statement of the main results of the work. These results consist of a weak version of a
birationality criterion due to Déria-Hassanzadeh-Simis and the application of this criterion

to certain ideals of height two in a ring of polynomials in three variables.

Keywords: Rees algebra, special fiber, birationality, syzygy, graduated algebra.



Lista de simbolos

Simbolo Descricao

ker @ nucleo de um homomorfismo ¢

Imo imagem de um homomorfismo ¢

R(I) algebra de Rees de um ideal I

F(I) fibra especial de um ideal I

htI altura do ideal I

(1) analytic spread de um ideal I

(M) ideal gerado pelos menores de ordem t de uma matriz M
dim A dimensao de Krull de um anel A

dega grau de um elemento homogéneo a

annM anulador do médulo M

dim M dimensao de Krull do médulo M

grade (I, M) | grade do ideal I sobre 0 médulo M

depth M profundidade do médulo M

u(M) nimero minimo de geradores do médulo M




Introducao

Seja A um anel graduado standard com ideal maximal homogéneo m e [ um ideal ho-

mogéneo de A. Associado a esses dados, podemos considerar as seguintes dlgebras:
R =PIt c Al e F(I) =R(I)/mR(D), (1)

onde t € uma indeterminada sobre A. Essas dlgebras sdo chamadas, respectivamente, de
dlgebra de Rees e fibra especial do ideal 1. Elas aparecem como realizagdes algébricas de
certos objetos geométricos associados a explosdo de uma variedade V' ao longo de uma
subvariedade U e, por essa razdo, sao chamadas comumente de dlgebras de explosdo.
Diversas informacdes sobre o ideal I e suas poténcias sdo codificadas nessas algebras,
como exemplo: nimero minimo de geradores, sizigias, normalidade, primos associados,
etc. A origem dessas dlgebras remontam a um artigo de David Rees (ver [14]) onde um dos
objetivos foi provar o que hoje conhecemos como Lema de Artin-Rees. Desde a publicacao
desse artigo, o tema tem atraido a aten¢do de diversos pesquisadores. Algumas das questdes

que tem sido investigadas sao

1. Quando estas dlgebras sao Cohen-Macaulay?

2. Como propriedades dessas algebras, como Cohen-Macaulicidade, estdo relaciona-

das.

3. Quais sao as equagdes de defini¢do dessas dlgebras?

4. Dado formas fi,...,f, de mesmo grau d em um anel de polinémios K[xi,...,Xn],
com K corpo, como as élgebras de explosdo do ideal I = (fy,...,f,,) atuam na
birracionalidade da extensdo K[fy, ..., f] C Kx{" - x% o 4+ -+ + o = d]?

Nessa dissertagao nos ocupamos de um modo particular nessa dltima questao. Precisa-

mente, discutiremos uma versao fraca de [8, Theorem 2.18] que revela como a birraciona-



lidade pode ser lida em termos das equacdes do ideais de apresentacao das dlgebras R(I) e
F(1).

Descrevemos brevemente o roteiro seguido nesse trabalho.

Um fato basico sobre as dlgebras de explosdo € que elas sao definidas acompanhadas de
uma estrutura natural de dlgebra graduada. Sob hipéteses adicionais no anel A e no ideal
I, estas algebras podem ser vistas também como dlgebras bi-graduadas. O propésito do
primeiro capitulo € explicar conceitos e propriedades basicas em torno da no¢do de algebras
graduadas e bi-graduadas.

Outro ingrediente fundamental no estudo das dlgebras R(I) e F(I) sdo as sizigias do
ideal I. Assim, o objetivo no capitulo 2 € explicar sobre esse conceito. Enfatizamos de um
modo especial o teorema de Hilbert-Burch, que determina por exemplo como sao as sizigias
de um ideal gerado pelos menores de uma matriz de ordem (n + 1) x n. A aplica¢do que
faremos do principal resultado desse dissertacdo sao em ideais desse tipo.

No capitulo 3 chegamos a defini¢do das dlgebras R(I) e F(I). Mostramos como 0s
conceitos apresentados nos capitulos anteriores se acomodam no estudo dessas dlgebras.

No quarto e tltimo capitulo enunciamos e provamos o principal resultado do trabalho.
Além disso, o aplicamos para dizer sobre a birracionalidade de ideais gerados pelos meno-
res maximos de uma matriz de ordem (n + 1) X n cujas entradas sdo formas lineares em

um anel de polindmios em trés varidveis.



Capitulo 1

Algebras Graduadas

Os principais objetos de estudo nessa dissertagdo sdo as dlgebra de explosdo de um ideal.
Elas sdo dlgebras produzidas a partir de um par (A, I), onde A € um anel e I é um ideal
de A. Para qualquer par (A, I) estas dlgebras sdo concebidas com uma estrutura de dlgebra
graduada. Essa caracteristica intrinseca das algebras de explosdo sdo vitais em seus estu-
dos. O objetivo dessa se¢do € fornecer alguns preliminares sobre os conceitos de dlgebras
graduadas e bi-graduadas que serdo pertinentes para a discussao que faremos em torno das

algebras de explosao.

1.1 Definicoes basicas

Seja A um anel. Uma A-dlgebra 7Z-graduada é uma A-algebra S com uma decomposi¢ao

s=Ps: (L.1)

ieZ

em soma direta de grupos aditivos

tal que S = A e §;S; C Sy paratodo i,j € Z.

Observe, em particular, que cada S; € um A-mdédulo. Cada A-médulo S; é chamado de
componente ou parte homogénea de grau i de S. A decomposi¢do (1.1) é chamada de uma
Z-graduacdo de S. Cada elemento a € S; é chamado de elemento homogéneo de grau i
(usaremos a notagdo deg a := 1 para dizer que a é elemento homogéneo de grau i). Segue
por definicdo que cada elemento b € S se escreve de forma tnica como soma finita de

elementos homogéneos, ou seja,

b=ay+a;+-+an,

7



onde cada a; € homogéneo de grau i e cada a; € unicamente determinado.

Exemplo 1.1.1. Seja A um anel e S o anel de polindmios A[xy, ..., X,]. Fixemos uma n-
upla de nimeros inteiros (d;, ..., d, ). Paracadai € Z defina S; sendo o A-mddulo gerado

por todos os mondmios x;" ... xX" tais que o¢;d; + - - - + andn = i. Temos que
5= Ds.
i€z

¢ uma S, dlgebra Z-graduada tal que A C Sp e degx; = di (1 < 1 < n). Pode ser
demonstrado que esta € a inica Z-graduagao do anel de polindmios S com essa propriedade.
Observe que quando d;,...,d, = Oentdo A = §,. Além disso, quandod; =...=d,, =1

temos a graduacao usual do anel de polindmios S = A[xy,...,Xn].

Exemplo 1.1.2. Seja A um anel. Considere o anel de polindmios S = A[x, X2, X3] equi-
pado com a graduagao usual. Seja f(x, X2, X3) = X%xzx3 +x1 —I—szg —I—X% ~+4 um polindémio

de S. A decomposi¢do de f como soma de elementos homogéneos é:
f=fo+fi+fHh+fz+1,

onde fo=4,fi =x, f,=x3, f;=0 e f5=x}xx;+x3.
Entre as dlgebras graduadas, sdo de interesse especial as da seguinte defini¢ao.
Definicao 1.1.3. Seja K um corpo. Uma K-algebra
s=ps:
ieZ

¢ chamada de K-dlgebra graduada standard se S; = 0 parai < 0 e S € gerada como
K-élgebra pela parte homogénea de grau 1 (i.e., S = KI[S;]).

Dada uma A-dlgebra Z-graduada S = €9

homogéneo (ou ideal graduado) se 1 = @;,(1 N S;). Para cada i € Z, chamaremos o

icz St diremos que um ideal I de S € um ideal
A-médulo I N S; de componente homogénea (ou parte homogénea) de grauidoideal I e a
denotaremos por ;.

Uma caracteriza¢cao muito util para saber quando um ideal de uma anel graduado é

homogéneo € fornecida pela seguinte proposi¢ao.

Proposicio 1.1.4. Seja A um anel e S = @, o, Si uma A-dlgebra N-graduada. Se 1 é um

ideal de S entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:



(a) 1é um ideal homogéneo;
(b) I contém um conjunto de geradores formado por elementos homogéneos.

Demonstracdo. (a)= (b) Fazendo B = |JS; N I segue que B é um conjunto formado por
elementos homogéneos e que gera .

(b)= (a) Digamos que B é um conjunto de geradores homogéneos de I. Precisamos
provar que I = @;.,(I N S;). Ainclusdo ;. (1N S;) C I ¢ imediata. Para a inclusdo
contréria, considere x € . Temos que « se escreve de forma tnica como x = &, +
X1+ +&_1+ 0o+ 0o+ -+ o, onde m, n sdo certos nimero inteiros e «; € S;

para cada m < 1 < n. Por outro lado, usando o fato de que B gera I temos
X=ambm + -+ anbn (1.2)

onde a; € Se by € B paracada m < i1 < n. Como podemos inserir em (1.2) parcelas
da forma a - 0, entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que cada b; € elemento

homogéneo de grau i. Escrevamos cada coeficiente a; de (1.2) da seguinte maneira

si
ay = E ai]-

j=Ti

onde aj; € S;. Entdo,

o= (%aoj)bo+---+<§oami>bm: <Z aijbi>+<z aijbi>+---.

i+j=0 itj=1

Pela unicidade da escrita de &« como soma de elementos homogéneos segue que

X = Z ai,-bi,...,ocn: E aijbi-

itj=m i+j=n

Em particular, cada o; € I N S;. Logo, « € @iez INS;. Portanto, I = @, ., IN'S; como

i€z
queriamos provar. O

Observe que dados uma A-dlgebra Z-graduada S e um ideal homogéneo I de S te-
mos que o anel quociente S/I tem estrutura natural de A-algebra graduada dada pela
decomposicao:

S/1=EPSi/L.

i€Z
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Sejam S = @;., Si e R = @, Ry duas algebras Z-graduadas. Um homomorfismo
de A-dlgebras ¢ : S — R é chamado um homomorfismo de A-dlgebras graduadas se

preserva grau, ou seja, se @ (S;) C R; paracadai € Z.

Definiciio 1.1.5. Seja S = @;, Si uma A-dlgebra Z-graduada. Dada uma A-subdlgebra

S’ de S, denotemos S{ = S; N S’ para cada i € Z. Dizemos que S’ é uma A-subdlgebra
Z-graduada se S’ = ;. Si.

Naturalmente, uma A-subdlgebra Z-graduada € em si uma A-algebra Z-graduada.

Exemplo 1.1.6. Seja S = P
mentos homogéneos de S de grau d. A A-subdlgebra S’ = Afby,...,b,] de S é um
A-subdlgebra Z-graduada de S. De fato, seja g € A[by,...,by]. Entao, g = f(by,...,by)
para algum f € A[xq,...,X,]. Escrevamos f como soma de polindmios homogéneos

icz Si uma A-dlgebra Z-graduada. Suponha by, ..., b, ele-

f=fo+fi +---+1f.
Avaliando f nos geradores by, ..., b, temos que
f(b],...,bn) :fo(b],...,bn) +f1(b1,...,bn) +f2(b1,...,bn) ++fr(b1,,bn)

Notadamente, f;(by,...,b,) € SiaNA[by,...,b,] paracada 1 <1 < reissonos permite

concluir a igualdade S’ = €, ., Si.

Proposicao 1.1.7. Sejam S = @, , Si ¢ R = @, Ri duas A-dlgebras Z-graduadas e
@ : S — R um homomorfismo de A-dlgebras graduadas. Entdo:

(a) Ime é A-subdlgebra Z-graduada de R.
(b) ker @ é um ideal homogéneo de S.

Demonstragdo. (a) A inclusdo @;.,(Ri N Ime) C Ime é imediata. Assim, resta-nos
mostrar a inclusdo contréria. Para isso, considere x um elemento na imagem de ¢. Entao,
x = @(r) para algum r em S. Como S é A-dlgebra graduada, podemos escrever r da
seguinte maneira:

T=To+T1+ -+ T

onde, r; € Sy paracada 1 < i < s. Em particular,

x=@(r) =@(ro) + @(r1) + -+ (1),
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pois @ € homomorfismo. Além disso, como ¢ é homomorfismo de A-adlgebras Z-graduadas,
temos @(r;) € Ry paracada 1 < i <'s. Logo, x € €,.,(Ri N Ime). Portanto, também

temos a inclusdo Im ¢ C € i N Im @), o que nos permite concluir a afirmacao dese-

1€Z
jada.

(b) Sejar=19+71,+ -+ 15 € ker @, com 1; € S;. Entio:
e(r)=@(ro+1+---+15) =0.
Como ¢ é homomorfismo de A-dlgebras graduadas temos que:

(1) =@(ro) +@(r)) + -+ @(rs) =0.

Assim, @(r;) = 0 para cada i € Z, pois a soma é direta. Desse modo, concluimos o
desejado. |

1.2 Algebras bi-graduadas

Seja A um anel. Uma A-dlgebra bi-graduada é uma A-édlgebra S com uma decomposi¢ao

em soma direta de grupos aditivos

= P sup (1.3)

(1,j)€EZXZ
tal que S¢o0) = A e S(,j)S(inj/) C S(itirj+j) paracada (1,j), (i',j") € Z x Z.

Exemplo 1.2.1. Seja A um anel e S o anel de polinémios A[xi,...,Xn,Yi,-..,Ym] (onde

X1,...,Xnf€{Yi,...,Ym/ sdo dois conjuntos de varidveis disjuntos). Dados
Yy Yy ] )

(di,d]),...,(dn,d.), (e, e),....(em. €. ) EZ X Z
1 n 1 m

defina S(; ) sendo o A-médulo gerado por todos os mondmios x| - - -xff“y? oeoyBe tais
que

OCl(d], d{) + - O('Tl(dn’ d1/1) + Bl(el’ e{) + -+ Bm(ema e;n) = (19])
Temos que

= @D sw

(1,j)€EZXZ
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¢ uma S dlgebra bi-graduada tal que (i) A C S, (il) degx; = (di,d]) (1 <i<n)e
(iii) degyi = (ei, €{) (1 < i< m). Pode ser demonstrado que esta € a tnica bi-graduacéo
do anel de polindémios S satisfazendo (i), (ii) e (iii). Quando degx; = (1,0) (1 <i<n)e

degy; = (0,1) (1 < i< m)temos a bi-graduacao usual do anel de polindmios S.

Os conceitos e resultados sobre algebras bi-graduadas se assemelham aos que tinhamos
para algebras graduadas. Podemos falar por exemplo de: componente bi-homogénea, ele-
mento bi-homogéneo, ideais bi-homogéneos, homomorfismos de algebras bi-graduadas,
etc.

Para efeito de citagdo, enunciamos a seguinte proposicdo cuja demonstracdo € uma

simples adaptacdo da prova da Proposi¢ao 1.1.7.

Proposicio 1.2.2. Sejam S = @, , Si e R = @D,y Ri duas A-dlgebras bi-graduadas

e @ : S — R um homomorfismo de A-dlgebras bi-graduadas. Entdo:
(a) Ime é A-subdlgebra bi-graduada de R.

(b) ker @ é um ideal bi-homogéneo de S.



Capitulo 2
Sizigias

No estudo das dlgebras de explosdo um conceito muito importante é o de sizigia. E através
da matriz de sizigias que obtemos uma primeira aproximagao para o ideal de defini¢do da
algebra de Rees. Nesse capitulo apresentaremos diversos conceitos e resultados relacio-
nados a nocdo de sizigia com enfase especial ao teorema de Hilbert-Burch. Esse é um

resultado central nesse trabalho pois fornece a estrutura dos ideais que iremos abordar.

2.1 Sequéncias exatas

Seja A um anel. Uma sequéncia finita ou infinita de homomorfismos de A-mddulos
P i Pi
—>Mi—|—1 —+;M1L>Mi_1 —;

¢ chamada de sequéncia exata se Im@i ., = ker @i para cada 1.

Alguns fatos basicos sobre sequéncias exatas estdo contidos na seguinte proposi¢ao.
Proposicao 2.1.1. Sejam M e N mdodulos sobre um anel A. Entdo:
(@) A sequéncia 0 — M -5 N ¢ exata se, e somente se, @ é homomorfismo injetor.
(b) A sequéncia M 25 N — 0 é exata se, e somente se, @ é homomorfismo sobrejetor.
(c) A sequéncia0 — M —5s N — 0 ¢ exata se, e somente se, © ¢ isomorfismo.

Demonstracdo. (a) Suponhamos que a sequéncia 0 — M —+ N ¢é exata. Entio ker ¢ =

Im(0 — M) = 0. Logo, @ € um homomorfismo injetor. Reciprocamente, suponhamos que

13
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@ seja um homomorfismo injetor. Entdo ker ¢ = 0 = Im(0 — M). Portanto, a sequéncia
0 — M - N € exata.

(b) Suponhamos que a sequéncia M % N — 0 é exata. Entio Im¢ = ker (N — 0) =
N. Portanto, ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Reciprocamente, suponhamos que @ seja
um homomorfismo sobrejetor. Entdo Im@ = N = ker (N — 0). Portanto, a sequéncia
M £ N — 06 exata.

(c) Pelos itens (a) e (b) acima, ¢ € um homomorfismo injetor e sobrejetor. Logo, ¢ é

um isomorfismo. O

2.2 Apresentacao livre

Definicao 2.2.1. Seja M um A-mdédulo. Uma apresentagdo livre de M € uma sequéncia
exata

FF—F—M—70
onde F; e Fy sdo A-mddulos livres.

Uma pergunta ébvia € se todo médulo admite uma apresentacao livre. A resposta para

essa questdo € o conteddo do seguinte resultado:
Proposicao 2.2.2. Todo A-modulo possui uma apresentagdo livre.

Demonstracdo. Sejam M um A-médulo e S um conjunto de geradores para M. Defina
Fo sendo o A-mddulo livre cujos elementos da base sao indexados pelos elementos de
S. Digamos que {es}scs seja uma base para Fy. Entdo, podemos considerar o seguinte
homomorfismo sobrejetor

©o:Fo—> M, eg— s

Assim, pela Proposicao 2.1.1(b), temos estabelecido a seguinte sequéncia exata:
Fo 2% M —0

Agora consideremos Z := ker ¢y C Fy. Repetindo o argumento anterior, substituindo

M por Z, podemos encontrar um homomorfismo sobrejetor

(P]ZFl—»ZCF()
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onde F; € um A-mddulo livre com base indexada por um conjunto de geradores de Z. Com
i$s0, temos que a sequéncia
FF—F—M—70

¢ exata com F; e Fy sendo A-moédulo livres. Portanto, o resultado segue. d

Nesse trabalho estamos particularmente interessados na situagdo em que A € um anel
Noetheriano e M é A-mddulo finitamente gerado (portanto, também Noetheriano). Nesse
contexto, na prova da proposicao acima poderiamos ter suposto M e Z gerados por conjun-
tos finitos S = {vy,..., v} e S = {uy,...,unm}, respectivamente. Assim, a apresenta¢ao

livre de M se escreve como:
A" — A" — M —0 2.1

Portanto, para modulos finitamente gerados sobre anéis Noetherianos sempre teremos uma

apresentacdo em que os mddulos livres sdo de posto finito.

Notacao: Doravante, utilizaremos e; para denotar o i-€simo vetor da base candnica de
um modulo livre de posto finito. Mesmo quando estivermos lidando com dois A-mddulos
livres ndo faremos distin¢do de letra. Tipicamente, ficard bem entendido pelo contexto qual

modulo livre e; pertence.

Na sequéncia exibiremos dois exemplos para explicar na pratica como apresentacdes

livres podem ser obtidas.

Exemplo 2.2.3. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x,y]. Considere o ideal
I = (x,y) C A.De acordo com o que vimos acima, para obter uma apresentagdo livre de

I consideramos inicialmente o0 homomorfismo sobrejetor
Po:A? > 1, e =X, ey

Em seguida calculamos geradores para Z := ker ¢y. No caso presente, afirmamos que
Z = ((y,—x)). Observamos que a inclusdo Z O ((y,—x)) é imediata. Para, mostrar a
inclusdo contrdria, considere u = (y, &) € Z. Entdo, o;x 4+ o,y = 0. Equivalentemente,
x1x = —xy. Dessa igualdade e do fato que y € elemento primo em A segue que x; = py
para algum p € A. Fazendo a substituicdo de o; = py na igualdade oyx = —yy e

efetuando os devidos cancelamentos obtemos &, = —px. Logo, u = p - (y, —x), ou seja,
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u € ((y,—x)). Como consequéncia, Z = ((y, —x)) conforme afirmado. Em particular,
e Al — A% 11— (y,—x)
¢ um homomorfismo cuja imagem € ker . Portanto, uma apresentacao livre de I é

Al ZL A2 201 0.

Exemplo 2.2.4. Seja K um corpo e A o anel de polindmios K[x,y, z]. Considere o ideal
[ = (xy,xz,yz) C A. Assim como no exemplo anterior, iniciamos considerando o homo-

morfismo sobrejetor
. A3
@o: A" =1, e —xy, e xz, e;— Yz

Nesse caso, dado u = (o, 3,y) € A3 temos @o(u) = axy + Bxz + yyz. Afirmamos
que Z := ker @ é gerado pelos vetores vi = (0,y,—x) e v, = (z,0,—x). A inclusdo
(vi,v2) C Z é um célculo direto. Para a inclusdo contrdria considere u = («, 3,v) € Z.
Entdo axy + Bxz+vyyz = 0. Equivalentemente, ocxy = —z(3x+vyy). Como z é elemento
primo de A segue que x = pz para algum p € A. Substituindo essa expressao de o« na
igualdade axy = —z(Px + yy) e efetuando os devidos cancelamentos obtemos pxy =
—Rx — yy. Por conseguinte, essa igualdade pode ser reescrita como 3x = —y(px + v).
Agora, dessa igualdade e da primalidade de y em A segue que 3 = qy para algum q €
A. Substituindo essa expressdo de f em fx = —y(px + y) e efetuando cancelamentos

obtemos qx = —px — 7, ou seja, Y = —(q + p)x. Assim, temos

u=(a,B,v) = (pz.qy,—(q +p)x) = q- (0,y,—x) +p - (2,0,—x) = qv; + pv,.

Logo, u € (v;,v,). Consequentemente, Z = (v, ;). Finalmente, considerando o homo-
morfismo sobrejetor

(P]IAZ—»AS, e —Vvy, e~V

cuja imagem € Z segue que uma apresentacao livre de 1 é

A2 24 A3 2% T .

Definicao 2.2.5. Sejam A um anel e M um A-mddulo finitamente gerado. Considere
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u = {uy,...,u, }um conjunto de geradores de M. O niicleo Z do homomorfismo sobrejetor
e:A" > M, e — 1y

¢ chamado de mddulo de sizigias do médulo M com respeito ao conjunto de geradores u.
Em resumo:
Z={(of,...,xn) € A™ocuy + -+ + xpu, =0} 2.2)

Cada elemento em Z é chamado uma sizigia de M com respeito ao conjunto de geradores

u.

Digamos que o médulo de sizigias Z € finitamente gerado e v = {vy,..., Vv, } € um con-

junto de geradores de Z. Como visto acima, ao considerarmos o homomorfismo sobrejetor
1]) AT Z, ey — V4

temos a apresentacgdo livre
A™ 2 Ar 2 M 0.

Em particular, como 1 € um homomorfismo de A-mddulos livres, podemos considerar sua
representacio matricial com respeito as bases candnicas de A™ e A™. E usual, e assim
o faremos aqui, identificar essa matriz com o préprio homomorfismo . Essa matriz é
chamada uma matriz de sizigias do médulo M com respeito ao conjunto de geradores
u. Notadamente, 1p € uma matriz de ordem n X m onde a j-ésima coluna corresponde a

transposta do vetor v; = 1(e;).

Exemplo 2.2.6. Sejam K um corpo e A o anel de polindomios K|[x,y, z]. No Exemplo 2.2.4
vimos que um conjunto de geradores para o médulo de sizigias Z do ideal I = (xy, xz,yz) C
A (com respeito ao conjunto de geradores xy, xz,yz) € {(0,y, —x), (z,0, —x)}. Nesse caso,

uma matriz de sizigias para o ideal I (com respeito ao conjunto de geradores xy, xz, yz) €:

0 z
y 0
—X —X

Observacao 2.2.7. (a) Seja A um anel e I um ideal de A. Considere f = {f;,...,f,} um
conjunto de geradores de I. Um conjunto 6bvio de sizigias do ideal I com respeito ao con-
junto de geradores f é: K(f) = {fie; — fje;|1 < i < j < n}. Cada elemento de K(f) é
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chamado de sizigia de Koszul do ideal I com respeito ao conjunto de geradores f. Tipica-
mente, as sizigias de Koszul ndo sdo suficientes para gerar todo o médulo de sizigias (esse
fendmeno pode ser observado no Exemplo 2.2.6). Contudo, existem alguns ideais impor-
tantes que admitem conjuntos de geradores cujas sizigias de Koszul sao suficientes para
gerar todo o mddulo de sizigias. Esse é o caso dos ideais que s@o gerados por sequéncias
regulares!. Precisamente, pode-se verificar que se I é gerado por uma sequéncia regular
f ={f,...,f.} entdo o médulo de sizigias de I com respeito ao conjunto de geradores f é
K(f) (ver [16, Corollary 6.3.9]).

(b) Seja @ = (ay;) uma matriz de ordem (m + 1) x m com entradas em um anel
A. Nesse trabalho estaremos interessados de um modo particular no ideal I = I,,(¢@).
Considere ¢ = (a;;j - Qm+1;)" @ j-ésima coluna da matriz @. A concatenagdo [c | ¢]
¢ uma matriz quadrada de ordem m + 1 com duas colunas iguais. Assim, det[c | @] =
0. Desenvolvendo esse determinante por Laplace ao logo da primeira coluna obtemos a
seguinte relacao:

A+ -+ Apmg1)jAmer =0

onde A; é o m-menor da matriz ¢ obtido pela omissdo da i-ésima linha multiplicado por
(—1)"1. Essa relacdo nos diz que as colunas de ¢ sdo sizigias do ideal I = I,,_;(¢) com
respeito ao conjunto de geradores Ay, ..., A, . Cabe aqui a pergunta de quando é o caso

de ¢ ja ser a matriz de sizigias. Veremos a resposta para essa pergunta na proxima secao.

2.3 Resolucao livre

Definicao 2.3.1. Sejam A um anel e M um A-mdédulo. Uma resolugdo livre de M € uma

sequéncia exata da forma
Fo:oor — F S F 29 2 S M—0 (2.3)
onde F; € um A-mddulo livre para cada i > 0.

A resolucdo livre F, € chamada finita se existe um nimero natural n tal que F; = 0 para

cada i > n. Em tal caso escrevemos a resolugao F, como

Fo:0—F YR 2 —F 52 M—o0.

!ver definigdo de sequéncia regular em Definigdo 5.4.1
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Uma resolugao livre que nao € finita é chamada de resolucao livre infinita.
A seguir apresentamos exemplos ilustrando resolucdes livres dos dois tipos, finita e

infinita.

Exemplo 2.3.2. Seja K um corpo e A o anel de polindomios K[x,y,z] considere o ideal
I = (xy, xz,yz). Pelo Exercicio 2.2.4 temos a seguinte sequéncia exata:

A? 2L A3 PH T 0.
onde @(x, 0y) = (022, 1y, — (0t + x2)x) para cada (&, x;) € A% Em particular,
(a1, 00) €ker@  mz=0y=—(0+x)x =0 a; =, =0.
Logo, ker ¢, = 0. Desse modo, temos a resolucdo livre finita de I
0— A2 2L AT 2515 0.

Exemplo 2.3.3. Seja A = K[x]/(x*) e I = (x) C A. Considere o seguinte homomorfismo
de A-modulos:

e:A—=A, @x)=ax

Observe que Im(¢@) = 1. Além disso,
Xckerooax=0c axc (x}) & ac (x) < xc (X).
Assim, ker ¢ = I. Por fim, usando o fato de que Im(¢@) = ker ¢ = I segue que
A ASBA ST S0

¢ uma resolugdo livre infinita do A-mddulo I.

A seguir enunciamos uma versao fraca de um celebrado resultado em algebra comuta-
tiva, o teorema de Hilbert-Burch. Esse é um resultado que caracteriza resolucdo livre de

uma classe de ideais muito especial. Tais ideais sdo os principais objetos desse trabalho.

Teorema 2.3.4 (Hilbert-Burch). Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x, ..., Xn].

Se 1 é ideal de A com uma resolucdo livre

0— A™ 25 AN 4 150, (2.4)
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entdo existe um elemento a € A, regular em A, tal que 1 = al,,(@). Se I.(p) # A
entdo 1, (@) é Cohen-Macaulay de altura 2. Reciprocamente, se @ : A™ — A" é um
homomorfismo de A-médulos comht 1, (@) > 2 entdo 1 = 1, (@) tem (2.4) como resolugdo

livre.
Demonstragdo. Ver [16, Theorem 6.2.32]. a
Revisitaremos agora o Exemplo 2.3.2 a luz do teorema de Hilbert-Burch.

Exemplo 2.3.5. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios Klx,y, z]. Consideremos
mais uma vez o ideal I = (xy, xz,yz). Observe que os geradores de I sdo os 2-menores

ordenados e com sinal da matriz

0 =z
o=y 0 ],
—X —X

ou seja, I = I,(¢). Além disso, htI = 2. Assim, de acordo com a reciproca do teorema de

Hilbert-Burch segue que a resolugdo do ideal I é

0 AZ- S A3 51 0.



Capitulo 3
Algebras de explosao

Nesse capitulo apresentamos finalmente a defini¢do das dlgebras de explosdo. Mostraremos
como os conceitos trabalhados nos capitulos anteriores se acomodam no contexto dessas

algebras.

3.1 A algebra de Rees

Sejam A um anel e I C A um ideal. Associado ao par (A, I) podemos considerar o seguinte
A-submdédulo do anel de polindmios Alt] :

RO =PI =A+Tt+ -+ T+ CA[L.

n=0

Segue das propriedades de poténcias de ideais que (I1't')(Pt)) = I*"/t**) para cada i,j €
N. Em particular, R(I) tem estrutura A-subdlgebra Z-graduada de A[t] onde a i-ésima
componente homogénea R(I); é o A-médulo I't'. Chamamos R(1) de dlgebra de Rees do
ideal I.

Observacao 3.1.1. Observe que se o anel base A é um dominio entdo R(I) é um subanel

do dominio A[t]. Portanto, R(I) é dominio sempre que A for dominio.

Um primeiro fato importante da algebra de Rees tem a ver com sua dimensao. Ela é

determinada de acordo com o seguinte teorema

Teorema 3.1.2. Seja A um anel Noetheriano cuja dimensdo de Krull é finita. Se 1 é um

21
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ideal de A entdo

dimA + 1, sel ¢ P para algum ideal primo P

dimRA (1) = com dimA/P = dimA.
dim A, caso contrdrio.
Prova. Ver [10, Theorem 5.1.4]. a
Notemos que se [ € finitamente gerado, digamos por fy,..., f,;, entdo cada elemento

de I't! se escreve da forma

S Qi ()

o+t o =1

com cada a, em A. Em particular, segue que fit,...,f,t € um conjunto de geradores de

R(I) como A-dlgebra, ou seja, a seguinte igualdade tem lugar:
R(I) = Alfit, ..., futl. 3.1

Desse modo, podemos considerar o seguinte homomorfismo sobrejetor de A-algebras gra-
duadas
CIA[tl,...,tm] H->9Q(I), til—>f1t (1 <1<m) (32)

Segue da Proposicao 1.1.7 o seguinte fato:
Fato 2. O niicleo J do homomorfismo ( é um ideal homogéneo de Alt,, ..., tn].

Este ideal homogéneo J é chamado de ideal de apresentacdo (ou ideal de definicdo)
da dlgebra de Rees R(I) com respeito ao conjunto de geradores fi,...,f,. Através do
primeiro teorema dos isomorfismos temos a seguinte forma de expressar a dlgebra de Rees
deI:

R(I) ~ Alty,...,tml/d. (3.3)

Observacao 3.1.3. Segue do isomorfismo (3.3) e da Observacdo 3.1.1 que o ideal de
apresentacdo da dlgebra de Rees € um ideal primo sempre que o anel base A for um

dominio.

Um problema muito importante no estudo da dlgebra de Rees diz respeito a determinacao
de geradores para o ideal J. Encontramos na literatura diversos trabalhos dedicados a esse

tipo de problema (ver por exemplo [15], [11], [1], [9], [4]).



23

Um ponto de partida usual para abordar o problema de encontrar geradores para o ideal
d se baseia na andlise de certos elementos de J que surgem a partir da matriz de sizigias
do ideal I. Na proposi¢ao a seguir explicamos de forma precisa como esses elementos de J

sao obtidos.

Proposicao 3.14. Seja I = (fy,..., ) um ideal em um anel Noetheriano A. Seja ¢ a
matriz de sizigias de 1 com respeito ao conjunto de geradores f,...,f. Denote por t a
matriz [ty - - - t]. Entdo 1,(t - @) estd contido no ideal de apresentagdo J da dlgebra de

Rees de 1 com respeito ao conjunto de geradores f, ..., fn.

Prova. Digamos que ¢ = (ayj)mxn. Entdo, da defini¢do de matriz de sizigias segue que

m
Zai,jfi:() G=1,...,n).
=1

Equivalentemente,
m
Y ayfit=0  (=1....n)
i=1
Logo,
m
Zai,jtieg G=1,...,n).
i=1
Assim, [;(t- @) = 3", airtiy. .., 21 @inti) C J como desejado. 0

A seguir fazemos em detalhes um exemplo onde a inclusao mencionada na Proposi¢cao

3.1.4 € uma igualdade.

Exemplo 3.1.5. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x, y, z]. Considere o ideal

[ = (xy,xz,yz). Como visto no Exemplo 2.2.6, uma matriz de sizigias para o ideal I é

0 z
¢ = y O
—X —X

Assim, pela Proposi¢do 3.1.4 segue que

Ii(t- @) = (ty — tax, tjz — t3x) C J. (3.4)
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Afirmamos que esta inclusdo € uma igualdade. Pelo Teorema 3.1.2,
dimR(I) = dimA + 1 = 4.
Como R(I) ~ Alty, ty, t3]/J entdo, pelo Teorema 5.4.8(c), segue que
htJ = dim Alt,, to, t;] — dimR(I) = 6 — 4 = 2.

Por outro lado G| = t,y — t3x, G, := t;z — t3x s@o elementos irredutiveis e distintos de
Alty, ta, t3], logo I; (t - @) = (G, G,) € um ideal de altura 2. Assim, (3.4) € uma inclusdo
de ideais de mesma altura. Além disso, J € ideal primo (ver Observacdo 3.1.3). Dessa
forma, para concluir a igualdade afirmada € suficiente provar que (G, G,) é ideal primo,
ou equivalentemente, que A[ty, ta, t31/(G;, G;) é um dominio. Como G, G, é sequéncia
regular em Alty, t,, t3] € Alty, to, t3] é Cohen-Macaulay segue pelo Teorema 5.4.8(a) que
Alty, 1o, t31/(G1, G,) também é Cohen-Macaulay. Em particular, A[ty, ts, t3]/(G;, G,) sa-
tisfaz a condic@o S, de Serre. A matriz Jacobiana de A[ty, t,, t3]/(G;, G,) sobre K é:

—t3t200y—x
—t30t120—x

Assim, o ideal Jacobiano de Alty, ty, t31/(G, G,) sobre K é:

] = (L(©),G,G2)/(G1,Gy)
= (tats, tits, zts, yts, tita, oz, tox, t1y, tix, I, G, G2) /(G1, Go)

Logo, (tity, tats, tit3,1)/(Gy, G,) C J é um ideal de altura dois contido em ]. Desse
modo, ht] > 2. Com isso, segue da Observagdo 5.7.4 que Alty, ts, t3]/(G;, G,) também
satisfaz a condic@o R; de Serre. Consequentemente, A[ty, t,t3]/(G;, G2) € um anel nor-
mal. Como Alty, t5, t3]/(Gy, G,) é anel graduado normal segue pela Observagdo 5.5.5 que

Alty, 1o, t31/(G, G,) é dominio. Concluimos com isso a prova da afirmacéo.

Exemplos como esse sdo muito especiais € sao o conteido da seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.6. Considere as notagdes e hipéteses da Proposicdo 3.1.4. Dizemos que o

ideal I € de tipo linear se J = 1;(t- @).



25

3.2 A fibra especial

Denotemos por (A, m) um anel local com ideal maximal m ou um anel graduado standard
com ideal maximal homogéneo m. Considere I C m um ideal de A (quando A for uma
K-4lgebra graduada standard iremos supor I um ideal homogéneo). A fibra especial de 1,

¢ a seguinte algebra residual da algebra de Rees:
F(1) == R(D)/mR(I) = (A/m) @ (I/mI) @ (IZ/mI*) @ - - (3.5)

Segue da defini¢do que a fibra especial F(I) é uma K-dlgebra graduada, onde K = A /m.

Observe que se I = (fy,..., ) entdo F(I) & gerado como K-dlgebra pelas classes ], ..., f5 €

I/mldefy,..., f,, respectivamente. Além disso o ideal mR(I) é imagem do ideal mA[ty,...

pelo homomorfismo ¢ em (3.2). Desse modo, também temos a seguinte forma de apresentar

a fibra especial.

FI) = R(D/mR(D)
=~ (A[tl’,tm]/g)/((mA[tla’tm],g)/g)
~ A[tl,...,tm]/(mA[tl,...,tm],H). (36)

Vejamos essa apresentacao em um exemplo.

Exemplo 3.2.1. Seja K um corpo e A o anel de polindmios KIx,y, z]. Considere o ideal

[ = (xy, xz,yz). Nesse caso, temos
J = (thy — t3x, t;z — t3x) (ver Exemplo 3.1.5) e mA[t, tr, t3] = (x,y,2) 3.7)
Assim, (J, mA[t, to, t3]) = (thy — tax, t1z — t3, %, Y, z) = (x,y, z). Portanto,
F(I) ~ Alty, to, t31/(d, mA[t, tr, t3]) = Kix,y, z, 11, t2, t3]1/(x, Y, 2) ~ K[ty, 1o, ts].

A dimensao de Krull da fibra especial é chamada de analytic spread do ideal I e a
denotamos por £(I). O cdlculo do analytic spread de um ideal € um problema que pode ser
muito intrigante. O tipo de informacdo geral que temos sobre esse invariante é dado pelas

seguintes estimativas:
htI < £(I) < dimA. (3.8)

st
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3.3 Algebra de Rees bi-graduada

Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[xy, ..., x,] com a graduagio usual. Nessa
secdo particularizamos o estudo da dlgebra de Rees ao caso em que os geradores f1, ..., f;
do ideal I sdao polindmios homogéneos em A de grau fixo d. Nesse caso, podemos decom-

por a dlgebra de Rees como uma soma de K-espacos vetoriais da seguinte maneira:

onde R ;) = [['];t". Naturalmente, R(i ;) - R(irj1) C Rivirj+4,) para cada (i,5), (1,j) €
7, x Z.. Em particular, R(I) com essa decomposi¢ao de K-espagos vetoriais € uma K-dlgebra
bi-graduada.

Consideremos agora o anel de polinémios Alty,...,tm] = KX, ..., Xn, t1, ..., tm]
equipado com sua bi-graduacdo usual (ver Exemplo 1.2.1). Para que o homomorfismo de
K-4lgebras

C:Alt, ..t = R(D,  xy = x4, t — fit (3.9)

possa ser visto como um homomofismo de K-algebras bi-graduadas fazemos degt =
(—d, 1). Com isso, segue da Proposi¢ao 1.2.2 que o ideal de apresentacdo J da dlgebra

de Rees R(I) € um ideal bi-homogéneo e podemos decomp6-lo da seguinte maneira:

J= @ Jiwj)-

(1,j)€ZXZ
Observe ainda que, para m = (X1, ..., Xy ), temos:
(@.mAlts..... twm]) = (D (05). m):
jez
logo, por (3.6), temos

9:(1) = K[Xla--~’Xn’t17~--atm]/<@3(0,j),m>
JEZ
(Kbt b td /M) (@D 800, m) /m)
JEZL

~ Klt;,...,tm]/Q (3.10)

onde Q := (Djecz d(04))Klt1, ..., tm]. Note ainda que Q € o nicleo do seguinte homomo-
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morfismo sobrejetor de K-algebras
K[tl7'-"tm]_»K[f]’-"afm] (tlel)

Assim,
F(I) =~ Klty,...,tml/Q ~ K[f,..., fnl. (3.11)

Alternativamente, temos:
Q ={F(ty,....,tm) € Klty,...,tm |F(f1,...,fm) = 0}. (3.12)

Observacao 3.3.1. Como K[fy,..., f,,] é subanel de K[x,, ..., x.] segue que K[fy, ..., f,,.]
¢ dominio. Em particular, por (3.11) segue que F(I) é dominio.



Capitulo 4
Principais resultados

Nesse capitulo apresentamos o principal resultado dessa dissertacdo. Esse é um teorema
que explora fortemente a natureza bi-graduada da dlgebra de Rees para extrair informacao
sobre birracionalidade. Como aplicacdo, discutiremos o que acontece no contexto do ideais

perfeitos de altura 2 com matriz de sizigias linear em um anel de polindmios em 3 variaveis.

4.1 Matriz jacobiana dual

Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x,...,x,] com a graduacao usual. Sejam
fi,....,fm € A geradores homogéneos minimos de mesmo grau d de um ideal I C A.
Como mostrado na Se¢do 3.3, o ideal de defini¢do J C K[x,,...,Xn, ty,...,ty] da dlgebra
de Rees de I € um ideal bi-homogéneo. Nesse caso, podemos selecionar de um conjunto
minimo de geradores bi-homogéneos todos os polindmios que tem bi-grau da forma (1, ).
Digamos que Fy,...,F; sejam todos estes geradores de bi-grau da forma (1, *). A partir

desses elementos podemos formar a seguinte matriz de ordem r x

oF;
O = L.
: (axj)

Como cada F; (1 <1< 1)tem grau 1 nas variaveis Xy, ..., X, entdo cada derivada parcial

% ¢ um polindmio homogéneo com coeficientes em K que depende apenas das varidveis
)

ty, ..., t;m. Assim, @1 é uma matriz de ordem T X M cujas entradas pertencem ao anel de

polinémios K[ty,. .., t;n]. Chamamos uma tal matriz © de matriz jacobiana dual do ideal

L. Para fixar ideias, vejamos um exemplo:
Exemplo 4.1.1. Seja K um corpo e A o anel de polindmios K[x;, X2, X3, X4]. Seja I o ideal

28
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gerado pelos menores de ordem 4 da seguinte matriz de ordem 5 x 4:

x3 0 0 O
X, x1 0 O
P = X3 X2 Xj 0

X4 X3 X2 X

0 X4 X3 Xp

Por [15] pode ser constatado que o ideal de defini¢do de dlgebra de Rees J de I é gerado

minimalmente pelos seguintes polindmios bi-homogéneos

F] =x1t +xt + X3tz + Xgty, F2 =xt + Xots + X3ty + X4t4, F3 =xt; + Xots + X3ts,

t ot oty t
ty t3 ts ts
ty t4 ts O
ty ts 0 O

Fi=x1ts +x2t5 ¢ G = det

oF;
ox

Neste exemplo, um célculo direto das derivadas parciais (1<1,j<4) nosda

j

S

4.2 Matriz jacobiana Dual versus birracionalidade

O seguinte lema serd importante na discussao a seguir:

Lemma 4.2.1. Seja

Am+1,1 -+ Qmyim

uma matriz de ordem (m + 1) x m com entradas em um anel R. Denote por N a matriz

quadrada de ordem m da parte superior de M e por L a iltima linha de M. Dado 1 <
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t < m, considere M sendo a matriz obtida de M pela omissdo da t-ésima linha, ou seja,

aip Ce aim
M, — Qt—1,1 -+ Qt—1m

=
At41,1 -+ Qi4lm
CLnlJrl,l cee am+l,m

Entdo:
det N 0
M -adjN = : h : . 4.1)

0 det N

(—1)(m+l)detM1 oo (=1)m™tmdet My,

Demonstragdo. Desenvolvendo det M, por Laplace ao longo na ultima linha obtemos:
det Mt = (_1 )m+1 am+l,16(N )t,l +o (_1 )m+mam+l,m6t,m (42)

onde 6(N);; € o (m—1)-menor de N obtido pela omissdo a i-ésima linha e j-ésima coluna.

Segue dessa igualdade entao que

det N 0
M- adiN = : A : (4.3)
0 det N
(=DM detM; ... (—1)™™detM,,
como desejado. |

Seja R C S uma inclusdo de dominios de integridade e k(R) C k(S) a extensdo dos
respectivos corpos de fracdes. Dizemos que R C S é extensdo birracional se k(R) C k(S)

for uma igualdade.

Proposicao 4.2.2. Seja R C S duas dlgebras finitamente geradas sobre um corpo K que

sdo dominios de integridade. Se R C S é uma extensdo birracional entdo dim R = dim S.

Demonstragcdo. Pelo Teorema 5.3.5, dimR = tr.degy (k(R)) e dimS = tr.degy(k(S)).
Como k(R) = k(S) pois a extensdo R C S € birracional, seque que dimR = dim S como
desejado. O
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Dado um anel de polindmios A = K[xy, ..., X,] com coeficientes em um corpo K e um
niimero inteiro positivo d, denotaremos por A(¢) a K-subdlgebra de A gerada por todos os
monodmios de grau d. Dados polindmios fi,...,f, € A homogéneos de grau d temos a

seguinte inclusdo de K-algebras
K[fy,...,fm] C Al (4.4)

O problema que queremos tratar € sobre a birracionalidade de uma extensao desse tipo.

Exemplo 4.2.3. Considere a extensao K[x?, xfﬁlxg, e x?’lxn] c A(Y Dado um mondémio

x{ e+ x%n de grau d podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

() (xf ™ xa) %2 - - (x e )0

X‘Xl coex S —
1 n (Xfl)d_l
Essa igualdade nos diz que cada gerador de k(A(®)) pertence a k(K[fy,...,fn]). Logo,
k(AD) c k(K[f,...,fm]). A inclusdo contriria é imediata. Desse modo, a extensio
K&, x4 %, ..., x8 x,,] € A4 ¢ birracional.

O exemplo acima € suficientemente simples de modo a admitir uma prova direta da
igualdade entre os corpos de fragdes. Todavia, em uma situagdo mais geral pode ndo ser
tao facil assim. Desse modo, faz-se necessario estratégias alternativas de poder tratar o
problema. O préximo teorema mostra uma dessas estratégias. Nele veremos a conexao

entre os conceitos de matriz jacobiana dual e de extensao birracional.

Teorema 4.2.4. Sejam K um corpo e A o anel de polinomios K[x,...,xn] com sua
graduacgdo usual. Considere f1,..., T polindomios homogéneos do mesmo grau d for-
mando um conjunto linearmente independente. Defina 1 = (fi,...,f) e Q o ideal de

apresentagdo da fibra especial de 1, ou seja,
F(I) ~Klty,...,tml/Q.

Se o posto da matriz jacobiana dual ©1 médulo Q for n — 1 entdo KI[f,,...,fn] C Ald) é

uma extensdo birracional.

Demonstracdo. Nosso objetivo serd demonstrar que k(A(Y) C k(KI[f,,...,fm]). Para

isso, serd suficiente provar que cada cada mondmio de grau d pertence a k(K[fy,...,f]).
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Sejam Fy,...,F. € K[xq,...,Xn, t1,...,t;n] os geradores de bigrau (1, x) do ideal de

definicdo da dlgebra de Rees de I. Entdo, para cada 1 < 1 < v podemos escrever

Fi = X1Gi,1 + -+ XnGi,n

para certos polindmios homogéneos Gi; € Kty,...,tnJ (1 <i<rel <j <n). Em
particular,

Gii -+ Gin

O = oo (4.5)

Gri -0 Grn
e

L(©;-x)C (4.6)
onde x := [x; ... x,J*'. Sem perda de generalidade, podemos supor que a seguinte subma-

triz de ordem (n — 1) x n de O tem posto n — 1 médulo Q :

Gl,l e Gl,n

Gn—l,l e Gn—l,n

Seja A; o (n— 1)-menor obtido de ¥ pela omissédo da i-ésima coluna. Definindo ¥,, como

a matriz obtida de ¥ pela omissdao da n-ésima coluna temos

An e 0 (_1)n_l+lAl Anxl + (_l)nAlxn
adj W, Wx=| :+ - ; X = :
0 T An (_l)n_H_n_lAnfl Anxnfl + (_l)zn_zAnflxn

onde a primeira igualdade é consequéncia do Lema 4.2.1. Da igualdade (4.6) segue que
L(adj VW, -V x) = (Anx; + (=)™ AXps oo ApXn—1 + (1) 2AL _1x,) C 4.
Assim,
(D)™ " X0 Ay ) = XA ) (1 <<= 1),

Dessas igualdades e do fato que o posto de ¥ médulo Q é n—1 segue que (—1)" 1A (fy, ..., fn) =

Dx; paracadal <i<n—1eDx, =Ax(f},...,fn) com D € K[xy,...,x,] ndo nulo.
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Com isso, segue que
Dx; € k(K[fy,...,fm]) 4.7)

paracada l <i < n— 1. Em particular,

. fl(DXI, . .,DXn)

DY = e k(K[f,...,fml). 4.8)

fi(x1,. .o Xn)
Agora, considere x{' - - - x%" um mondmio de grau d. Temos,
1 n

w, _ (Dxp)% o (Dxy )%

&
Xl ...Xn Dd

De (4.7) e (4.8) segue que x| ---xX € k(K[fy,...,n]). Portanto, k(K[f},...,fn]) =
k(A%) como desejavamos. O

O exemplo a seguir nos mostra como o teorema acima pode ser aplicado.

Exemplo 4.2.5. Considere fy, f,, f3, f; € K[x,y, z] os menores maximos da seguinte ma-

triz:

S O X N
X N o
n o o

0y
Pelo Teorema 2.3.4 segue que ¢ € a matriz de sizigias do ideal gerado por fy, f5, f3, 4.

Assim, pela Proposicao 3.1.4,
L[t tatsta] - @) = (tiz 4+ tox, taz + tax, tsz + t4y) € 4.

Desse modo, F; = t1z 4+ tox e F, = t3z 4+ t4y sdo elementos de bi-grau (1, *) de J. Em

particular,
d9F, 9F, 0F
[ax dy az]_ t20t1]
d9F, 9F, 0dF, | —
ox dy 0z 0 1

¢ uma submatriz da matriz jacobiana dual de I. Um 2-menor dessa matriz € t,t,. Observe
que esse 2-menor nao pertence a Q pois f,f; # 0. Assim, posto @; = 2. Portanto, pelo

Teorema 4.2.4 a extensdo K[f,, f,, f5, f4] € AB) é birracional.

Corolario 4.2.6. Notacoes e hipoteses como no Teorema 4.2.4. Entdo o analytic spread de
€(I) de 1 én.
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Demonstracdo. O corolério segue das seguintes igualdades:

(I) = dim3J(I) (por defini¢@o)
= dimK[f,..., fm] (pois F(I) ~ KI[fy,...,fm])
= dimA@ (Teorema 4.2.4 e Proposi¢do 4.2.2)
= dim K[xji, x{i’lxg, ... ,x?’lxn] (Exemplo 4.2.3 e Proposi¢ao 4.2.2)
=mn (Exemplo 5.3.4 e Proposicao 5.3.5).

4.3 Ideais de altura 2 com matriz de sizigias linear

Nessa secdo iremos supor:

(A) K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.
(B) A =KIx,y,z] um anel de polindmios em trés varidveis com a graduacao usual.

(C) I C A um ideal de altura dois gerado pelos menores maximos de uma matriz @ de

ordemn x (n— 1) (n > 3) cujas entradas sdo formas lineares em A.

(D) dimg(I,,_;) = n (ou seja, os menores maximos de ¢ formam uma base para o espago

vetorial I,,_{).

(E) htI;(¢) = 3.

Nesse contexto, temos as seguintes observagoes:

Observacao 4.3.1. (a) Os ideais primos de A de altura dois sao da forma P = ({;, {,) onde
{; e £, sdo formas lineares em A linearmente independentes (ver [7, Projective Nullstellen-
satz]).

(b) Sen; € Gl (K) en, € Gl,,_1(K) entdo I (@) = I(n;en,) paracada 1 < t <
n — 1 (ver [3)]).

(©)Se @ = ({i;) e ¥V : K[x,y,z] = K[x,y, z] entdo W(I(¢)) = I ((¥(&;))) para cada
1<t<n—-1.

Consideremos a seguinte cadeia de ideais:
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L(e) D Lie)D...D L i(e) =L

Dessas inclusdes e do fato que htI;(¢) = 3 e htI = 2 podemos considerar o maior indice
I <u<n—2talquehtl,(¢)=23.

Exemplo 4.3.2. Considere

S X n o O

0
0
0
z
Y

©

I
© © © ®r N
o o€ n O

Nesse exemplo temos L,(@) = (x,y,z)%, (@) = (z°,yz*, xz%, y*z, xyz, xy*, x*y) e | =
2

I, = (z*,yz®, xyz?, xy?z, x*y?). As inclusdes
(z,x*y?) cI1C L) C (z,y)

nos mostram que htI = htl;(¢@) = 2. Obviamente, ht (@) = 3. Assim, esse é um

exemplo que satisfaz as hipdteses (A)-(E) e que o valor u nesse caso € igual a 2.
A importancia desse nimero u estd no seguinte Teorema.

Teorema 4.3.3. A menos de operagoes elementares invertiveis linha/coluna e mudanga

invertivel de varidveis a matriz @ tem o seguinte formato:

X+ ag

X+ a

X+ ay

onde ay,...,a, e as entradas omitidas dependem apenas das varidveis y, z.

Prova. Pela definicdo de u segue que o ideal L, (@) tem altura 2. Assim, os primos
minimos de I,,,(¢) tem altura 2. A menos de mudanca de coordenadas, podemos supor
que P = (y,z) € um primo minimo de I,,,;(¢). Como htI,(¢) = 3 entdo I, (@) ¢ P.
Desse modo, existe um u-menor de ¢ que ndo estd contido em P, ou seja, o posto de ¢ em
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A /P é pelo menos u. Por outro lado, como I, ,;(¢) C P. Assim, todo (u + 1)-menor de

@ em A /P é zero. Logo, o posto de ¢ em A /P é realmente .

Como o posto de @ em A/P é u segue que a menos de operagdes elementares li-

nha/coluna a matriz ¢ em A /P tem o seguinte formato:

Finalmente, fazendo o levantamento dessa matriz ao anel A obtemos o formato desejado.

O

Podemos agora aplicar o Teorema 4.2.4 para concluir o seguinte

Teorema 4.3.4. Sejam f\,...,f, os menores mdximos da matriz @. Entdo a extensdo
KI[fi,...,fn] € AT é birracional. Em particular, £(1) = 3.

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2.4, sabemos que € suficiente provar que o posto da matriz
Jacobiana dual ©; do ideal I = (fy,...,f,) mddulo o ideal de apresentacdo Q da fibra

especial F(I) é 2. Pelo Teorema anterior podemos supor que

X+ ag

X+ a;

X+ ay

Pela proposicao 3.1.4, temos que I;(t - @) C J. Como ¢ é matriz com entradas lineares
entdo os geradores de I;(t - @) sdo formas de bigrau (1, 1). Assim, podemos usar os gera-
dores de I;(t- @) para obter uma submatriz ¥ da matriz Jacobiana dual de I = (fy, ..., fy).

Devido o formato de ¢, a matriz ¥ terd a seguinte estrutura:
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b €3
t by 5

W - tu eu,Z Eu.,3

0 E1.L4r1,2 €u+1,3

0 b1 fnoas |

Observe por exemplo que {,, 1, ndo € zero, pois caso contrdrio a (n — 1)-ésima coluna de
¢ dependeria apenas da varidvel z e isso contrariaria o fato de que ht I = 2. Assim, t;{, 1,
¢ um 2-menor ndo nulo de V. Afirmamos que t,{,,_;, ndo pertence a Q. Caso contrario, t,
ou {,,_, pertenceria a Q (pois Q € ideal primo). Assim, f; =0 ou &,,_,(f},...,fn) =0.
Mas isso contraria a hipétese (D). Portanto, o posto de ©; € dois como queriamos mostrar.

(|

Em algumas situa¢des podemos usar o teorema acima para poder deduzir os geradores

do ideal de definicdo da fibra especial. Com o propoésito de ilustrar, vejamos um exemplo.

Exemplo 4.3.5. Sejal = (z*,yz*, xyz?, xy?z, x*y?) C Klx,y, z] o ideal do Exemplo 4.3.2.

P t, tp t
E de imediada verificacao que I, tl t2 t3 estd contido no ideal de apresentagdo Q
3 Lot
) . . ot oty . .
da fibra especial F(I). E conhecido, ver [6], que I, Gt ) ¢ ideal primo de altura
3 Wt

2. Também temos:

th = dimK[tl,tz,t3,t4,t5] —dlmfﬂl)
= 5-3 (Teorema 4.3.4)
= 2.

t L, t ) ) .
Logo, I, < b= s ) C Q € uma inclusdo de ideais primos de altura 2. Portanto,

t; ts ts
t t t3
Iz :Q
ts ty ts



Capitulo 5

Apéndice

5.1 Primos associados e decomposicao primaria

Sejam M um moédulo sobre um anel A. Um ideal primo P de A € dito primo associado
de M se existe um elemento x de M tal que P = 0 :5 x. O conjunto de todos os pri-
mos associados de M sera denotado por Assa (M). Os elementos minimais de Assa (M),
com respeito a relacdo de inclusdo, sao chamados de primos associados minimos de M.
Denotaremos a cole¢@o dos primos associados minimos de M por Mina (M). Os primos
associados de M que ndo pertencem a Mina (M) serdo chamados de primos associados
imersos de M.

Na proposic¢do a seguir, bem como no resto do Apéndice, usaremos Z (M) para deno-
tar o conjunto dos divisores de zero de um A-moédulo M (recordemos que, por defini¢ao,
Z (M) é o conjunto de todos os elementos a € A tal que ax = 0 para algum x € M nao

nulo).

Proposicao 5.1.1. Sejam A um anel noetheriano e M um A-modulo finitamente gerado.

Entdo:

(a) Assa (M) évazio se, e somente se, M = 0.

(b) Assa (M) é um conjunto finito.

(©) ZA(M) = Upeassam) P-

(d) Se N é um submodulo de M entdo Assp(N) C Assa (M) C Assa(N)UAssa(M/N).
Prova. Ver [13, Theorem 6.1, 6.3, 6.5 (i)] a

38
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Sejam M um médulo sobre um anel A e N um submédulo de M. E verificivel que as

seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) Assa(M/N) tem um dnico elemento.
(b) ZA(M/N) =+vN: M.

(c) Dadosa € Aex € Mtaisque ax € Nentdoa € VN :Moux € N.

Se N satisfaz uma (e portanto todas) dessas condicdes dizemos que N é um submodulo
primdrio de M. Além disso, se P € o tnico primo de Assp (M/N), também dizemos que

N € submodulo P-primdrio de M.

Observacao 5.1.2. Seja [ um ideal de um anel A. Dizer que I € um ideal primdrio de A
significa que I é um submoddulo primario de A. Observe que I : A = I. Assim, I € ideal

primadrio se satisfaz as seguintes condicoes:
(a) Assa(A/I) tem um tnico elemento.
(b) ZA(A/T) = V1L
(c) Dados a,x € A tais que ax € Ientdo a € vVIoux € L.

Exemplo 5.1.3. Seja P um ideal primo de um anel A. Notemos que nesse caso a condi¢ao

(c) da Observacao 5.1.2 € automadtica. Assim, todo ideal primo € primério.

Exemplo 5.1.4. Seja m um ideal maximal de um anel A. Afirmamos que para qualquer
inteiro positivo n o ideal m™ € primdrio. Para provar essa afirmag¢do iniciamos observando
que ZA (A/m™) é ndo vazio pois A/m™ # {0}. Dito isso, suponhamos P sendo um primo
associado de A/m™. Entdo, P = 0 : x para algum x € A/m™ nao nulo. Em particular,
temos m™x = {0}, ou seja, m™ C P. Como P é primo, segue dessa inclusdao que m C P.
Pela maximalidade de m segue que P = m. Dessa forma, Assa (A/m™) = {m}. Portanto,

da Observacao 5.1.2(a) segue o afirmado.

Definicao 5.1.5. Seja N um submédulo de um A-médulo M. Uma decomposicdo primdria
de N em M é uma interse¢do N = (I_, Q; onde cada Q; é submédulo P;-primdrio de M.
A decomposi¢do primdria N = ();_; Q; € dita reduzida se Assa (M/Q1) # Assa(M/Q;)
sempre que 1 7 j e N ndo pode ser expresso como intersecao de uma subcolec¢do prépria
dos Q;.
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Exemplo 5.1.6. Sejam A = K[x,y, z] um anel de polindmios em trés variaveis com coefi-
cientes sobre um corpo k e I = (xy, xz,yz). Claramente, cada gerador do ideal I pertence
a intersec¢do (x,y) N (x,z) N (y, z). Agora, suponhamos que f € um elemento arbitrario da
interse¢do (x,y) N (x,z) N (y, z). Em particular, existem a;,b; € A, com 1 < i < 3, tais
que

f=a;x+ by = ayx + bz = azy + bsz.

Dessas igualdades segue, por exemplo, que:
ax = (a3 —b)y+bsz e byy=(a—a)x+bsz.

Logo, a;x € (y,z) e bjy € (x,z). Como (y,z) e (x,z) sdo ideais primos de A com
x & (y,z) ey ¢ (x,z) entdo a; € (y,z) e by € (x,z). Assim, existem &y, B; € A, com
i=1ou2,taisque a; = oy + oz e by = B1x + Poz. Desse modo, f = (o) + B1)xy +
Xz + Payz, ou seja, f € 1. Com isso segue que a intersecdo (x,y) N (x,z) N (y,z) estd

contida no ideal I. Portanto, temos a igualdade

[=00y) N {x2) N (Y, 2).

Como cada membro dessa intersecdo € ideal primo, segue que esta € uma decomposi¢ao

primdria para o ideal .

Exemplo 5.1.7. Sejam A = K]x,y] um anel de polindmios em duas variaveis sobre um
corpo K e I = (x?,xy). Considere a interse¢do (x) N (x,y)?. Claramente, os geradores de
[ pertencem a intersecdo citada. Além disso, seja f € (x) N (x,y)?. Observe que (x,y)? =

(x*,y%,xy), assim, existem a, b, c, d € A, tais que
f = ax = bx* + cy? + dxy.
Desse modo:
cy® = ax — bx? — dxy.

Entdo, cy? € (x). Como (x) é primo e y> ¢ (x), temos que ¢ € (x). Logo, existe p € A,
tal que ¢ = px. Entdo, f = bx? + cy® + dxy = bx* + pxy? + dxy € (x*,xy) = L. Desse
modo,

I=(x)N{x,y)

Pelo Exemplo 5.1.3 segue que (x) é primdrio e pela Observacdo 5.1.2 segue que (x,y)>
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também € primario. Portanto, I = (x) N (x,y)? é uma decomposi¢io primaria de I.

Teorema 5.1.8. Sejam M um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A

e N um submodulo de M. Entdo N admite uma decomposicdo primdria reduzida N =
ﬂ{zl Q. Além disso,

(i) Assa(M/N) ={/Qi: M,...,v/Q,: M}. Em particular, os radicais \/Qi : M em
uma decomposicdo primdria reduzida de N em M sdo unicamente determinados

pelo quociente M /N.

(i1) Os submodulos primdrios Qi que correspondem aos primos associados minimos de

M/N sdo unicamente determinados pelo quociente M /N.

Prova. Ver [12, Theorem 3.2]. d
Exemplo 5.1.9. Sejam A = KIx,y,z] um anel de polindmios em trés varidveis com
coeficientes sobre um corpo k e I = (xy,xz,yz). No Exemplo 5.1.6 vimos que uma

decomposicao primaria de I é:

[=(x,y)N{x,z)N{y,z).

E imediato observar que essa € de fato uma decomposi¢ao primaria reduzida. Segue do

teorema da decomposi¢do primdria que para esse exemplo temos:

Assa(A/T) = Mina (A/1) ={(x,y), (x,2), (y,z)}.

Observacao 5.1.10. Seja A um anel noetheriano e I um ideal de A. Afirmamos que um
ideal primo P é primo associado minimo de A /I se, e somente se, P ¢ minimo (com respeito
a ordem de inclusdo) entre os ideais primos de A que contém I. Com efeito, suponhamos
que I = (N;_, Qi seja uma decomposi¢do primdria de I. Se P € um elemento minimo na
colegdo dos ideais que contem I entdo, em particular, P D [);_, Qi. Como P € ideal primo,
P contém um certo Q;. Logo, P = v'P O /Q;. Como /Q; ¢é ideal primo e contém I
segue da minimalidade de P que P = 1/Q;. Obviamente, 1/Q; é primo associado minimo,
pois caso contrdrio, isso contrariaria a minimalidade de P. Por outro lado, consideremos
P = /Qi sendo um primo associado minimo de A/I. Seja P; um ideal primo tal que
I=i_, Qi C P C v/Qi. Da primalidade de P; segue que Q; C P; para algum j. Logo,
v/Qj C Py C /Qi. Como /Q; € primo associado minimo devemos ter /Q; = /Qj, ou

seja, P; = +/Q;. Sendo assim, 1/Q; é minimo entre os ideais primos que contém [.
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5.2 Dimensao de Krull

Seja A um ideal. Dizemos que uma cadeia de ideais primos de A daforma Py C P; C --- C
P, tem comprimento n. A dimensdo de Krull de A, denotada dim A, é o comprimento
maximo de uma cadeia de ideais primos Py C P; C --- C P, em A. Se ndo existe uma
cota superior para os comprimentos das cadeias de ideais primos de A entdo dizemos que
dim A = oco.

A altura de um ideal primo P de A, denotada ht (P), é o supremo dos comprimentos
das cadeias de ideias primos Py C P; C --- C P,, = P. Segue das defini¢cOes de altura e

dimensao e das propriedades de localizacdo que
ht (P) = dim Ap. S.D

A definicao de altura para um ideal arbitrario I C A € realizada através da igualdade

ht (I) := min{ht (P) |P € Mina (A/I)}. (5.2)
Enunciamos agora um dos principais resultados da teoria da dimensao

Teorema 5.2.1 (Teorema do ideal principal de Krull Generalizado). Sejam x4, ..., X, ele-
mentos de um anel noetheriano A e 1 = (xy,...,X;). Entdo para cada P € Min(A/I)
tem-se ht (P) < v. Em particular, ht (I) < 7.

Prova. Ver [5, Theorem 10.2]. a

Exemplo 5.2.2. Seja A = K[xy,...,Xx,] um anel de polindmios em n variaveis com co-
eficientes sobre um corpo K. Para cada 1 < i < n, consideremos o ideal primo P; =
(X1,...,Xi). A cadeia de ideais primos (0) C P; C --- C P; implica que ht (P;) > 1i. Por
outro lado, pelo teorema do ideal principal de Krull generalizado segue que ht (P;) < i.

Portanto, segue dessas desigualdades que ht (P;) = 1.

Exemplo 5.2.3. Sejam A = K[x, y, z] um anel de polindmios em trés varidveis com coefi-

cientes sobre um corpo K e I = (xy, xz,yz). No Exemplo 5.1.9 obtemos que

Mina (A/T) = {(x.y), (x.2), (y, 2)}.

Assim, por definicao,

ht (I) = min{ht (x, y), ht (x, z), ht (y, z) }. (5.3)
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Mas, pelo exemplo anterior, ht (x,y) = ht (x,z) = ht (y,z) = 2. Logo, ht (I) = 2.

Exemplo 5.2.4. Sejam A = k[x, y, z, t;, t5, t3] um anel de polindmios com coeficientes so-
bre um corpo ke I = (t;z—tyy, thy — t3x). Podemos olhar t,z — t,y como um polindmio
de grau 1 na varfavel z com coeficientes em k[x, y, t;, t,, t3]. Aplicando o critério de Fi-
senstein neste polindmio concluimos que ele ¢ irredutivel. Observe que o ideal (t;z — t,y)
estd propriamente contido em I pois, t,y — t3x ndo pode ser multiplo de t;z — t,y, uma
vez que tpy — t3x tem grau zero na variavel t,. Assim, se P € Mina (A/I) entdo temos a

seguinte cadeia de ideais primos:
{0} € (tiz—tyy) C P.

Logo, ht (P) > 2. Com isso, segue que ht (I) > 2. Por outro lado, pelo Teorema 5.2.1 segue
que ht (I) < 2. Portanto, dessas duas desigualdades segue ht (I) = 2.

5.3 Grau de Transcendéncia

Seja K C L uma extensdo de corpos finitamente gerada. Um subconjunto B = {«, ..., an} C

IL € chamado de algebricamente independente sobre K se 0 homomorfismo
K[tl,...,tn]%]L, ti—

¢ injetor. Equivalentemente, B € algebricamente independente sobre K se, dado F €
Klty,...,tn] tal que F(q,..., ) = 0entdo F = 0.

Exemplo 5.3.1. Seja d um inteiro positivo. Considere os seguinte conjunto de mondmios

B ={xIx3 x,, . ox8 X )
no anel de polindbmios K[x,...,x,]. Defina L = K(x?,x?ilxz, .. ,xf‘lflxn). Suponha
F € Klty,...,tn] tal que F(x&, x%'x,,...,x8 'x,,) = 0. Escrevamos

F:Fm+Fm—1+"'+F09

onde cada F; é polindmios homogéneo de grau i. Temos:

(d—1)m (d—l](m—l)F

X, Fn(X1,..oxn) + % me1(X1y..esXn) + -+ Fp=0.
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Esta € uma soma de polindmios homogéneos de graus distintos no anel de polindmios

Kx1,...,xn]. Logo, xgd_mF

i(x1,...,xn) = O paracada 1 < i < n. Em particular,
Fi(x1,...,%xn) = Oparacada 1l < i< n. Assim, F = 0. Com isso podemos concluir que

B = {x{l, xf_lxz, e x{i_lxn} € um conjunto algebricamente independente sobre K.

Uma subconjunto B = {«;,...,x,} C L é chamado uma base de transcendéncia da

extensdo K C L se a extensdo K(B) C L é algébrica.

Exemplo 5.3.2. No Exemplo 5.3.1, B = {x4, x{i’lxz, . ,x?ilxn} ¢ um subconjunto de L
que € algebricamente independente sobre K. Além disso, L = K(B) C L é obviamente uma
extensdo algébrica. Portanto, B = {x&,x{ 'x,,...,x% 'x,,} é uma base de transcendéncia
de IL sobre K.

Teorema 5.3.3. Seja K C L uma extensdo de corpos finitamente gerada. Entdo quaisquer

duas bases de transcendéncia da extensdo K C L tem a mesma quantidade de elementos.

Prova. Ver [16, Theorem 1.2.6]. O

O grau de transcendéncia de uma extensao de corpos finitamente gerada K C L, deno-
tado tr.degyIL € a cardinalidade comum a todas as bases de transcendéncia dessa extensao.
Se A é uma K-algebra finitamente gerada que é um dominio definimos o grau de trans-
cendéncia dessa K-dlgebra, denotado tr.degi A, como o grau de transcendéncia da extensdo

K C k(A), onde k(A) representa o corpo de fracdes de A.

Exemplo 5.3.4. Pelo que foi discutido nos exemplos 5.3.1 e 5.3.2 segue que para L. =

K&, x3 %), ..., x8 x,,) tem-se tr.degi L = n.

Teorema 5.3.5. Seja A uma K-dlgebra finitamente gerada que é um dominio. Entdo:
dim A = tr.deggL

Demonstragdo. Ver [16, Theorem 2.3.7]. a

5.4 Sequéncia regular e méodulos Cohen-Macaulay

5.4.1 Sequéncia regular

Sejam M um A-mddulo e a um elemento de A. Dizemos que a € divisor de zero de M se

existe um elemento m € M diferente de zero tal que am = (0. Lembrando que o conjunto
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de todos os divisores de zero de M por Z A (M). Os elementos de A que nao sdo divisores

de M sdo chamados elementos regulares de M (ou elementos M-regulares).

Definicao 5.4.1. Seja M um modulo sobre um anel A. Dizemos que a = {a;,...,a,}¢é
uma sequéncia regular de M (ou uma M-sequéncia) se as seguintes condi¢des sao satis-

feitas:
(a) aM #£= M.

(b) a; é elemento M-regular e a; é elemento M /(x,...,x;_1)M-regular para cada 2 <

i< n.

Exemplo 5.4.2. O prot6tipo mais bésico de sequéncia regular ocorre na situagdo em que A
¢ um anel de polindmios em n varidveis X1, ..., X, com coeficientes sobre um anel S. Uma
vez que

A/ X1y Xio1)A 2~ S[Xi, ..., X

segue facilmente que x; é A/(xy,...,x;_1)-regular para qualquer 1 < i < n.

Sejam [ um ideal de um anel noetheriano A e M um A-mddulo finitamente gerado com
IM # M. Uma M-sequéncia maximal em 1 é uma M-sequéncia a = {ai,...,a,} C I
tal que ndo pode ser aumentada, isto é, para qualquery € [, a’ = {a,,...,a,,y} ndo é
M-sequéncia.

Observe que se X = {x1,...,x,} € uma M-sequéncia entdo temos a cadeia de ideais
(x1) € (x1,%) € ... € (Xq,...,%,) onde cada inclusdo é prépria. Assim, se A ¢ anel
noetheriano toda M-sequéncia pode ser estendida para uma M-sequéncia maximal. Em
particular, toda M-sequéncia contida em um ideal I se estende para uma M-sequéncia

maximal em I.

Teorema 5.4.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-modulo finitamente gerado e 1
um ideal de A tal que IM # M. Entdo duas M-sequéncias maximais em M tem o mesmo

numero de elementos.

Prova. Ver [2, Theorem 1.2.5]. a

Utilizamos esse teorema para definir o grade de I em M como o niimero de uma
M-sequéncia maximal em I. Denotaremos esse ndimero por grade(I, M). Em algumas
situacdes especiais, costumamos empregar notagdes e terminologias distintas para o nimero

grade(I, M). Por exemplo:
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(1) Se (A, m) é um anel local com ideal maximal m entdo chamamos o grade de m em

M de profundidade de M e denotaremos esse nimero por profa (M).

(2) SeI =0:a M entdo chamamos o grade de I em A de grade de M e denotamos esse

ndmero por grade(M).
(3) O grade de I em A é chamado de grade de I e denotado por grade(I).

Proposicao 5.4.4. Sejam (A, m) um anel noetheriano local e M um mddulo finitamente
gerado. Entdo prof , (M) < dim M.

5.4.2 Moédulos e anéis Cohen-Macaulay

Definicao 5.4.5. Sejam (A, m) um anel noetheriano local e M um mddulo finitamente
gerado nao nulo. Dizemos que M é um mddulo Cohen-Macaulay se prof , (M) = dim M.
O anel A € dito um anel Cohen-Macaulay se o for como A-mddulo.

Em geral, se A € um anel noetheriano arbitrdrio entdo um A-médulo M é Cohen-

Macaulay se M, é A ,-médulo Cohen-Macaulay para cada ideal maximal m € Supp(M).!

Exemplo 5.4.6. Seja A um anel noetheriano de dimensdo zero. Por razdes dbvias temos

nesse caso que A é Cohen-Macaulay.

Exemplo 5.4.7. Seja A um anel Cohen-Macaulay. Entdo o anel de polinémios A[x, ..., Xn]
também € Cohen-Macaulay (ver [13, Theorem 17.7]). Em particular, se k € um corpo entao

k[xi,...,Xxn] € Cohen-Macaulay.
Teorema 5.4.8. Sejam A um anel noetheriano e M um modulo finitamente gerado.
(a) Se x é uma M-sequéncia e M é um médulo Cohen-Macaulay entdo M/(x)M é

Cohen-Macaulay (sobre A ou A/(X)). A reciproca também é verdadeira se A é um

anel local.

(b) Se M ¢é Cohen-Macaulay e S é um conjunto multiplicativo de A entdo S™'M é
Cohen-Macaulay.

(c) Se A é Cohen-Macaulay e 1 C A é um ideal de A entdo ht (1) + dim A/I = dim A.
Em particular, se 1 C ] sdo ideais de A e os anéis A e A/] sdo Cohen-Macaulay

entdo ht (J/I) =ht (J) —ht ().

(d) Se A é um anel Cohen-Macaulay 1 C A é um ideal de A entdo grade(1) = ht (I).

'O suporte de um A-médulo M, denotado Supp 5 (M), € o conjunto de todos os ideais primos P de A tais
que Mp # 0.
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5.5 Anéis normais

Seja A C B uma inclusdo de anéis. Um elemento x € B € dito integral sobre B se existe

um inteiro positivo n e elementos 1y, ...,T,, € A tais que

X" 4+ Tlxn—l + szn—Z +- T X+Th = 0. (54)

Chamamos (5.4) de equagdo de dependéncia integral de x sobre A. Pode ser verificado que
o conjunto dos elementos de B que sdo integrais sobre A é um subanel de B que contém
A. Chamamos este subanel de B de fecho integral de A em B. O anel A € integralmente
fechado em B se seu fecho integral em B € o préprio A.

Quando B € o anel total de fracdes de A chamamos o fecho integral de A em B de fecho

integral. Um anel reduzido A € integralmente fechado se seu fecho integral € igual a A.

Definicao 5.5.1. Dizemos que um anel A € normal se Ap é dominio integralmente fechado

para todo ideal primo P de A.

Observamos que todo anel normal A € reduzido. Com efeito, suponhamos a € A tal
que a™ = 0 para algum niimero natural n. Devemos mostrar que, necessariamente, a = 0.
Para isso, é suficiente provar que 1 € (0 : a). Suponhamos que este ndo seja o caso. Entdo
existe um ideal primo P de A que contém (0 : a). Em particular, (a/1)™ = 0/1 em Ap.
Como Ap é dominio, segue que a/1 = 0/1 em Ap. Logo, existe s € A —P tal que sa = 0.
Desse modo, s € (A —P) N (0: a). Mas isso € um absurdo pois (0: a) C P.

Proposicao 5.5.2. Seja A um anel reduzido cujo anel total de fragoes é um produto direto

finito de corpos. Entdo, A é normal se, e somente se, A ¢ integralmente fechado.

Prova. Ver [10, Lemma 2.1.15]. O

Notemos que a hipdtese do anel total de fracdes ser um produto direto finito de corpos

¢ imediata quando A € um dominio.

Exemplo 5.5.3. Seja A um dominio de fatoracdo tnica. Afirmamos que A € um anel
normal. Com efeito, suponha p/q um elemento no corpo de fragdes de A. Como A ¢é
dominio de fatora¢do tnica, podemos supor que o maximo divisor comum de p e q € 1.

Digamos que p/q satisfaz uma equacdo de dependéncia integral

(p/Q)™ +1i(p/q)" " +1a2(p/Q)" P 4+ T (p/q) + T = 0.
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Multiplicando os dois lados dessa igualdade por g™ obtemos:
pn 4 ,rlpn—lq + T.zpn—ZqZ N Tn—lpqn_] + T.nqn =0.

Logo,
p(pn—l + Tlpn—Zq + szn—3qZ et Tn—lqn_l) — ann~

Dessa igualdade e do fato do maximo divisor de p e q ser 1 segue que q divide
p'rL—l 4 T.lpn—Zq 4 T,zpn—?an e T‘n—lqn_l-

Mas isso forcan—1 = 0, pois caso contrdrio q dividiria p. Assim, p/q = —1; € A. Segue
dai que o fecho integral de A em seu corpo de fracdes é de fato A. Portanto, A € normal

como afirmado.

Proposicao 5.5.4. Sejam A um anel noetheriano normal e Py, ..., Py os primos minimos

de A. Entdo, A/Py,...,A/Pyn sdo dominios normais e
A~A/P; x---xA/P..

Prova. Ver [10, Corollary 2.1.13]. a

Esta proposi¢ao € bastante util nesse trabalho em virtude da seguinte observacao:

Observacao 5.5.5. Seja A uma K-algebra Z-graduada e Noetheriana. Entdo os primos
minimos de A sdo ideais homogéneos (ver [5, Proposition 3.12]). Afirmamos que se A
¢ anel normal entdo A é dominio. Com efeito, sejam Py,..., P, sdo os primos minimos
de A. Entdao A/Py,..., A/P, sdo k-dlgebras graduadas. Logo, A/P; x --- x A/P, é uma
(K x ---xK)-dlgebra graduada. Em particular, a parte homogénea de grau zero de A /P x
-+ x A/P. €K x --- x K. Por outro lado, como A ~ A/Py,...,A/P, (Proposi¢do 5.5.4)
e a parte de grau zero de A € K segue que K ~ K x --- x K; isso implica que v = 1.

Portanto, A é um dominio.

5.6 O critério de Normalidade de Serre

Seja (A, m) um anel Noetheriano local. Denotemos por (m) o nimero minimo de gera-

dores de m. Segue do Teorema 5.2.1 a seguinte desigualdade

ht (m) < p(m).
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Na situagdo em que esta desigualdade é uma igualdade dizemos que o anel Noetheriano
local (A, m) é regular. De modo geral, diremos que um anel Noetheriano A € regular se

Ap € regular para cada ideal primo P de A.
Definicao 5.6.1. Seja A um anel Noetheriano e 1 um inteiro nao-negativo.

(i) Dizemos que o anel A satisfaz a condi¢do (R;) de Serre se para todo ideal primo P

de A de altura < i o anel local Ap € regular.

(ii) Dizemos que o anel A satisfaz a condi¢do (Si) de Serre se para todo ideal primo P
de A, prof Ap > min{i, ht (P)}.

Observacao 5.6.2. Suponhamos que A é um anel Cohen-Macaulay. Em particular, pelo
item (b) do Teorema 5.4.8, Ap € Cohen-Macaulay para cada ideal primo P de A. Assim,

prof(Ap) = dimAp (pois Ap é Cohen-Macaulay)
= ht(P) (pela igualdade (5.1))

para cada ideal primo P de A. Logo, prof(Ap) > min{i, ht (P)} para cada ideal primo P de
A. Portanto, se A é anel Cohen-Macaulay entdo A satisfaz a condi¢do (S;) para qualquer

inteiro ndo negativo i.

O teorema a seguir apresenta uma caracterizagdo para a normalidade de um anel em

termos das condi¢des de Serre.

Teorema 5.6.3 (Critério de Normalidade de Serre). Um anel Noetheriano A é normal se,

e somente se, A satisfaz as condigoes (Ry) e (S,) de Serre.

Prova. Ver [10, Theorem 4.5.3]. O

5.7 Ciritério jacobiano

Seja A = k[x,...,X,] um anel de polindmios em n varidveis com coeficientes sobre um
corpo k. Dados fy,...,f,, € A, consideremos a k-dlgebraR = A/Tonde I = (f,..., ).

Uma matriz jacobiana de R sobre k € a seguinte matriz de ordem m x n

of;
o ( ax)) . (5.5)
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Digamos que ht (I) = h. O ideal jacobiano de R sobre k, denotado Jg /i, € 0 seguinte ideal
de R:

Jr/x = (In(©),1)/L (5.6)

Temos o seguinte resultado que garante que o ideal Jg /i estd bem definido.

Proposicao 5.7.1. Sejam R e R’ K-dlgebras finitamente geradas isomorfas. Entdo, o iso-

morfismo entre elas transforma o ideal jacobiano de uma no ideal jacobiano da outra.
Prova. Ver [10, Proposition 4.4.4]. d

Exemplo 5.7.2. Sejam A = K|x,y, z, t, t2, t3] um anel de polindmios com coeficientes
sobre um corpo k e I = (t;z — tyy, thy — t3x). Consideremos R = A/I. Uma matriz
jacobiana de R sobre k é:

0 -t t z -y 0
—1; t, 0 0 y —X

O —

Como visto no Exemplo 5.2.4, ht (I) = 2. Assim
Jr/x = (L(O), I)/1.
Um calculo direto nos da
L(©®) = (tity, t1ts, tats, Xy, Xz, yz, t1x, t1y, trx, thy, trz, t3y, t3z).
Portanto,
Jr/x = (tita, tits, tats, xy, Xz, yz, tix, t1y, tax, toy, taz, tsy, tz, I) /L.

Teorema 5.7.3 (Critério Jacobiano). Seja A = K[xy,...,xn] um anel de polinémios com
coeficiente sobre um corpo de caracteristica zero k. Seja 1 um ideal puro de A e R = A /L.

Suponha P sendo um ideal primo de R. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a) Rp é anel regular.
(b) P ndo estd contido em J /.

Prova. Ver [10, Theorem 4.4.9]. O

A observacdo a seguir serd bastante importante nesse trabalho.
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Observacao 5.7.4. Seja A = k[xq,...,X] um anel de polindmios com coeficientes sobre
um corpo de caracteristica zero k. Sejam I um ideal puro de A e R = A/I. Entao R satisfaz
a condigdo (R;) de Serre se, e somente se, ht (Jg,x) > 2. Com efeito, suponhamos que
R satisfaz a condi¢do (R;). Entdo, Rp é regular para cada ideal primo de R de altura < 1.
Assim, pelo critério Jacobiano, os primos contendo Jg /x tem que ter altura pelo menos 2.
Por outro lado, suponha que ht (Jg ) > 2. Entdo, ndo existe primo de altura < 1 contendo
Jr /x- Logo, novamente pelo critério Jacobiano, Rp € regular para cada ideal primo de R de

altura < 1.
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