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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a equagao do calor com o operador de Grushin.
Exibimos uma expressao para o nucleo do calor do operador de Grushin e obte-
mos propriedades de regularidade e decaimento em espacos LP tanto para o nucleo
quando para o semigrupo associado ao operador de Grushin. Em seguida, utili-
zamos os resultados encontrados para provar existéncia, unicidade, dependéncia
continua e uma alternativa de blowup para solu¢oes brandas para um problema
de Cauchy nao linear associado a equacao do calor com o operador de Grushin.

Palavras-chave: Equacao do Calor, Operador de Grushin, Nucleo do Calor,
Estimativas em LP, Solugoes locais, Blowup.



Abstract

In this work, we study the heat equation with Grushin’s operator. We pre-
sent an expression for its heat kernel and get regularity properties and decay on LP
spaces for both heat Kernel and semigroup associated to Grushin’s operator. Next,
we use the results to prove the existence, uniqueness, continuous dependence and
blowup alternative of mild solutions of a nonlinear Cauchy’s problem associated
to Grushin’s operator.

Keywords: Heat Equation, Grushin’s Operator, Heat Kernel, Estimates in L7,
Local Solutions, Blowup.
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Introducao e Motivacao para o
Estudo do Problema

A equacao do calor é utilizada para modelar diversas categorias de feno-
menos, pois ajuda a descrever a evolucao no tempo da densidade u de alguma
quantidade como, por exemplo, calor, concentracao quimica, dispersao de gases,
velocidade de fluidos, etc. A modelagem é feita da seguinte maneira (ver [9]): se
) C U é uma sub-regiao suave, entao a taxa de variacao da quantidade de calor

em ) ¢é igual ao fluxo negativo através de 0f2. Entao,

d

— ud:z::—/ F-vdS, 1
dt Jgo o0 @

em que F é a densidade de fluxo. Dai,
u = —div(F). (2)

Quando F é proporcional ao gradiente de u, digamos F = —aVu (pela lei de
Fourier, o fluxo de calor vai dos pontos mais quentes para os mais frios), a > 0,
obtemos a equagao:

u = a - div(Vu) = aAu. (3)

Em particular, quando a = 1 temos a equacao do calor, cujo nicleo do calor
(ou solugao fundamental) é dado por meio de uma gaussiana para ¢t > 0 e uma
distribuicao delta de Dirac em t = 0; ver Figura 1.

O principal uso da equacao do calor é poder determinar a evolugao da tem-
peratura em ) a partir de uma condi¢ao inicial dada ug. Neste caso, sabe-se que a
solucao do problema de Cauchy é dado pela convolugao entre a gaussiana e a con-
di¢ao inicial ug. Com o objetivo de obter modelos mais realisticos, generalizagoes
da equacao do calor surgem quando o fluxo é um campo de vetores diferente do
gradiente, isto é, a dire¢ao do fluxo de calor nao é a de maior crescimento em toda
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parte. Um caso particular é a equagao do calor com o operador de Grushin, que é

obtida a partir do campo de vetores G(z,y) = — (%, ”’2“”). Neste caso, a direcao

de G coincide com a de F quando |z| = 1 e tende a diregao do eixo y para os demais
- 2
vetores (z,y); ver Figura 2. A titulo de exemplo, sendo u(x,y;t) = 471rte 2 0

nucleo do calor classico e fixando ¢t = 1, os campos de vetores F e G aplicados em
u tém as seguintes formas:

SN N A A s T T T R SN O AR A e
OO N A R N
T N A e T T T T W N A A
-GN N A T TR T W N A O
O T e T 1 P S S ]
R P e T U U S — )
§= = = =P 2 RPN ) B N SN
R N 2 2 22| I
A A LU N N NG N S R S T A S cu I N N UL S S
O I NN I I A NN
VAV A T W N NI S S S S A B N U S U $
P A B B N I T R B A S S T T
(a) Campo F(z,y) (b) Campo G(z,y)

Figura 2: Comparacao entre os campos de vetores.

Considerando as situagoes em que o fluxo é dado pelo campo G, o resultado de
(2) é a equagao:
u = —div(G) = Agu, (4)

em que Ag é o operador bidimensional de Grushin dado por:

1
Ag = 5 (02 +a°07). (5)
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Nosso objetivo principal é buscar resultados semelhantes ao que ha de disponivel
na literatura sobre o niicleo do calor cléssico. Em particular, queremos determinar
resultados envolvendo o problema de Cauchy nao linear.

Inicialmente, em um projeto de iniciagao cientifica (2019-2020) (ver [13]),
buscamos uma representacao explicita para o nicleo do calor associado ao operador
de Grushin por meio do método de solugoes autossimilares utilizado em [9] para o
caso classico. Estudando [16], Lv, Wei e Xei apresentam uma solu¢ao dada por

V2 22

K(z,y;t) = ot (6)

No entanto, esta fungao nao é solu¢ao da equacao de (4). De fato, verificamos que
(6) € solugao da equagao

1
Oyu = 5(8§u + tdu).

Este acontecido nos levou a buscar determinar o niicleo do calor. O livro do Calin
et al (ver [5]) apresenta métodos para determinar ntcleos do calor para operadores
elipticos e subelipticos, dentre eles, o operador de Grushin. Por esse motivo, ele
foi entao adotado como referéncia base para o estudo da equagao (4).

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresen-
tamos resultados bésicos necessarios para os capitulos posteriores, como os lemas
de Gronwall, os teoremas classicos de teoria da medida, dos espacos métricos além
de resultados da teoria de Fourier. No Capitulo 2, estudamos conceitos do calculo
variacional e o método geométrico. Esta foi a ferramenta chave para exibirmos
uma expressao para o nicleo do calor e consiste em determinar a geodésica que
minimiza o funcional agao classica (2.3). Além disso, estudamos a equagao do
calor com potencial do tipo quadratico apresentando resultados importantes para
capitulo seguinte. O Capitulo 3 tem como principal objetivo estudar o nicleo do
calor com o operador de Grushin:

) — 1 é- ifyf%xz coth(&t)
K(z,y;t) = (27)3/2 /]R \l sinh(ft)e . @)

Adicionalmente, neste capitulo estudamos o problema de Cauchy linear associado
ao operador de Grushin

uy — Agu = 0,
u(0) = uyg,

em que estudamos sua solucao, regularidade, unicidade e a geragao de um semi-

grupo.
No estudo do calor para o caso classico, Fujita estudou a existéncia de
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solugoes classicas para problema nao linear:

uy — Au = |ulPu,
{ u(0) = uy, (8)

Em seus resultados, ele obteve que: se n(p — 1)/2 < 1, entao ndo existe solugao
global para qualquer condigao inicial néo trivial. Se n(p—1)/2 > 1, entao solugoes
globais existem para qualquer condi¢ao nao trivial dominada por uma gaussiana
suficientemente pequena (ver [11]). Para n(p—1)/2 = 1, ndo existe solugao global
nao negativa para qualquer condi¢ao inicial nao identicamente nula e nao negativa
(ver [17]). Brezis e Cazenave em |[3| consideraram o problema de existéncia local
do problema (8) em dominio suave e limitado 2 com u = 0 em (0,7") x 0f2. Neste
caso, para p > n(p — 1)/2 (respectivamente p = n(p — 1)/2) e ug € LP(f), existe
T > 0 e uma ftnica solugdo classica u de modo que u(0) = uy em (0,7) x Q. Tendo
estes resultados como referéncia, gostariamos de obter respostas alinhadas com o
que foi discutido acima. O Capitulo 4 tem como principal objetivo investigar o
problema de Cauchy nao linear associado ao operador de Grushin

{ ug — Agu = |ulPu, (9)
u(0) = uyg,

em que p > 1, buscando mostrar a existéncia e unicidade de solugoes de modo
analogo ao que foi discutido sobre o caso classico. Mais precisamente, provamos
que, se ug € LP(R?),p > 3(p—1)/2,p > 1,0ul < p=3(p—1)/2, a equagao (9)
possui uma soluc¢do definida em um intervalo maximal (0,7,,), tal que 7}, = 400

ouTy, <ooe lim ||u(t)|peme) = +o0.
t—Tm
Os resultados envolvendo homogeneidade do niicleo do calor, existéncia de

solugao dos problemas de Cauchy homogéneo e o nao linear, regularidade, unici-
dade e a geragao de um semigrupo em LP nao foram encontrados outras bibliogra-
fias, exceto o Teorema 3.1 que estd, com menos detalhes, no livro [5], e 0 Teorema
3.4, que esta implicito na mesma referéncia.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar as ferramentas basicas e ne-
cessarias para a compreensao dos resultados principais desta dissertacao. Inicial-
mente, apresentamos algumas integrais tteis e desigualdades bastante presentes
nas demonstracoes de resultados envolvendo a equacao do Grushin nao linear.
Tendo o livro do Folland [10] como referéncia base, reunimos resultados da teoria
de medida que tiveram relevancia em nosso trabalho, muitos deles acompanhados
de sua demonstracao. Por exemplo: resultados envolvendo estimativas em espacos
L? e aproximagoes do operador identidade. Além disso, este capitulo contém tam-
bém generalizacoes de resultados apresentados no livro. Por fim, finalizamos este
capitulo com o Teorema de Hille que nos possibilita permutar o operador linear
fechado e o funcional integral.

1.1 Espagos Métricos

Nesta secao apresentamos resultados a respeito de uma classe especial de
espagos: aqueles que sdo munidos de uma fungao especial chamada de métrica (dai
o nome de espacos métricos). Em tais conjuntos, com a propriedade adicional de
completude, é possivel utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, ferramenta
essencial para mostrar unicidade de solugoes na teoria de equacgoes diferenciais. Os
resultados desta se¢ao foram retirados de [12].

Definigao 1.1. Uma métrica num conjunto M ¢é uma fungao d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado de elementos z,y € M um namero real d(z,y),
chamado a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes
para quaisquer x,y,z € M:

i) d(xz,z) = 0;
ii) Se z # y, entao d(z,y) > 0;
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i) d(z,y) = d(y, z);
iv) d(z,2) < d(z,y)+d(y, 2).

Um espago métrico ¢ um par (M,d), em que M é um conjunto e d é uma métrica
em M. Um espaco métrico é dito ser completo se toda sequéncia de Cauchy em
M é convergente.

Definicao 1.2. Um espaco vetorial munido de uma norma é chamado de espaco
vetorial normado. Quando este é equipado com uma métrica dada por d(z,y) =
|z —yl|, dizemos que a métrica d ¢ proveniente da norma ||-||. Um espago normado
E é chamado espaco de Banach quando for um espago métrico completo com a
métrica induzida pela norma.

Definigao 1.3. Seja (M, d) um espago métrico. Um ponto fixo de uma aplicagao
F: M — M éum ponto x € M tal que F(z) = z.

Definicao 1.4. Sejam (M,d;) e (N,dy) espagos métricos. Uma aplicagdo F :
M — N é chamada de contragao se existe uma constante 0 < K < 1 tal que

d2(F(x)’F(y)) < Kdl(xay)7vm7y € M.

Teorema 1.1. (Ponto Fixo de Banach) Sejam (M, d) um espago métrico completo
e F: M — M uma contragao. Entao F' possui um tnico ponto fixo.

1.1.1 Espagos de Funcoes

Seja X um conjunto qualquer. Denotamos por B(X) = B(X,K) (K =C
ou K = R) o conjunto de todas as K-fung¢oes limitadas X. Se f € B(X), a norma
uniforme é definida por

[flloo = sup{|f(z)[ - 2 € X}.

Se X é um espago topologico, também temos o espago C'(X, K) das fungdes
continuas em X e defini-se

BC(X,K) = B(X,K) N C(X,K).

Por simplicidade, omitimos o termo “K” quando nao for possivel confundir os
espacos. Adotemos algumas terminologias: considere X um espaco topoldgico e
f € C(X). O suporte de f, denotado por supp(f), € o menor conjunto fechado
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fora do qual f se anula. Em simbolos: supp(f) = {z : f(x) # 0}. Dizemos que f
tem suporte compacto se supp(f) é compacto e definimos

C.(X) ={f € C(X):supp(f) é compacto}.

Além disso, dizemos que f anula no infinito se dado € > 0 o conjunto {z : |f(z)| >
€} é compacto e definimos

Co(X) ={f € C(X) : f anula no infinito}.

Lema 1.1. (Lema da Colagem) Sejam X = AU B, em que A e B sao fechados
em X, e f:A—Y eg:B—Y sdo continuas. Se f(z) = g(z) para x € AN B,
entao a funcao h : X — Y definida por

f(z), sex e A
i) = { g(x), sex € B

é continua.

Definicao 1.5. Sejam X um conjunto, M um espaco métrico e o : X — M uma
aplicacdo. A notagao B, (X; M) representa o conjunto das aplicagoes f: X — M
tais que d(f,a) = sup,cx d(f(z),a(z)) < 400, com a métrica da convergéncia
uniforme.

Proposigao 1.1. Se o espago M é completo, entdao B,(X; M) é completo, sejam
quais forem X ea : X — M.

Proposicao 1.2. (BC(X), | - ||«) € um espago de Banach.

1.2 Teoria de Medida

Nessa se¢ao apresentamos alguns teoremas importante da Teoria de Medida
obtidos de [10] e que foram importantes na obtengao dos nossos resultados.

Teorema 1.2. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja ( f,,)neny uma sequéncia
de fungoes integraveis tal que

a) fo— fqtp;

b) existe uma fungao ndo negativa e integravel tal que |f,| < ¢ g.t.p para todo
n € N.

Entao f ¢ integravel e [ f = lim [ f,.
n—o0

17



O teorema a seguir nos d& um critério para passagem do limite ou derivada
sob o sinal da integral e funciona como uma generalizacao do teorema anterior.
Posto isso, ao longo do texto nos referiremos a ele também como Teorema da
Convergéncia Dominada (TCD).

Teorema 1.3. Seja f : X X [a,b] = C (00 < a < b < oo) e suponha que
f(-,t) : X — C ¢ integravel para cada ¢ € [a,b]. Seja F(t) = [ f(z,t)du(z).

a) Suponha que existe g integravel tal que |f(z,t)| < g( ) para todo z,t. Se
tlirgl f(z,t) = f(x,ty) para todo z, entao tlir? F(t) = F(ty); em particular, se
—to —to
f(z,-) é continua para cada z, entdo F' é continua.

b) Suponha que existem Jf /0t e g integravel tal que |(0f/0t)(x,t)| < g(z) para
todo z,t. Entao F ¢ diferenciavel e F'(t) = [(9f/0t)(z, t)du(z).

Teorema 1.4. (Teorema de Egoroff) Suponha que pu(X) < oo e que fi, fo,... e f
sao fungoes complexas mensuraveis em X tais que f,, — f a.e. Entao para cada
€ > 0 existe £ C X tal que u(F) < € e f, = f uniformemente em E°.

Demonstracao. Ver |10], p. 62. O

Observagao 1. A hipotese “u(X) < oo” pode ser substituida por “|f,| < g, para
todon € N, com g € L'(u)”.

Observagao 2. Quando a integracao for feita sobre um conjunto definido por
meio de um produto cartesiano X X Y, em vez de escrevermos dxdy utilizamos
também o termo d(z,y).

Teorema 1.5. Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de medida o—finitos.

(a) (Tonelli) Se f € LT X x Y, entdo a fungdo g(z) = [ fudv e h(y) = [ fYdu
pertencem a LtX e LY, respectivamente, e

/fdMXV /{/fxydv} p(x)
= [/ s wint)| avin

(b) (Fubini) Se f € L'(u x v), entdo f, € L'(v) para quase todo z € X,
fy E L'(u) para quase todo y € Y'; as fungdes definidas em quase todo ponto
= [ fodv e h(y) = [ f¥du pertencem a L'(u) e L*(v), respectivamente,

ea 1gualdade no 1tem anterior é valida.
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1.2.1 Espacgos L?

Uma classe de espagos importantes para o desenvolvimento deste trabalho
sdo os denominados espagos LP - também chamados de espagos de Lebesgue - (ver
[10], para mais detalhes). Vejamos sua defini¢gdo e suas principais propriedades:
fixemos um espago de medida (X, M, i), ou seja, X é um conjunto nao vazio, M
¢ uma o-algebra de subconjuntos de X e u: M — [0, 00] uma medida em X.

Definicao 1.6. Se f ¢ uma fun¢ao mensuravel sobre X e 1 < p < oo, definimos

» 1/p
£ = [ [ 15@Pas] . (11)
b's
Também, para p = 0o, estabelecemos a seguinte norma:

[fllzee = inffa = 0; p({z : | f(x)] > a}) = 0}, (1.2)

com a convengao de que inf ) = co. Em alguns casos ||f||z~ ¢ chamada supremo
essencial de f e escrevemos

[fllzee = supess{|f(x)| : # € X}. (1.3)
Definimos
LP(X, M,u) ={f: X — C; f é¢ mensuravel e || f||1» < c0}. (1.4)

Definicao 1.7. Sejam 1 < p < oo e {2 um subconjunto aberto do R". Diremos
que f & localmente integravel em LP(f2), e denotaremos isso por f € LY (), se f
for uma funcao mensuravel e para qualquer compacto K C (2,

/K | f(x)|Pdr < oo. (1.5)

Definigao 1.8. Assuma que (X, ||-||) seja um espago vetorial normado e 7' > 0. O
espago LP([0,T]; X), 1 < p < 0o, contém todas as fungdes mensuréveis f : [0, 7] —
X para as quais as seguintes normas sao finitas

T 1/p
| /O P ¥1<p <o (1.6)

e também
£l o= (jo,13:x) = supess{| f(t)| : t € [0, T]}. (1.7)

Analogamente, C([0,T]; X) = {f : [0,7] — X continua} munido com a norma do
supremo essencial || - || zo (jo,77;x)-
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Uma observacao interessante ocorre no caso em que f é limitada, isto é, existe
C > 0 tal que |f(z)| < C, para todo x € X. Ocorre que pu({z : |f(x)] > ||flle}) =
0 e, portanto, ||f||r= < ||f|lco. Por outro lado, |f(x)| < || f]|r~, para todo z € X.
Logo, podemos concluir que as duas normas coincidem e || f||z = || f|lco. Abaixo
listamos alguns resultados importantes sobre a teoria dos espagos de Lebesgue que
serao utilizados neste documento. Os préximos resultados podem ser encontrados
em [10].

Teorema 1.6 (Desigualdade de Holder). Suponhaquel < p<ocoept+¢ ' =1.
Se f e g sao fungoes mensuraveis sobre X, entao

gl < A fllerllgllze. (1.8)

Teorema 1.7 (Desigualdade de Holder Generalizada). Suponha que 1 < p < oo
ep t+qgt=7r"1 Se f e g sao funcoes mensuraveis sobre X, entao

19l < A fllerllgllze. (1.9)

Teorema 1.8 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p < oo e f,g € LP, entao

1f =+ gllee <[ fller + llgllze- (1.10)

Teorema 1.9. Para 1 < p < oo, L” é um espago de Banach.

Teorema 1.10. Sejam p e g expoentes conjugados. Suponha que g é uma funcao
mensuravel em X tal que fg € L' para todas as funcoes f no espaco X das funcoes
simples que se anulam fora de um conjunto de medida finita, e a quantidade

/X fgdx

¢ finita. Também suponha que S, = {z : g(x) # 0} é o—finita ou que p é
semifinita. Entdo g € L? e M,(g9) = ||9]|Ls-

My(g) = sup{ Fezelfll, = 1}

Outra desigualdade de Minkowski importante neste trabalho relaciona informagoes
sobre integrais e as normas do espacos de Lebesgue usuais:

Teorema 1.11 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Suponha que (X, M, )
e (Y, N, v) sejam espagos de medida o-finito, e seja f uma fungdo mensuravel em
X xY.

a) Se f>0el<p< oo, entdo

U (/f(:v,y)dy)pdx} Upé/{/f(x,y)lﬂda:}l/pdy. (1.11)
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b) Se 1 < p < oo, f(,y) € LP(u) em quase todo ponto y, e a fungao y —
/(- y)|l, esta em L'(v), entao f(x,-) € L'(r) em quase todo ponto z, a

fungao = +— /f(x,y)du(y) estd em LP(u), e

H / Fey)dvly / 1£Cy)llzedr(y) (1.12)

Demonstragao.  a) Se p = 1, pelo Teorema 1.5 (Tonelli) a desigualdade é ime-
diata. Se 1 < p < oo, considerando g expoente conjugado de p e g € LI(u),
pelos teoremas 1.5 e 1.9 segue-se que

[ | [ s@waw] @i - [ ([ selsiaw ) aw

1/p
< [ lollr ([ stawranta)) " ant
X
Dai, pelo Teorema 1.10, temos que

o, [] ([ scowin) o]
< [/ swvrann] " i
b) Se p < oo, segue do item anterior que
| senain,, - </ ‘ /1 (vadv(y)pdu(x))l/p
= (/ ( J i <xay>|dv<y>)pdu<x>)””

< [ 1) "
— [ 170 lzsavty)
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O caso p = oo segue da seguinte desigualdade das integrais:

'/fxydv ‘ [ 17 i)

para todo x € X. Portanto,

| [ sewaw], < [1relaw < [1f6olmda),

como queriamos demonstrar.

[]

Proposigﬁo 1.3. 8¢ 0 < p < qg<7r < oo, entdo LPNL" C L% e ||fllze <
£ F15, em que 0 < A < 1 é definida por:
I A 1=

S="+ . 1.13
ol (1.13)

Proposigao 1.4. Sejam u,v € L"(X), com r > p > 1. Entao,

~1 ~1
lu? (-, ) = v (-, )| rse < Cllule, 8) = v(, 8)llze (lul )7 + 1o, 9)ll7) , C > 0.
Demonstra¢ao. Usando a Proposicao 5.3, temos

89 = o, < Al 9) = o )R P+ ot e
p/T
= ([ 1= @ ute 9P + oo sy ae)

Observe que u,v € L™ implica |u(-, s) —v(-, s)["/? € LP e (u?~1(-,s)+vP~1(,8))77 €
LP/P=1 em que p e p/p— 1 sdo expoentes conjugados. Assim sendo, pela desigual-
dade de Hélder em (1.9), obtemos:

r /T _ 1Nr /r
[ (- 8) = 07 Co)lgore < (llu =0 ?lle)™ (1™ + 077 P orpr)”
<l 8) = v )l (lul )IE" + ()17 -
O

Definicao 1.9. Seja f uma fungao em R" e y € R™. Definimos a translacao de f

por 7, f(x) = f(x —y).

Observe que ||7,f|lzr = || f]|». Considerando a defini¢ao acima, dizemos que uma
funcao é dita ser uniformemente continua se ||7,f — f||. — 0 quando y — 0.
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Lema 1.2. Se f € C.(R"), entao f é uniformemente continua.

Demonstragao. Por hipotese, f esta definida em um compacto. O resultado segue
do fato que fungoes continuas sao uniformemente continuas em compactos. ]

Proposicao 1.5. Se p é uma medida de Radon em X, C.(X) é denso em LP(pu)
para 1 < p < oo.
Proposicao 1.6. Se 1 < p < 00, a translagao é continua na norma L, ou seja, se
f e LP(R") e z € R", entao lin% | 7yszf — T2 fl|2e = 0.

Y—

Demonstragao. Como 7y4.f = f(x — (y+2)) = f((x —y) —2) = .f(x —y) =
7,7.f(x), ao substituirmos f por 7, f é suficiente assumir z = 0. Considere f € LP.
Dado € > 0, segue da densidade de C.(R™) em LP(R") (Proposi¢ao 1.5) que existe
g € C.(R™) tal que ||g — f||zr < €/3. Dali,

I7f = fllee < N7y (f = 9w + lImyg = gllze + llg = fllze-

Por um lado existe R > 0 tal que ¢ se anula fora de B(0, R). Dai, para |z| > R+1
e |yl <1, temos que [z —y| > [z — |y > R e

Lms@ o= [ e —s@ps [ e - g@p

— / i7,9(2) — g(x)P,
B(0,R+1)

pois |7,9(z) — g(x)| = [9(z —y) — g(z)| < 2max{|g(z —y)|.[g(z)[} = 0 em R™\
B(0,R+1). Como |1,9(x) — g(x)[” = 0 quando y — 0 (pela continuidade de g) e

my9(z) —g(@)P <27 sup |g(x)]" € L'(B(0, R+ 1)),

x€B(0,R+1)

pois g é continua. Dali, pelo Teorema da Convergéncia Dominada: ||7,9 — ¢|z» <
€/3. Assim sendo,

Iy f = flle < 17y (f = Dllze +1I7yg — glle + llg — fllze
=f = gllee +lg = fllzr + |7yg — gllzr <e.

]

Teorema 1.12. (Teorema de Lusin) Suponha que u seja uma medida de Radon
em X e f: X — C uma fungao que se anula fora de um conjunto de medida finita.
Entao para todo € > 0 existe ¢ € C.(X) tal que ¢ = f exceto em um conjunto
com medida menor que €. Se f é limitada, entao ¢ pode ser escolhida de modo

que [[@]] < [|.fl-

23



1.3 Convolucgoes

Definicao 1.10. Sejam f e g fungoes mensuraveis sobre R”. A convolugao de f e
g é a funcao f * g definida por

(f*g) ()= - flz —y)g(y)dy, (1.14)

para todo x tal que a integral acima exista.

As propriedades elementares da convolugao estao apresentadas na proposicao a
seguir:

Proposicao 1.7. Desde que as integrais em questao existam, temos:

i) frg=gx*f;

)
i) (f*g)xh=fx(gxh)

iii) Para z € R", 7,(f x g) = (7.f) x g = [ * (729);

iv) Se A é o fecho de {z +y : © € supp(f),y € supp(g)}, entao supp(f *g) C A.

Demonstracao. i) Fazendo a substitui¢ao z = = — y, temos:
(f*g)(x) = . fl@—y)gly)dy = . f(2)g(x = z)dz = (g * [) (z).
ii) Fazendo uso do Teorema de Fubini 1.5, temos:
(F+9) 0 @) = [ (e~ n)htu)dy
Rn
=) f(z)g(x —y — 2)h(y)dzdy
~ [ [ 0t —y = iz

= [ 1@~ iz

=[x (g*h)(z).
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iii) Dado z € R", temos que 7,(f x g)(z) = (f x g)(x — 2) e

(f*g)(x—2)= (z —2—y)g(y)dy

R

= / 7.f(x —y)g(y)dy
= (1.f) * g(x).

Dai, pelo item (a), obtemos 7,(f x g) = (g f) = (1.f) x g = (1.9) * [ =
[ (7=9).

iv) Se x ¢ A, entdo para todo y € supp(g), segue que z = z — y ¢ supp(f).
Isso nos diz que f(z — y)g(y) = 0, para todo = € A°. Consequentemente,
(f*xg)(z) =0. O resultado segue pela contrapositiva.

m

Teorema 1.13. Se f € L', g € C* e 0%g ¢ limitada para |a| < k, entdo fxg € C*
e 0%(f xg) = [ *(0%), para |a] < k.

1.3.1 Aproximacoes da Identidade

O nucleo do calor cléssico satisfaz a propriedade conhecida como aproxima-
¢ao da identidade. Nesta secao apresentaremos uma generalizacao desse conceito
de modo que o ntucleo do calor com o operador de Grushin possa se valer dessa
propriedade. Com efeito, seja ® uma fun¢ao em R" e € = (e, ...,€,), com cada

€; > 0 e defina
1 Ty Tn
O (1, xy) = =—DP | —,...,— | .
(@ ) [T e <€1 5n)

Observacao 3. Dizemos que ¢ — 0 se, e somente se, ¢, — 0,1 < i < n. Além
disso, se ® € L'(R"), temos

/n B, () dz = /nq)(x)dx,

pois, ao substituir y; = €w;, temos:

1 hn Yn
. (y)dy = =— | =, .., =]d
/n G(y) Yy H?:l & /n (61’ 7€n) (yl, 7yn)

:/nq)(wi,...,wn)d(wl,...,wn):/nCD(w)dw.
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A ideia da discussao anterior é que a massa de P, torna-se mais concentrada
na origem. Heuristicamente, ®. esta convergindo para um multiplo do delta de
Dirac [6].

Lema 1.3. Seja ® € L'(R") com [, ®(z)de = A. Entao valem as seguintes
propriedades:

i) Se f € LP(R") (1 <p < ), entao f*P. — Af nanorma LP, quando € — 0.

ii) Se f é limitada e uniformemente continua, entao f+®. — Af uniformemente
quando € — 0.

iii) Se f € L>*°(R"™) e f é continua em um aberto U, entao f * ®. — Af unifor-
memente em subconjuntos compactos de U, quando ¢ — 0.

Demonstragio. i) Dado f € LP(R™), temos que
fo0dlz) = Af@) = [ fle=y)®ly)dy = | F@)Oly)dy
= [ 1fa =) = )@y
~ e [0 = = e (2 2 )

[T & €1 €n

Fazendo y; = €¢;w;, o jacobiano da mudanca de variaveis é

Oy, 9) _TT.
o(wy, ..., wy) Pl "
Escrevendo y = ew, temos
frte) - Af@) = [ (o= ew) = f@o@de (115
— [ [ la) = s @), (1.16)

em que 7 é a aplicacao translacao definida em 1.9. Dai, pela desigualdade de
Minkowski (1.12), segue que

1f % ®Pe = Afllr < [ N7ewf = flle|®(w)]dw.
R”L
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Note que ||Tewf — fllr < 2||f||zr € pelo Lema 1.6, temos que ||7ewf — fllzr — 0,
quando ¢ — 0. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, o limite ¢ — 0
pode passar sob o sinal da integral e assim || f * &, — Af||» — 0.

ii) Dado n > 0, como ® € L'(R"), segue do Teorema de Lusin e Egoroff que existe
um compacto E tal que [,.|®| < 7. Como f é uniformemente continua (em cada
variavel), existe 0 = (1, ..., d,),0; > 0 tal que se €; < 9; entdo |7e, f(z;) — f(x;)] <
n/n,1 < i < n, para todo w € FE e todo z = (xy,...,x,) € R". Assim, pela
equivaléncia das métricas em R™:

[Tewf (2) = F(2)] = |Tewf (1) = [(20)| - A [Tewf (20) = f(an)] <7

Portanto, de (1.17) segue que

£ 0e) = Af@)] < [ [rnf@) - @B (1.17)
= [ (@) = r@@@dw + [ @) = f@)lo(w)de

(1.18)

< i@l + 21l (1.19)

para |e| < |§], uniformemente em z.

iii) Dado n > 0, mantenha a escolha do conjunto compacto F do item anterior tal
que | ge |®| < 7. Seja K um subconjunto compacto de U e escolha um aberto V' e
um compacto K7 tais que K C V C K; C U. Para |¢]| suficientemente pequeno,
temos que x — ew = (7 — Wy, ..., Ty, — €w,) € V, para x € K e w € E. Pela
continuidade de f em U, segue que f é uniformemente continua em K; e portanto

sup | f(z —ew) — f(z)] <,
rzeK,werR

para |€| < |0|. A estimativa (1.19) agora vale uniformemente em K. O

O teorema a seguir é importante para demonstrar a desigualdade de Young
que relaciona convolugoes e os espagos LP’s:

Teorema 1.14. Sejam (X, M, u) e (Y, N,v) espagos de medida o—finitos e K
uma funcao M ® N-mensuravel em X x Y. Suponha que existe C' > 0 tal que
1K (x,y)|du(z) < C para quase todo y € Y e [|K(z,y)|dv(y) < C para quase
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todoz € X, e q<p<oo. Se fe&LP(v), entdo a integral

_ / K (z,9) f (y)dv(y)

converge absolutamente para quase todo z € X, T'f € LP(u) e [|Tflr < C||f||Le-

Demonstragao. Se p =1, entao

/‘/ny W)du(y ‘du //|ny o) |dv(y)du(z)

para quase todo z € X. Em particular, temos que Kf € L'(u x v). Dali, pelo
Teorema de Fubini (1.5), K(x,-)f € L'(v) e, portanto, T f est4d bem definida. Para
0 caso p = oo, temos

‘/Kwy )dvy ] JaLce

<1l / K (2, 9)|dv(y)
< O f o=

Finalmente, considere 1 < p < co. Como

K (2, 9) f(y)| = |K (2, )" (1K (2, y)|| f()[) 7

segue da desigualdade de Holder em (1.6) que

[ sl = | [ 1K@t ] U|nyr|f<>|pdu<>r/p

<o [ / \K(x,ymf(yﬂpdv@)] "
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para quase todo x € X. Consequentemente, pelo Teorema 1.5,

/U'K %) f()ldv(y )]pdl‘(“’) < Cp/q//IK(SL‘,y)llf(y)|pdV(y)du(rc)

<cot [ |5 Pavty)

< CPO £,

Como a integral acima é finita, pois f € LP(v), temos que | T f|l» < C|fllze. O

Teorema 1.15 (Desigualdade de Young). Se f € L' e g € L? (1 < p < o0), entao
 + g existe para. quase todo ., f + g € L ¢ || # gllze < | Fllz2 gl v

Demonstragao. Considerando o teorema 1.14 com K(z,y) = f(x — y), segue da
desigualdade de Minkowski em 1.11 temos que

1f *gll, = H/f (- —y)dy
Lp

(e
< [ [1rtate - iz "y

< / F@) 7l edy

< 17Nl e,

U

em que 7,9(x) = g(x — y) € a translacdo e ||7,9|r = ||gl|Le-

Teorema 1.16 (Forma Geral da Desigualdade de Young). Suponha que 1 <

pgr <ocoepltd+qglt=rt4+1 SefclPegcLli entao frxg € L" e
1 = gller < I f]leellgllze-

Demonstragao. Ver [10], p. 241.

U

1.4 Transformada de Fourier

O conceito da transformada de Fourier é de suma importancia nesse traba-
lho, pois o nucleo do calor do operador de Grushin é escrito em termos de uma
transformada inversa.
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Definigao 1.11. Definimos a transformada de Fourier de uma funcao f € L'(R")

por
F)E) = Tle) = (2;)”/2 /R e f(adn, VEER",  (120)

em que ¢ é a unidade imaginaria e £ - z é o produto interno canoénico de R", e sua
transformada de Fourier inversa por

) = — ST f(z)dx
16) = G [ e e (1.21)

Uma vez que |e*™¢| = 1 e f € L'(R"), as integrais acima convergem para cada
e R

O resultado a seguir nos déa condigoes para que a transformada de Fourier de
uma funcao f seja valorada nos reais. Uma aplicacao imediata dessa propriedade
é a verificacao de que o niicleo do calor com o operador de Grushin é, de fato, real,
uma vez que este nao tem forma explicita em termos de funcoes elementares.

Proposicao 1.8. Se f é par, entao f é par; Além disso, se f é par, entao f é real.

Demonstracdo. A demonstracao é feita por meio de calculo direto. E utilizado o
fato de que o produto de fungoes pares é também uma funcao par e o produto de
funcao par por uma fungao impar é, por sua vez, uma funcao impar. Além disso,
se g ¢ uma funcdo fmpar: [ g(z)dz = 0. Com esses resultados em mente, pela
formula de Euler, temos:

f ! T x) cos(x&)dx
FO = o= [ 10e =t - — [ f@eostagar  022)

¢ 1 i _ L —r e—ix T = ¢
f-9= o= /R fla)e i = —— /R flea)eotde = f6).  (1.23)
L]

O resultado a seguir apresenta férmulas importantes envolvendo a transformada
de Fourier.

Teorema 1.17. (Propriedades da Transformada de Fourier) Suponha que f,g €
L?(R™). Entao

D) fon fado = [, fodE;
ii) Dof = (i€)*f;
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—

i) (f *g) = (2m)"/2f§;
wv) £ = (/)"
Demonstragao. Ver [9], pg. 184. ]

Teorema 1.18 (Desigualdade de Hausdorft-Young). Suponha que 1 < p < 2 e seja
q o expoente conjugado de p. Se f € LP(R"), entdo f € LYR"™) e || fllza < ||f]|ze-

Demonstracao. Ver [10], pg. 248. ]

1.5 Operadores Lineares

Nesta se¢ao apresentaremos alguns conceitos e resultados da teoria de ope-
radores lineares. Em particular, o semigrupo de operadores. Os resultados desta
se¢ao serao utilizados no Capitulo 3 para o semigrupo do calor decorrentes do ope-
rador de Grushin. Dado um espago de Banach X com norma || - || e um operador
linear 7', definimos o conjunto (B(X),|| - |px)) como o espago dos operadores
lineares em X com norma dada por

1T 3x) = sup [T

flz(|=1

Definicao 1.12. Seja X um espago de Banach. Uma familia {T'(¢)};>¢ de ope-
radores limitados de X é um semigrupo de operadores lineares se as seguintes
condicoes forem satisfeitas:

i) T(0) = I, em que I é o operador identidade em X
i) T(t+s)=T(t)T(s), para quaisquer t,s > 0.

Teorema 1.19. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam E e F' espagos de Banach
e T : F — F um operador linear. Entao, T' é continuo se, e somente se, G(T) é
fechado em F x F', em que G(T') é o grafico de T.

O teorema a seguir nos possibilita permutar a integral e um operador linear Fe-
chado (ver [15]).

Teorema 1.20. (Hille) Sejam € um conjunto qualquer, 7": X — Y um operador
linear fechado e Y um espaco de Banach. Suponha que f: Q > X eTf:Q —>Y
sejam integraveis. Entao [, f(z)du(z) € X e

[ r@nto) =1 ( [ s@au), (1.24)

sempre que ambos os lados da igualdade acima estejam bem definidos.
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Demonstragao. Como T' ¢ fechado, G(T') = {(y,Ty);y € X} é fechado em X x Y.
Defina g : 2 — X x Y por g(x) := (f(z),Tf(x)). Temos que g ¢é integravel e sua
imagem pertence a G(T'), grafico de T'. Além disso,

[ s@aute) = [ s@naute), [ Ti@a).

Por outro lado, [, g(z)du(z) € G(T). Assim,

/Qg(x)du(x) = (/Q f(x)d,u(x),/QTf(x)du(x)) — (4, Ty),y € X.

Da igualdade acima podemos concluir que

([ swiut)) = [ 1rduto)

Corolario 1.21. Sejam 7" um operador linear fechado f : R — R uma funcao

integravel. Entao
T f Ydp(x 1.25

sempre que ambos os lados da igualdade acima estejam bem definidos.

]

Demonstragao. Seja = [0,t],t > 0,7 um operador linear fechado e considere
uma particao P de [0,t]. Entao, a integral de Riemman coincide entdao com a de
Lebesgue e

/tf(x)dx = lim zn:f(x;‘)Axl
0 n—o0 p—r

Assim, como T ¢é fechado e ambos os lados de (1.25) estdao bem definidos, temos

/ Tf(x)dx = h_)m ZTf VAx; = hm T (Zf sz>

_T(T}E&Zf Ax2> :T(/O f(m)dx).
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Capitulo 2

Calculo Variacional e o Método
(zeométrico

Neste capitulo apresentamos os resultados necessérios para determinar o
nucleo do calor do operador de Grushin por meio do método da transformada de
Fourier. Na secao a seguir apresentaremos o formalismo Lagrangiano e Hamilto-
niano presentes no Calculo Variacional e Mecanica Classica, topicos importantes
na teoria do método geométrico. Esta é a ferramenta chave para determinar os
ntcleos do calor das mais variadas categorias de operadores.

2.1 Nucleo do Calor para Operadores com Poten-
cial

Nesta secao apresentamos os resultados base para determinar o ntcleo do
calor de operadores da forma

Quando U # 0 dizemos que o operador L tem potencial U. Exemplos particulares
e importantes em nosso proposito sao o Laplaciano A = )", 8;_ e o operador com
potencial quadratico L = %(8% — a?z?%). Inicialmente, apresentaremos conceitos
basicos da Mecanica Lagrangiana e Hamiltoniana que sao necessarios na secao
seguinte que trata sobre o método geométrico. Este, por sua vez, é utilizado para
determinar nucleos do calor de operadores do tipo (2.1) a partir do conhecimento
de geodésicas. Com estes conceitos estaremos aptos a determinar o ntcleo do calor
do operador de Grushin (ver Capitulo 3).
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2.1.1 Mecanica Lagrangiana

Em Mecanica Classica, o movimento de uma particula é totalmente descrito
em qualquer instante t pela sua posicao z e sua velocidade . Considere a funcao
suave L : R" xR" — R, conhecida por Lagrangiana, com regra dada pela diferenca
entre a energia cinética e energia potencial da particula:

L(z, i) = K(i) — U(x), (2.2)

em que K(i) = 137" | i? e U(x) geralmente uma fungdo polinomial de z (ver [5]).

A Lagrangiana descreve a dinamica de uma particula com trajetoria xz(t) tal que

S(xg 2, 7) = /OTL(x(t),:'c(t),t)dt (2.3)

seja estacionaria, ou seja, possui variacao local minima. Nosso objetivo entao
¢ determinar a trajetoria x. Para isso, suponha que x é uma solugao, ou seja,
S(xo,x,T) € estacionaria. Isso significa que para qualquer outro caminho entre
xo = z(0) e z(7), S assumird um valor maior. Assim, dado a > 0, ponha y(a,t) =
x(t) + an(t) com n(0) = n(7) = 0. Temos, por hipotese, que S(yo,y,T) possui
valor minimo quando o = 0. Isso significa que a derivada de S com relagao a o é
nula:

as

dar| (o 7) =
Entao pela regra da cadeia, segue que
oL 0LOy OLOy oL ., 0L
= =L 2 ()= 4 (t) =
90 o500 T a0 "Wy, TG,

Assim, derivando (2.3) com relacdo a «, temos que

os [T oL [T oL
6_a_/0 n(t)a—ydt+/0 i(t) g5 dt-
—_—

J
Integrando J por partes, em que
oL
U= —, dv = ndn,

Jdy
d (0L

du=— | =) dt =

T <ay> 0
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obtemos:

S T 9L OL|"=" T d (0L
o —/0 n(t)a_ydt+ n(t)a—y t:o_/o U(t)a (8_3/) dt

[0l 4

pois n(0) = n(7) = 0. Pondo a = 0, temos que y(0,t) = z(t), ou seja:

[l 5o

isso acontece para qualquer 7. Ora, escolhendo

(t) = G_L — i 8_L
T =9r ~ at \oi )
obtemos que

TTOL d (OL\]? oL d (0L
= _ (= — ~Z_Z(=)=o0 2.4
/0 [83: dt(@:&)] @=0= 3, dt(@:t) 0 (24)

J

g

>0

Esta ultima é conhecida como Equacao de Fuler-Lagrange e o funcional S é a ac¢ao
cldssica, denotada por S,.

2.1.2 Mecanica Hamiltoniana

Uma forma alternativa de descrever a dinamica de uma particula é utilizar
o Hamiltoniano, uma funcao H : R?" — R que esté relacionada com a Lagrangiana

da seguinte maneira:

em que p € o momento, que pode ser obtido pela solucao da equagao:

L

== (2.6)

p

Seguindo a referéncia [5], a dinAmica da particula é descrita pelo sistema
Hamiltoniano de equagoes:

H, =i (2.7)
H, = —p. (2.8)



A equagao (2.7) ¢ obtida de forma direta derivando-se (2.5) com rela¢ao a p. A
equagao (2.8) é obtida da seguinte forma:

H,

dzx (8L dt 0L dx) dit OLdx OL oL )
o a. =D,

“Pir \Gide ords) Pdr  idr or or
em que no ultimo passo é usado a equagao de Euler-Lagrange (2.4).

Um conceito bastante usual é o de conservatividade: se o Hamiltoniano
H nao depende de t explicitamente, o sistema é dito conservativo, ou seja, o
Hamiltoniano é constante quando avaliado ao longo das solugoes das equagoes
(2.7) e (2.8). De fato, pela regra da cadeia, temos:

d

EH(x,p) =H, 2+ H,p=—ip+pt =0.

O valor do Hamiltoniano ¢é dito energia total da particula. Em simbolos H (p,x) =
E, em que E é a constante de energia.

2.1.3 Equacao de Hamilton-Jacobi

Nesta se¢ao relacionaremos o Hamiltoniano com a agao classica (2.3) apre-
sentando uma maneira de obté-la. Derivando (2.3) com relacao a z, aplicando a
equagao de Euler-Lagrange em (2.4), o Teorema Fundamental do Célculo e Teo-
rema de derivagao sob sinal de integral de Leibniz, temos que

0S T oL ,
_[fdoL, oL
Jy dtoi T 0
Consequentemente,
0S

Por outro lado, derivando (2.3) com relagdo a 7, pela regra da cadeia temos que

0Sde  9Sdr d ([T . 05
E + e (/O L(x(s),x(s),s)ds) = 5= —H(x,p),

o que resulta em:

oS oL

— + H(z,p) =0, p:%.

5 (2.10)
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Esta tltima é conhecida como equagao de Hamilton-Jacobi e tem a agao classica
como sua solu¢ao. Um caso particular ocorre em sistemas conservativos em que
E = E(x¢,x;7) = H denota a energia do sistema, com as condi¢oes de fronteira
xg = 2(0) e (1) = x. Nesse caso, a equagao de Hamilton-Jacobi se transforma em

05

P _ g
or

cuja solucao é
Se(xo, ;7)) = —E(x0, 2, 7)7 + (20, T),

em que c¢(xg,r) = Sg(o,x,0) denota a condi¢do inicial. A acdo classica tem
papel importante na aplicacao do método geométrico que sera discutido na secao
a seguir.

Ezxemplo: Considere uma particula livre, isto é, tem energia potencial U(x) nula.
Suponha que esta segue uma trajetéria com pontos extremos z(0) e z(7). Neste
caso, a Lagrangiana depende apenas da energia cinética da particula, ou seja,
L(&,z) = K(¢) — U(z) = 3|¢|*>. O Hamiltoniano associado ¢ H(p) = 3p*. Assim,
&(t) = 0,H = p e &(t) = 0. Consequentemente, por integragao, temos que @(t) = a
e xz(t) = at +b. Como z(0) = b = xy e z(7) = aT + w0, segue que a Lagrangiana
pode ser reescrita como

|2(7) — aol*

. 1.
L(ZL’,JI):§|$’2: 972

Portanto, pela definigao da acao cléassica (2.3):

T |$(;) l‘0|2 |:L‘(;) :150|2
T) = dt = .
S(zo,x,T) /0 52 5

Também podemos obter a agao classica resolvendo a equagao de Hamilton-Jacobi
(2.10). Usando 0,5 = p = &, temos:

03 oS oS 1

_ hiad 1 12 hiad o . 2
87‘+H_0(:)87+2|I| _O(:)é?T_ 27_2|x(7') ol
s 9 (1 ) _ Ja(r) — ol
ar  or (—272 j2(7) = ol > = St nm) ="

2.1.4 Meétodo Geométrico

O método geométrico é uma técnica que expressa o nicleo de calor em
termos da acao cldssica e o elemento de volume. E um método que pode ser
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aplicado com sucesso desde que sejamos capazes de encontrar a féormula explicita
para a agao classica e resolver uma equagao de transporte. Isto pode ser aplicado
para operadores elipticos, isto é, aqueles que tém uma das formas

n

Lu=— Z (0 (2)ug,)s, + Z V' (2)ug, + c(x)u

ij=1

Lu=— Z a” (2) g0, + Z b (2)uy, + c(z)u,
i=1

ij=1

para fungoes coeficientes a, b',c (i, = 1,...,n). O método geométrico tem como
base a procura por geodésicas, uma vez que cada operador esta associado a alguma
geometria e o fluxo de calor propaga-se por geodésicas associadas & essa geometria.
Por meio desse método, é possivel obter o nicleo do calor de operadores elipticos.
Uma das maneiras de determinar as geodésicas é considerar a Hamiltoniana obtida
da parte principal do operador eliptico L. = % szzl 0, Oy

n

1
H(xz,p) = 5 Z a;;PiP;- (2.11)

3,j=1

t=H,
p= —H, ~
com a condigao x(0) = xy nos da a geodésica desejada.
Considerando o problema do calor, o volume de calor K(zg,x;t), definido

em R" x R" x (0, 00), & dito solu¢ao fundamental do operador do calor L ou nucleo
do calor, se as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:

Assim, a solugao do sistema

%K(mo,x;t) =LK(xg,x;t) x € R", t > 0; (2.12)
tlir(g K (zg,x;t) = 04y - (2.13)

Quando nenhum calor é perdido, a quantidade total é preservada:

/K(mo,x; D = /6%(95)6195 _1

Por tal razao, K (zg,x;t) pode ser considerado uma distribui¢ao de probabilidade
para qualquer ¢ > 0. O principal uso do ntcleo do calor é determinar a evolugao da
temperatura em € a partir de uma condigao inicial. Para qualquer fungao continua
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e limitada ¢, o problema de Cauchy

%u(w,t) = Lu(z,t) x € Q, t > 0;

u(z,0) = ¢(x),
tem solucao

ula, 1) = / K (. y: 1)0(y)dy.

Como K(x,y;t)¢(y) representa o volume de calor transferido de y para x em um
tempo ¢, dado uma condigao inicial ¢(x), o nicleo do calor K(z,y;t) recebe o
nome de propagador. Considere o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Considere o operador . = %Z? i1 aij0p, 0, € assuma que L(S)
¢ uma fungao apenas de t. Se existe apenas uma geodésica juntando os pontos
e x no tempo t, entao o nicleo do calor de I é dado por

K(xg, ;1) = V(t)e Sa@ost) 4~ () (2.14)

em que V(1) satisfaz a seguinte equacao de transporte:

V'(t) + V(t)L(Sq) = 0, (2.15)
com condig¢ao inicial .
V(0) = = — - .
15% fR" e—5a(%0,%;0) -

Demonstragao. Seja S = Sq(xg,x;t) a acdo classica. Vamos verificar que K de-
finido em (2.14) satisfaz a equagdo u; — Lu = 0. Aplicando as derivadas parciais
com relacao a x; e em seguida com relacao a x; e fazendo uso da regra do produto,
obtemos

Bmi(?zj(e*s) = (9%.(—6*5(91]. S)
= e*S(amiS)(&vj S) — e*Samaij
=€ °[(05,9)(04,5) — O, ).
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Consequentemente, ao substituir p; = 9,,S (ver (2.9)), obtemos:

] — e

ij=1

=’ (% > aii((0.,9)(0,,9) — 3%@5])

i,j=1
1 n
_ =S
= (2;1%(3%5 )(0,S) — Uzla”amﬁ>

= e *(H(VS) — L(9)),
de acordo com (2.11) e a definigao de L. Por outro lado,

O SV (1) = 0i(e SV (t) + e 50,V (¢)
= —e V()9S +e 90,V (1)
SO,V (t) = V(t)9,9).

Logo, como S satisfaz (2.10), obtemos:

(0 = L) (e V(1)) = d(e™V (t)) = L(e V(1))

= eSOV (t) = V(t)9,S) — e *(H(VS) — L(S))V(t)
=e 5(OV(t) + V(L(S)) — e *V(#)(0:S + H(VS))
=0,
uma vez que V satisfaz a equagao (2.15). ]

2.1.5 Operadores com Potenciais

Nesta secao discutiremos sobre o niicleo do calor de operadores com po-
tenciais. Mais especificamente, operadores do tipo %A + U(x), em que U é uma
fun¢ao de = chamada de potencial (ver [5]). Vamos aplicar o método geométrico
apresentado na subsecao anterior para encontrar a féormula explicita dos nucleos
do calor associados & IL. Devemos olhar para solugoes do tipo K = V (x;t)e™, em
que S é a agao.

Observacao 4. Na expressao do nucleo do calor, quando o operador I tem po-
tencial do tipo quadratico, o elemento de volume V' pode ser encontrado pelo
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determinante de van Vleck:

1 925,
V(t) = \/det (_%axaxo)' (2.16)

Considere L = $A + U(z) com potencial U € C*(R). O Hamiltoniano
associado a este operador é dado por:

H(p,z) = %pQ + U(x). (2.17)

Dai, as equacoes do sistema Hamiltoniano sao:

H,=p =i (2.18)
Hy =U'(z) = —p; (2.19)
i=p=—U'x). (2.20)

A geodésica que liga dois pontos xg e x é obtida resolvendo a equagao (2.20). Como
o Hamiltoniano nao depende explicitamente de ¢, o sistema é conservativo, ou seja:

H=% 4+U@) =FE, (2.21)

em que E = E(xg,z;t) é a constante de energia e esta satisfaz a seguinte equagao:

dx
— =\/2F -2 .

Por separacao de variaveis, temos:

dw /W) dw
— +t = ,
V2E — 2U (w) w0 2E —2U(w)

em que o sinal positivo (respec. negativo) ocorre quando = > xq (respec. x < zp).
Pela equagao de Hamilton-Jacobi (2.10), temos que 0,5 = —H = —E, em que S é
a agao classica. Usando (2.9) e (2.18), a equagao (2.21) se torna:

ds =

(0,9)* = 2E — 2U (x). (2.22)

Vamos agora considerar uma solu¢ao do tipo K = V(x;t)e™®. Como 8,5 =
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—F, temos:

_ _ 0V (x;t)
— . s : S V(T ‘
0K = 0,V (z;t)e V(z;t)e ™ 0S = K (—(x;t) + E> :

- _ 0,V (x;t)
_ . S . S _ ) o .
0. K =0,V (z;t)e V(z;t)e 0,5 = K (—V(x;t) axS) :

OPK = 02V (z;t)e ™ — 0,V (2;t)e00,S
— [0,V (2;t)e 50,9 + V(x;t) (—e 5(0:9)> + e 9929)]

B 02V (x;t) 0,V (x;t)0,S 5 oo
= <V(a:;t) -2 V) + (0,9) —8IS).

Seja T' = 0, — 302 — U(x). Usando (2.22), verifica-se que

B OV (x;t)  192°V(x;t)  0,V(z;1)0,S 1 5 1.5
B OV (;t) — 202V (x5 t) + 0,V (2;4)0,5 1,
= K( V(x;t) + §8mS) .

Consequentemente, T K = 0 se, e somente se,
1 1
OV (z;t) — 585‘/(1‘; t) + 0,V (x;)0,S + 5@0%5‘/(1:; t)=0. (2.23)

Como = = p = 0,5, pela regra da cadeia, temos:

d ov o)%
como resultado, (2.23) se torna

v 1, 1,
= 50V — sV

Se 925 depende apenas de ¢, por (2.24) faz sentido assumir V = V(¢), ou
seja, a equacao de transporte se resume a

1
@V+§£SV:0. (2.25)
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2.2 A Solugao Fundamental da Equacao do Calor
com Potencial Quadratico

Na secao anterior, abordamos operadores com potenciais e um algoritmo
que nos permite encontrar o nicleo do calor do operador envolvido. Nesta segao,
estamos interessados no caso em que o potencial é do tipo quadratico: U(x) =
—1a’2%, ou seja, L = %% — 1a?2%. Estudaremos o caso unidimensional e em
seguida uma generalizagao para dimensao n natural. A principal ferramenta utili-

zada nesta secao é o método geométrico.

i 2 . . . ,
Teorema 2.2. Seja L = %dd? — %a2x2 e assuma que o sistema Hamiltoniano ¢é

conservativo. Entao, a agao cléassica associada ao operador L é dada por (2.26).

Demonstracao. Considerando o operador com potencial do tipo quadratico, o Ha-
miltoniano fica determinado pela parte principal de L, isto é,

1 1
H(p,x) = §p2 — §a2x2.

O sistema Hamiltoniano de equacoes entao é dado por:

H,=p=uz,
H, = —p= —a’x.

Como o sistema acima é conservativo (nao depende explicitamente de t),

temos: 1 1
ixa(s) - §a2x2(s) =F.

A equacgao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

d
d_x = V2FE + a?x2.
s

Integrando entre s =0 e s = ¢, com x(0) = x e z(t) = z, e fazendo a substitui¢ao
trigonomeétrica x = VvV2E tan0/a, dr = v/2FE sec® 0 /a, temos que

/ dw /d
- OO0 @ - S,
aV2E + a?w?

/sec 0dl = at.
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Logo, como [ secfdf = In|sech + tanf|, tanf = \72% e secl = \/%, segue

que
2F +a?z? ax 2F + a%x3  axg
In + —In + = at.
2F V2F 2K V2E

O lado esquerdo da igualdade acima pode ser reescrito da seguinte forma:

[ e +V2E + a?2? 1 [ 4o + /2F + a?x? [ +V2E + a?z?
n — In = In .
V2FE V2FE axg + \/2E + a?x}

Assim,

VOFE + a2z2
In ar + rar =at = V2F +a22? = Je" — ax,
azg + \/2F + a*x}

em que J = azg + /2F + a?z3. Dai, vale que

2F + a’x? = J?e® + a2 — 2axJe™ = 2axJ = J?e™ — 2Fe™ %

= 2azJ = e (Qazx(z) + 2az0\/2F + a%%) + 2E(e™ — e~

= axJ = axpe™.J + 2E sinh(at).

Utilizando a defini¢ao de J, temos:

2E sinh(at
(ax — axoe™)

Elevando ambos os lados ao quadrado:

4E?sinh?(at) 5 o 2axo(2F)sinh(at)
2 0

2.2 _
2B+ atry = (ax — axget) (ax — azge™)

Cancelando o termo a?zZ e em seguida dividindo a igualdade por 2F, obtemos:

2F sinh®(at) 2axq sinh(at)

1= 5

(ax — axge®)?  (ax — axge™)
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Entao

2F sinh®(at) = (ax — azoe™)? + 2ax sinh(at)(ax — azxee™)
= a*1® — 2a*wxee™ + a*rie*™ + 2axg sinh(at)(ax — avge™).

Dai, como a? é um fator comum do lado direito, podemos reescrever a igualdade
acima da seguinte forma:

2E sinh*(at) = a® (2* + z3(e*™ — 2e™ sinh(at)) — 2zz0(e™ — sinh(at))) .

Como €% — 2¢® sinh(at) = 1 e e — sinh(at) = cosh(at), a expressao acima pode
ser reescrita da seguinte maneira:

a*(z* + 22 — 2zxq cosh(at))

2F =
sinh?(at)
Logo, como
g a d 1 a cosh(at)
—(coth(al)) = ——=—, = |\ =575~ | = =7
dt<CO (b)) sinh®(at)’ dt (sinh(at)> sinh*(at) °

a equacao de Hamilton-Jacobi se torna

S  a*(x® + af — 2w cosh(at))

at 2 sinh?(at)
ad ¢ 5
=55 [(z* + x3) coth(at) — 2zzcsch(at)] .
Consequentemente,
S(z,t) = g [(#* + 2) coth(at) — 2zzgesch(at)] . (2.26)

]

Podemos demonstrar o resultado acima por meio de equacoes diferenciais em que
determinamos a func¢ao Lagrangiana e calculamos a integral em (2.3).
Demonstragao 2: Nosso objetivo é determinar a geodésica que satisfaz as seguintes
equacoes:

i = a’x,

x(0) = xg, z(t) = x.
A equagao acima é uma equagao diferencial linear de segunda ordem homogénea.
Sua equacao caracteristica é m? —a? = 0, ou seja, m = #a. Dessa forma, a solucio
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procurada é da forma
x(s) = Ae* + Be .

Utilizando as condicoes iniciais, temos que zg = A+ B e x = Ae® + Be ™,
Resolvendo para A e B, obtemos

= Ae™ + (g — A)e™™ = x = 2Asinh(at) + ze” ™.
Logo,

x — zoe” ¢ T0e% — x
A Ly P "
2sinh(at) 2sinh(at)

Entao
—at as
= m as M —as
o(s) = ( 2sinh(at) ) o (2 sinh(at)) ¢
—_——  [9¢sinh(at) — a(t—s) _ ,—a(t—s)
3 sinh(at) [2zsinh(at) — zo(e e )]

- S sinh(al) 22 sinh(at) — 2z sinh(at — as)]

= Sinh(ad) [z sinh(at) — xqsinh(at) cosh(as) + xgsinh(as) cosh(at)]

_ (* — xocosh(at)
B sinh(at)

) sinh(as) + xo cosh(as).

A Lagrangiana associado ao Hamiltoniano é

L(z,t)=pt — H = %f(s) + %aQ %(s). (2.27)

Vamos determinar z e 4% de modo que possamos obter a acao classica integrando
(2.27). Com efeito,

, x — xo cosh(at)
T=a :
sinh(at)

> cosh(as) + axg sinh(as),
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x — xocosh(at) 9
73 (s) = ( ) sinh?(as) + x3 cosh®(as)

sinh(at)
— h(at
+ 2z (x sixr(i}(lj(ocjt)(a )) sinh(as) cosh(as),

-~ h(at)\?
i*(s) = a? (x .xok(l:?st)(a )) cosh?(as) + a2 sinh?(as)
sinh(a

— h(at
+ 2a*g (x S.mok(lz(ost)(a )) sinh(as) cosh(as).
inh(a

Entao de (2.27), temos

a? | [z — x¢cosh(at)\? 9 . 19
La2) =5 [( sinh(at)( t)> (cosh™(as) + sinb(as))

— h
+2x0 (x Si(i;(();t)(at)) sinh(2as) + x (cosh®(as) + sinh®(as))

Portanto, de (2.3) e a expressao da Lagrangiana obtida acima, temos:

S(mo,x;t):/o L(z(s),2(s), s)ds

2

_ % [(w — %o COSh(at>>2 /O t (cosh?(as) + sinh®(as)) ds

sinh(at)

x — xo cosh(at) /t ,
2 h(2as)d
+ xg( sinh(af) ) i sinh(2as)ds

+ /0 t (cosh®(as) + sinh®(as)) ds] :

Pelas identidades de fungdes hiperbélicas temos que cosh®(as)+sinh®*(as) = cosh(2as).
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Além disso, [ cosh(as)ds = a 'sinh(as) e [sinh(as)ds = a™' cosh(as). Entao
a® | (& — zycosh(at)\” [ sinh(2at)
S0, ;) = 2 [( sinh(at) ) ( 2a )

() (20 o (25

a? 1
— 3 S0 sinh(al) 2 (z — o cosh(at))? cosh(at)

+220(z — 2o cosh(at))(cosh(2at) — 1) + 2z sinh®(at) cosh(at)]

= Q'Lh(t) [(#* — 2z cosh(at) + af cosh?(at)) cosh(at)
sinh(a

+x§ sinh®(at) cosh(at) + 2z sinh®(at) — 22 sinh®(at) cosh(at)]

a :

= 3 sinh(al) [(#® + 23 (cosh®(at) — sinh®(at))) cosh(at)
—2zx0(cosh’(at) — sinh?(at))] .

Pela identidade fundamental das funcoes hiperbolicas temos que cosh?(t) —sinh?(t) =
1. Portanto,

S(xg,x;t) = (2 + x) cosh(at) — 2zx) .

2sinh(at) [

Corolario 2.3. Seja a uma constante. O niicleo do operador L = %(82 —a*x?) é
dado por:

2) cosh(at)—2
L(zg,z,1) ¢ 2% mham (0 +48) cosh(at)=2awo] 4 ()

2t smh at)

Demonstragao. Como 925 = acoth(at) depende apenas de ¢, a equagio de trans-
porte em (2.25) se torna:

V(t) + gcoth(at)V(t) —0.

Esta é uma edo linear de primeira ordem com fator integrante ju(t) = e3 J coth(at)dt —
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\/sinh(at). Assim,
V/sinh(at)V'(t) + gcoth(at)\/sinh(at)V(t) =
= %(\/sinh(at)V(t)) =

— V(t) = i

sinh(at)’

em que k é uma constante a ser determinada. Por comparagao com o nicleo do

calor cléssico, considerando k = y/a /27, obtemos:

L(l’o,% t) Le m[(m +xo)cosh(at)72xx0]

smh at)

e 2t slnh(at (:1: +a2) cosh(at)— 2x:r:0]

\/ It smh at)
O]

Observacao 5. O elemento de volume também pode ser encontrado pelo deter-
minante de van Vleck (2.16):

1 028

- \/ 217r 010z, [%ini(at) [(22 4+ x3) cosh(at) — Qxxo]]>
_ \/ det _%a_x lazg coth(at) — axcsch(at)])
= \/ det (% sch( at))

_ a
~ \/ 27 sinh(at)’

Observe que quando a — 0, temos que at/sinh(at) — 1 e

1 _ (m—mg)?

e 2t
V27t

L(zg, x,t) ~
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Teorema 2.4. Seja a uma constante. O nucleo do calor do operador 3 (02 — a?z?)

é
1 a

V27 \/ sinh(at)

Demonstra¢ao. Lembremos que uma funcao L é nicleo do calor de um operador
L se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

e~ #h(m) [($2+:v%) cosh(at)—?x;ro]

L(z,t) = > 0. (2.28)

0
aL(xo,x;t) =LL(xg,z;t) z € R, t > 0;

lim L(xg,x;t) = 4.

t—0t

Vamos & demonstracdo. Para simplificacio de notacdo, denotemos L = Ve*, em

que
a
V=——F7—
\/ 27 sinh(at)

e S= —g(xQ + a2) coth(at) + azzocsch(at).
A fim de facilitar os calculos, destacamos as seguintes igualdades:

oV = —g coth(at)V;

2
oS = %(ﬁ + 2)esch(at) — a*wxgesch(at) coth(at);
0,5 = —ax coth(at) + azxgcsch(at);

02S = —acoth(at).
Assim,
3,5[/ = @Ves + VesﬁtS

2
=K (—g coth(at) + %(w2 + 2)esch(at) — a*zxgesch(at) coth(at)) ;

1
LL =5 (2L — a®2°L)
a 5, o 2 a
=L E(x + xg)csch(at) — a”zxgesch(at) coth(at) — B coth(at) |,
ou seja, ;L —LL = 0 e portanto L satisfaz a equagao (2.12). ]
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O teorema a seguir é uma generalizagao para o caso n-dimensional.

Teorema 2.5. Seja L o operador de Grushin n-dimensional dado por
Lzlzyy—lfMP:&y4%~+y)—1f@%~n+ﬁ)a>0
2 2 20" 2 e

Entao, o nicleo do calor associado é dado por

n/2

. a — =3 (|z|?+|z0o)? Cosh(alﬁ)—?(a:-,a:o)]

L t — - @ 2sinh(at) I:(‘ | +| OI ) k] ’t > 0
(20, 2,¢) (27rsinh(at)) ‘

Demonstra¢ao. O Hamiltoniano associado ao operador IL é dado por
1 1
H= §(p%+"'+pi)—§a2($%+'“+ﬂ7i)

e o sistema Hamiltoniano é

{ijZHpj:pj

A geodésica z(s) partindo de zo = (29,...,2%) e com ponto final (z1,...,z,)
satisfaz as equagoes

@ = a’zj

z;(0) = 2§

z(t) ==z, j=1,...,n
Assim como no caso unidimensional, pela lei de conservagao de energia, temos:

#2(s) — a’a?(s) = 2E;, j=1,....n,

em que L ¢ a j-ésima componente constante da energia. Consequentemente, a
energia total

s 1
H=3 (51’?@) - §a2x?(s)) =B+ +E,=E.
j=1

Como a energia unidimensional é

a?[x? 4 (29)* — 22,29 cosh(at)]

! 2 sinh?(at) ’
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a energia total ¢ dada por H = F = Z;.lzl E;, ou seja,

9)? — 2229 cosh(at)]  a®[|z]* + |xo|* — 2(x;, 29) cosh(at)]

n_ 272
H:Za[xj+(xj _
j=1

2 sinh?(at) 2sinh?(at)
em que |z]? = Z?Zl mjz, |zo|? = Z?:1(x?)2 e (mj,x?) = Z?Zl xjx?.

equagao de Hamilton-Jacobi (2.10), temos:

05 alal? + ol — 2z, 2%) cosh(at)

at 2 sinh?(at)

, (5, 29) cosh(at)
sinh?(at)

=— g(|:1:|2 + |x0|2)(acsch2(at)) +a

Como 9, coth(at) = —acsch?(at) e 0, <m> = —'zi‘f}fﬁl ((ZZ)), temos que

05 _ 0
ot ot

<17j7 I9>

sinh(at)

[g(|x|2 + |z0|?) coth(at) — a

Por conseguinte,

a

Sea(xo, z,t) = =——— [(|z|* + |zo|?) cosh(at) — 2(z;,2)] .

~ 2sinh(at)
Procuramos por um ntcleo que tenha a forma

L<x07 x,t) - V(t) = V(t)efs(l"o,x,t%

Y

Dai, pela

em que V ¢ o elemento de volume. Pelo determinante de van Vleck (2.16), temos:

V(t) = \/det (_%aii)io)
- \/det (—% <ﬁﬂn)>
_ \/(m)ndet L,

n/2
B a
B (27r sinh(at) ) '
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Portanto,

n/2

a a 2 2

L H=(—2 = gmmhgan (2 Hlzol?) cosh(at) —2(z;.af)] 4 o
(20, ;1) (27rsinh(at)> ‘

]

Observagao 6. Vamos calcular a integral de L em todo o R™. Seja x € R" e
t > 0. Podemos reescrever L da seguinte forma

n
L(zg, x;t) HL 5 t)
Jj=1

H *% ((z;)? 0) ) coth(at)— ij-x?csch(at)]

em que A = Entao, a integral de L pode ser reescrita como um produto

2m siI(llh(at) :
de n integrais independentes sobre R e o resultado sera dado pelo produto de todas
elas. Assim sendo, para cada 1 < j < n, temos:

/ L(xo,x;t)dx:H/L(x?,:cj;t)dxj
R® i1 /R
Dai, utilizando (5.1), temos:
/L( L )dl’] _ A/OO e—%[((a:]-)Q—l-(a:?)Q)coth(at)—QIjm?csch(at)]dx
R _

— Ae (ar:g)2 coth(at) / ef%(Zj)Q coth at)+amjx?csch(at) dr
(22)

b (
x 2coth(at)( /2 tanh(at) 5( O)%sch(at)sech(at))
a
2(29)

2 tanh(at)

a
-3
_a

= Ae™ 2

sech(at)e™ 2

Concluimos entao que

/ L(zg, 7;t)dx = (sech(at))? e~ 3wol” tanh(at), (2.29)

93



Note que

lim L(zg, z;t)dx = Pr% (sech(at))%e*%WOI? tanh(at) _ |
—

t—0 Rn
lim L(zo, z;t)dz = lim (sech(at))? e~ 2ol tanh(at) —
t—o00 Rn t—o00

|2
Observagao 7. Por outro lado, o niicleo do calor, Gy(z,y) = (47rt)_"/26_| i

para o operador Laplaciano, é tal que

/ Gi(z,y;t)dr = 1.

Esse fenomeno é conhecido como conservacao de massa. Portanto, enquanto no
caso cléssico a energia do sistema ¢é conservada, no caso do operador com potencial
quadratico U(z) = —a?z?, ha dissipacdo da energia a medida que o tempo t
aumenta. O fato da integral de L tender a 1 quando ¢ tende a zero reforca essa
ideia.

No estudo da equacao do calor classica, notamos por comparagao que o g
é convencionado 0 (zero). A partir de agora, adotaremos o mesmo valor para z.
Cabe salientar que os resultados anteriores nao sao prejudicados pela nossa nova
escolha. Vamos mostrar que L satisfaz a equagao (2.13).

Teorema 2.6. Assuma que ¢ € C(R") N L>®(R") e defina u por

uwt) = [ Gilw =~ yit)olwdy (2.30)
1 _le—y)? n
= W/ e At @(y)dy,y - R ,t > 0. (231)
R?’L

Entao

) ue C®(R? x (0,00)),

i) uy — Au = 0;
iii Iim  u(z,t) = o(xg).
) im0 = o)
Demonstragao. Ver 9], pg. 47. ]
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Teorema 2.7. Seja ¢ € C(R) N L>(R) e defina u por

“+o0
u(a, ) = / Lz -y, ) o(y)dy. (2.32)
em que
Lz, t) = | — 2 _e-gateoth@) ¢+
’ 27 sinh(at) ’

Entao, u é solu¢ao do problema de Cauchy:

1
{ Uy = 5(0% — a?z%)u,

Demonstragio. O nosso objetivo é mostrar que lir% u(z,t) = ¢(0). Escolha t €
_>

(0,0") em que & > 0. Vale que a~'sinh(at) > t (na verdade sdo valores proxi-
mos e tal aproximagao melhora & medida que t tende a zero). Consequentemente

Traa) < 5. Por outro lado, como at/sinh(at) tende a 1 quando ¢ se

aproxima de zero, para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que at/sinh(at) > 1/2. Dali,

at 1
————— cosh(at) > = = acoth(at) >
sinh(at) cosh(at) 5 a coth(at)

2 a 22
— _%xQ COth(CZt) < —Z_t — 6*5332 coth(at) < e i,

22
Considere Gy(z) = /5~ . Temos entdo

a 1 CL‘2
1 t 75:):2 coth(at) =
(1) \/ 27 smh e \/ 27?756
zT —e 4t
\/ 27 smh 27t
/ 1 22
T < 0.
< 21 smh 27Tt> €



Posto isso, dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < t < ¢ implica
+oo
ol = (01 = | [ L= 158) (ol0) = (0) o] + 1)

< / " Gl — 1) (@) — 9(0) i <

o0

isso pois esse resultado é valido para a Gaussiana (ver Teorema 2.6).
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Capitulo 3

A Equacao Linear do Calor com o
Operador de Grushin

Nesta se¢cao determinamos o niicleo do calor do operador de Grushin e
faremos uma abordagem do Problema de Cauchy para a Equagao de Grushin.
Considere o operador de Grushin bidimensional

1
Ag = §(a§ + 2°0)). (3.1)

Utilizaremos o ntcleo do calor associado ao operador com potencial do tipo quadra-
tico discutido no capitulo anterior para determinar o niicleo do calor do operador
de Grushin. Em seguida, discutiremos propriedades intrinsecas & solucao funda-
mental da equacao do calor com o operador de Grushin, tais como estimativas
em espacos LP, propriedade de semigrupo e existéncia de solugao do problema de
Cauchy associado.

3.1 O Ncleo do Calor do Operador de Grushin

Nosso objetivo é encontrar o ntcleo do calor que satisfaz a equagao do calor
com o operador de Grushin:

O = Agu,t > 0 (3.2)
lim+ v(x, y;t) = 640 (7) @ 6y, (). (3.3)

t—0
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Denote u = F(v) a transformada de Fourier de v com repeito a y. Entao,
aplicando a transformada em (3.2), segue que u é solugao de:

Oru = %(Qzu — 2%&%u),t > 0 (3.4)
uw(z,&0) = 0y (2) ® L. (3.5)

Observando a equagao (3.4), notamos que esta tem a forma Oyu = Lu, em que

= 5(82 —12€%). Neste caso, pelo Teorema 2.4, a solugao fundamental do sistema
acima é:

6 75[(x2+12)coth(£t)72xx csch(&t)]
L )= | >5[ 0 t>0.
(o, z, &) 27 sinh(ft)e ’

Agora, aplicando a transformada inversa de Fourier na equagao acima com respeito
a &, temos:

+oo
K(x07x7y) \/—/ I’O,I' 5 t Zy§d€

+00
T Vo / ¢V~ 5[ (e%+aB) coth(et)—2zaocsch(€D)] g
o 27t smh (&)

Fazendo a substituicao 7 = £t, obtemos:

+o0
’LyT L h 9 h
Ko, 2,y51) = 2 t3/2/ \ h g (@48 coth7—2ewocschr] g
m sin 7'

Denotando
flx, xo,y;7) = —iyT + T (a2 + 22) coth 7 — zzoTeschr
5 0
o
Vir) =
(7) sinh 7’

podemos reescrever v da seguinte forma:

1

K(zo,2,43t) = 5375

+oo
/ V(T)e_f(x’xo’y”)dﬂ t>0, (3.6)

em que f é dita agao complexa modificada e V elemento de volume (note a se-
melhanga com a agdo classica e a fun¢ao de volume abordados na segao 2.1.4).

o8



Em paralelo & se¢dao anterior, iremos abordar o caso em que xy = 0 (pois
este é escolhido arbitrariamente), ou seja,

+oo
K t zyg—fx coth( £t )
(z9: \/ﬁ/ \/ 27T51nh (&t) de. (37)

Teorema 3.1. O nicleo do calor associado ao operador Ag = (92 +?02) ¢ dado
por

i€ ——gcothgt 2
K(z,y;t) = 3/2/,/Smh§t v ¢, (z,y) €R%t>0. (3.8)

Além disso, para todo ¢t > 0, vale

K(x,y;t)d(x,y) = 1.

RQ

Demonstragao. Vamos agora verificar a funcao K dada por (3.8) é solugao da
equagao de Grushin (3.2). Denote

§ —£22 coth(&t)
1) = . R z“ co .
9, &1) 27rsinh(£t)e ’

Pela regra da cadeia e do produto, obtemos

0.0(r.€51) = | e MO € coth(€n)) = . 6:8)(—a€ coth(€n):
02g(w,€:1) = 9(, € 1) (—a coth(€0)* + g(a, & 1) (~€ coth(¢1))

= g(2,& 1) (2°€? coth? (§1) — € coth(€t)) ;

g _é 2 th(gt) ]_ 5 COSh ft 52 2
. t — > T~ Cco h t
atg(xv 57 ) o e ? Slnh3 gt smh .T CSC 5 )

£ e (x2§2csch2(§t) - gcoth@t))
27 sinh(&t) ‘ 2

= 20(r, & 1) esch?(Et) — € coth(er)).
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Pela Proposicao 3.1 podemos derivar sob o sinal da integral:

0K = % /_ :O gi(z, & 1)e™ede, (3.9)
O’K = % /:O O2g(x, & t)e™ede, (3.10)
EK = —% _:O g(x, & t)e E2dE. (3.11)
Disso resulta que
ok = = [ gt gsoaeesai(en - gcoen)ersde
so =3 (5 [ st snensie- 5 [ gt g nensciae
= [ e @t 60 -l 1) d
= % :o e g(x, y;t) (2%€*(coth®(€t) — 1) — & coth(Et)) dE
- [ et e (en - gcoen)de,
ou seja,

8,5K - AgK - O,

como querfamos demonstrar. Por fim, nos resta mostrar que a integral de K em
R? & igual a 1 (satisfaz a condigao de conservacao de massa). Pelo Teorema de
Fubini e considerando K dada por (3.8), segue que

" d _ 1§y7—x coth(&t) drd d
R? (‘raya ) (I,y) /R/R( 3/2/\/; ! y 5
_ 771 coth (&t)
3/2 / / smh dl’) e
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Usando (5.1), temos:

| 1 ¢ 2m tanh(€t) e,
. K(z,y;t)d(z,y) = (2m)3/2 /R/]R \/sinh(ﬁt)\/ § o

1 2 )
_ 3]
o7 /IR/R iy ea Wit
1 2 - 2
_ 1€y ,—sy
)= 5 /R/R i eae e dydt

Dai, utilizando (5.2), podemos simplificar a integral acima:

ZE s
/’/eétjueét( v ydy)df
T €&
277/ V 65t+e—5t 5 e
\/27rs/ V est + e gte_fsdf

Substituindo & = 2y/sr, d§ = 24/sdr, obtemos

Defina

1 1 2
I(s) = " 24/sd
(S> \/27rs /R \/62\/57"15 + 6—2\/57“1%6 \/g r

e T iy
- % R 62\/§rt+e—2\/§rte T

Considerando o limite s — 01, segue de (5.1) que

2 1 2
K(z,y;t)d(x, —\/j/—erdr—l
. (@, y;t)d(z,y) NG

]

Podemos também utilizar expressoes equivalentes do nicleo do calor em
(3.8), por exemplo, pela formula de Euler: €Y = cos(&y)+isin(Ey); e as igualdades
com integrais: [° f(z)dz = 0, se f ¢ fmpar; [ f(z)dz = 2 [ f(z)dz, se f ¢
par, entao podemos simplificar a expressao do nucleo do calor para as seguintes
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expressoes:

£
K (= € cothe!) d 12
- §  —Zeooth(e)
CcO .1
(27 3/2 0 s1nh(§t) B cos(£y)ds. (3:.13)
2frcoth(T)
smh cos(Ty/t)dr. (3.14)

Observe ainda que K é, em acordo com (1.8), uma funcao real. Adicionalmente,
em |7] e [8] ¢ demonstrado que o nucleo do calor associado ao operador de Grushin
é positivo.

Proposicao 3.1. Seja K o niicleo do calor do operador de Grushin. Entao para

cada t > 0 fixo, K(-,-;t) € C>*(R?).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que podemos derivar sob sinal da integral em re-
lacao a y e, em seguida, em relacao a x. Para isso, utilizaremos a expressao de K
m (3.13). Defina g por

§ i€y— 22 ¢ coth
1) = i€y £ cot (ft)'
g(l‘, y’ 5) ) (27_(_)3/2 Slnh(ft)e 2

Entao K(z,y;t) = f0+°°g(w, y,&;t)d¢. Para a variavel y, a derivada de ordem k
de g ¢ igual a £¥g a menos de um termo (—1)* cos(£y) ou (—1)*sin(£y). Em todo

caso, temos que

. é.k é.
|8§g(x,y,§at)| < (27‘()3/2 sinh(ft)

ef—gcoth &t) k c ZJr

z2
< 1, temos que e~ = FEcoth(t) < o5 € ¢

Dai, usando (&t) coth(&t) > &t e snh(gt)

(=1)*¢"g(x,y. )] < Wf e~ ¢ = h(€) € L'((0,00)), k € 27,

e pelo item b) Teorema 1.3, podemos passar a derivada em relagao a y sob sinal da
integral k vezes. Para a variavel x, considere a expressao em (3.14). Pelas regras
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de derivagao obtemos:
Ohg(w,y,mit) = gla.y, 751) (=7 coth(r))

Dg(x,y,7;t) = g(z,y,7;1)

2 1
(~reom) + glop.rit) (~ 5 coth(r))
x\ 2 1
= glz,y.71) <(—1)2 (5) 7 coth(r) - fcoth(T)) ;
3 X 2 (T\? o 2 1
Oog(x,y,3t) = g(z,y,7;t) ( g coth(7)> (—1) (?) 7 coth(7) — o7 coth(7)
: 1)2 2T\ 12
—i—g(x,y,T,t) (_ ) t_2 7" cot (7_)
A 3T
— g(z,y,731) ((—1)5 (5) 7 cothi(r) + (~1)* (?2) 7 CothQ(T)) .
Prosseguindo com as derivagoes, chegamos a conclusao de que 0Jg(z,y,7;t) =
g(z,y, 7;t)h(z, T,t), em que h possui termos do tipo (—1)"z* "1™ coth” (7). Para

2
2 > 1, temos que e~ 27 h(T) < e=57eoth(T)  Pelo Lema 5.1, temos 7" coth™ (1) <
(T + 1) . Logo, podemos fazer a seguinte estimativa

22
lg(x,y, 75 8)(=1)" "zt~ *7" coth™ (1) | < T~ grmooth(r) yay—an coth™(7)

~ \/ sinh(7)

T 7ﬁTCOth(T) o fa>
4t t
sinh(7) (e v

% (6 41tfrcoth(7') nCOthn<T)>

<ot (v
' b (7) =: h(r) € L*(R).

Dessa forma, podemos passar a derivada sob sinal da integral n vezes e, portanto,
K tem infinitas derivadas em relacao a x. O]

Assim como o nucleo do calor classico, K apresenta caracteristicas de sime-
tria. De fato, a seguir, faremos um calculo heuristico para inferir as homogeneida-
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des de K em relagao as variaveis x,y e t. Definimos a aplicacao de escala:
w(z, y; ) = Au(Nz, N3 \°),

com «, 3,7,0 constantes a serem determinadas e A > 0. Denote v(z,y; A\, t) =
N u(Nx, NVy; At). Temos que

vy = )\a—i—& )\a+26

_ _ yot2y
Up, Vpp = Upg, Uyy = A Uyy-

Substituindo em (3.2), temos

1
Aoy, = 5()\“”’%” + 22X Ty,,,)

1
— §(>\a+26umﬂ + ()\Bl,)2/\a+2~/—25uyy>.
Dai, fazendo a+6 = a+26 = a+2v—24, concluimos que 6 = v = 2. Escolhendo

a=3/2,8=1/2e X =1t"1 segue que § = v = 1, fica determinado entao o seguinte
resultado.

Proposigao 3.2. (Simetria) O nucleo em (3.8) tem a seguinte homogeneidade:
K(z,y;t) =t 2K (¢ 22,6 y; 1),

Demonstracao. Ao fazer a substituicao 7 = £t, obtemos:

1 £ g2
K ) = ——— 5 igy—%-&coth(st)
(@.5:0) = Gy /R \ sinh(ft)e 2 d

zgt (¢ ’”) §tcoth(€t) g
3/2/ \/ smh (&t) ¢
t> (t1y t_l Pa? th(r)
— ZT T CO '7— d
2 3/2/ \ smh ¢

Kty

w

H‘ —~
:]

C»J

Uma comparagao rapida com o nicleo do calor classico ®(z,y;t) = —e™ 2 ,

este ¢ invariante pela dilatacio em escala u(x,y;t) — t~ u(t" 22, t2y; 1).

Corolario 3.2. O nucleo do calor K definido em (3.8) é uma aproximagao da
identidade na norma LP.
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.2 podemos escrever K (x,y;t) = t_%K(t_%x, t~ 1y 1).
Substituindo x = t%a, y = tS, obtemos

1 T
K (e, y: t)d(z, y) = / K(—l,%;l) d(z,y)
R2 t2 ta t

= K (o, 8;1)d(a, B) = 1.
R2

Dai, segue do Lema 1.3 que K é uma aproximacao da identidade. O

O préximo teorema apresenta resultados centrais sobre o ntcleo do calor
em (3.8) que serao utilizados no desenvolvimento do trabalho.

Teorema 3.3. Seja K o nucleo do calor associado ao operador de Grushin. Entao,
3 1
para 1 < ¢ < oo, temos que || K (-, ;)| Lame) < C’t_§<1_5), para todo t > 0.

Demonstracao. O nucleo do calor é obtido por meio da transformada inversa de
Fourier em relagao a variavel y que, por sua vez, pode ser escrita em termos da

transforma de Fourier: K(-,y;-) = F'[f](-,&;-) = F[f](-, =&; ), em que

1) — L - %xz coth(&t)
F 60 =1 e |

Observe que f é uma funcao par. Logo, F[f](-,—=¢;-) = F[f](-,&;). Sejam p e g
expoentes conjugados, isto é, p~! + ¢~! = 1. Vamos determinar a norma L7(R?)

de K em trés casos: 1) 2 < ¢ < 00, 1ii) 1 < ¢ < 2eiii) ¢ =00
No primeiro caso, temos que

1/q 1/q
1K (5| Lawe) = |K (z,y;1)|"dydz | = K (2, 5 )| Loy
R JR R ®)

(3.15)

Aplicando a desigualdade de Hausdorff-Young (Teorema 1.18) para os expoentes
1 < p <2, obtemos a seguinte estimativa:

1K (s 5 2oy < IS5 2oy

Consequentemente,
VG0 e _( 15650y ) | (3.16)
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Dali, segue-se que:

1/q

1)l ages < ( / ( / !f(:c,f;t)!pdéy/p d:t:) (3.17)
_ (( /R ( /R | f(m,f;t)|19d§)q/pdx>p/q) Up. (3.18)

Como % = ]ﬁ >1paral <p<2e|f| >0, segue da desigualdade de Minkowski

para integrais (ver 1.11) que
7 v p/q
S/(/ If(:c,i;t)!p'pdx) de.  (3.19)
R \JR

(@(ﬁgﬂ%&wvﬁ)wam>

Assim, escrevendo a funcao f, podemos calcular:

p/

p/q

/R ( /R | f(x,g;t)|qu)p/qd§§ 4 < /IR (Sin§<€t))q/2e-é;ﬁcoth(a)dx) ”
< (smf(gt))m (mg—qh(&))/ @
cwn [(sim) ()

¢t 1/2 .
/R(smh@t)) cosh 71 (£1)dt

/ cosh™ % (&t)de.
R

(S

< C'(p,q)t™

[V

< C'(p,q)t”

Por sua vez,

00 o0 p/2q
-2 _ -2 _ olep/2 _
/]R cosh™ 2 (£t)dE = 2 /o cosh™ 24 (£t)dE = 2 /0 < ) dg

eft + e~¢t

Lpr2g [ g -1
< 2°TPiEa e 2dl=cpat .
0
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Logo,

/ (/ If(xaést)\qu)p/q de < C"(p, q)t . (3.20)
R \JR
Portanto, combinando (3.17), (3.18) e (3.20), obtemos:
IK i)l < Clo )t = Clp gt 203, 2< g < oo,
Em particular, | K (-, ;)| r2m2) < Mti.
Para o caso ii): 1 < ¢ < 2. Como K ¢ positivo e [, K(z,y;t)d(x,y) = 1,

para todo ¢ > 0, temos que ||K(-,-;t)||;1m2) = 1. Dai, usando a Proposi¢ao 1.3
comp=1,r=2, temosl<q<2,>\:§—1€(0,1)e

21 2-2 _3(q1_1
15 G5 Ol < I Coos Ol gy 1 G5 D) ey < O 2070,

Para o caso em ¢ = oo, fazendo 7 = £t e pelo Lema 5.2, temos:

K (2,3 8)] = | / T e gircoth(r) g
e (27t)3/2 J '\ sinh(7)
1 T 22
< —TTCOth(T)d
~ (2mt)3/? /R \/ sinh(T)e ’ T
1 T
< d
— (2mt)3/? /R \/ sinh(7) ’

< O3,

para. todo (v, ) € R x B, logo [[K(-,-;1)1=(a) < O3/, =

3.2 O Problema de Cauchy

Nesta segao abordaremos o problema de valor inicial (ou Cauchy) da equa-
¢ao do calor com o operador de Grushin com o objetivo de obter uma solucgao:

(3.21)

Ou—Agu =0,z € R?, t >0
u(z,0) = up(z), v € R%

Definigao 3.1. Dizemos que uma fungao u : R? x [0,00) — R que satisfaz

i) u e C*R?) x C'(0,00));
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i) wy(z,t) — Agu(z,t) =0 (z € R% ¢t > 0), u(z,0) = ug(z);

iii)  lim  wu(z,t) = up(xg), para cada zg € R?,
(z,t)—(z0,0)

é solugao de (3.21).
Teorema 3.4. (Solugdo do problema de valor inicial) Suponha uy, € C(R?) N
L'(R?) e defina u por

2
() { Jpo K (z — 2, t)ug(2)dz, = € R*, t >0, (3.22)

Uo( ), JIGRQ t=0.
Entao, u ¢ solucao de (3.21).

Demonstragao. i) Como ug € L'(R?), pela Proposicao 3.1, a equacao (3.9) e pelo
Teorema 1.13, com os multi-indices ae = (2,0,0), § = (0,2,0) e v = (0,0, 1), temos
que

O = 92 (K  ug) = (92K ) + u,
(95u = 85([( xup) = (02K) * ug,

ii) Pela linearidade da integral e o Teorema 3.1:
1
— Agu = (0 K) * uy — 5((8§K) s ug + 22(0, K) * ug)
1
- (&,K — 5(8_,%_[( —i—xQE);K)) * U
p— 07

pois K é solucao da equagao do calor com o operador de Grushin.
iii). Fixe (zo,y0) € R?% Pelo item iii) do Lema 1.3, temos uma convergéncia
pontual de K * ug para uy quando ¢t — 0. Dali, pela continuidade de ug, temos:

lim u(x,y;t) = lim  wug(z,y) = uo(xo, yo)-
(z,y5t)—(x0,40;0) ( Y ) (z,y)—(w0,y0) 0( y) 0( 0 yO)

]

Uma propriedade importante da equagao do calor é a de unicidade da so-
lugao. Isso significa que a solucao pode ser completamente determinada pela con-
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di¢ao inicial. Considere o PVI:

(3.23)

ut—AgUIf, (.Z',t) € R? x (O,T),
u(z,0) = up(z), v € R%,

Teorema 3.5. A solug@ao do problema 3.24 é tnica.

Demonstracao. Sejam v, w duas solu¢oes do sistema acima. Vamos mostrar que
a solugao de (3.21) é tnica em (CZ(R?) x C1(0,T)) N Cy(R? x (0,T)). Considere
u = v —w. Temos que u é solugao de

u = Agu, (z,t) € R?* x (0,7),
{ : (3.24)

u(z,0) =0, v € R2

Basta entdo mostrarmos que u = 0 é a unica solu¢ao de (3.24). Com efeito,
multiplicando u; = Agu por u e depois integrando, temos

/utud(:n,y)Z/ Aguud(z,y)
R2 R2

1
—i u2d(x,y):/ umud(x,y)—l—/ x2uyyd(x,y).
th RQ RQ RQ

Por meio de integracao por partes, com v’ = u, du’ = u,dx,dv = Uypdr, v = Uy, €
utilizando a hipétese de que as solugoes se anulam no infinito, segue que

/ Uzzud(x,y)
R2

umud:v)

/(u T2 — u dx) dy
R

/ uld(z,y)

R2

/R2 z*uyud(x, y) = /sz (/R uyyudy> dx
:/ (uuy\fi—/uzda:) dy
R R

= —/ x2u§d(m,y).
R2
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Dalf,

1d

5% 2 U2d<1’,y) = _/]R? (u;2t —I—I‘QU?J) d(l’,y) S 07
ou seja,

d
aHUH% <0.

Isso significa que a norma L? é decrescente em t. Portanto,

/11@2 u?(z,y;t)d(z,y) < / w?(z,y;0)d(z,y) = 0,Vt € (0,T).

R2

Logo, u = 0. Isso nos mostra que v = w e a unicidade esta provada.

3.3 Semigrupo do Calor
De acordo com [17], o problema de Cauchy classico

U — Au =20
u(0) = g

tem solucao dada por
u(t) = euy,

em que €2 : LP(R") — L4(R"),1 < p < ¢ < oo, dado por

g — / Gl — y)uo(y)dy,

(3.25)

com Gy(x) = (4mt)~"/2e~1#P/4 & um semigrupo que possui as seguintes proprieda-

des (ver [17]):
Proposigao 3.3. 1) |G| =1,t > 0;
ii) Se ug > 0, entdao e®ug > 0 e |[e®ug||pr = |Juol|p1;
iii) Se 1 < p < oo, entdo ||e"®ugl|r» < ||uol|re, para todo t > 0;

iv) Sel <p<g<ooesert=pl—qgl entdo |ePuglr. < (4rt)
para todo ¢t > 0.

fn/2r|

|UO||LP7

Nesta secao vamos mostrar que o niucleo do calor do operador de Grushin

define um semigrupo. Retornemos ao PVI em (3.24).
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Teorema 3.6. Defina a familia de operadores A = (Sg(t)),~,,S¢(t) : LF(R?) —
LP(R?), dada por -

] Je Kz —zy —wit)p(z,w)d(z,w), set >0,
Sg(t)e(z,y) = { oz, y), se b =0, (3.26)
com ¢ € LP(R?). Entao (Sg(t))>0 ¢ um semigrupo. Além disso,
i) se 1 <p,r < oo, para ¢ € LP(R?), entao
3(1_1
196(2)llzre) < Clllngeayt? (73 (3:27)

ii) o semigrupo Sg(t) : LP(R?) — L"(R?),1 < p < r < oo, para todo ty > 0

15g(t)e — Sg(to)y

quando t — tg. Em particular, quando r = p, o semigrupo é fortemente
continuo em £ty = 0.

L =0, (3.28)

Demonstracao. Defina

u(x, t) = Sg(t)p(x)-
Podemos demonstrar que u € LP(R?) usando (1.16) e o Teorema 3.3, como seré
visto na demonstracao do item ii). Pelos Teoremas 3.4 e 3.5, u uma solug@o tnica
do problema (3.21). Defina v(z,s) = u(z,t + s). Entao, v é solu¢do do seguinte
PVIL:

vs(x, ) = us(z, t + s) = Agu(x,t + s) = Agv(z, s),
v(x,0) = u(z,t).
Pela unicidade da solugao, temos que v(z, s) = Sg(s)u(x,t). Dai, temos que:
Sg(t + s)uo(x) = u(z,t + 5) = v(z, s) = Sg(s)u(z, t) = Sg(s)Sg(t)p(x).

Além disso, pela definigdo em (3.26), temos que S(0) = Id. Segue, portanto, que
A é um semigrupo.
Para o item i), considere 1 < p,q,r < oo taisque p ' +¢ ' =r1+1e
p € LP. Pela desigualdade geral de Young em 1.16, para pelo Teorema 3.3, temos:
156 ()l rmzy = | K * || rr2)
< NEC - Ol aee) 1@l e

< Cllpllneet 3.
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Para o item ii), se r = p, segue da defini¢do de semigrupo que

1S6(t) — Sg(to)ellr = [|Sg(t +to — to) — Sg(to)l| e
= [|Sg(t0)Sg(t — to)p — Sg(to)llLr
= [|5g(to)[Sa(t —to) — #]llLr
< ||Sg(t = to)p — #llL» — O,

quando t — to de acordo com o item i) do Lema 1.3 e (3.27). Observe que podemos
ter to = 0. Se r > p, entao

1Sg(t)¢ — Sg(to)ellr = [|Sg(to)[Sg(t —to)e — ]|l r
< CtS(F_E)IISg(t —to)p — ¢llr — 0,

quando t — ty de acordo com o item i) do Lema 1.3 e (3.27). O
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Capitulo 4

A Equacao do Calor Nao Linear
com Operador de Grushin

Brezis e Cazenéve em [3] consideraram a existéncia, regularidade, unicidade
e dependéncia continua de solugoes locais para o problema

uy — Au = |u|’ u, u(0) = ug. (4.1)

em dominio suave e limitado Q@ C R™ com u = 0 em (0,7") x J€2. Entre ou-
tros resultados, eles mostraram que, se ¢ > N(p — 1)/2 (resp.q = N(p — 1)/2),
q>1(resp.q>1),N >1euye L), existe um tempo 7' = T(up) > 0 e uma
solugao tinica de (4.1) no espago C([0,T], L4(2)). No caso de o dominio ser o RY,
Fujita [11] e Weissler [17] determinaram o exponente critico p para a existéncia de
solugdes classicas nao negativas e globais para para (4.1).

Neste capitulo abordaremos o mesmo tipo de problema nao linear para a
equacao do calor com o operador de Grushin a fim de obter resultados simila-
res aos apresentados em [3] para Q = R?. Analogamente ao trabalho feito nas
referéncias citadas, investigamos a existéncia, unicidade, dependéncia continua,
prolongamento e blowup de solugoes do problema de valor inicial

— — p—1 2
{ u — Agu = |u|’~u, z € R?, t € (0,71, (4.2)

u(0,z) = up(z), * € R?
em que uy € LP(R?*) e p > 1.

Definigao 4.1. Dizemos que uma fungao u : [0, 7] — LP(R?) é LP-solugao branda
de (4.2) se satisfaz

u(z,t) = Sg(t)uo(z) + /0 Sg(t — s)|u(z, s)[" u(x, s)ds, z € R?. (4.3)
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4.1 O Teorema de Existéncia para p > 3(p — 1)

Nesta segao, investigaremos a existéncia de solugoes brandas de (4.2) para
0 caso p > %(p — 1). Omitiremos a variavel z para simplificar a notagdo. Sejam
E =C([0,T]; L*(R?)) e X, o espaco de Banach (ver [14]) dado por

Xo={u e C(0,T]; L"(R?) : [lullx, = sup t*[u(t)||mw < +o00},  (44)
te(0,T7]
em que o« = 3(57;1).

Teorema 4.1. Sejam uy € LP(R?), p > 3(p—1)/2, p > 1. Entao existe uma tnica
fungao u € X, N E, com u(0) = up, tal que u é uma solugdo branda de (4.2) em
R? x (0,7). Além disso, a solugao depende continuamente da condigao inicial, ou
seja, se u(t) e v(t) sao solucgoes brandas de (4.2), com condigoes iniciais em wug e
Vg, respectivamente, entao

[u(t) = v(®)][r < Clluo — vollLr, (4.5)
para todo t € (0,T].

Demonstracao. Seja (X, |- |x), X = Xo N E, em que X, é dado por (4.4) e X ¢
munido com a norma
- lx =1 lxa + 11 e

Fixe M > ||ug||r» € denote por S a seguinte bola em X:
S={ue X;|u®)|r <M+1et|ult)|re <M+1, parat € (0,71}

Seja A : S — S dada na forma

A(u)(t) = Sg(t)ug + /0 Sg(t — s)|u(s) [P u(s)ds. (4.6)

Nosso objetivo é mostrar que A é uma contragao em S. Observe que dados u,v € S,
tem-se

[A(u) = A()[lx = [[A(u) = A(v)[lx, + [[A(uw) = Alv)]]e-

Inicialmente, vamos estimar as normas || - || x, ¢ || - ||z. Primeiro mostremos
que A é X,-invariante. Seja u € X,. Entao, utilizando o Teorema 1.8, (3.27) e
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(1.12), respectivamente, temos:

1A < 1S6(0)ugllio + H [ St = o) s

Lrp
t

< Cllug||pet™ + / HSg(t — 3)\u(s)]p_1u(s)HLpp ds.
0

Em particular, como u € L*P segue que |u|’~'u € LP. Por (3.27), o integrando
acima pode ser estimado da seguinte forma:

|S5(t = 8)lu(s) u(s) ]y < Cllul)P u(s)l|or(t = )2 =)
= Ol gt = )7

e dessa forma é possivel concluir que
t t
jg [Sg(t = s)lu(s)|" u(s)]|,, ds < C’]ﬁ [w(s) Lo (£ — 5)"ds

L
<C < sup taHu(t)HLpp> / (t—s) s *ds
0

te(0,77]
1
< Cllulfert [z ee s
0

<CB(1—a,1—ap)|lulff, t*"

Por hipotese, p > @. Logo, pp > 3(”2_1);), e, por conseguinte, 1 — ap > 0.
Ademais, pp > @ implica % + 1> 0. Logo, a funcao Beta acima estd bem

definida e a estimativa acima estd bem posta. Assim,

1Al < Clluollzot™ + Cllull, o7+

A || e < ClluollLe + Cllu]|, %,
para todo t € (0,7]. Considerando o supremo da expressao acima, obtemos:
IA(w)]|x, < Cllugl|re + Cllullb, T .

Agora mostraremos que se t — u(+,t) é continua em LPP(R?), entao t — Au(-,t) é
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continua. Considere t, € (0,7]. Combinando (1.8) e (1.12), temos:

[A(u)(#) = A(u)(to) [l Lor = ) Sg(t)ug +/0 Sg(t = )[u(s)[" u(s)ds

— Sg(to)uo — / " Sa(t — s)lu(s)lru(s)ds
< 11 (Sa(t) — So(to)) wollz»

/Sg Nu(t — )P u(t — s)ds

Lprp

Lprp

+

/ Se(s)ult — )" Mult - 3)

0
—8Sg(s)|u(ty — s)|" tu(ty — s)ds
=1+ J+ L.

e

Dai, por (3.27), temos:
to
L= [ 180 [jute = )l ult = 8) = fulto = ) ult = 9] ., ds
0
to
< [ futt = 5) = ulto = ) lule - )55
0

to
+ C/ s~ fJult = s) = ulto = )|l yow [[u(to = )[|70 ds
0
= L1 —f- LQ.

Para L, temos:

p—1 to
Ly <C ( sup TaHu(T)HLpp) / (t — 8)™ P D™ |ju(t — s) — u(ty — 5)|| pp ds
0

7€(0,T]

to
< Clu! / (£ — 5)2C D5 flut — 5) — ulty — 5)|| o ds.
0
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Seja f(t,s) = (t — 5) 2P Vs~ ||lu(t — s) — u(ty — 5)|| o Temos que

[f(ts)] < (8 =) Vs (|fult — 5)l| o + [ulto = 5)] o)

(t = 5)" Vs ((t = 5)* " Jult = )]l g + (o = ) [[ulto — 5)l| o)
(t = 5) Vs ((t = 5) " Jlullx, + (to — 5)"*[lullx..).

IN

IN

Como t > ty, (t—5)"* < (tg —s) ¥ e
[f(t,s)| < 2(M +1)(to — s)*s™* =: g(s).
Por sua vez, fazendo z = s/tj, temos:

[ taias =200 1) [t - sy

1
=2(M + 1)té_ap_a/ (1—2)"%27%z
0
= 2(M + 1)ty *B(1 —ap,1 — ).

Isso nos diz que podemos passar o limite t — %3 sob o sinal da integral L;, de
acordo com o Teorema 1.3. O mesmo procedimento serve para a integral L,. Para
a integral J, utilizando novamente (3.27), obtemos a seguinte desigualdade:

t
72 [ 1Sg(s)utt = ) (e = 5) s
to
t
<C [ fult = s s
to
P
<C ( sup tauu(t)HLpp) £t — to].
te(0,77]

Pela continuidade forte do semigrupo Sg(t)uo no Teorema 3.6 ii), segue que Sg(t)ug —
up na norma, LPP, quando t — ty. Logo, I,J e L tendem a zero quando ¢ tende a
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tg. Agora mostraremos que o mesmo vale na norma LP. Com efeito,

[A(u)(8) = Alw) (to) || r = ‘ Sg(t)uo + /O So(t = s)[u(s)|” u(s)ds

—Sg(to)uo — /0 0 Sg(to = s)|u(s)[""u(s)ds

< [1(Sg(¢) = Sg(to)) uol »

Lp

+ /t Sg(t — 8)|u(s)|P u(s)ds
T / " Sg(t — 8)|u(s)PMu(s)
—Sg(to — 8)lu(s)lPu(s)ds|)
=T +J+ L.

Pelo item ii) do Teorema 3.6, temos que I” — 0 quando t — ty. Para o termo em
J', temos que

/ Selt — )[u(s)|" u(s)ds

to

t
< / 1S (t — $)[u(s)"u(s)]|, ds
Lr to
t
<C [l ds
to

t
< C(M + 1)p/ 57 *ds

to

< C(M +1)° (72 —£57) =0,

quando t — ty. Das expressoes acima podemos observar que, quando tg = 0, a
integral é finita para cada t. Dai,

[ 86t =9 = St = ) (el "uts)
= [ Sotta = 5) (St — o) = D fu(s) us)ds

= olt—t0) =) ([ Sotto = lats) s ).
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Pelo item ii) do Teorema 3.6, temos que

— 0,

H(Sg(t —to) = 1) (/Oto Sg(to — S)Iu(S)\'“u(S)dS)

Lr

quando t — to. Logo, ||[A(u)(t) — A(u)(to)||lzr — 0, quando t — ty e, por conse-
guinte, a fungao t — Au(t,-) é continua em S.
Para mostrar que A é uma contracao considere u,v € S. Entao

Alu) — A(v) = / Sg(t — s)(Ju(s)P " u(s) — [u(s)P v(s))ds.

Assim, utilizando (1.12) e (3.27), respectivamente, segue que:

1A () — AWl < H [ S0t = 0P s)u = o) o(s))ds

Lprp

t
< [ stt = ) ul uls) = [o() 0l s
0
t
< C/ (t = 5)ll[u(s)| " uls) = |v(s)| v (s) || rds,
0
pois se u € LFP, entdo |u|’~'u € LP. Logo, por (1.4):

[A(u) = A(w)[|zer < 01/0 (t =)~ *lllw—=vlllzew (Ilu(s)l|70 + l0()]170) ds

Por conseguinte,

t
A (u) = A(w)[|zer < Clta/o (= 5) " [llw = vll|ev

()l + os) ) st@-)e-Das
p—1 p—1
< Clta ( sup tO‘HU(S)HLﬂp) + ( sup ta”U(S)HLpp>

te(0,T) te(0,T)

t
x/(t—s) sV |||y — v||| erds,
0
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ou seja,
t|A(w) = A)ler < Crt' = (Jullf + Ilol%,") (tS(%pT} £l Ju — vlllm)
S )

1
x/ (1—2)"“27*dz
0

< Gt (Jullt+ )
X B(1—a,1—ap)l|u—uv|x
S Cng_a”Hu—UHX,

para todo t € (0,T]. Portanto, aplicando o supremo na desigualdade acima:
1A (1) = A)[x, < CoT = lu =] x. (4.7)

Vamos agora verificar que o mesmo ocorre com a norma ||-|| g. Utilizando (1.12), (3.27)
e (1.4), respectivamente, temos:

HM@@—MWMWSAH%Wﬂﬂwwpwﬁ—wﬂ“MMMMs
élHMﬂ“Mﬁ—Mﬂ”WMm%
SCAWmedW®%£HMMmh%

Por hipotese, temos que

tS(léI;] ((ta“U(t)HLPP)p_l + (ta’|v(t>HLpp>p_1) S 2(M + 1)p71'
e,

Isto posto
¢
[A(u)(t) — Aw) ()] < 2C(M + 1)p_1/ lu — UHLPPS_O‘(P—l)dS
0

t
<20(M 4+ 1) u —v||x. / s ds
0

<20(M + 1)p_1t1_o‘p||u —||x,
<C'(M+1)P M |l — vl x, -
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Por fim,

IA(u) = A)][p < C"T"||u —v]|x. (4.8)

Finalmente, de (4.7) e (4.8), temos que

[A(u) = A()[lx < Eflu = vllx, k€ (0,1),

para T suficientemente pequeno. Portanto, pelo Teorema 1.1, A admite um tnico
ponto fixo em S. Esse ponto fixo é uma LP-solugao branda de (4.2), como queria-
mos demonstrar.

em X.

ult) — w0 = H [ Sott = o) uts) = o) ols))ds

Para verificarmos a unicidade em X, considere u,v duas solugoes de (4.2)
De (1.12), (3.27) e (1.4) podemos escrever

Lep

t
< / (t = ) llu— vl (lu(s)ll5od + o(s)152) ds.

Dai, em termos da norma em X, temos:

t
lu(t) = o)l < (Jullfa + 01%.) / (t =)™V |u — v]|wds
0

Nosso

t
SM/(t—s)_as_o‘(p_l)Hu—v||Lppds.
0

objetivo é utilizar a desigualdade singular de Gronwall 5.3. Fazendo as

devidas comparacdes, temos: A = a = 0,b = «, f(s) = s~*~Y. Verifiquemos as
hipoteses:

i) max{a,b} =b=q;

ii) f éndo negativa. Além disso, queremos encontrar p > 1 tal que f € LP(0,T).
Equivalentemente, basta que —a(p — 1)p > —1, ou seja, p < 1/a(p —1).

iii) Como max{a,b} = b, temos que

D 1
gmax{a,b} = (%) b < 1 se, e somente se, p > 1o
p

em que ¢ € o expoente conjugado de p. Vamos verificar se o intervalo

(

1 1

T a(p—_l)) ¢ nao degenerado. Para isso basta ver que a(p — 1) < 1 — a.
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De fato,

l—a)—alp—1)=1l—-a—ap+a=1—ap>0.

Portanto, o intervalo (ﬁ, ﬁ) é nao degenerado e podemos escolher p > 1 de

modo que sejam satisfeitas as hipoteses do Lema 5.3. Dessa forma, temos que
|lu(t) —v(t)||rer <0, para todo t € (0,T]. Consequentemente, ||u—v|x, < 0. Por
sua vez,

¢
[u(t) = v()]|r < /0 [S(t = 5) (Ju(s)I"~ u(s) = ()" u(s)) |, ds

< [ I@Futs) = o) o(s) ], ds

0
< [ =l (" + oo ds

0
<20(M + 1)1 /t |u(s) — v(s)|| Leds.
0
Comparando com o Teorema 5.1, temos: A = 0 e f(s) = 2C(M + 1)?~!, para

todo ¢t € (0,7]. Logo, |lu(t) — v(t)||r» < 0, para todo ¢t € (0,7]. Dessa forma,
0 < |lu—v||x <0. Isso prova a unicidade.

Além do que foi discutido, podemos mostrar que as solu¢oes dependem
continuamente das condigoes iniciais. Para isso, sejam u,v € X dados por

u(t) = Sg(t)up + / Sa(t) u(s)|?"u(s)ds, (4.9)

v(t) = Sg(t)vy + /0 Sa®lo()l7 o(s)ds. (4.10)
Utilizando (1.8) e (1.12), temos:
[u(t) = v(®)][r < [[Sg(t)(uo — vo)l|Lr
+ /Ot 1Sg(t = s)(Ju(s)["~ uls) = [v(s) "~ v(s))l|ods
=T+

De acordo com (3.27), temos que I < C|lug — vg||r». Por outro lado, utilizando a
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desigualdade em (1.4), segue que

J < Cl/ lu = vl o (fu(s)] 70 + [l0(s)]|70)ds
Uma vez que u,v € S, segue que

Ch (Hu( W + [lo(s )||Lpp) < Cy(M + 1)

Assim, substituindo a desigualdade acima na expressao em J, obtemos:

t
J < 03/ [ — v pors™ P~V ds
0

t
< Cj3 sup t%||u(t) —v(t)||Lpp/ s ds
0

te(0,T]

< 3T sup t*||u(t) — v(t)]||ov,
te(0,T7]

ou seja,

[u(®) = v(®)|lze < Cllug — vollze + Cy S(up]tC“IIU(t) —0(t)||er-
te(0,T

Por outro lado,

[u(®) = v(@)l|er < [[Sg(#)(uo = vo)l[Ler

(4.11)

+/0 156 (t = s)(lu(s)[”""u(s) — [v(s)|”~ v(s))l| Lovds

=1 +J.

De (3.27) decorre que I' < Cyl|ug — vol|»t ™. Por sua vez,

t
J' < 05/ (t = )" lu — vllor (lull Zon + N0l 200 )ds
0

Como u,v € S, existe A = sup, ¢t ([Ju(t oo + [[v(@)][%70). Logo,

t
J < C5A/ (t —8)|lu — v|| s Vds.
0
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Isso nos mostra que
t
[u(t) = v(t)||er < Cllluo — vollrt™ + C5A/ (& — )" %s™s%lu — vl| Lerds.
0

Considere a = b = a, f(s) = s~V A = ||ug—vg||r». J& mostramos no problema
de existéncia que podemos aplicar o Lema 5.3 para essas condig¢oes. Portanto,

[u(t) = o) < Crlluo — ol Lrt™.
Por conseguinte,

sup t*|u(t) — v(t)|| por < Cllug — vo| - (4.12)
te(0,T]

Finalmente, combinando 4.11 e 4.12, podemos concluir que
|lu(t) — v(t)||r < Lljuo — vo|ze- (4.13)

Isso mostra a dependéncia continua das solugoes u,v em termos das condigoes
iniciais ug, vg. ]

4.1.1 Continuacao das Solugoes e Alternativa de Blow-Up

Considere o seguinte problema:

{ ur — Agu = |ul’"tu, (z,t) € R? x [0, Ty]

u(z,0) = up(z), r € R (4.14)

Podemos considerar solugdes do problema (4.14) que sao definidas em intervalos
nos quais nao possam mais ser estendidos que sao denominados maximais. Se
Ty < Ty e ug,uy sao solugoes de (4.14) em [0,T7] e [0, T3], respectivamente, por
unicidade, u; = wup em [0,71]. Generalizando, considere a familia (u;(t));e; de
solugbes brandas de (4.14) definida em algum intervalo [0, 7] e seja

T,, = supT;.
iel

Definimos a fun¢ao u(t) em [0, 7},) por
u(t) = u(t), set €[0,1;],i € 1.

Por unicidade, esta fungao esta bem definida, u € C([0,7,,), X) e u é uma solugao
branda para todo ¢t € [0,7,,). Esse intervalo é dito maximal. Intuitivamente, é o
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maior intervalo possivel em que uma solucao pode estar definida. Observe que T,
pode atingir +00. O teorema a seguir nos da a ideia de solu¢cdo maximal, isto é,
uma solucao definida um intervalo maximal:

Teorema 4.2. Sejam vy € LP(R?), p > 3(p — 1)/2, p > 1. Entao existe uma

tnica fungdo maximal v € X, N E, com u(0) = ug e o = %, tal que u é uma

solugao branda de (4.2) em R? x (0, T;,). Além disso, vale a alternativa de blow-up:
T,=4+occoul, <oe
limﬁ ||U(t)||Lpp = +00. (415)

t—Tim

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1, temos que existe uma tnica solugao u definida
em [0, Tp], em que Ty é o tempo de existéncia, tal que

u(t) = So(t)us + /0 St — $)luls)l"u(s)ds, (4.16)

para todo t € [0,7p]. Considere o sistema

{ v — Agv = |v|P" o, t € (0,T1],T1 > Ty,
v(0) = u(Tp).

Novamente, pelo Teorema 4.1, existe uma tnica funcao u; que é solucao do pro-
blema anterior e

un(t) = Sq(t)u(Tv) + / St — ) ur ()P Vun (s)ds,

para todo t € [0,d;]. Defina @ por

(1) = { u(t), set € [0, 7o, (4.17)

=g}

Ul(t — T()), set e [TO;Tl]aTl = T() + 61.

Pelo Lema 1.1, temos que u dada por (4.17) é continua. Além disso, & é solugao
branda de (4.2) para t € [0, 7p] e vamos mostrar que também ¢é solugdo branda de
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(4.2), para t € [Ty, T1]. Sejat € [Ty, T1]. Entao t — Tj € [0,04] e

t—To
= Sg(t — To)u(Ty) + / Sg(t — s)|uy ()| ui(s)ds
0
To
= Sg(t —Tp) (Sg(TO)UU + / Sg(Ty — s)|u(s)|p1u(s)ds>
0
t—To
+ / Sg(t — To — 8)|ui(s)]P  uy (s)ds
0
To
= Sg(t — 1) Sg(To)ug + Sg(t — Tp) / Sg(Ty — s)|u(s)|” tu(s)ds
0
t—Tp
+ / Sg(t — Ty — 8)|ui(s)P" uy (s)ds
0
To
= Sg(t)uo + / Sg(t — s)|u(s)|Ptu(s)ds
0
t—To
+ / Sg(t — Ty — 8)|ui(s)]P~ tuy(s)ds.
0
Substituindo 7 = s 4+ T na tltima integral, temos:
To

u(t) = Sg(t)uo + i Sg(t — s)|u(s)|P u(s)ds

+ / Sg(t — 7')|U1(7' — To)|p_1u1 (7’ — To)dT.

To

Como u(s) = u(s), para s € [0,Ty] e (1) = uy (7 — Tp) para 7 € [Ty, T1], temos:
a(t) = Sg(t)ug + /0 0 Sg(t — s)|a(s)|”a(s)ds
—l—/T Sg(t — 7)|a(r) P~ a(r)dr

= Sg(t)uo + /0 Sg(t — s)|a(s)|P~ a(s)ds.

Isso mostra que a nova solugao estendida % pode ser expressa em termos da primeira
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condigao inicial uy. Repetindo esse processo fica determinado o conjunto
A={Ty,T1,..} (4.18)

Como [Tp, T;] € um intervalo fechado, o processo acima sempre pode ser repetido.
Entao, o processo pode repertir-se indefinidamente, com 7y <1} < --- < Tj < ---.
Pelo Lema de Zorn segue A tem um elemento maximal que denotamos por 7T, e a
fungao obtida pela colagem das solugoes é uma solugao maximal de (4.2).

Suponha que T, < co mas nao vale o limite em (4.15), isto &, existe uma
constante ¢ > 0 tal que [[u(t)||z» < ¢ < oo para todo ¢t € [0,7,,). Dada uma

sequéncia (t,)neny C Ry, t, — T, considere a sequéncia (u(t,))nen. Vamos

mostrar que essa sequéncia é de Cauchy. Para 0 < t,, < t,, < T,,, temos
tﬂ/
u(tn) — ultm) = [Sg(tn) — Sg(tm)]uo + / Sg(tn — s)|u(s)["~ u(s)ds
tm

+Amw¢m—@—&ﬁm—ﬂwww*w@w
=1+J+ K.

Segue do item ii) do Teorema 3.6 que I — 0 na norma LFP, quando n,m — oo.
Para o termo J,

/t " St — 8)u(s)]?  u(s)ds

in
< [ 15ttn = Nt o),
Lerr m

tn
s/'am—gﬂwmmmS
tm

tn
< AP Ct, —s) %s ds
t’"b
1
< CA”t;O‘_O"’H/ (1—2)"%"*dz — 0,

tm [tn
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quando n,m — oco. Para o termo K, pelo Teorema 1.20, temos:
tm
[ 185tt = 5) = ol — s)u(s) P u(s)ds
0
tm
_ / [Se(t — tw) — 1) So(tm — 8)|u(s)l"u(s)ds
0

= [Sg(tn — tm) — 1] /0 ’ S (tm — 8)|u(s)]P " u(s)ds.

Por outro lado,

/0 " Sa(t — )u(s)[" u(s)ds

tm
< [ 86t = Sao)l uls)] s
Lpp 0
tm
<C [t =9 (o) s
0
tm
< C(M+ 1)"/ (tm —8) “s *ds
0
1
< C(M+ 1)ptm°‘°‘p“/ (1 —2)"%27%dz.
0
Esta ultima é finita para cada t,,. Logo,
tm
/ Sg(tm — 8)|u(s)P u(s)ds € LPP
0
e pelo item ii) do Teorema 3.6, temos que

— 0,

Lep

Hwa%—n»—n(Am&wm—@m@WAM@@)

quando n,m — oco. Portanto,
|u(tn, ) — w(tm,)||Ler — 0, quando n,m — oco.

Vamos mostrar que o mesmo vale para a norma em LP. Consideremos os
mesmos termos I, J e K. Novamente, do item ii) do Teorema 3.6 temos que I — 0
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na norma L”, quando n, m — oo. Para o termo J:

/t " Solts — $)uls)l" uls)ds

< / 1186 (t — $)lu(s) P u(s)]|, ds

Lp
tn
< / Clluls) s
tm
tn
SC(M—I—l)p/ s “Pds
tm

< O(M + )Pt —t797) — 0,

quando n, m — oo. Repetindo os que foi feito nas desigualdades acima, temos que

é finito para cada t,, > 0. Portanto, pelo Teorema 1.3 e item ii) do Teorema 3.6,
segue que

< C(M +1)rthor
Lp

/0 " St — 8)u(s)]P  u(s)ds

— 0,
r

H[Sg(tn —tp) — I ( /0 " Sa(tm — $)|u(s)|~ u(s) ds)

quando n,m — oco. Portanto,

l|u(tn, ) — u(tm,)||r — 0, quando n,m — oo.
Consequentemente,

|lu(ty, ) — u(ty,)|lx = 0, quando n,m — oo.
Como X é Banach, existe o limite

lim u(t,) = w(Ty).

n—oo

Mas entdo poderiamos estender a solugdo u com condigao inicial u(7},), o que
contradiz a hipotese de T),, ser um elemento maximal. O

4.2 O Teorema de Existéncia para p=3(p — 1)

Nesta se¢ao investigaremos a existéncia de solugoes de (4.2) para o caso em
que p = %(p —1)er € (p,pp). Procederemos de modo analogo ao caso em que
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p > 3(p—1). Usaremos o seguinte lema.

Lema 4.1. Sejal <p<r<ooea= %(% — 1). Entéo

lim sup t¥||Sg(t)¢|lzr =0 (4.19)
T—0% te(0,T)

uniformemente para ¢ em conjuntos limitados de LP(R?).

Demonstragio. Dado ¢ € LP(R?), existe uma sequéncia (¢,)nen C C5°(R?) con-
vergindo para ¢. Dai, utilizando (3.27), temos:

t1Sg(t)ollzr < t*]|Sg(t) (@ — @n)llzr + 1|[Sg(t)@nl -
< Clle = @nllzr + 1t @nll -
< Clle = enller +t*M,¥n e Nt € (0,7).

Assim, aplicando o limite n — 0o, obtemos:
t*|[Sg(t)ellr < T*M.
Dai,

sup t5g(t)ellLr < T*M.
te(0,T)

Aplicando o limite T'— 0", segue do Teorema do Sanduiche que

lim sup t“|[Sg(t)¢||Lr = 0.
Jim sup 7)55(2)e]

]

O resultado a seguir trata da existéncia local de solugoes de (4.2). Seja
E = BC([0,00), L (R?)).

Teorema 4.3. Assuma que p = 3(p — 1). Dado uy € LP(R?), existe uma fungao
ue X,NE, coma= %(% —3),p <7 < pp, tal que u ¢ solucdo branda de (4.2)
em R? x (0,7).

Demonstragao. Fixe M > |jug||r € seja § > 0 a ser determinado. Defina
S={ueX,NE;|ut)|w <M+1et|ult)|y <o parate (0,T)}
munido da norma

lullg = sup t*|lu(®)|lL- + sup [[u(t)|rs
te(0,T) te(0,T)
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e considere A : S — S dada por
t
A(u)(t) = Sg(t)ug + / Sg(t — s)|u(s) [P u(s)ds.
0

Analogamente & se¢do anterior, queremos mostrar que A é uma contragao em S.

Seja a = % <§ — %) Primeiro, mostremos que A é S-invariante. Com efeito, dado

u € S, utilizando (1.8), (1.12) e (3.27), respectivamente, obtemos as desigualdades:
' 1
[A () @)l < [1Sg(#)uol| v +/ 15g(t = s)[u(s)[" uls)| o ds
0

t
< JJugllzs + C / (t— 5)[[us)[12,ds
0

Pt
< luol|zr +C ( sup taHU(t)HLT) / (t —s) s~ *ds.
te(0,T) 0

Como a + ap = 1, segue que

p 1
[A(w)()|ze < lluollze +C ( sup t“HU(ﬂIILr) t_“_a”“/ (1 —7) % %dr
T 0

te(0,T)

P

< |luo|[rr + C ( sup t"‘!lu(ﬂllu) B(ap,1—ap)
te(0,T)

< HUOHLP + Co*.

Dessa forma, sendo C'9” < 1, obtemos ||A(u)(t)||» < M+1. Além disso, utilizando
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(3.27), temos que
A ) (@) < [ISg(#)uol|Lr +/0 1Sg(t — s)u(s)[ "u(s)| -ds

t
< Jluoll ™ + C/ (t = 5)72CDJu(s)||7, ds
0

Pt
< Juol[pt™ + C < sup fa||U(t)HLr> / (t — s) 2PV smorgs
0

te(0,T)

. 1
< [luollot™ + Cépt—5r<ﬂ—1>—aﬂ+1/ (1= ) 3o pmang;
0
3
< ”UO“LPt_a +Co’t B (1 — g(p _ 1)7 1 — ap) ’

pois & = 2=(p — 1) + ap — 1. Assim,
t*[A) ()] < |Juollze + C16” < ||uol| e + /2,
com que C10°~1 < 1.

Para mostrar a existéncia de solu¢ao do problema utilizaremos novamente
o Teorema do Ponto Fixo em 1.1. Sejam u,v € S. Temos:

[ACu) () = A(v) ()| < /0 156 (t = s)(lu(s)[" u(s) = [v(s)|” v (s))l|-ds

< O/O (t — s)—s(gﬁ) u(s) — v(s)||or (JJu(s)]|5 " + [Jv(s) |5 ) ds

p—1 p—1
<C ( sup t‘”HU(ﬂHm) + ( sup t‘“l\@@)HLr)
te(0,T) te(0,T)

t
X sup t*||u(t) — U<t)||LT/ (t — 3)—3<’;r1) g—alp—D—a g
t€(0,7) 0

- 3(p—1
< 205 1500y — o]y B (1 - O‘p> |
T

ou seja,
tA(w) () — Aw)(#)|| - <206 H|u —v]|x,,Vt € (0,T). (4.20)
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Consequentemente,
[A(u) = A(v)][x, < CL*Hlu—v|x. (4.21)

Considerando agora a norma em E, para u,v € S, utilizamos (1.12), (3.27) e (1.4)
para obter:

AW = AE)Olr < [ 156( = 5)u(s)"ul) = o) u(s)) s
< [t=97lule) = o)l (5" + o) ds
< 20677 H|u — U||Xa/0 (t — 5)"95~"ds

1
<20t PSP lu — v |, / (1 —2)"%"Ydz
0
<206 Hju — v||x, Blap,1 — ap).

Logo,
|A(u)(t) — A() ()| r < C'0° 7 u — v x,Vt € (0,T). (4.22)

Fixemos & pequeno o suficiente de modo que as desigualdades C6? < 1,167~ <
1/2 e C'6P~' < 1/2 sejam satisfeitas. Portanto, combinando (4.21) e (4.22), con-
cluimos que A é uma contragao em S.

Vamos agora mostrar a dependéncia continua que as solugoes tem em re-
lacao as condigoes iniciais. De modo anélogo & demonstragao do Teorema 4.1,
considerando ug, vy definidas em (4.9) e (4.10), respectivamente, temos:

t*u(t) — o)l < t%[1Sg(#) (w0 = vo)llr + [ A(w) () = Alv) (@) -

< sup t|Sg(t) (uo — vo)|[ - + sup £ A(u)(£) — Aw)(1)]or
te(0,T) t€(0,T)

1
< sup t%[|Sg(t)(uo — vo)llr + 5 sup t*fu(t) — ()L,
te(0,T) te(0,T)

de acordo com (4.20). Portanto,

s(up)t“|IU(t) — o) < t%]56(t)(uo — vo)|r < Cllug — ol r-
te(0,T
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Por outro lado,
[u(t) = v()||le < [|Sg(t)(uo — vo)||Lr

/ 156 (t = s)(lu(s)[”" u(s) = [v(s)|”~ v(s))l|ods

< |lug — wol[z» +2C6°" sup t*[Ju(t) — v(t)]|1r
te(0,T)

t _3k=1) _,
X [ (t—s)" 2z s ds
0

< C4||uo — vol| Le-

Portanto, ~
[u(t) = vl xa + l[u®) = v(@)]lr < Lijuo = vollz»-
O

Observagao 8. Uma diferenga entre os casos p = 3(p —2)/2 e p > 3(p — 2)/2
é ilustrada pela impossibilidade de demonstrar a unicidade utilizando o Lema
Singular de Gronwall. Isso ocorre porque dados u,v solugoes de (4.2) em X,
poderiamos escrever

t 3(p—1
Jult) = v(®)llr < Ca [ (0= 9) 570 D u(s) = v(s) .
0

Fazendo as devidas comparacoes com o Teorema 5.3, temos: A = a = 0,b =
%, f(s) =57~ Paraque f € LP((0,T)), deveriamos ter p € (m, m)
Portanto, nao podemos concluir a unicidade por esse método.

Corolario 4.4. Assuma que p = 3(p — 1). Dado ug € LP(R?) tal que |juo/r» €
suficientemente pequena, existe uma tnica fungao u € X, N E, com p <r < pp e

a = 3(; — 1), tal que u é solugao branda de (4.2) em R? x (0, 00).

Demonstragao. Seja § > 0 tal que ||ug||» < §/2. Defina BJ0,d] a bola em X, N
E centrada em 0 de raio 6 > 0 e seja A : B[0,0] — BJ[0,d] dada por (4.6).
Analogamente ao Teorema 4.3, para quaisquer u,v € BJ0, ], temos

IA(u) = A)lx, < C10°Hu —v]lx,

[A()(#) = A@)(B) ]| zr < Co0”Hlu = v]|x,

para t > 0. Assim, para 0 suficientemente pequeno, combinando as duas de-
sigualdades acima, segue que A é uma contragao em B[0,6]. Pelo Teorema do
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Ponto Fixo de Banach, nos garante a existéncia de uma solugao branda de 4.2 em
R? x (0, 00). O
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Capitulo 5
Apéndice

Neste apéndice apresentamos alguns resultados importantes para as de-
monstragoes desta dissertacao.

Proposicao 5.1.

o0 2
/ emO AT gy — \/Eeébla, Va e R%,beR. (5.1)
oo a

Demonstrag¢ao. Completando quadrado, observamos que
b2
—ar® +br = — — (ﬁx

b 2
4a a 2\/5) '

Dai, substituindo y = y/ax — %&7 temos:

2
+o00 2 +o00 2 b2 +oo 2
_ax? b —(Vaz—- €4a 2 ™ b
/ e T Ty = eda / e (Vao—30z) dr = e Vdy=,/—eta.
—00 —00 \/a —00 a

Proposicao 5.2.

+o00 - T 22
/ ot iTE g s> 0, beR. (5.2)

Proposicao 5.3. (Inequagao Elementar) Dados p,q > 0, vale a desigualdade
P =g < L+ a)lp - ql(™ +¢%), > 0.

Demonstragao. Seja f : [0,00) — R dada por f(x) = 2'*® o > 0. Fixe p,q > 0.
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Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0, max{p, q}) tal que

1f(p) = f(@] = If'()p— ] =01 +a)|[p—q| < (1+a)lp— qlmax{p®,¢°},

ou seja,
P =" < (1 +a)lp—ql(p* +q%).
0

Teorema 5.1. (Lema de Gronwall) Sejam 7' > 0,4 > 0 e f € L'(0,T) uma
fungao nao negativa. Considere uma fungao nao negativa ¢ € C([0,7T]) tal que

n<A+t / F(s)p(s)ds

t) < Aexp (/tf(s)ds) ,
0
para todo t € [0, 7.

Demonstragao. Sejam () = A + fo (s)ds e h(t) = ¥(t) exp ( fo )
Temos que

para todo t € [0,T]. Entao,

v =ves (- [ t fe)as) + vt e (- [ tf(s)ds> (7))

~en (- | t Fe)ds ) (/0) = 00(0)
~en (- | t Fe)ds ) FOplt) — vl0) <.

Portanto, h ¢ decrescente e h(t) < h(0) = A, ou seja, 1(t) exp ( fo ) < A.
Entao
t
o(t) < (1) < Aexp (/ f(s)ds) |
0

Teorema 5.2. Assuma que u, «, 3 : [0, 7] — [0, 00) sdo fungdes continuas. Se

]

/ﬁ (s)ds,V[0,T],



entao

u) <a)+ [ Bo)ales (/ tﬁ(r)dr> s,

Teorema 5.3. (Lema Singular de Gronwall) Sejam 7" > 0,4 > 0,0 < a,b<1le
seja f € LP(0,T) uma fungdo ndo negativa para p > 1 tal que p' max{a,b} < 1,
p’ expoente conjugado de p. Considere uma funcao nao negativa ¢ € L>(0,T) tal
que

¢
o(t) < At + / (t —s)""f(s)¢(s)ds, para quase todo ¢ € [0, 7).
0
Entao existe C' dependendo de T, a,b,p e || f]|z», tais que
p(t) < ACt™*,

para quase todo ¢ € [0,T].

Demonstragao. Considere to € [0,T] e § € (0,1) pequeno o suficiente tal que

1
v

L[ 1 o s |7 1
tg {/ (1 — 0') bp o D d0':| ||f||LP((O,T)) S 5, (53)
0
L, ) ) 1/p 1
7Y (1 - 6)° [ /O ot da} I leoy < 5 (5.4)

Podemos fazer tais consideragoes pois p' max{a, b} < 1 implica que b < 1%’ ou seja,

z% —b>0e feLP(0,7)). Além disso,

1/p'

1
11— 0) 0l oy = ( [a-aywo do)
=[B(1 - bp', 1 — ap’)]l/p/,

em que B representa a funcao Beta de Euler.
Seja 1(t) = supess{s*p(s); s € [0,¢]}. Por hipotese, temos que

t"o(t) < A+ t“/o (t —s)""f(s)p(s)ds

<A+ ta/o (t —s)""s™f(s)Y(s)ds.
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Para 0 < t < tg, pela desigualdade de Holder e por (5.3), segue que
t
eot) < Av et [ (1= st (s ul)ds
0

< A+ t*P(t) /0 (t —8) s f(s)ds

=

P

t
< A+ t%Y(2) U (t—s) s dS} 1/l o0y
0

, 1 ’ ’ p
< At {t—p it [ gy o da] 1l
0

=

1
L 2

1
<asid oo [ a0 ao| Il
<A+ %zb(t)-

Por outro lado, para quase todo tg <t < T, temos:

tp(t) < A+t" /0 (t —s)"s™f(s)Y(s)ds

t

(1=8)t
= A+t /0 (t —8) s f(s)p(s)ds + t“/( (t —s)"s™f(s)Y(s)ds

1-6)t

2:A+]1+IQ.

No intervalo (0, (1 — §)t) vale as desigualdades (¢t — s)™° < (6t)~° < (6to) ™. Logo,
(1-8)t
L = ta/ (t —8) s f(s)U(s)ds
0

gT“(éto)"’/ s f(s)Y(s)ds.

0

Por outro lado, em ((1 — 0)t,t), temos que s~ < ((1 — §)t)~*. Dai,
t
I, < t“/ (t —8) s f(s)(s)ds
(1-o)t

< m(t) /( ) te(L - 8) - f(s)ds.
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Pela desigualdade de Holder, segue que

t4p(t) /( (t =)t (1= 0) 7" f(s)ds = (t)(1 = ) *[|(t = )" fllora-syean

1-6)¢
<) (1 —6)" | fllzrca-s)t)
XNt =)l (1 sy

Substituindo o = 1 — s/t, temos que

t 1/p'
1= )N o) = {/( (=977 ds]

1-6)t

) 1/p’
= {/ U_bp/tl_bp,da] .
0

Assim, utilizando a desigualdade (5.4), obtemos:
¢
I < t“w(t)/ (t— )2t (1 — &) f(s)ds

(1-6)t
< ()1 = 8) I fllzeca-syeny I =) New 1 —syeny

- 5 ) 1/p
S @ZJ(t)T?_ (1 — 5)_a||f“Lp((1_6)t7t) |:/ O-—bp d0':|
0

Consequentemente,

t

t"o(t) < A+ Ta(éto)b/ sTUf(s)(s)ds + %w(t).

0

Logo, para quase todo tq € [0,T], temos:

PY(t) < 2A + 2T%(5ty) ™" /O t s f(s)Y(s)ds.
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Pela hipotese sobre f, podemos fazer a seguinte estimativa:

T
/ 57 f(5)ds < 157l 0.1 | Fl ooy
0

T 1/p
= (/ s~ dS) 1f || zr (0,1
0

Tl—ap’ 1/p'
- (1 _ ap’> HfHLP((O,T)) < 00.

Isso nos diz que s~ f € L¥' ((0,T)). Portanto, pelo Lema de Gronwall (ver Teorema
5.1), temos que

ot < vit) < 240 (270 | t g (s)as)

0

< 2Aexp <2Ta((5t0)_b /T s_“f(s)ds)
0

ou seja,
p(t) < ACt™,
para quase todo t € [0,T], em que
T1—ap’ 1/p'
¢ = 2o (21600 (1= ) Wlramy ) 55)

]

Lema 5.1. Considere a fungdo f : R — R dada por f(x) = xcoth(x). Entao f é
par, f é crescente para x > 0 e para x > 0 satisfaz as desigualdades f(z) > 1 e
x< f(r) <z+1

Demonstrag¢io. Como sinh(-) é uma fungao impar e cosh(-) é par, valem as igual-

dades:

cosh(—x) cosh(x)

f(—z) = (=) coth(—z) = (—f)m - (—a:)m

= zcoth(z) = f(x).

Logo, f é par. Além disso, para z > 0, temos:

xcoth(x)Zx:)ﬁ21<:>e +e > —e ",
ev — e~
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Pela regra do produto, temos que f’(x) = coth(z) — xcsch®(z). Para z > 0,
sinh(z) >0 e
f'(z) > 0 <= coth(z) > zcsch?(z) <= cosh(z) sinh(z) >
= (" +e M)(e" —e ") > dr = ¥ — e — 41 > 0.
A desigualdade ¢ satisfeita, pois o primeiro termo da série de Maclaurin de e2* —
e~2® ¢ 4x. Portanto, f é crescente, f(z) > 1 e f(x) > z. Adicionalmente, para
x > 0 vale que 2z +1 < €2*. Logo, 2ze "+ e % < €*. Dai, somando ze® em ambos
os lados da desigualdade resulta que
et +2xe " < get 4 e —e T = e e T < zge® —ge T+ e —e "

2x cosh(z) < 2z sinh(x) 4+ 2sinh(x) <= x coth(z) < x + 1.

Como f(0) =1, concluimos que = < f(z) <z + 1. O

Lema 5.2. Para cada t > 0,

1.
+o0 é‘t
/_Oo “sinh(ﬁt)dg < 0 (5.6)
2.
+oo
/ ¢ coth(&t) mdf < 00 (5.7)

Demonstracao. Antes de prosseguirmos, note que ambos os integrandos sao fun-
¢oes pares. Além disso, podemos fazer a substituicao 7 = &t e reduzi-las a

+oo | +oo too
= / Smh (&t) de = / smh §t / smh
+oo [ +o0
J = 7 fcot osh ft / T coth(r cosh o )dT
+oo

h(&t)
\/67+e T

t2 e—eT

Assim sendo, vamos calcular as integrais mais a direita. Considere o seguinte:
queremos a, b tais que f(7) = sinh(7) — ae’" seja crescente. Isso significa que f'(7)
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deve positiva, ou seja, cosh(7) — abe’™ > 0. Assim, escrevendo z = €7, temos

z+ 271

2

—abz’ >0 <= 22 +1>2ab2"™ —= 1> 2" (2ab - 2'70).

Ora, para 7 > 0, temos que z > 1. Sendo assim, escolhendo a = 1 e b = 1/2, temos
1> 23 (1— z%), o que é sempre verdade. Disso concluimos que sinh(7) > e™/2. Por
conseguinte, csch(7) < e~™/2 a partir de algum ¢ > 0. Dessa forma,

+o0 T c T +oo T
dr = d —d
/0 \/ sinh(7) ’ /0 \/ sinh(7) i +/c \/ sinh(7) ’
—_————
<1
oo 1 T oo 1 T
< c+/ T2e"4dr < c+/ T2 4dT
c 0

+o0 5 3
<c+ 8/ 2 le Tdr = ¢+ 8T (5) ,
0

em que I' é a fungao Gama de Euler. Considere agora a integral J. Em analogia
ao item anterior (5.6), queremos a, b tais que f(7) = L& —aebT seja negativa,
ou seja,

Ver+e T —br Ver 41 a
e <0 = < —.
eT—e T e’ —1 eT(b+3)

Escrevendo z = €” e escolhendo b = %, temos o seguinte

V22 +1

(22_1) < a.

Defina g : [2,00) — R em que

Temos que

lm g(z) = lim Yol
1m Z) = l1m = 1.
z—>+oog z—r+00 (22 — 1)

Isso no diz que g se aproxima assintoticamente de 1. Entao existe a tal que f é
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negativa para todo 7 € [In2,00). Assim,

+o00 \/m In2 W o Ve e T
T———dr1
_e T _6 T

In2 er—e’
§k—|—a/ e 3dr =k ++v2a(In2+2).
In2

Dessa forma, concluimos a demonstragao.
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