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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo o estudo das orbitas periddicas simétricas em pertur-
bacoes simétricas do problema de Kepler no plano. O estudo comeca com uma introducao aos
sistemas Hamiltonianos, coordenadas simpléticas e ao problema de Kepler. Em seguida, ex-
plora o uso das reflexdes em relagdo aos eixos coordenados (simetrias) para encontrar solugoes
periddicas em sistemas Hamiltonianos planares perturbados. O foco principal é estabelecer
condicoes suficiente para a existéncia de solucoes peridédicas em perturbacoes simétricas do
problema de Kepler, incluindo o problema de Kepler em coordenadas giratorias. Utilizando
o método de continuacao analitica de Poincaré e boas coordenadas, a dissertagao estabelece
condicoes suficientes para obter solucoes periddicas simétricas proximas as solucoes elipticas
ou circulares do problema de Kepler nao perturbado. Além disso, a dissertacao apresenta duas
aplicacoes praticas para os resultados obtidos. A primeira aplicacao envolve um problema
perturbado do problema de Kepler que descreve a interacao entre atomos, considerando um
potencial Coulombiano com carga negativa e um potencial de Buckingham anisotropico gene-
ralizado, onde a anisotropia é tratada como um pequeno parametro perturbador. A segunda
aplicagao aborda o problema de uma particula atraida pela forca gravitacional de um disco
circular massivo nao homogéneo em rotacao constante. Este problema é descrito como uma
perturbacao do problema de Kepler em coordenadas giratorias, onde o raio é tratado como um
parametro perturbador. A dissertacao contribui para o entendimento das orbitas periddicas
simétricas em sistemas gravitacionais perturbados e tem aplicagoes importantes em areas como
a dinamica celeste.

Palavras-chave: Problema de Kepler; Método da Continuacao analitica de Poincaré; Sime-
trias, Solugoes Periddicas.



Abstract

This dissertation aims to study symmetric periodic orbits in symmetric perturbations of
the Kepler problem in the plane. The study begins with an introduction to Hamiltonian
systems, symplectic coordinates, and the Kepler problem. It then explores the use of reflections
with respect to coordinate axes (symmetries) to find periodic solutions in perturbed planar
Hamiltonian systems.

The main focus is to establish sufficient conditions for the existence of periodic solutions
in symmetric perturbations of the Kepler problem, including the Kepler problem in rotating
coordinates. Utilizing Poincaré’s method of analytic continuation and suitable coordinates, the
dissertation establishes sufficient conditions for obtaining symmetric periodic solutions close to
elliptical or circular solutions of the unperturbed Kepler problem.

Furthermore, the dissertation presents two practical applications for the obtained results.
The first application involves a perturbed Kepler problem describing the interaction between
atoms, considering a Coulomb potential with negative charge and a generalized anisotropic
Buckingham potential, where anisotropy is treated as a small perturbing parameter. The
second application addresses the problem of a particle attracted by the gravitational force of
a non-homogeneous, uniformly rotating massive circular disk. This problem is described as a
perturbation of the Kepler problem in rotating coordinates, where the radius is treated as a
perturbing parameter.

The dissertation contributes to the understanding of symmetric periodic orbits in perturbed
gravitational systems and has significant applications in areas such as celestial dynamics.

Keywords: Kepler Problem; Poincaré’s Analytical Continuation Method; Symmetries, Perio-
dic Orbits.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao ¢ o estudo das orbitas periddicas simétricas em sistemas hamilto-
nianos analiticos planares com simetria, que sao perturbacgoes simétricas do problema de Kepler
no plano. A importancia de estudar sistemas hamiltonianos perturbados reside na compreen-
sao das sutilezas e dos efeitos das perturbacoes, que podem surgir devido a forcas externas,
imperfeicoes no sistema, interacoes com outros sistemas, entre outros fatores. Essas pertur-
bagoes podem ter um impacto significativo na dinamica do sistema e levar a comportamentos
complexos e imprevisiveis.

Determinaremos condicoes suficientes para a existéncia de orbitas peridédicas cujo periodo
seja conhecido, assumindo que o sistema hamiltoniano possui reflexoes em relagao aos eixos de
coordenadas (eixo x e eixo y).

Mais precisamente, nossa andlise objetiva estudar o sistema Hamiltoniano (na verdade,

sistema mecanico) associado a fun¢ao Hamiltoniana

M) = 302 +5]) ey (@ D)+ ) (1
onde q = (z,y) € R?—{0,0)} e p = (ps, py) € R? e H; e H, sao fungdes analiticas. Este estudo
é motivado por diferentes problemas na Mecéanica Celeste, como por exemplo, em problemas de
atracao gravitacional de uma particula infinitesimal por um corpo massivo (com distribui¢do de
massa uniforme ou nao), na forma de um anel circular, um disco, ou um segmento finito (veja [1]
e [4] e as referéncias citadas nestes artigos). Nestes problemas, é possivel introduzir um pequeno
parametro que transforma o problema em uma perturbacao do problema de Kepler, onde a
forca principal é devida ao potencial gravitacional Kepleriano. Estes problemas geralmente sao
modelados por sistemas hamiltonianos com trés graus de liberdade, mas geralmente, possuem
simetrias que tornam o plano xy um espaco invariante, o que define um subproblema planar a
ser considerado.

O segundo caso que consideramos, consiste nos sistema Hamiltoniano asssociado a funcgao

K(q,p) = Ko(q,p) + €Ki(q,p) + €K, (q, p, €). (2)

1 1
onde Ko(q,p) = =(p2 + p?) — (zp, — yps) — ——— ¢ a funcdo Hamiltoniana do problema
2 Y Y /:1;2 + y2
de Kepler em coordenadas giratorias e Ky e K, sao funcoes analiticas. Alguns problemas com a
forma dada em (1) podem ser escrito na forma do problema dado por (2) sempre que o primeiro
é invariante por rotacoes em torno da origem. Por outro lado, existem outros problemas (veja

por exemplo a aplicacao dada na se¢ao 6.2) cuja formulagao ja é dada como em (2).



A técnica usada neste trabalho consiste no uso do método da continuacao analitica, que
remonta a Poincaré, que estudou a existéncia de solugoes periddicas no problema dos trés
corpos usando o método que agora é chamado de método de continuagido de Poincaré [30].

Nesta dissertacao obtemos solucoes periddicas em sistemas Hamiltonianos que sao perturba-
coes do problema de Kepler integravel com 2 graus de liberdade. Nossos resultados combinam
as simetrias discretas do problema e o0 método de continuagao de Poincaré, fazendo uso (necessa-
rio) da primeira aproximacao das solugoes do sistema Hamiltoniano completo, fornecida por um
sistema variacional. Consideramos diferentes tipos de perturbacoes, simetrias, e perturbacoes
do problema de Kepler em coordenadas giratéria e nao giratorias. Além disso, o conjunto de
coordenadas (coordenadas de Delaunay e Pincaré-Delaunay) que usamos em nossa abordagem
nos permite estabelecer condicoes suficientes para continuar diferentes solucoes Keplerianas.

O método desenvolvido nesta dissertacao usa conceitos simples e construcoes geométricas,
embora os detalhes técnicos as vezes sejam um pouco tediosos. No entanto, fornecemos a maioria
dos detalhes nas diferentes situacoes analisadas, a fim de esclarecer as diferencas substanciais
que surgem na prova dos diferentes resultados. Além disso, ao final da dissertacao, apresentamos
duas aplicacoes nas quais explicamos em detalhes como aplicar os resultados obtidos.

Para atingir nossos objetivos, no capitulo 1, apresentamos alguns resultados bésicos im-
portantes que serao utilizados durante este trabalho. Comegamos com uma introducao aos
sistemas Hamiltonianos e suas propriedades e estudamos alguns casos particulares: sistemas
lineares e os sistemas mecanicos. Em seguida, apresentamos a teoria das transformacoes sim-
pléticas, com alguns resultados e exemplos. Por fim, abordamos o estudo das fun¢oes geradoras
e forneceremos alguns exemplos envolvendo essas fungoes.

No capitulo 2, formulamos o problema de N-corpos e, a partir dele, formularemos o problema
de Kepler. Apresentamos algumas definicoes, as trés leis de Kepler e o estudo das anomalias
do problema de Kepler. Em seguida, introduziremos as coordenadas de Delaunay e Poincaré-
Delaunay, fazendo uso das fungoes geradoras nesse processo. Por fim, trataremos o problema de
Kepler nessas coordenadas e caracterizaremos as solugoes desse problema nessas coordenadas.

No capitulo 3, discutiremos o Método de continuacao analitica de Poincaré. Inicialmente,
estudamos esse método para equacoes diferenciais ordinarias, incluindo uma aplicacao a equacao
de Van der Pol. Em seguida, discutiremos o método para sistemas Hamiltonianos, introduzindo
as simetrias S; e 99, que sao reflexoes em relacao aos eixos coordenados x e y, respectivamente.
Apresentaremos resultados que permitem simplificar a obtencao de solugoes periddicas usando
essas simetrias (uma delas ou ambas) de reflexdo. Finalmente, apresentamos um resultado
técnico que nos fornecerd uma aproximacgao das solugoes do sistema perturbado de equacoes
diferenciais ordinarias, escritas em série de Taylor em ¢, de tal forma que a primeira aproximacao
seja a solu¢do do problema nao perturbado (e = 0).

No capitulo 4, inicialmente descreveremos as simetrias de reflexao nas coordenadas de De-
launay e em coordenadas de Poincaré-Delaunay. Em seguida, caracterizaremos uma solugao si-
métrica do problema de Kepler e nas coordenadas de Delaunay ou nas coordenadas de Poincaré-

Delaunay. Além disso, obtemos um resultado importante que nos fornecera a aproximacgao das



solucoes em séries do problema completo perturbado. Apresentaremos e demonstraremos trés
teoremas para Orbitas periodicas simétricas (com uma simetria ou ambas as simetrias) proximas
a solugoes circulares do problema de Kepler em sistemas perturbados (1). Também apresentare-
mos um teorema para a continuagao de solucoes periddicas com uma das simetrias e proximas a
solucoes elipticas do problema de Kepler. Em todos os resultados, obtemos solucoes periodicas
simétricas com periodo fixo, o mesmo da solugao Kepleriana associada.

No capitulo 5, demonstramos um resultado que caracteriza a solugao do Problema per-
turbado em coordenadas giratérias. Apos, enunciamos e demonstramos trés teoremas para
continuacao de oOrbitas circulares do problema de Kepler em coordenadas giratérias para per-
turbagoes simétricas do tipo (2). Nestes teoremas, todas as soluges periodicas obtidas tém
periodo conhecido, o0 mesmo da 6rbita Kepleriana associada. Por tltimo, apresentamos mais
trés teoremas para continuacao de orbitas elipticas do problema de Kepler em coordenadas
giratorias a fim de obter solugbes periddicas simétricas do problema (2). Ao contrario dos casos
anteriores, neste ltimo, nao somos capazes de obter solucoes peridédicas com o mesmo periodo
da solugao Kepleriana.

No capitulo 6, apresentamos duas aplicacoes de sistemas Hamiltonianos simétricos planares
que sao perturbacoes do problema de Kepler. Como uma perturbacao do problema de Kepler
classico, apresentamos o problema generalizado e anisotropico de dois corpos com potencial
de Buckingham. Este problema consiste em uma perturbacao do problema de Kepler que
descreve a interacao entre a&tomos, considerando um potencial Coulombiano com carga negativa
e um potencial de Buckingham anisotrépico generalizado, onde a anisotropia é tratada como
um pequeno parametro. Como o problema nao é invariante por rotacoes em torno do eixo z,
utilizamos os resultados do capitulo 4 e provamos a existéncia de 6rbitas periédicas e simétricas
deste problema, proximas a solucoes circulares e elipticas do problema de Kepler. Para as
perturbacoes do problema de Kepler em coordenadas giratorias, consideramos o problema de um
disco circular nao homogéneo com densidade de massa radial que estd girando com velocidade
angular constante. Introduzindo um parametro perturbador (o raio do disco), o problema que
descreve o movimento de uma particula atraida pela forca gravitacional devido ao disco massivo
é descrito por um sistema hamiltoniano cuja fun¢do hamiltoniana é do tipo dada em (2).

No capitulo 7, apresentamos alguns resultados técnicos que sao indispensaveis para aplicacao
dos resultados do Capitulo 6. Estes resultados, fornecem a expressao para a norma do vetor
posicao da particula no problema perturbado em uma vizinhanca de uma solucao circular do

problema de Kepler e em coordenadas de Poincaré-Delaunay.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos bésicos necessarios para a compreensao dos
resultados das segoes posteriores, como Sistemas Hamiltonianos, Transformacoes simpléticas e
Funcoes geradoras.

Iniciamos este capitulo com defini¢oes e exemplos de sistemas Hamiltonianos, descrevendo os
principios basicos que regem os mesmos. A principal caracteristica de um sistema Hamiltoniano
é conservacao de energia, propriedade essencial para compreender as caracteristicas das 6rbitas
periddicas em sistemas fisicos. Isso se da pois a funcao Hamiltoniana do sistema descreve a
energia total do mesmo e é preservada ao longo do tempo.

Apois isso, estudaremos as transformagoes simpléticas, e por dltimo as fun¢oes geradoras.
As transformacoes simpléticas desempenham um papel muito importante na preservacao das
propriedades dinamicas dos sistemas Hamiltonianos, enquanto que as fun¢oes geradoras desem-
penham um papel crucial na formulagao das transformagoes simpléticas .

A principal referéncia utilizada neste capitulo foi [20].

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Nesta secao vamos estudar conceitos e resultados basicos sobre sistemas Hamiltoniandos.

Definicao 1.1 Um sistema Hamiltoniano (equagoes do movimento) em R** é um sistema de

2n equacoes diferenciais ordinarias erpressas por

q = OH

=
1.1
. OH (1.1)

p - aq )

onde a fungio H = H(q,p,t) € uma funcao diferencidvel definida no conjunto aberto Q) =
R™ x R" x R. A fun¢do H é chamada de fun¢do hamiltoniana, os vetores q = (qu,...,dn) €
p = (P1,-.-,Pn) SG0 05 vetores posicdo e os vetores momentos, respectivamente, o inteiro n

positivo € o grau de liberdaade do sistema et geralmente representa o tempo.

O espaco de dimensao n onde estao definido os vetores posicoes é dito ser espaco de configuragao

e o espaco de dimensao 2n onde os vetores posicoes e os vetores momentos entao definidos é o



espaco de fase. Os vetores q e p sao conjugados: p é conjugado a q. Sejam

OH
_ (4 _ (0 I V.Y — VY —
Z_<p)’ J_(—Hn 0)’ VIS

0z
onde 0 é a matriz nula de ordem n e [, ¢ a matriz identidade de ordem n. O sistema (1.1) pode

oM

322n

ser reescrito da forma

T
z=JVH(z,t) ou z=1] <%—Z> : (1.3)

A matriz J apresenta as seguintes propriedades:
i) é anti-simétrica pois J© = —J,

ii) é ortogonal pois J© = J~,

iii) J? = —T, e det J.

O teorema de existéncia e unicidade de EDOs nos diz que para cada (o, 2o) € €2, existe uma
tnica solu¢do z = ¢(t,ty,z) de (1.3) definida em ¢ numa vizinhanga proxima de t, satisfazendo
a condicao inicial ¢(tg,t0,20) = Zo- A fungdo ¢ tem como dominio uma vizinhanga aberta O
de (to,to,20) € R*"™2 e como contradominio o conjunto R*".

O sistema (1.3) é dito ser auténomo quando H nao depende de t e é dito ser ndo auténomo

quando H depende de t. Para os sistemos autonimos vale a igualdade

Sp(t - th 07 ZO) = QD(t(), tOv ZO)a

pois ambas satisfaz a equacao (1.3) com a mesma condi¢ao inicial. Dessa forma, podemos
assumir qua a solucao nao depende de ¢y e a escrevemos meramente como ¢(t,zg) jA que
©(0,20) = 0. As solugbes, que chamamos de 6rbitas, sdo descritas como curvas parametrizadas
em Q C R*, e o conjunto Q é o espaco de fase. Agora, introduziremos o conceito de integral

primeira de um sistema Hamiltoniano (1.3).

Definicao 1.2 Uma integral primeira para o sistema (1.3) € uma funcao de classe C* (ou
suave) H: Q — R, onde Q é um conjunto aberto de R®", que é constante ao longo das solugoes

do sistema (1.3), isto é,

dH
%(go(t,zo)) =0, para todot € I C R, (1.4)

onde p(t,zo) € a solugao do sistema (1.3) com condi¢ao inicial ¢(0,2z¢) = 0.

Suponhamos que o sistema (1.3) seja auténomo. Isso implica que a fun¢ao Hamiltoniana H

é uma integral primeira, pois

e P Dy S5 (g DLy S (o i
g~ Op~ S/ \dq;  Op; ) “=\0qidp; Op;da ’

=1



para todo t. Dessa forma, H é uma quantidade conservada ou uma constante de movimento.
Quando isso contece dizemos que o sistema Hamiltoniano (1.3) é conservativo, e H representa

a energia do sistema. A superficie (ou variedade) de energia é representada pelo conjunto

Yn={(q,p) €U / H(q,p) = h}, (1.5)

onde h é um valor real arbitrario. Como H é uma integral primeira entao as solucoes es-
tao contidas numa superficie de energia, ou seja, se (q(t), p(t)) é uma solugao de (1.3) entdo
H(q(t),p(t)) = h, onde h pode ser qualquer valor real dependendo da solucao. Isso implica
que Y, € um conjunto invariante. O conjunto >, é chamado de superficie de energia porque
o espago de fase dado por esse conjunto pode nao ser um espago euclidiano, como uma esfera,
um toro, ou outra variedade diferencidvel que tenha estrutura nao euclidiana. Em um sistema
autonomo uma solucao z; é de equilibrio se, e somente se, ¢ um ponto critico de H , ou seja,
VH(z;) = 0. Em um sistema nao auténomo, uma solugao z; é de equilibrio se VH(z*,t) = 0
para todo t.

Vamos terminar esta secao com um exemplo de sistema Hamiltoniano. No capitulo 2 vamos

estudar com mais detalhes um sistema Hamiltoniano classico.

Exemplo 1.1 Oscilador nao-linear forcado FEste problema fundamenta-se no estudo de
sistemas massa-mola, sem amortecimento, no qual € aplicado uma for¢a externa g(t). Dessa

forma, a equacao do movimento € dada por

i+ flx) =g(t) (1.6)

onde x € um nudmero real e f,qg sao funcoes reais diferencidveis. Esse sistema Hamiltoniano
¢ dito ser linear se a funcao f(x) é linear, e € ndo linear caso contrdrio. Suponhamos que o
sistema seja nao linear. Assim, a funcao Hamiltoniana associada a este sistema é dada por

H=H(r,y.1) = 5" + Fla) — 2g(1)

ondey =1 e F(x) = /x f(s)ds. Listamos a sequir, alguns exemplos destes sistemas:
(1) O oscilador harménoico C I+ wir =0,
(ii) O problema do péndulo : 6 + sen = 0.
Quando o sistema tem amortecimento, existe um fator da forma v na equacao de sequnda
ordem. Um exemplo deste sistema é:

i) A equacao de Duffing: &+ & + ax® = coswt.
(iii) A equag g

Exemplo 1.2 Oscilador Harménico Consideremos uma massa m presa a uma mola. A lei
de Hooke nos diz que a for¢a F que a mola exerce sobre a massa é diretamente proporcional
ao deslocamento x da mola apartir do ponto de equilibrio. Como a for¢ca F estd no sentido
contrdrio ao deslocamento, temos que F' = —kx, onde k > 0 € a constante de elasticidade da

2

mola. Fazendo k = w* e aplicando a sequnda lei de Newton temos

&= —w’x. (1.7)



A funcao Hamiltoniana associada a este sistema € descrita por

w
H = 7‘[($,y) = 5(172 + y2)7

onde y = L
w

1.1.1 Sistemas Hamiltonianos Lineares

Um sistema Hamiltoniano linear é um sistema com 2n equacoes diferenciaveis ordinarias repre-

sentado por
z=JV,H(z,t) =15(t)z = A(t)z (1.8)

onde a fun¢ao Hamiltoniana é dada por

H="H(z,t) = %ZTS(Zf)Z, (1.9)

e as matrizes S e A sao definidas por

S = ST € Monyon(R) e A(t) = JS(1).

A fungao Hamiltoniana H definida em (1.9) é uma forma quadratica em z € R?", onde os coe-
ficientes sao continuos em t € I. Se a matriz S é independente de ¢, H tambem ¢ independente

de t e , consequentemente, H é uma integral primeira para o sistema (1.8).
Definigao 1.3 Uma matriz A € Moy, (R) é Hamiltoniana se, e somente se, ATJ + JA = 0.
Um resultado que da uma caracterizagao das matrizes Hamiltonianas é o seguinte teorema:
Teorema 1.1 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A é Hamiltoniana.

(ii) A=JA"]

(1ii) A=JR, onde R € simétrica.

(1v) JA € simétrica.
Demonstragao: O fato de que (i) implica (i7) segue da propriedade J? = —1Ij,, de fato

ATJ+JA=0 = AT]=-JA = JA"] = - JPA= —(-TIp)A=A
Para mostrar que (44) implica (4i), vamos tomar R = ATJ. Observemos que
RT =J'A=-J(JA"]) = AT] =R,

Assim, A = JR, e R é simétrica.

Agora, vamos mostrar que (iii) implica (iv). Observemos que JA = J?R = —R. Assim, JA é
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simétrica.

Por tltimo, mostraremos que (iv) implica (i). Como JA é simétrica, temos que
JA=JAT = AT]T = —AT] = ATJ+JA=0
Portanto, A é Hamiltoniana. [

A matriz dos coeficientes de um sistema Hamiltoniano linear é uma matriz Hamiltoniana. Esse
resultado advem do tltimo teorema e das defini¢oes de sistemas Hamiltonianos.

Apresentamos a seguir um resultado importante de sistemas Hamiltonianos lineares:
Proposicao 1.1 O polinémio caracteristico de uma matriz Hamiltoniana € uma funcdo par.

Demonstracao: Seja
p(A) = det(JS — A\J), (1.10)

o polinémio caracteristico da matriz Hamiltoniana A, onde A = JS e S é uma matriz simétrica.

Agora, provaremos que p é par. De fato

p(\) = det(JS — Ay,) = det(JS — Aly,)" = det(STJ" — Ay,)
= det(—SJ — My,) = det(J2S] + A1z, J) = det[J(JS + Aly,)J]
= det Jdet(JS + Ay,) det J = det(JS + Aly,)
= p(=A).

Essa proposigao nos diz que a equagao (1.10), contém apenas poténcias pares de . Assim,
se o polindémio caracteristico tem uma raiz do tipo A\ = a + i3, entao A = —a — i também
é raiz desse polinémio. Se 0 é um autovalor, entdo tem multiplicidade par. Como A é uma
matriz com coeficientes reais, entdo \ também é um autovalor de A. Portanto, se A é autovalor

de A entdo —\, A\, —\ também sdo autovalores de A.

Teorema 1.2 Sejam A e B matrizes Hamiltonianas de mesma ordem. Entao AT, aA (o € R),
A+ B e[A,B] = AB — BA também sao Hamiltonianas.

Demonstracao: A matriz A7 ¢ Hamiltoniana pois
(AT)TJ + JAT = AT+ JAT = (JATD)J + JAT = —JAT + JAT = .
Para mostrar que oA, é Hamiltoniana basta ver que
()] + J(aA) = a(AT] + JA) = 0.

Agora, como
(A+B)YJ+J(A+B)=(A"]J+JA) £ (B'J+1]B) =0,

segue que A + B é Hamiltoniana.

Por tltimo, mostraremos que o comutador [A, B] = AB — BA é uma matriz Hamiltoniana.
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Sejam A = JR e B = ]S, onde R e S sdo matrizes simétricas. Assim, [A,B] = AB — BA =
J(RJS — SJR) = JP. Como PT = STJTRT — RTJTST = —SJR + RJS = P, segue que [A, B]

é Hamiltoniana. -

O comutador [A, B] é chamado de Colchete de Lie entre A e B. Por este teorema, o conjunto
sp(n,R) = {A € M,xn,(R) / A es Hamiltoniana} é um &lgebra de Lie.

Agora, determinaremos algumas condi¢oes para que uma matriz seja Hamiltoniana.
Primeiro faremos para o caso simples, quando a matriz tem ordem 2. Observemos que

se A= (¢ b , entdio ATJ+JA = 0 ato ,
v 0 —a—90 0

isso implica que uma matriz A de ordem 2 é Hamiltoniana se, e somente se, seu trago é nulo.

No caso de uma matriz de ordem 2n, escrevendo as entradas da matriz em forma de blocos,
temos que
—a—d' bT —b

T T
seA:(CCL Z),entéo ATJH—J]A:(C ¢ “ +d)

Por estas informacoes obtemos o seguinte resultado:

a b

Proposicao 1.2 A matriz A = (c d) € Ma,x2,(R) é Hamiltoniana se, e somente se, b e ¢

sao simétricos e at +d = 0.

1.1.2 Sistemas mecanicos

Os sistemas mecanicos sao sistemas Hamiltonianos conservativos representados pelas equacgoes
= vv(a) (1.11)

onde V: R"\ S — R é uma funcao diferenciavel e S representa o conjunto das singularidades
de V. A funcao V é chamada de funcao potencial. A funcdo Hamiltoniana associada a este

sistema ¢ dada por
1
H = H(a,p) = 5lIpl* V(@) (112

Como foi dito anteriormente, a variavel q é a posicao do corpo e a varidvel p ¢ o momento. O
conjunto R™\ S é o espago de configuracao e M = R"\ S x R™ é o espaco de fase correspondente
ao fibrado cotangente da variedade R™ \ S.

Como a fun¢ao Hamiltoniana (1.12) é uma integral primeira para o sistema (1.11), ela define

um conjunto invariante definido por

Yp={(q,p) € R"\ S) xR"/ H(q,p) = h} (1.13)

para cada h real. Se cada h real ¢ um valor regular para H, entao, aplicando o Teorema do
Valor Regular, o conjunto ¥, é uma variedade diferencidvel de dimensao 2n — 1, ou seja, é
uma superficie de energia constante. Desse modo, se considerarmos as equacoes definidas pela

fungdo Hamiltoniana H dado por (1.12) como um campo vetorial sobre 3, entdo podemos



reduzir a dimensao em uma unidade. O fato da energia cinética ser nao negativa implica que,
sobre ¥j, temos —V(q) < h. Chamamos de regigo de Hill a projecao de X; sobre o espago
de configuragoes, ou seja, sao os pontos q que satisfazem a desigualdade anterior. Assim, se
(q(t),p(t)) € Lj é uma solugdo do sistema Hamiltoniano associado a H, entao, para todo ¢, q(t)
estd na regiao de Hill correspondente. Chamamos de conjunto de velocidade zero a fronteira
da regiao (—V = h), pois as coordenadas do momento p(¢) sao nulas. Para cada ponto q no

interior da regido de Hill, temos uma esfera contida no momento p(t) definida por
Lo
0 < 5llpll® = h+V(a). (1.14)

O sistema mecanico associado com a fungdo Hamiltoniana H dada por (1.12) é descrito pelas
equacoes
q= p,
(1.15)
p= VV(q)

A seguir apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 1.3 As solugdes de equilibrio de um sistema mecanico (1.15) sao dadas por (qo, po)

onde qo € um ponto critico de V e pg = 0.

Sabemos que o diferencial de uma fung¢ao F': U C R™ — R é nulo ou é sobrejetivo. Assim,
o fato de que gradH(q,p) = (p, VV(q)), implica que DH(q,p) = 0 se, e somente se, p =0 e
VV(q) = 0. Isso mostra que (g, p) é uma solucdo de equilibrio do sistema mecanico(1.15).

Seja qp um ponto critico de V e seja h* = V(qp). Dessa forma, obtemos o seguinte resultado.
Teorema 1.4 Se h # h* entao Xj, € uma subvariedade diferencidvel de M.

Um campo de vetores de classe C¥ em W é um aplicacao X: W C R® — R" de classe C*.

Seja R: R" x R" — R™ x R" dada por R(q,p) = (q, —p) uma reversibilidade ou involuc¢ao
reversa, e seja X: U C R*™ — R?" um campo vetorial de classe C*. Vamos mostrar que um
sistema mecanico sempre admite uma involucao reversa. De fato, como R é um isomorfismo

que satisfaz R? = R, temos que

(% ° R) (q,p) = (2—7;, —%—Z) o R(q,p) = (a—?(q, —p),—%—Z(q, —p)) = (-p,VV(a))

- (Ro %) (q,p) = —R (%(q, pP); —g—Z(% p)) =— (%(q’ p); g—Z(q, p)) = (-p, VV(a)).

dX
Isso mostra que T oR=-Ro 7Tk Portanto,

Teorema 1.5 Todo sistema mecdnico (1.15) € reversivel ou admite a involugdo reversa,

(qa | o3 t) - (qa -Pb, _t)
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1.2 Transformacoes Simpléticas

As transformacoes simpléticas tém uma grande relevancia na teoria dos Sistemas Hamiltonia-

nos,pois sao uma mudanca de coordenadas que preserva a estrutura hamiltoniana.

1.2.1 Matrizes simpléticas

Inicialmente estudaremos as transformacoes simpléticas lineares, que representam a forma mais

simples de uma transformacao simplética.

Definicao 1.4 Uma malriz T € Mo,xon(R) € dita ser simplética com multiplicador u, ou p-
simplética se

TYIT = 1uJ (1.16)

onde € R\ {0} é uma constante. Quando p =1, dizemos que T' é simplética.

Observemos que se T é uma matriz simpléctica, entao satisfaz (det T')> = 1. De fato, temos
det(TTJT) = det] = detT" detJdetT =1 = detT detT =1 = (detT)* = 1.

Posteriormente, mostraremos que o determinante de todas as matrizes simpléticas é igual a 1.

Representamos por Sp(n,R) o conjunto de todas as matrizes simpléticas em Moy, o, (R).
Teorema 1.6
(i) Se T ¢ u-simplética, entao T € nao singular e T~ = —p~1JTT];

it) SeT e R sio jn e v simpléticas, respectivamente, entio TT , T~' e TR sdo p, p~' e pv
M Hy 1 M

simpléticas, respectivamente.
Demonstragao: (i) Seja T p-simplética, ou seja, T7JT = pJ. Desta forma, temos
det(TTJT) = det uJ = detTTdetJdetT = p*"det] = (detT)? = p** = detT = +1.
Isso mostra que T é ndo singular. Agora, manipulando a equacao (1.16) temos que
TIT =pd = T =) JT7" = T =pl?*T = JT7) = T = Tt = -1 JT77,

e concluimos a demonstracao desse item.
(i1) Percebamos que podemos reescrever a expressao 7! = —u~1JT7] como TT = —pJT71].

Agora, mostraremos que T7 é p-simplética. De fato, temos que
(THTITT = TITT = TI(—pJT']) = —pTIT'] = pTT '] = pl,
isso mostra que T7 ¢ p-simplética. A matriz 7% é p~!-simplética pois

(T=)IT = (T I =p TN = —p ()P = (T T = 7'
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Por dltimo, mostraremos que T'S é pv-simplética. Com efeito, temos que
(TS)TJ(TS) = STTTITS = STpJS = psS*JS = uvd,
e assim concluimos a demonstracao. n

Este teorema nos diz que o conjunto Sp(n,R) é um grupo, além do mais, ¢ um subgrupo

de GL(2n,R). Para as matrizes de ordem 2, consideremos a matriz

_ (o B
T (7 5).
Observemos que

(ot AT 0 1\ [(a B\ 0 ad — [y
= (e 3) (5 0) G 8= (o 0"

Assim, a matriz T é simplética se, e somente se, ad — Sy = 1, ou seja, se det T' = 1. Portanto,
as matrizes de ordem 2 sao simpléticas se, e somente se, possuem determinante igual a 1. Dessa
forma, uma matriz simplética representa uma tramsformacao linear que mantém orientacao,
area e volume.

Para as matrizes de orden 2n, consideremos a matriz em forma de blocos

Observemos que
T — al T 0 L\ [(a b\ [(a'c—cla ad—c"b
A\ dT -1, 0 c d)  \be—d"a b'd—d"b)"
A matriz T sera simétrica se a’c = cT'a, b'd =d'b e a¥d— c'b = pl. Além disso, sua

inversa seri a matriz

-1 _ 1 T -1 0 ]In CLT CT 0 ]In 1 dT —bT
== Iy =—p (—I[n 0 bt d” —-I, O —H ' dt )

Apartir destas informacdes obtemos o seguinte resultado:

r= (¢ )

¢ pu-simplética se, e somente se, as matrizes a’c e bT'd sio simétricas e a’d — c'b = pll,,. Além

Proposicao 1.3 Uma matriz

disso, sua inversa € dada pela matriz

dt ="

1 _ -1

T =p (_ a T ) :

Consideremos o sistema Hamiltoniano linear (1.8). Seja 7" uma matriz p-simplética. A

matriz T induz uma mudanca de coordenadas da forma ( = T'z. Dessa forma, temos que
(=T:=TAz =TAT 'Tz = TAT (.
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A matriz TAT ™! é Hamiltoniana pois
(TAT )]+ J(TATY) = (T-YTATTT] + JT AT
= —pu YJTTNHTATTT] — p N JTAITT]
= —p YJTJATTT] — = JTAJTT]
= —p ' JT(JAT + AD)TT]
= 0.

Portanto, a equacao
(=TAMT™, (1.17)

representa um sistema Hamiltoniano linear. Assim, mostramos que uma mudanca de coordena-
das proviniente de uma matriz p-simplética envia sistemas Hamiltonianos lineares em sistemas
Hamiltonianos lineares.

Como (1.9) ¢ a funcdo Hamiltoniana do sistema (1.8), a funcao Hamiltoniana associada ao

sistema Hamiltoniano linear (1.17) é dada por

MG 1) = 3¢S

no qual
TAHT ' =JS8(t) & S(t) = —IJTANT " = p ' JTAR)ITT .

A seguir, apresentamos um resultado relevante que caracteriza a matriz fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear.

Teorema 1.7 A matriz fundamental Z(t,ty) do sistema Hamiltoniano linear (1.8) € simplé-
tica para todo t,ty € I. Reciprocamente, se Z(t,ty) é uma fun¢ao diferencidvel de matrizes

simpléticas, entao Z € a matriz fundamental de um sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragio: Seja U(t) = Z(t,t0)TJZ(t,ty). Como Z(tg,ty) = I, segue que U(ty) = J.

Derivando a funcao U (%), temos que
Ut) =212+ 7717 = (AZ)TIZ + ZTJ(AZ) = ZTAT)Z + ZTJAZ = ZT(AT] + JA)Z = 0.
Logo, U(t) é constante, consequentemente, U(t) = J para todo t € I. Portanto, temos
Z'1Z =1.
Reciprocamente, vamos supor que Z2JZ = J para todo t € I. Derivando obtemos

77172+ 72737 = 0.
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Dessa forma, temos que
(ZZYWI+0(227Y=(z Y2 1 +1z271
A AR A VAR S VAN R VAR VAV A
= (2N Z"IZ2+ 7273 2) 72
= 0.

Isso implica que A = ZZ~' é uma matriz Hamiltoniana, e multiplicando ambos os lados desta
igualdade obtemos Z = AZ. [

A

Corolario 1.8 A matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, e é uma matriz

simplética para todo t € R.

Demonstracao: Consideremos um sistema linear Z = AZ, onde A é uma matriz constante.

A(t—to)

Observemos que Z(t,ty) = e ¢ uma matriz fundamental deste sistema. Pelo Teorema

(1.7), A é uma matriz Hamiltoniana se, e somente se, a matriz Z(t,ty) é simplética. n

1.2.2 Espectro de matrizes simpléticas

Proposicdo 1.4 Seja T uma matriz simplética. Se \ é um autovalor de T' entio A\~' também

€ um autovalor.

Demonstraciao: Seja 7' uma matriz simpléctica, logo TT = —JT71], e seja A um autovalor

de T'. Dessa forma, temos que
p(\) = det (T — My,) = det (TT — Alb,) = det (—JT'J + \JJ)
=det J(—=T !+ My,)J =det J det (=T~! + Aly,)det J
— det ()\T‘l (T — /\_1112n)> — N2 det T det (T — A'Lpy)
= £Np (A7),
Como py(A\) = 0, segue que p;(A~!) = 0 e, portanto, A\™! & autovalor de T, n

A Proposicao 1.2.2 nos diz que se uma matriz simplética real possui um autovalor A\, entao —\,
A1 e —\7! também sdo autovalores. Alem disso, A™! tem a mesma multiplicidade de A, e, se
1 e —1 sao autovalores, entao possuem multiplicidade par. Diante disso, obtemos o seguinte

resultado:

Proposicao 1.5 O determinante das matrizes simpléticas é igual a 1.
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1.2.3 Transformacgoes simpléticas

Definicao 1.5 Seja U um subconjunto aberto de R** ou C**. Uma transformacdo de coorde-

nadas E: U x I — R* (C?") ¢ dita ser simplética ou candnica se para cada t € I fizo, E é um

(aa—f(z,t)) Jg—f(z,t) = J. (1.18)

difeomorfismo satisfazendo

Representaremos por ( = F(z,t) a mudanca de coordenadas simpléticas, e por z = Z(E(z,t),t) =

Z(¢,t) sua inversa. Além disso, utilisaremos a notagao

(Q,P) = E(z,t) = E(q,p,t). (1.19)

As transformacdes simpléticas lineares sao importantes pois mantém a estrutura Hamiltoni-
ana dos sistemas Hamiltonianos lineares. Observemos que, se definirmos a funcao transformada

por
H(C,t) = H((Q, P), 1) := H(Z(C, 1), 1), (1.20)
e fizermos U = E(U x I) temos que

. or OF .
C = E(Zat) + E(Zat)z
OE OF OH g
- S0+ Sy ()

— aa—f(z,t) + aa—f(z,t)ﬂ <%—?(C,t)aa—f(z,t)> (1.21)

OF OHT
=—(z,t)+J ac

ot
oFE
= IVAH(C 1) + 5 (28 la=z(c)

()

A notacao que utilizamos no segundo termo da expressao acima, significa que primeiro temos

que derivar em relacdo a t, e em seguida, aplicar em z = Z((,t). Observemos que se F nio

depende de t, entao temos que rTie 0. Neste caso, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.9 A transformacao de coordenadas simplética ( = E(z,t), que nao possui a de-
pendéncia de t, transforma o sistema Hamiltoniano (1.3) em um novo sistema Hamiltoniano
dado por

¢ =IVCH(C D),

onde a func¢ao Hamiltoniana H € definida por (1.20)
Agora, vamos analisar o caso onde a transformagao simplética (1.18) é dependente de t.
Para obter um resultado analogo ao anterior, vamos supor a propriedade topologica de que: o

conjunto

U :={CeR™ / (¢, t) eU x I} (1.22)
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¢ uma bola em R?" para cada t fixo. Nestas condicoes, mostraremos que existe uma funcao

diferenciavel R : U4 — R de forma que

OF
E(Z’t”z:Z(gt) = JV(R((,t). (1.23)

Portanto, apresentemos o seguinte resultado:

Teorema 1.10 Suponhamos que a transformacao de coordenadas E(z,t) = ((,t) € simplética
(pelo menos de classe C?) e, além disso, o contradominio U = E(U x I) salisfaz a propriedade
(1.22), entao E transforma o sistema Hamiltoniano (1.3) em um novo sistema Hamiltoniano,

cuja fungao Hamiltoniana é definida por
H(C,t) + R(C, ).

Demonstracao: Demonstraremos que a funcao diferencidvel R é o gradiente de uma funcgao
diferenciavel de valores reais. Mas, como U, ¢ simplesmente conexo, é suficiente mostrar ' que

a seguinte fungao

0*FE 0Z
r =J— - —
(C’t) Jataz (Z’t)|z—z(<7t) ac (C?t)
é simétrica, isto é, I' = I'T. Derivando a expressdo (1.18) em relacdo a t, obtemos
OPET OE OET 0*E
t))—I(z,1 1)) ——(z,1) =
5tz = W g (=0 g (@ D) g (1) = 0,

que pode ser reescrito como

OE~T O?ET 0*E OE!
5 (z,t) e (z,t)] —i—JataZ(z,t) 5 (z,t) = 0. (1.24)
OB 0Z . <
Como 5 (Z(¢,t),t) = 8_C(C’t)’ substituindo z = Z((, t) na expressao (1.24), obtemos
z
-T"+T =0
Portanto, temos I' = I'7. n

Se o conjunto U; nao for uma bola, o teorema anterior nao é valido globalmente. Dessa forma,
em cada ponto u de U existe uma fungido R satisfazendo (1.23), com R definida localmente
como uma tnica funcao de valores reais sobre todo U.

Observemos que podemos extender os resultados anteriores para as transformacoes pu-
simpléticas, definidas como difeomorfismos e utilisando a mesma notagdo das transformacgoes

simplécticas. Neste caso, a transformacao E deve satisfazer a propriedade:

(g—f(z,t)) Jg—f(z,t) _ . (1.25)

!Teorema. Seja F : O — R¥, onde O é simplesmente conexo (uma bola aberta por exemplo), entdo F = V f

se, e somente se, (‘3%) é simétrica
i/,
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ou, equivalentemente, a propriedade

(Z—f(gw) I52(6.0) = . (1.26)

onde p é uma constante real.
As transformacoes p-simpléticas também preservam a estrutura Hamiltoniana dos sistemas

Hamiltonianos. Substituindo a funcao Hamiltoniana H pela funcao Hamiltoniana

H(C,t) = pH(Z(C, 1), 1). (1.27)

tornam-se vélido os teoremas (1.9) e (1.10). Se suponhamos que E nao depende de T', entdo

temos que
: oF oE , ..
¢ = E(Z) + g(z)z

_ g—f(z)ﬂ (%—Z(z))T

OF 101, 0E, \"
- (5 05 w) (129
_ 1 o

MMJ ac (€)

oMT
= Ja—C(C)-

Isso mostra que a preservacao da estrutua Hamiltoniana é semelhante ao caso anterior. Apre-

sentaremos a seguir alguns exemplos emvolvendo as transformagoes p-simpléticas.
Exemplo 1.3 Consideremos z = (q,p) € R*". Seja

E:(q,p) — (Q,P) (1.29)

uma transformacao de coordenadas a qual independe de t, definida por

E(q,p) = (Q,P) = (aq, fp), (1.30)

onde a e B sao constantes reais nao nulas. Observemos que

o al, 0
5= ( ; Mn) . (1.31)
Assim, temos que

OE\" OE (oI, 0 0 L, [al, 0 0 I,
(5) Jg—<o mn) (—Hn o) o pr,) =g, o) =0 (132
Portanto, a transfomacao de coordenadas E é af-simplética.

Exemplo 1.4 Consideremos uma funcao Hamiltoniana autéonoma e analitica, que possui um

ponto critico na origem, dada por

1
H(z) = §ZTSZ + K(z),
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onde S € uma matriz Hessiana de H emz = 0 e K € uma funcao analitica no qual suas derivadas
parciais de primeira e seqgunda ordem se anulam na origem. Consideremos a transformacao de
coordenadas

E:z—w=c¢ 'z,

onde € € um numero real diferente de zero. Como

OF e 'L, 0
5 = ( 0 E_lﬂn) ) (133)

OE\" 0E (e, 0 0 L\ /'L, 0\
(E) JE_( 0 ell[n) (—Hn 0)( 0 61]17) =< (1.34)

2

seque que

Portanto, E é uma transformacao € *-simplética e a nova funcao Hamiltoniana H* é dada por

H(w) = E%”H(E_l(z)) = é?—[(ew) = 612 (%EQWTSW - K(ew))

(1.35)

1 1
= §WTSW + E—QK(ew).

Se escrevermos K em série de Taylor vemos que K € pelo menos de terceira ordem em torno da
origem, logo, existe uma constante real C' de modo que ¢ 2K (ew) = Ce para € suficientemente
pequeno e w numa vizinhanga da origem. Escrevemos isso como € *K(ew) = O(e). Assim,

reescrevemos (1.35) da forma

1
H(w) = §WTSW + O(e).
Exemplo 1.5 Consideremos a transformacao de coordenadas polares
Ei:RY x (0,21) > R* \ {(z,y) eR* |z >0 ey =0}

no plano, definida por Ey1(z) = E1(r, ) = (rcosp,rseny). Claramente Ey € um difeomorfismo,

além disso, satisfaz

OB (z)\" 128(2) _
=r].

0z 0z
Assim, a transformacao Ey € r-simplética. Todavia, se fizermos uma alteracdo na transforma-

cao E1, obtemos uma transformacao simplética. Com efeito, consideremos a transformacao de

coordenadas

Es(z) = Esy(r, @) = (vV/2r cos o, V2r sen ).

Assim, temos que

. . COS ¢
COS ¢ sen /27 sen
—r 1 ¥
(aExz) )T 2B _ [ A Jar ! v2r _J
sen ¢ :
0z 0z —V2rseny +/2rcosy -1 0 o V2rcos g

As coordenadas simpléticas r, o sao chamadas de coordenadas a¢do-dngulo. Em um sistema
Hamiltoniano com n graus de liberdade também podemos aplicar uma transformacao de coorde-

nadas a¢ao-dangulo. Se as coordenadas cartesianas $ao (T1,...,Tn,Y1,--.,Yn), basta definirmos
T; =V2r;cosp; e Yy =+2riseny;, parai=1,... n.
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1.3 O colchete de Poisson

Definicao 1.6 Sejam F(z,t) e G(z,t) fungoes reais diferencidveis (de classe C*) definidas no
aberto  C R*". Definimos o colchete de Poisson entre F' e G pela aplicagio {F,G},: 2 — R
dada por

T " (OF 0G  OF 0G
F;G V4 Z,t — VZF Z,t JVZG Z7t e <__ _ )
{F,Gl(z.1) = (VoF(2.1)) (.1) Z e

Observemos que um sistema Hamiltoniano pode ser reescrito em termos do colchete de

ij = {ijH}a
{Zﬁj = {p;, H}. (139

Consideremos a mudanca de coordenadas simpléticas z — ( = E(z,t) e sua inversa ( — z =
Z(¢,t). Definindo

Poisson por

F((t)=F(Z((1).t), e G(C1)=G(Z((1)1),

temos que

(F.axn= (VFGH) 1931

0z

gfu sz<Z<c,t>,t>) 3(Ge6n) vtz o

(VF
= (V.F(z >)T( PRy ( (¢ t))T) VG(Z(C1).1) (
(v.F

0.1)) IV.G(Z(C, 1)1
= {F7G}Z(Z(C7t)’t)'

Isso implica que o colchete de Poisson ¢ invariante por transformacoes de coordenadas simplé-

1.37)

ticas. Como consequéncia isso, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 1.11 Uma transformacao de coordenadas simpléticas preserva o colchete de Poisson.

Consideremos novamente uma transformacao de coordenadas simpléticas z — ¢ = E(z,t)

e, chamaremos de (; = F;(z,t) a i-ésima coordenada da transformacao £. Como

oF _ (OF
= 1.
p —J (8z) =1, (1.38)
em termos das coordenadas, temos que
{Ei, E;} = Jij, (1.39)

onde J = (J;;). Fazendo uso das coordenadas classicas ( = (@, P), onde Q; = Q;(q,p,t) e

P, = P(q, p,t), reescrevemos as equagoes (1.39) da seguinte forma:

{Qia Q]} = 07 {1317 P]} = 07 {QU ]DJ} = 6ij7 (140)
onde d;; ¢ a fun¢ao delta de Kronecker. De acordo com estas informagcoes, obtemos o seguinte

resultado:
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Teorema 1.12 A transformacio z — ( = E(z,t) € simplética se e somente se, as equagoes
(1.39) e (1.40) sao vdlidas.

Agora, vamos supor que F' é uma integral primeira associada ao sistema Hamiltoniano (1.1),

isto é, I’ é constante ao longo das solugoes deste sistema. Dessa forma, temos que

0= %F(z(t)) = %F(q(t),p(t))

= 3 (Gotattp(0) d(0)+ 5 (alo) ) 1))

= > (Zatpen P @t p0) - 2Lt oty 2o, pi)
- 0q; Ip; Op; 94

= {F. H},(a(t),p)).
Portanto, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.13 F' ¢ uma integral primeira para o sistema Hamiltoniano (1.1) se, e somente

se, {F,H}, =0 ao longo de cada solugao.

1.4 Funcoes Geradoras
Fazendo z = (¢q,p) € R*", definimos a forma simplética canonica por

Q:qui/\dpi = dq A dp.

i=1

n

(2 é uma forma exata pois, se o = Z ¢‘dp’ = qdp, entdo da = dg A dp = w. Consequentemente
i=1

dw = 0 e w tambem é uma forma fechada.

Definimos uma transformagao de variaveis T : U C R*" — R*" por T'(¢, p) = (Q(q,p), P(q,p)),
onde as funcoes Q e P estao definidas em uma bola U C R?". A transformacao T é simplética

se, e somente se,
dgNdp=dQNdP < dgNdp—dQANdP =0 < d(qgdp— QdP)=0. (1.42)
Definimos a 1-forma o; = qdp — QdP. A 1-forma o, é exata se, e somente se,
oy = 01+ d(QP) = qdp + PdQ
é exata. De fato,
doy =dg Ndp+ qANd(dp)+dP ANdQ + P ANd(dQ) = dg N dp —dQ N dP = d(qdp — QdP)

. Portanto, a mudanca de coordenadas é simplética, se e somente se, cada uma das 1-formas
descritas abaixo é exata:
(

o1 = qdp — QdP,

oy = qdp+ PdQ = o, +d(QP),

o3 =pdq— PdQ = 05+ d(pq),

[ 04 =pdq+ QAP = o5 + d(PQ).
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Como a bola U C R?" & aberta, aplicando o lema de Poincaré — Uma forma é fechada se, e
somente se ¢ exata — temos que a transformacao de coordenadas é simplética se e somente
se, uma das fungées S; = S(p, P), Sy = Sa(p, Q), S5 = S3(q, @), Sy = Si(q, P) existe e satisfaz,
respectivamente,

dSl =01, dSZ = 09,
ng = 03, dS4 = 04.

Estas informacoes nos d4 uma maneira facil de construir coordenadas simpléticas. Suponhamos,

por exemplo, que existe uma fungao Si(p, P) tal que dS; = o;. Dessa forma

051 051
dS, o (p, P)dp + 5P (p, P)dP = oy
se e somente se,
851 8Sl
P) = —(p.P)= 0. 1.4

Portanto, se (1.43) define uma transformagao de coordenadas de (¢, p) para (Q, P), entao essa
tansformacao é simplética.

Agora, suponhamos que a matriz Hessiana de S; é nao singular, e consideremos um funcao
F :R?" x R — R" definida por

05,
Flg,p, P) = 222 (p, P) — ¢ =
(¢,p, P) o (p,P)—q
. 08 0?S
Seja ¢y = a_pl<p0’P0) de modo que det (67])—8;3@0’]30)) # 0. Como DpF(qo,po, Po) =

0?8

ﬁ(pmqo), entao aplicando o Teorema da Funcao Implicita, escrevemos P = P(q,p) em
P

uma vizinhan¢a de (po, qo) com Py = P(qo,po). Substituido a expressdo de P na expressdo

Q = —a—%(p,P)7 obtemos (Q = Q(q,p) = —a—Pl(p,P(q,p)) Assim, procedendo de forma

analoga com as expressoes 0j, J = 2, 3,4, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.14 As sequintes mudancas de variaveis definem uma transformacao local de co-

ordenadas simpléticas:

q= %—5];1(1?, P), Q= —%(p, P) quando g;%(p, P) é ndo singular
q= %(p, Q), P= g—i;(p, Q) quando ;;522 (p,Q) € nao singular
p= %—ig(q, Q), P= —aa—i;(q, Q) quando 5;52’2((], Q) € nao singular

p= %—%(q, P), Q= %(q, P) quando 555;3((1’ P) € nao singular.

Cada uma das funcoes S; (j = 1,2, 3,4) é chamada de funcao geradora .
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1.4.1 Exemplos de fungoes geradoras

2
Exemplo 1.6 Seja S2(p, Q) = pQ, logo Z?apéfz)(p’ Q) = I € nao singular. Assim, podemos
definir uma transformacao de coordenadas simplética (q,p) — (Q, P) por
852 aSZ
= — — P - ___Z —
q @Jn@ Q, 50 P

A aplicacao (q,p) — (Q = q, P =p) € a aplicacio identidade.

Exemplo 1.7 (Transformacoes de Mathieu). Suponhamos que existe uma transformag¢ao

Q = f(q) com f: R" — R" de modo que 8_q seja invertivel. Esta transformacdo pode ser
extendida a uma transformagao simplética definida por Sy (como no teorema 1.14) da seguinte
forma:

Si(a. P) = f(a)" P,
ou seja,

(@.p) = (@ — (@), P = Z—ﬁ@%) .

Exemplo 1.8 (Coordenadas polares). Sejam (z,y) as coordenadas usuais no plano e

(X,Y) seus momentos conjugados. Vamos fazer uma mudanca de varidveis, vamos passar

das coordenadas usuais no plano para coordenadas polares (r,0) e extender esta tansformagao

a uma mudanca de coordenadas simpléticas. Sejam (R,©) as varidveis conjugadas de (r,6).
of

Fazendo q = (r,0) e Q = f(r,0) = (rcost,rsent) := (z,y) temos que 5 € invertivel. Assim,

aplicando a transformagdio de Mathieu com p = (R,0) e P = (X,Y'), temos que
S = S4(q, P) = f(¢)" P = Xrcos + Yrsend,

€ assim,

(x = E =rcosf
S 0X ’
Yy = @ =rsenf
(?; - (1.44)
R=— = Xcosf+ Ysend = u,
or r
oS
\@ =25 = —Xrsenf +Yrcosf =zY —yX.

Suponhamos que uma particula de masa m se move num plano, assim temos que X = mx e
Y = my sao as componentes do momento linear nas direcoes de x e y. Dessa forma, R = mr

¢ 0 momento linear na direcdo de v, e © = may — myiz = mr20 é o momento angular. A

) sen 6,
) cos 0.

transformacao inversa € dada por

X =mi=mrcost —mrlsent = Rcosf — (

(1.45)

SO 3@

Y = my = misenf +mrfcosd = Rsenf + (
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Um exemplo de aplicacao de coordenadas polares simplécticas é o problema de Kepler no plano.

Utilizando as notagoes acima, a fun¢ao hamiltoniana associado a este problema é dado por

1 1 1 Sk U
H=-(X*4Y})—- —— == S [ 1.4
oy - g (e ) - (146

Como H ¢ independente de 0, esta é uma varidvel ignoravel, logo © € uma integral primeira.

As equacgoes do movimento do problema de Kepler no plano, nestas varidveis sao dadas por

P = R, 9‘:92
.
| o | (1.47)
e 91 ooy
r r
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Capitulo 2

O Problema de Kepler

Neste capitulo, abordaremos o problema de N-corpos e o problema de Kepler classico. O
problema de N-corpos, aborda sistemas com trés ou mais corpos celestes interagindo gravitaci-
onalmente. Ja o problema de Kepler, formulado pelo alemao Johannes Kepler no século XVII,
descreve o movimento de dois corpos que interagem de forma gravitacional em um plano. As so-
lugoes deste problema sao 6rbitas conicas, que podem ser elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas,
dependendo de algumas condig¢oes do sistema.

Nese capitulo, iremos determinar as solucoes do problema de Kepler coordenadas especi-
ais que permitem obter solugbes ( circulares e elipticas) de maneira muitos simples. FEstas
coordenadas sao chamadas de coordenadas de Delaunay e Poincaré Delauany.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [20] e [10].

2.1 O problema de N-corpos

Neste capitulo formularemos o problema de n corpos e reescreveremos o mesmo como um
sistema Hamiltoniano.

Consideramos o movimento de N particulas que se movem unicamente sob a acao mutua
gravitacional no espaco euclidiano R3. Seja a i-ésima particula cujo vetor posicao é ¢; e a massa
é m; positiva.

Pela segunda Lei de Newton, a soma das forcas que agem sobre uma particula é igual a massa
vezes a aceleracao da mesma, m;q;. A lei da gravitagao universal nos diz que a for¢a de atracao
gravitacional entre as particulas ¢ e j é diretamente proporcional ao produto das massas e

inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre eles, ou seja, a forca ¢ dada por

Hgﬁf’ﬁ% onde G = 6.67408 x 107''m3/sec’kg é a constante gravitacional. A direcdo dessa
i~y
forca, da particula ¢ a particula j, é dada pelo vetor unitario \\(gz:qug)ll‘ Apartir dessas informagoes
formulamos as equacoes do movimento que sao dadas por
N
midh = 2 lai—q;lP  da;’ 21)
J=1,i#j ! J !
onde o
m;m;
U= Y —= (2.2)
e a
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¢ o a funcdo potencial associada ao sistema de equagdes (2.1).

Seja M uma matriz diagonal de ordem 3N dada por
M = diag(my, my, mi, mag, Mo, My, . .., MN, My, My ),

e sejam q = (qq,...,qy) E R%V e Q = {q; € R® | q; = qj,para i = j}. Assim, (2.1) ¢ um
sistema de equagoes de segunda ordem em R3N \ Q.

Sejap = (P1,---,PN) € R3* tal que p = Mq. Dessa forma, p; = Mq; é o momento da i-ésima
particula.

Logo, reescrevemos as equagoes (2.1) da foma

&_87—[
mi_api’

Qi =
(2.3)

lai =l Oai’

N
) Gm;m;(q; — q; OH
p; = Z ]( Jj )_
j=1j#i

onde H =T — U ¢ a fungao hamiltoniana e,

N

N
lpal* 1 12
=S I - ldisl|%, 2.4
> G = 3 2ol 24)

=1

é a energia cinética.

2.2 O problema de 2-corpos e o problema de Kepler

Nesta secao, vamos particularizar o problema de n corpos para n = 2, e apartir deste, vamos
desenvolver toda a teoria do problema de Kepler,incluindo as anomalias excéntrica e verdadeira.

Para n = 2, as equagoes (2.1) sdo dadas por

. Gmims . Gmimes
midy = ————=(da — q1), Maqy = 7= (q1 — q2); (2.5)
a2 — aif? a1 — qaff?
onde a funcao potencial associada a este sistema é dado por
Gm1m2
Ulg) = — - 2.6
@ -l 29

Multiplicando a primeira equacao de (2.5) por ms, a segunda equagao por m; e subtraindo a

segunda da primeira, temos

mim (q _q.)__Gmﬂnzmg(q _q)_ Gmlmlmg(q _q)
PR e - P e -l
. G'myma(my +m2)(q )
= - 1~ Qq2).
lar — aof/?
Logo
. . G(my + my)
q1 —qQ2) = ——F7 7 (91 — d2)- 2.7
( 1 2) qu_q2”3 ( 1 2) ( )

25



Fazendo z = q1 — q2 ¢ p = G(my + my), de (2.7) temos que

G(my + my)

- q —q
T = &~ %)

Z =(d1—dqz) =

|12[°

(2.8)

A equagao (2.8) é chamada de o problema de Kepler. Agora, somando a primeira equac¢ao com

a segunda, obtemos

. Gmlmg
las — aul®
=0.

Gmim
-2 (‘h —Q2)

@-aq)+
(=) + 1 = (2.9)

miq; + mada

Fazendo C' = miq; + maqa, de (2.9) temos que C=0e integrando esta equagao obtemos que
a funcao C' é da forma

C = LyC + Cy, (2.10)

onde Lo e C sao as constantes de integragao.

Consideremos o problema de 2 corpos, no qual o primeiro corpo tem uma massa muito
grande, com sua posicdo fixa para a primeira aproximacao e, o segundo corpo tem massa
unitaria. O movimento percorrido pelo segundo corpo é descrito pelo problema (2.8). Se a

posicao deste corpo é dada pelo vetor q € R3, as equacoes que descrevem seu movimento sao

4=—r—=q, (2.11)
lall®
onde p = G(my + my). Definimos p = q e desta maneira, a equacdo (2.9) pode ser reescrita

como um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

q =p,
_ [ (2.12)
P =734
lall?
O sistema (2.12) é um sistema Hamiltoniano, cuja fun¢do hamiltoniana H é dada por
# =#H(qp) = B _ 2 213)
2 gl

Observemos que H é uma integral primeira do sistema. Além disso, existem outras duas

integrais primeiras, as quais sao

i. O momento angular A. Se uma particula possui vetor posicao q entao o momento angular
A da particula é definido por
A=qxq. (2.14)

ii. O wvetor de Laplace e definido por

u<e+ﬁh>:qu. (2.15)
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Mostremos que de fato o momento angular e o vetor de Laplace sao integrais primeiras. Ob-

servemos que

Azc’lxq+qxij:q><é'1:q><(—H(/:ng)zo. (2.16)

Isso mostra que A(t) = cte e, portanto, o vetor A é uma integral primeira. Para mostrar que e

é uma integral primeira, primeiro observemos que

i(q) ”qu_||<1H>q (qXQ)XinXqinA

lall lal> al® al® [lal® (2.17)

1/ u ) 1, 1d
u( llall? v ud< )

ou seja,

u% (i) - % (G x A). (2.18)

all
Integrando ambos os lados da equagao (2.18), obtemos a existéncia de um vetor e(constante de

integragao) de modo que

" <e + W) —gx A (2.19)

Isso mostra que e é uma integral primeira.
Mostramos anteriormente que o momento angular A é uma integral primeira, ou seja, é cons-

tante ao longo do movimento. Assim, se A = 0, temos

d A x 0 x
_(q): a_0xa_, (2.20)
lal lal lal
Logo q = ||q||w, para algum vetor fixo w € R3. Isso implica que a particula se movimenta

sobre a reta que tem direcao do vetor w, ou seja, o seu movimento é colinear. Neste caso,
se tomarmos a reta de movimento coincidindo com um dos eixos do sistema de coordenadas,
obtemos um problema com um grau de libedade.

Quando A # 0, os vetores q e p = q sao ortogonais a A e o movimento é descrito no plano
formado pelos vetores q e p, ou seja, no plano ortogonal a A, chamado de plano invariante.

Pondo um dos eixos na direcao de A, podemos escrever q na forma
q(t) =7 (cosf,senb,0). (2.21)

Logo,
p(t) = q =7 (cosf,senb,0) + 6 (—sen b, cos 6, 0) . (2.22)

Assim,
A=qgxp =r(cosf,send, 0) x (7* (cos@,senf,0) + rf (—sen 6, cos b, 0))
0,0, 720 ((cos )2 + (sen9)2)) (2.23)

= (0,0,7%0).
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Isso implica que
¢ = ||A]| = r26. (2.24)
Como a taxa de variacao da area varrida pelo corpo é dada por %9, entao a area Aq(t) varrida
por q(t), comegando em t, é dada por
t 29‘ t
Aq(t) — Ag(to) = / "0 = / Cat = St — 1), (2.25)
. 2 W2 2
A equagao (2.24) ou (2.25) é a equacao da segunda lei de Kepler,que nos diz que as areas

descrita pelo raio-vetor sao sempre iguais nos mesmos intervalos de tempo.

Consideremos a equacgao (2.19). Observe que podemos reescrever esta equacao como

_pxA _q

p — m (2.26)

e

Fazendo o produto interno dessa equagao com A,temos

<e,A>:<pXA7A>—<i A>:0. (2.27)

1 lall’

Quando A = 0, de (2.26) temos que e = —Tq]> 10go lell = 1 e e estd na reta que o corpo se

movimenta, pois j& mostramos que o movimento é colinear. Quando A # 0, o vetor e esti no
plano invariante.Vamos conciderar o caso em que A # 0.

Observemos que

q O N
<u (e+m) ,q> = o)+ @) = (e + )

(ax A,q) = (@ x (g xq),q) =(@xdqqxd) =|axdq|*=|Al*

Assim, fazendo o produto interno de (2.19) com g, obtemos

p(le.a) + llall) = Al

ou ainda )
c
(e,q) + |ldl| = " (2.28)
onde ¢ = || A||.
Quando e = 0, temos que ||q|| = % é constante. Como q = r (cosf,senf,0), entdo ||q| = r.

Assim, pela equacao (2.24) temos que

Isso implica que o corpo se movimenta em um circulo com velocidade angular constante quando
e=0.

Vamos supor que e # 0 e vamos por € = ||e||. Seja 7, 0 as coordenadas polares do corpo com
o angulo  medindo apartir do eixo positivo. Se g é o angulo entre o eixo positivo e o vetor e,

entao o angulo entre os vetores e e q é dado por f =6 —g.
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Sabemos que (e, q) = cos flle||||q|| = ercos f. Substituindo (e,q) por ercos f na equacao

(2.28) e arrumando-a covenientemente obtemos

/p

T:1+ecosf

(2.29)

Esta equagao, na forma polar, representa a primeira lei de Kepler. Observe que podemos

reescrever a equacao (2.29) da forma
2
r==e <— — 7 oS f) . (2.30)
Jits
A equagao (2.30) é a equacao da primeira Lei de Kepler, na forma generalizada, onde a particula

se move em uma conica de excentricidade €, com foco na origem, e tendo a reta d ortogonal ao
2

. . . N c A - c .
vetor e como reta diretriz localizada & uma distancia de — da origem. Observe que podemos
JLE

determinar se a orbita é uma elipse, uma hiperbole ou uma parabola através do valor de €, para
isso temos as seguintes condigoes:
i. Se ¢ =0, a 6rbita é uma circunferéncia;
ii. Se 0 < e <1, a 6rbita é uma elipse;
iii. Se e =1, a orbita é uma parabola;
iv. Se € > 1, a orbita é uma hipébole.

Agora vamos considerar o caso em que a Orbita é eliptica. Seja a o semi-eixo maior da elipse e

b o semi-eixo menor. Observe que de (2.29) para f = 0 e para f = 7 obtemos

A/ A/ A/ A/
ro = = e Tr = = .
7 1+4eos0 1+e¢ 14+ ecosm 1—c¢
Assim, temos que
2 2
ga= Sl
14+¢e¢ 1—¢€
€ a reescrevemos como )
a(l— ) ==, (2.31)
1

Seja P o periodo de uma o6rbita eliptica. A &rea descrita pelo raio-vetor de 0 a P, de acordo
com (2.25) é dada pela equagao

A(P) = gp. (2.32)

Seja ¢ a distancia do centro da elipse ao foco. Definimos a excentricidade e da elipse como
e = <. Como a® = b* + ¢?, substituindo ¢ = ae nesta equagdo, obtemos b = av/1 — €. A area

da elipse pode ser calculada pela equacao
A, = mab = 1a*V1 — €2, (2.33)
Assim, das equagoes (2.32) e (2.33) temos
gP = 1a’*V1 — 2,
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ou ainda,

? a?
Ia(l—e?)  PE (2:34)
Utilizando a equacao (2.31), reescrevemos (2.34) como
3
i a

A equagao (2.35) é a terceira lei de Kepler, onde o periodo orbital da particula é diretamente

proporcional ao cubo do semi-eixo maior da 6bita da elipse.

2.2.1 Anomalia excéntrica e Anomalia verdadeira

O vetor-posicao q da particula na 6rbita, no referencial canonico, é descrito por
q = r(cos ey + senfes) com 0 = f + g, (2.36)

onde o angulo f é chamado de anomalia verdadeira.

Vamos introduzir outro angulo F, chamado de anomalia excéntrica com o objetivo de de-
terminar os valores do angulo 6 e do raio-vetor . A amomalia excéntrica £ é angulo entre o
perigeu e a projecao da posicao q da particula no circulo com raio igual ao semi-eixo maior da
elipse. Este angulo é medido no centro da elipse ou no centro do circulo.

Apresentaremos a seguir, um resultado que fornece relagoes para obter os valores de r e 6,

incluindo uma relacao que associa o angulo # com o angulo F.

Teorema 2.1 seja q=r(t) uma solugcao do problema de Kepler com energia negativa, semi-eizo

maior a e excentricidade e. Entdo r e 0 sao dados por

r =a(l —ecosE),

o(f) - E)

Demonstracao: Consideremos um sistema de coordenadas com a origem no centro da elipse

e com eixos paralelos aos eixos da elipse. Representaremos as coordenadas do ponto P na elipse

por £ e n, e na circunferéncia por x e y. Dessa foma, segue que

Como b = ay/1 — €2 e as abscissas £ e x sdo iguais, segue que 7 = /1 — e?y. Assim, veja Fig,

temos as equacoes
ae+rcosf =acosk,

+rsenf =av1—e2senk,

ou seja,
rcosf =a(cosE —e) (2.39)

rsenf =ayv1—e2senkE. (2.40)
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Quadrando as equagoes (2.39) e (2.40) e somando os resultados, obtemos
r? =a*((1 —e*)sen? E + cos? E — 2ecos E +¢?) = a*(1 — ecos E)?, (2.41)
e extraindo a raiz quadrada , obtemos
r=a(l —ecosE). (2.42)
Agora, juntando as equagoes (2.40) e (2.42) temos
r(1+cosf)=a(l —e)(1+cosE). (2.43)

Como valem as identidades trigonométicas 1 + cosu = 2COSZg e senu = QSen(g) Cos(g), 0
quociente de (2.39) por (2.43) obtemos

sen f/2 V1 —e?senE/2
cosf/2 (1—e)cosE/2"

g (g) _ \/E tg (g) | (2.45)

(2.44)

Logo,

Através deste Teorema, ao conhecer o valor de E, podemos determinar os valores de f e r.

Apresentaremos a seguir um resultado que determina o valor de E.

f \
[e]
[+]
(-]
.
- ij
=0

Figura 2.1: Ilustragao para mostrar a Equagao de Kepler.

Teorema 2.2 A anomalia excéntrica E é determinada pela equacao de Kepler

E—esenE=n(t—1T), (2.46)

2r ) L.
onde n = 52 € 0 movimento médio.
Demonstracao: Consideremos a figura (2.1) onde o centro da elipse é representado por O, F
é o foco atrator, Py é o pericentro, P é o ponto sobre a elipse, P’ é o ponto correspondente na
circunferéncia que define a anomalia excéntrica E, H é a projecao ortogonal de P sobre o eixo

que passa pelo pericentro e f é a anomalia verdadeira.
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A area do setor circular O PyP’ menos a area do triangulo OH P’ é dada pela integral desde
a abscissa de H até a do ponto Py da funcao y(s), ordenada do ponto P’(s). Dessa forma,

temos uma relagao entre a ordenada 7n(s) de P(s) e y(s) dada por
n(s) = V1—ey(s).

Assim, obtemos a equacao

/m yls)ds — ﬂ;_iez / C(s)ds. (2.47)

A integral do lado direito da equacao anterior é igual a area do setor da elipse F'FPyP menos

a area do triangulo F'H P, ou seja,

/an(s)ds = g(t -T)— %7‘ cos frsen f. (2.48)

Ja a integral do lado esquerdo, sabemos que ¢ igual a area do setor circular OFPy P’ menos a

area do triangulo OH P’, ou seja,

“ 1 1
/ y(s)ds = §a2E — §a2 sen E cos I (2.49)
Portanto, temos que
1 1 1 1
§a2E - §a2 sen F cos F = mg(t —T) - o7 co8 frsen f. (2.50)

Utilizando as expressoes (2.39) e (2.40) obtemos a seguinte igualdade:

1

1—e

1 1
=1 cos frsen f = §a2 sen E cos E — §a26senE. (2.51)

Por outro lado, usando a igualdade (2.31) e a terceira lei de Kepler, obtemos a equagao

1 c 1,2r 1,

Portanto, substituindo as equacgoes (6.38) e (2.52) em (2.50), obtemos

E—esenE=n(t—T).

2.3 O Problema de Kepler planar em coordenadas de De-
launay e Poincaré

Nesta secao, primeiramente, vamos construir e definir as coordenadas de Delaunay e de Poincaré-
Delaunay utilizando as fungoes geradoras. Feito isso, abordaremos o problema de Kepler nestas
coordenadas, apresentaremos as solucoes deste sistema, e faremos também alguns exemplos do

mesIo.
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Para definir as coordenadas de Delaunay e Poincaré-Delaunay, vamos passar das coordena-
das cartesianas (x,y, X,Y’) para as coordenadas polares (r,0, R, ©) (veja Exemplo 1.8) depois,
definiremos as coordenadas de Delaunay e a partir destas tltimas, as coordenadas de Poincaré-
Delaunay.

O primeiro passo, consiste na mudanca de coordenadas Cartesianas & coordenadas Polares:
(x,y, X,Y) = (r,0,R,0)

Consideremos as posi¢oes x = rcosf, y = rsenf e utilizaremos a transformacao de Mathieu
(Exemplo 1.7) ou uma funcao geradora para obter os momentos conjugados. Vamos chamar
as variaveis antigas de ¢ = (z,y), p = (X,Y) e as variaveis novas de Q = (r,0), P = (R, 0).
Consideremos uma funcdo f de modo que ¢ = f(r,0) = (rcosf,rsend) := (z,y), logo % é
invertivel. Aplicando a transformacao de Mathieu obtemos a transformacao simplética definada
por

S =54Q,p) = f(Q)'p = Xrcosf + Yrsenb,

q = f(Q),

B dq r [ 0q - 1 (rcosf —senb\ (R
P= (%) ~p:>p—(%> .P_; rsenf  cos® e/

Isso implica que

X 1 rcosf —senf R

Y

Y " \rsenf cosf O

ou seja,

X = Rcosf — 9sen&,
T

Y = Rsen0 + 9cos@.
r

Outra forma de encontaros momentos conjugados ¢ utilisando a segunda funcao geradora do
teorema (1.14):

05, 055
1=, (p, Q), 90 (¢, Q)
Observemos que
095,
r = a—X(X,r) = rcosf,
055
V=25y (Y0) = rsenb,
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o que implica que Sy = Sy = rX cosf + rY senf. Logo

R = %(ZL‘J’):XCOSH—}—YSGDQ,
or
e = %(y, 0) = —rXsenf + rY cosf.

De maneira semelhante ao que foi feito no Exemplo 1.8 de funcoes geradoras se obtem X e Y
como antes.

A funcao Hamiltoniana do problema de Kepler (com p = 1) em coordenadas polares é dada
por

1 2 1
Hpo = 5 <R2 + @—) - = (2.53)

2 72 r

Agora, vamos passar de coordenadas Polares & coordenadas de Delaunay:
<r7 67 R? ®> % (67 g? L? G)

Agora, chamaremos as varidveis antigas de ¢ = (r,60), p = (R, 0) e as variaveis novas de @) =
(¢,9), P = (L,G). Vamos utilizar a funcao Hamiltoniana (2.53) para obter uma transformacao
a partir da funcao em derivadas parciais. Para isso, vamos substituir na func¢ao hamiltoniana,

os momentos conjugados pelas derivadas parciais da funcao geradora com respeito as variaveis.

Igualaremos a energia H = hg = —57 4 equagdo (2.53). Assim, temos
1 2 1 1
I RP+ ) =
2 ( * r2> r 202’

Agora, trocando os momentos conjugados pelas derivadas da funcdo geradora S = S(r,0) =

S1(r) + S2(0) com respeito as variaveis, obtemos

L(oSN®, (05N 1) 1 1
2 or 00 r2 r 2L2

que pode ser reescrita como

0
onde GG tem que ser constante pois 29( )) s6 depende da variavel r. Dessa forma, da tltima
equacao, concluimos que
831 1 7“2
So(0) = GO — = —/2r— — — G°.
2(0) c or VTR

Assim, podemos reescrever S da forma

T a1 G2
S—G0+/T0\/;—ﬁ—ﬁ.
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Posteriormente, definiremos o limite inferior de integracao. Agora temos

oS
p:a_qa Q_S__i?
ou seja,
p_p 295_ 2 1 &
gg ro L2 r? (2.54)

Chamaremos os novos momentos de L = /a e G = y/a\/1 — e2. Se considerarmos n = \/1/a3,
dr = rdt e fizermos o limite interior de integragao ser o perigeu da orbita, ou seja, to =T, a

nova coordenada [ é dada por

’ 2L "1l '
0L )y o [2_1 _ o V@07 to
r L2 r2

Agora, fazendo df = Gdt/r?, escolhendo novamente os limites inferiores de integragao como

sendo o perigeu da orbita, isto é, 7o = 7,, fo = 0 e considerando a rela¢ao 0 = g + f, a nova

coordenada ¢ é dada por

, 9 r f
g = §:9—/ ¢ drz@—/ %dTZQ_/ df =0 — f.
oG ro 9p2 /2 1 G2 rg T°T fo
r L2 r2

Definimos um dominio eliptico como sendo um conjunto aberto de R* onde estdo as solucoes
elipticas do problema de Kepler. Com essas informacoes, definimos o conjunto de coordena-
das de Delaunay (¢, g, L,G) que estao em um dominio eliptico do problema de Kepler. As
coordenadas sao:

e {=n(t—T) é&aanomalia média medida apartir do perigeu;
e g=0— f ¢éoargumento do perigeu, ¢ medido do nodo ascendente até o perigeu;
e L =./a é o semi-eixo maior da elipse;

e G = /a1 —¢e? éo momento angular .
(2.55)

As coordenadas L, G sdo variaveis radiais definidas em R tal que 0 < G < L. As coordenadas
¢, g sao variaveis angulares modulo 27 e estao definidas no intervalo [0, 27]. H&4 uma maneira
de medir a anomalia média ¢. Como { = ﬁ = cte, pois L(t) = cte, { mede a area varrida pelo
raio-vetor na segunda lei de Kepler. Seja S a area varrida pelo raio raio-vetor (que liga um
corpo ao outro) do perigeu até a posicao do corpo, e seja A a area da elipse. Assim, definimos

¢ como sendo igual a 27 multiplicado pela razao da &rea S para a area A, ou seja,

S
{=2m—. 2.56
- (2.56)
Em coordenadas de Delaunay, a funcao Hamiltoniana (2.53) ¢ dada por
1
= ——. 2.57
Mo =~ (257
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q(t

(4 Perigeu
\g

=y

Figura 2.2: Representacao das coordenadas angulares de Delaunay. O angulo g é o argumento do
perigeu e o angulo ¢ é a anomalia média, ¢ medido por ¢ = 27w S/A.

O sistema Hamiltoniano associado com a fun¢do Hamiltoniana (2.57) é descrito pelas equagoes

(=4, L =0
. (2.58)
g =0, G =0

Determinaremos uma solugao desse sistema para o valor inicial yo = (o, go, Lo, Go). Observemos

que
S ode 1

1 = dé—ldt: /tdl—/tldt—lt
Cdt I3 I o Jo L3 L3
1
Assim ((t) — £(0) = Et, ou seja,
1

Portanto, a solu¢do do sistema Hamiltoniano (2.58) com condicao inicial y, é dada por

1
1) =gst+h HO =t (2.60)
9(t) = 90, i) =Go.

Vamos determinar a excentricidade e o periodo da solucao. Observemos que

G? G2 VI — (2
G=1L 1—622>§:1—€2:>62:1—§:>€:T.

Assim, a extrencidade e da solugao é dada por

V L02 - G02

= 2.61
- (2:61)
Seja T o periodo da solugao. Utilizando a equacao (2.59) temos que
1
Ly
T 1 .
Isso implica que FT = 27, logo o periodo da solugao é dado por
0
T =2nL;. (2.62)

Agora, faremos dois exemplos de solugoes elipticas em coordenadas de Delaunay.
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Exemplo 1 Determinaremos a solugio do sistema (2.58) com valor inicial yo = (7, 5, Lo, Go).

Como by =7 e go = Z, seque de (2.60) que a solugdo desse sistema com valor inicial yo € dada

97
por
1
oty =—5t+m, L(t) = Lo;
Lo
™
g(t) =3, G(t) =G,

Essa é uma solugio eliptica com semi-eizo maior a = L, com periodo T dado por (2.62) e

excentricidade e dada por (2.61). Além disso, temos que o dngulo g = % € argumento do

2

perigeo medido apartir do eizo x, e o dngulo ly = w € anomalia média medida do perigeo até a

posicao inicial do corpo. Assim, representamos essa solu¢ao no plano cartesiano na figura 2.3

Ty

Perigeu
(6 | %

Y

Yo

Figura 2.3: Solucao eliptica do exemplo (1)

Exemplo 2 Vamos determinar a solugao do sistema (2.58) com valor inicial yo = (w, 7, Lo, Go).
Desde que by = e go = m, seque de (2.60) que a solugao desse sistema com valor inicial yo é
dada por

0t) = —5t+m, L(t) = Lo;

git) =m, G(t) = Go.
Assim como no exemplo anterior, essa € uma solucdao eliptica com semi-eizo maior a = L(Q),
com periodo T dado por (2.62) e excentricidade e dada por (2.61). Além disso, temos que o
dngulo g = m € arqgumento do perigeo medido apartir do eixo x, e o dngulo {o = m € anomalia
média medida do perigeo até a posicao inicial do corpo. Assim, representamos essa solugao no

plano cartesiano na figura 2.4

Observemos que se uma solu¢ao do problema de Kepler é uma orbita circular (isso ocorre
quando e = 0, ou seja, quando L = (), entao as coordenadas de Delaunnay nao sao validas
pois o perigeu nao esta definido no circulo, logo elas nao podem ser utilizadas para continuar
solucoes circulares. Para contornar esse problema, Poincaré introduziu novas coordenadas que
ficaram conhecidas como as coordenadas de Poincaré-Delaunay.

Finalmente, passaremos das coordenadas de Delaunay para as coordenadas de Poincaré-Delaunay
(lv 9, L? G) — (Ql? Q27 Ph PQ)
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{ky

Perigeu 0 >
&_/%

Figura 2.4: Solucéo eliptica do exemplo (2)

Definimos as coordenadas de Poincaré-Delaunay em R* por

b Ql = l_'_ga
() = —/2(L—G)seng,

(2.63)
® P1 = L,

o = /2(L—G)cosg.

Elas estao bem definidas para ¢, g no intervalo [0,27] e para 0 < G < L. Alem disso, sao
diferencidveis para ¢, g no intervalo [0, 27| e para 0 < G < L. As coordenadas (s, Py, P, sdo
variaveis radiais e a coordendada (); ¢ uma variavel angular médulo 27.

Consideremos a transformacdo F : ({,g9,L,G) — (Q1,Q2, P, Py). Seja ( = (Q1,Q2, P, P,).

Vamos mostrar que essa transformacao ¢ simplética. De fato, temos que

1 1 0 0
sin(g) sin(g)
0_E ) 0 —v/2(L—G)cos(g) — -0 T
ac | o 0 1 0 ’
0 —/2(L—G)sin(g) cos(g) cos(9)

RI-G L-0

assim

0
0 +/2(L—-G)sin(g) 1 —+/2(L — G)cos(g)

cos(g) 0 sin(g)
2(L - Q) 2(L - G)
0 0O 1 0
0 0 01
==t 0 00| = 7
0 -1 00
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A funcao Hamiltoniana do problema de Kepler nas coordenadas de Poincaré-Delaunay é dada

por
1
=——. 2.64
HDP 2P12 ( )
O sistema Hamiltoniano associado com a fun¢ao Hamiltoniana (2.64) ¢ dado por
O == B =0
1 = 53 1 =Y
Py (2.65)

Vamos determinar uma solugao desse sistema Hamiltoniano para o valor inicial Yy = (QY, @Y, P, PY).

Observemos que

Q—i = /tdQ —/tidt—it
P o U Jo PP PR

Dessa forma, temos que Q1(t) — Q1(0) = P3t’ ou seja,
1 0
Qi(t) = Pgt + Q- (2.66)

Portanto, a solugdo do sistema (2.65) com condicao inicial Y, ¢ dada por
1
Q1 (t t+Q Pi(t) = P
0= oy W =h (2.67)
Qa(t) = @3, Py(t) =P

As coordenadas de Poincaré-Delaunay estao definidas em vizinhancas de érbitas elipticas e em
vizinhacas de oOrbitas circulares. Como as Solugoes circulares acontecem quando L = G,entao,
em coordenadas de Poincaré-Delaunay ocorrem quando (s = P, = 0.

Agora, iremos determinar o periodo e a excentricidade da soluc¢ao (2.67). Seja T' o periodo da
solucdo (2.67), pela equagao (2.66) temos

Q(T) = T+ QY.

1
(PY)?
Por outro lado, como @ ¢ uma variavel angular modulo 2, ou seja, Q1(T) — QY = 27, temos

1

——T =27.
P
Potanto, o periodo da solucao é dado por
T =27 (P})?. (2.68)

Observemos que

Q3+ P} =2(L — G)(seng)® + 2(L — G)(cos g)*
(L — G)((sen g)* + (cos g)*)
( ).

2
2

~
()
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@+ Py

Desde que L = Py, temos G = P, — 2 Dessa forma, temos

oG = p(@ - BEED (@ PGP — (@)

Assim, segue que

VL® =Gy _ (@9 + (P)Y) (4P — (@9 + (P9)?)
Lo 2P) '

Portanto, a excentricidade e dessa solugao ¢ dada por

V(@ (PS)%%%Z— (@2)° + (F)*) (2.69)

Terminaremos essa secao com um exemplo de uma solucao do problema de kepler em coorde-

nadas de Poincaré-Delaunay.

Exemplo 3 FEncontraremos uma solugio especifica do sistema (2.65) com valor inicial Yy =

(m,0,p1,0). Seque de (2.67) que a solugcao desse sistema com valor inicial Yy € dada por

Q) =—t+m  Pt) =po
Y41

Como Qo = Py e P, = L, essa é uma solucio periddica circular com raio a = p3, e periodo T
dado por (2.68).

Vamos considerar apenas o caso em que L = f, onde f € a anomalia verdadeira. Dessa forma,
temos Q1 =0+ g=f+g=0, o que implica que o dngulo 6 = 7 determina a posicao inicial

do corpo. Descrevemos essa solugcao no plano cartesiano, representada na figura 2.5.

Ty
Yo

(g

Figura 2.5: Solucao periodica circular do exemplo (3)
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Capitulo 3

Orbitas Peri6dicas e o Método de
continuacao analitica de Poincaré

Neste capitulo descreveremos um método para continuar orbitas peridédicas em perturbacoes
simétricas do problema de Kepler, conhecido como o Método de continuacao analitica de Poin-
caré. Este método foi desenvolvido pelo mateméatico Henri Poincaré no final do século XIX, e
nos permite identificar 6rbitas peridédicas em sistemas de equagoes diferenciais.
Primeiramente, mostraremos este método para uma equacao diferencial ordinaria no plano,
e apo6s isso, vamos estudar o método em sistemas Hamiltonianos. Em particular, nosso estudo
considera sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade e com simetrias dicretas. O
Objetivo principal deste capitulo e fornecer resultados preliminares e técnicos que serao muito

importantes para os proximos capitulos. Utilizamos [1| como referéncia para este estudo.

3.1 Uma pertubacao de um centro em R?

Nesta secao descreveremos uma aplicacao do método de continuacao analitica de Poincaré para
equacoes diferenciais ordinarias.

Consideremos o sistema planar linear representado por

u = Au + eg(u), u € R?, (3.1)
0 —1 X g1 (11) , -
onde A = , u= , u) = e € é uma variavel real.
(1 0 ) <y) o (9201)
O sistema (3.1) equivale ao sistema
i =—y+eq(z,y),
(3.2)
y =z +ega(z,y);
O problema nao perturbado, ou seja, quando ¢ = 0, é representado pelo sistema
r=0 (3.3)

Yy =
Esse sistema é integravel e apresenta solu¢oes circulares. De fato, suponhamos que (g, 30) seja

uma condicao inicial de (3.12). Assim, as solucoes de (3.12) sdo dadas por:
o(t, xo,yo) = (wocost — yosint, xosint + yo cost),
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Fazendo X (t) = mgcost — yosint e Y (t) = xosint + yocost, temos X (¢)* + Y (¢)? = 22 + 2.
Portanto, todas as solucoes de (3.12) sao circulares (exceto a solucdo de equilibrio) de raio
rog = \/m e, em particular, sao periodicas de periodo 7 = 27 e intersectam de forma
ortogonal o semi-eixo positivo de x.

Agora, seja

¢(t) = (‘T(t? 57 6)7 y(ta §> 6))

uma solucdo do sistema (3.1) com condigbes iniciais

xog=2(0,&,€) =& e yo=1y(0,§¢€)=0. (3.4)

Assim, a trajetoria regressa ao semi-eixo positivo x no ponto x(7T'(&,¢€),&, €) para € pequeno o

suficiente. Dessa forma, estabelecemos uma aplicacao de Poincaré definida por

A solugdo ¢(t) é periodica se P(£,€) = £. Assim, T'(€,¢) é o periodo da solugdo e (£,0) é uma
condicao inicial para a solucao periodica de (3.2).

Notemos que £ é um ponto fixo da aplicagdo de Poincaré P se, e somente se, ¢ um valor nulo
da aplicacao

5(57 E) = l‘(T(S, 6)7 57 E) - 5 (35)

A\

(2,0

o

Figura 3.1: A aplicagao de Poincaré.

Considerando que §(£,0) = 0, precisamos buscar uma solugdo £ = &(€) definida em uma
vizinhanga de ¢ = 0 de modo que 6(&(€),€) = 0.

Para encontrar essa fungao implicita, utilizaremos o Teorema da Fung¢ao Implicita (T.F.I).
De forma precisa, seja 6 : U x V. — R aplicacao diferenciavel, onde U e V sdo conjuntos
abertos em R. Uma vez que 6(£,0) = 0, se g—g(«ﬁ, 0) # 0 para algum ponto (&,0), entao pelo
T.F.I existe £ = £(¢) de modo que

5(&(€),€) = 0.
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Obeservemos que nao é possivel resolver o problema de forma direta utilizando o T.F.I, pois

)
6(¢,0) =0 8_5(

Realizando a expansao de 0(, €) em séries de Taylor em torno de € = 0, temos

£,0) = 0. Assim, elaboraremos uma estratégia pra aplicar o T.F.I.

)
B(€€) = 0(6,0) + €5(6,0) + O(e).
Como §(&,0) = 0, reescrevemos essa equagao da forma
)
0(§,€) = €| 526,00+ O(e) | =t e(A(€, €)).
. 00 . :
Chamamos a funcao A(&,¢) = 8—(5, 0) + O(e) de fungao de deslocamento reduzido.
€

) 0A

Lema 3.1 Se £ >0 ¢ tal que A(§,0) =0 e —

23
d(&(€),€) = 0.

(&,0) # 0 entao existe & = £(€) tal que

Para aplicar o Lema derivamos a aplicagao (3.5) com respeito a € e avaliamos em e = 0. Assim,

obtemos a expressao

%(g,o) ((50)50) (£O)+%( T(¢,0),€,0).

Observemos que

I(T(f, 0)7 ga 0) = _y(()? 5, O) =0

oT
assim, a aplicagao £ — #(T'(&,0),¢&, 0) («S 0) se anula para todo £. Dessa forma, temos

(6.0) = 21(T(€.0),€,0).
Diante disso, buscaremos uma expressao para z.(7(£,0),£,0). Para encontrar uma equacao
variacional, efetuamos o calculo das derivadas parciais com espeito a € e avaliamos em € = (
na equacao (3.2). Além disso, calculamos as derivadas parcias com respeito a € nas condigoes
iniciais (3.4).

Assim, obtemos um sistema variacional descrito pelas equagoes

oz dy
e :—§+91(5€,y),
. (3.6)
W =T (e
86 - 86 92 Jy )
com condic¢oes iniciais 5
£ Y
—(0,£,0) =0 —(0,&,0) = 0.
66 ( Y g’ ) ae ( ? 57 )
O sistema variacional (3.6) pode ser descrito na forma matricial
W =AW +b(t),  W(0)=0, (3.7)
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Como a matriz fundamental em ¢ = 0 associada com o sistema linear homogéneo W = AW é

B(t) = A — (cost —Sint)

sint cost

_ 1(x(t,&,0),y(t,&,0
e A — (0 01) o b(t) = (g ((t,€,0), y(t, ))>.

dada por

a solugao W (t) do sistema (3.7) serd determinada pela formula de variacao dos parametros

t t
W(t) = BE)W(0) + (1) / B (s)b(s)ds — B(#) / B (5)b(s)ds. (3.9)
0 0
Lembremos que o nosso objetivo é encontrar

A2, & €) = %(5,0) + O(e).

Segue das equagoes (3.7) e (3.8) que

ox

E(Qﬂ_a 67 O)

y

E(2ﬂ" 57 0)

— 6(2m) /0 " 1 (5)b(s)ds

/0 ’ cos(s)g1(€cos(s), Esin(s)) + sin(s)ga(Ecos(s), Esin(s))ds

/0 T sin(s)gy (€cos(s), Esin(s)) + cos(s)ga(Ecos(s), Esin(s))ds

Dessa forma,

06 ox
—(£,0) = —(2 0
2w (39)
= / cos(s)g1(&cos(s), € sin(s)) + sin(s)ge(Ecos(s), sin(s)))ds.
0
Portanto, diante do que exposto anteriormente, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 3.1 Consideremos o sistema
& =-y+egq(z,y),
(3.10)

y =z +ega(z,y);

onde g1, g2 : R? = R sao de classe C?. Se & € uma raiz da fungio B : (0,00) — R dada por

£ /0 ’ cos(s)g1(&cos(s), € sin(s)) + sin(s)ge(Ecos(s), Esin(s)))ds

0B
8_5(50) 7é 07

entdo existe £ = £(€) (com £(0) = &) suficientemente pequeno tal que a solugdo com condi¢do
inicial (x(0),y(0)) = (£(€),0) € uma solug¢ao periddica de (3.10), cujo periodo é T'(€) prozimo

a 2.
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3.1.1 Equagao de Van der Pool

A equacao de Van der Pol descreve um oscilador que possui um termo de amortecimento nao

linear. Descrevemos sua evolucao no tempo através da equacgao diferencial de segunda ordem:

d*x dz

— —€(l—a*)—=+2=0, 3.11
onde z(t) é a posicao do oscilador e p mede a for¢a do termo de amortecimento. No caso
particular onde p = 0, temos um oscilador harmonico simples. Se definirmos y = ‘Cil—‘f entao a

equagao (3.11) pode ser escrita pelo sistema

To=—y,
(3.12)
y =ax+e(x?—1)y.
O oscilador de Van der Pol foi proposto pelo engenheiro elétrico e fisico holandés Balthasar
van der Pol durante seu trabalho na Philips. Van der Pol descobriu oscilagoes estaveis, que
ele mais tarde chamou de oscilagoes de relaxacao e que atualmente sao tidas como um tipo de
ciclo limite em circuitos elétricos que empregam tubos de vacuo. Ao serem acionados préximo
ao ciclo limite, esses circuitos ficam arrastados, ou seja, o sinal de acionamento puxa a corrente
junto com ele. Na edicao de setembro de 1927 da Nature, Van der Pol e seu colega, van
der Mark, descreveram que em determinadas frequéncias de transmissao foi possivel ouvir um
ruido irregular, que posteriormente foi identificado como resultado de um caos deterministico.
A equacgao de Van der Pol tem uma vasta historia de aplicagao nas ciéncias biologicas e fisicas.
Na biologia, Fitzhugh e Nagumo desenvolveram a equacao em um campo planar como uma
representacao para potenciais de agao de neuronios. Na sismologia, a equagao é empregada
para modelar as duas placas em uma falha geolégica, ja em pesquisas de fonacao, é empregada
para modelar os osciladores das pregas vocais direita e esquerda. Segue o seguinte resultado

como consequéncia do Teorema (3.1):

Corolario 3.2 Consideremos o sistema (3.12). Entao a orbita circular de raio 2 pode ser

continuada a uma solu¢ao periddica do sistema (3.12).

Demonstracgdo: Aplicando o Teorema 3.1, temos que g1(z,y) =0, go(z,y) = (2> —1)y e

BO) = [ sin(9)(€ cos(s) ~ 1ésin(s)lds = F64 — €.

Uma vez que %—?(5} = %(4 — 3¢€?), se tomarmos & = 2 temos que B(2) =0 e %—?(2) = —27.

Assim, a Orbita circular de raio £, = 2 pode ser continuada a uma 6rbita periddica do sistema

(3.12), para todo € pequeno o suficiente. n
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3.2 O método de continuacao analitica em sistemas Hamil-
tonianos

Nesta secao, inicialmente, descreveremos o método de continuagao analitica de Poincaré para
sistemas Hamiltonianos com n graus de liberdade. Consideremos o sistema Hamiltoniano

_OH . OH
= a—yk Yk = _8_33;.3’

cuja fungdo Hamiltoniana é H = H(x,y,€¢) O método de continuacdo analitica de Poincaré

i, k=1,...,n. (3.13)

[30], fundamenta-se no seguinte problema: Seja ¢(t, z, €) uma solu¢do do sistema (3.13) e vamos
supor que conhecemos uma solucao periddica para e = €*. Além disso, consideremos a condicao
inicial z = 2§ tal que ¢(t, 2§, €") é a solucdo periddica conhecida e que tem periodo T*. Entdo
temos que
ot +T" 7, ¢) = (1,23, €"),

para todo 0 < ¢ < T*. Uma pergunta a ser feita agora é a seguinte: Quando o sistema (3.13)
possui solucoes periddicas com certas condigoes iniciais z e € proximos a 2§ e €7 De maneira
geral, queremos encontrar solugoes periddicas com o mesmo periodo 7*. Pelo Teorema de
Existéncia e unicidade para equagoes diferenciais, para que a solugao ¢(t,z,¢€) de (3.13) tenha

periodo T™ é necessario e suficiente que ¢(T*,z,¢) = ¢(0,2,€) = z. Entdo, definimos
Or(z,€) = (T, 2,€) — 2, (3.14)
e precisamos que sejam satisfeitas as m = 2n fungoes analiticas
or(z,€) = op(T*,2,€) — 2, = 0, kE=1,...,m. (3.15)

Este sistema é um sistema implicito de equagoes (chamado de equagoes de periocidade), o qual
é satifeito quando z = 2 e quando € = €*. Assim, se a matriz Jacobiana

okl
J = 8_2j<z’€) oo
tem determinante diferente de zero, entao pelo Teorema da Funcao Implicita existem funcoes
diferencidveis zx(€) tal que 2,(0) = (z5)k, k= 1,...,2n.

Agora, consideremos um sistema Hamiltoniano no qual a funcdo Hamiltoniana associada é
dada por

H =H(q,p,e€), (3.16)

onde q = (z,9),p = (pz,py) € R? e € é um parametro real. Supomos que H é uma funcio
analitica em (q, p, €). Desenvolvendo a fun¢ao Hamiltoniana (3.16) em série de Taylor em torno

de ¢ = 0, obtemos

H(a,p,€) = Ho(a, p) + eHi(q,p) + O(), (3.17)
cujo sistema associado é dado por
. OH . OH
T M T (3.18)
OH OH '
Yy = 8_py’ y = _8_y



Suponhamos que o sistema Hamiltoniano (3.18) é invariante com respeito a uma (ou ambas)

das simetrias dadas abaixo:

Sl : (x7y7pr7py> — (.T, -Y, _pxapy)a
(3.19)

521 (%, 2y Py) — (=2, 4, Py —Dy),
ou seja,

H(Si(x,y,px,py)> = H(ﬂf,y,px,py)-
Observemos que S; ¢ uma reflexao em torno do eixo = (veja Figura 3.2) e Sy é uma reflexao
em torno do eixo y. Além disso, estas simetrias sao consideradas reversiveis no tempo, pois,
supondo que (x(t),y(t), p.(t),py(t)) é uma solugao, entdo (z(—t), —y(—t), —p.(—1t), py(—1t)) (
quando ocorre a simetria Sy ) e (—x(—t),y(—t), p.(—t), —p,(—t)) ( quando ocorre a simetria

S, ) também sdo solugoes. Os subespagos de R*
Ly ={(x,0,0,p,) eR*:z,p, € R} e Ly ={(0,y,p:,0) €R*:y,p, € R}

sao os conjuntos fixados pelas simetrias S; e Sy , respectivamente. Observemos ainda que se
uma solucdo periddica num deteminado ponto estiver no subspaco £; (respect. L), entdo ela
intersecta o eixo x (respect. y) de forma ortogonal. A seguir, apresentaremos alguns resultados

que relacionam simetrias e as 6rbitas de um sistema Hamiltoniano.

Lema 3.2 Suponhamos que o sistema Hamiltoniano (3.18) € invariante com respeito as sime-

trias Sy e/ou Sa. Seja ¢(t) uma solugdo do sistema Hamiltoniano (3.18), entdo

também € uma solucao.

Demonstracao: Seja ¢(t) = (z(t),y(t), p.(t), py(t)) uma solucao de (3.18). Mostraremos que
o1 (t) = (z(—t), —y(—t), —ps(—t), p,(—t)) tambem ¢ uma solucao do sistema (3.18). De fato,

observemos que

d( px( t)) :p (—t) — _87‘[(5L‘(—t>,y(—t),px(—t),py(—t))
dt ‘ oz
OG-t —y(-0), —pul ) p (1) M
?) ox’
dp(—0) _ ) OHE), y (). o1, py (1)
dt Y oy
_ OH(x(=t), —y(=t), —pa(=t), py(—t)) _ OH
0 oy’
d(l'(_t)) _ —j}(—t) _ _aH(xE/_t)vy(_t)vpx(_t)apy(_t))
dt P
— _87‘[(3?(—75), _y<_t)’ _pw(_t)7py(_t)) _ _87‘[
apx 8p$’
d(_y(_t)) — y(—t) — 6H($(_t>7y<_t)apx(_t)7py(_t))
dt ap,
_ OH(x(=t), —y(=1), —pa (1), py (1)) _ OH
apy 8py'
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Isso mostra que ¢;(t) ¢ uma solugdo. Agora, mostraremos qua a fungio
Go(t) = (—a(—t), y(—t), po(—t), —p,(—t)) é uma solucdo de (3.18). Observemos que

d(px(_t)> _ _p (—t) _ aH(x(_t)7y(_t)vpx(_t)>py(_t))
dt ‘ ox
R (), y(—), pa(—1), —py (1) _ OH
Ox ox’
d(=py(=t)) _ . _ OH(x (=), y(=1), pa(—t), py (1))
2D = - g
Ot y(—tp(—t) (1) oW
oy oy’
dls(=t) _y _ OM(=0:9(=0).pa(=0).py (1)
dt Ops
R (), g, pal 1), —p (1) OH
Ops Op
d(y(_t)) _ —y(—t) _ _aH(x<_t)ay(_t)apx(_t)7py(_t))
dt Opy
_ _8%(—$(—t)7y(—t),px(—t), _py(_t)) _ _aH
py opy
Portanto, a funcio ¢,(t) é uma solucao de (3.18) e concluimos a demonstragao. "

[

_ (xX(®), y(0), p(1), p,(¥))

O(TIR) =(x(T/2), 0, 0, py(T/2))

(X(-1), -y(-0), -p-t), (1)

-=>

Figura 3.2: Esquema da demonstragdo do Lema 3.3 para solugdes Si-simétricas.

Lema 3.3 Seja ¢(t) = (z(t),y(t), p=(t), py(t)) uma solugdo do sistema Hamiltoniano (3.18).
Dado i = 1,2, supomos que o sistema (3.18) € invariante pela simetria S;, $(0) € L;, ¢(T/2) €
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L; e ¢(t) nao intersecta L; no intervalo (0,7/2). Entao ¢(t) € uma solugao T-periddica e

S;-simétrica.

Demonstracao: Primeiro, mostraremos para ¢ = 1. Definimos a aplicacao

~

_ o(t), se 0 <t <T/2;
o(t) = S10o(T — 1), seT/2<t<T;

Observemos que esta aplicacao estd bem definida, de fato,

O(T)/2) = Sy 0 (T —T/2) = S10(T/2) = $(T/2),

pois ¢(T'/2) € L, e o subespaco L; é fixado por S;, além disso, observemos tambem que

9(T) = §(T) = 51 06(0) = $(0) = $(0),
pois ¢(0) tambem pertence a L;. Pelo exercicio anterior, ¢(t) é uma solugdo de (3.18). Per-
cebamos que por S; ser uma reflexao de ¢(t) a aplicacio ¢(t) nao intersecta £; no intervalo
(T/2,T) e nos garante que ¢(t) é difeomorfo a um circulo. Como a aplicagdao ¢(t) tem pontos
em comum com a aplicacdo ¢(t), ela tambem & difeomorfa a um circulo. Isso mostra que ¢(t)
é T-periddica e Si-simétrica. A Figura 3.2 ilutra a demonstracao desse lema para solucoes
Si-simétricas.

Para i = 2, basta definirmos a aplicagao

B(t) = o(t), se 0 <t <T/2
O(t) = Sy 0 (T —1t), se T/2<t<T;
e seguir os mesmos passos da semonstracao anterior. ]

Se H em (3.18) é invariante com respeito as duas simetrias S; e S, entao podemos usar
as duas reflexdes e obter uma solugao com ambas simetrias. Estas solucoes sao chamadas de

solucoes dupla simétricas. Assim, temos o seguinte resultado:

Lema 3.4 Seja ¢(t) = (z(t),y(t), p=(t), py(t)) uma solu¢io do sistema Hamiltoniano (3.18).
Suponhamos que o sistema (3.18) ¢ invariante pelas simetrias Sy e Sy, ¢(0) € L1, ¢(T/4) € Lo
e ¢(t) nao intersecta os subspagos L1 e Ly no intervalo (0,T/4). Entao ¢(t) é uma solugdo

T-periodica e dupla simétrica.

Demonstracao: A demonstragao desse resultado é anéloga a demonstracao do Lema 3.3.

Basta definir, no intervalo [0, 7], a fungao:

o(t), se 0 <t <T/4,
a(t) = Sioo(t—"1T/4), se T/4 <t <T/2,
) Sy08100(t—3T/4),  seT/2<t<3T/4,
Syop(t—1T), se 3T /4 <t <T,
e mostrar que esta funcao esta bem definida e que é dupla simétrica. [
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Agora vamos obter um resultado técnico que sera utilizado nos proximos capitulos. Mais
precisamente, dado um sistema de equacoes diferenciais ordinédrias que depende de um para-
metro €, queremos aproximar as solucoes do sistema perturbado, de maneira que possamos
escrever em série de Taylor em torno de € e tal que a primeira aproximagao seja a solugao do
problema com e = 0.

Consideremos um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem em R"™ representado
pela equacao

x = g(x,€) (3.20)

onde g é uma fun¢do analitica em x e em ¢, em alguma vizinhanca de x = x, e € = 0,

respectivamente. Desenvolvendo g(x, €) em série de Taylor em torno de € = 0, obtemos

g(x,e) = g(x,0)+ e%(x, 0) + O(€?)

= go(x) + eg1(x) + O(?),
ou seja, (3.20) pode ser escrito como:
X = go(x) + eg1(x) + O(e?), (3.21)

onde go(x) e g1(x) sdo funcdes diferenciaveis.

Seja xo(t, %) uma solu¢ao do sistema nao perturbado
X = go(x), (3.22)

Queremos determinar uma solugao de (3.20) ou (3.21) numa vizinhanga de x((¢, x,) da seguinte

maneira
X(t,X,, €) = Xo(t, X,) + ex1(t, %) + O(2). (3.23)

Para determinar a primeira aproximacao (em €) da solucao (3.23) vamos necessitar de um

resultado auxiliar que apresentaremos abaixo.

Teorema 3.3 Consideremos o sistema Hamiltoniano (3.21). Seja x¢(t,X.) solu¢ao de (3.22).

Entao a solugao de (3.21) € dada por
X(t, Xy, €) = Xo(t, X,) + ex1 (£, x,.) + O(€?), (3.24)
onde x1(t,%.) € solugdo do sistema
x = Dgo(xo(t, X)X + 81(x0(t, X4)). (3.25)
Demonstracao: Diferenciando (3.23) em relacdo a ¢, obtemos
X(t, X, €) = go(Xo(t,%,)) + ex1(t,x,.) + O(?). (3.26)

Substituindo a expressao (3.23) na equacao (3.21) e desenvolvendo em séries de Taylor em torno

de € = 0 temos que

x(tx.€) = go(olt %) + exi(tx.) + O(e))
teg (xo(t,x*) Fexa(t, %) + 0(62)) +O(@) (3.27)
= go(xa(t, x.)) + e Deo(xo(t, x)xa(t,x) +ga(xalt, x.))) +O().
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Comparando (3.26) com (3.27) vemos que x;(t,x,) satisfaz a equacao diferencial (3.25). Isso

mostra que (3.24) é solucao de (3.21). "

No teorema anterior, obtemos a expressao da solucao de (3.21) e a condigdo que x;(t, X,)

deve satisfazer. O proximo resultado nos da x; (¢, x,) explicitamente.

Proposigao 3.1 Mantenhamos o enunciado do Teorema (3.3). A solu¢ao de (3.25) é dada por

1(t,x4) = / X! XO(S X,))ds,
onde X (t) € a matriz fundamental do sistema de equagoes lineares
X = Dgo(xo(t,x,))X. (3.28)
Demonstracao: Consideremos o sistema de equagoes lineares
X = Dgo(xo(t,x,))X. (3.29)

Seja X (t) sua matriz fundamental. A solugao de (3.25) ¢ dada pela formula de variacdo de

parametros

X (t,x,) = X)X 1(0)2,(0) + X (¢ / X1(s)g1(x0(s,x,))ds

Como x;(0) = 0, temos que X (¢)X(0)z,(0) = 0. Logo,

(E %) = / X(5) 28 (5, ) s (3.30)
Observemos que a matriz X (¢) é dada por

X (t) = Dyxo(t, X)|aex.. (3.31)
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Capitulo 4

Orbitas periddicas em pertubacoes
simétricas do problema de Kepler

Neste capitulo mostraremos analiticamente a existéncia de uma grande variedade de familias de
solucoes periodicas simétricas proximas a solucoes circulares ou proximas a solucgoes elipticas
de sistemas analiticos planares que sao perturbacoes simétricas do problema de Kepler. A
motivacao para este estudo é a variedade de problemas aplicados que aparecem na literatura.
Por exemplo, existem muitos problemas na Mecéanica celeste no qual podemos descrevé-los
como uma perturbacao do problema de kepler em coordenadas planares. Citamos por exemplo
o trabalho ralizado pelos autores em [4] ou [5]. Também, existem motivagoes em problemas da
quimica, onde o movimento de atomos de hidrogénio, por exemplo, sao modelados por certas
pertubacoes planares do problema de Kepler. Um exemplo bem concreto, neste sentido, pode
ser encontrado em [22].

Nosso estudo é o suficientemente geral que nos permite obter 6rbitas periédicas simétricas
dizendo qual o seu periodo e descrevendo as familias de condicoes iniciais que dao origem a
solugoes periddicas. Os resultados deste capitulo sdo baseados nas referéncias [3] e [2].

De forma precisa, nossa analise consiste em estudar solugoes periodicas em sistemas Hamil-

tonianos planares da forma

H(q, p,€) = Hola, p) + eHi(q, p) + O(€%). (4.1)

onde Ho(q, p) é a fun¢do Hamiltoniana do problema de Kepler planar, ou seja,

1 1
Ho(a, p) = = (p? e —— 4.2
Consideramos o problema de Kepler (planar) em coordenadas de Delaunay, cuja fungao

Hamiltoniana é .

H(Q,P) = 572 +eH1(Q,P) + O(€%), (4.3)
Assim, as equagoes do movimento associada a fun¢ido Hamiltoniana (4.3) sdo descritas por
1 OH oH
[ =45+ (QP)+0O(), L =0-e5HQP)+0(e);
OH OH (4.4)
_ g 2 =0 — et 2
i =0+e52H(QP)+O(), G =0~ HQP) +O()
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Seja ¢(t, Y, €) uma solu¢do do sistema 4.4 com condicao inicial Y = (o, 9o, Lo, Go). Entao

temos que esta solucao ( veja Lema 4.3) é dada por:

e1(t,Y,e) =Lt Y, e)=  F5t+ Lo+ O(e?),

902<t7Y7 6) = g(t7 Y, 6) = go + 0(62)7

(4.5)
e3(t, Y,e) =L(t,Y,e) = Lo+ O(e?),
wa(t,Y,e) =G(t,Y,¢) = Gy + O(é?).

Seja ¢o(t,Yo) = ¢(t,Y0,0) = ($5t + Lo, go, Lo, Go) uma solugao periddica do problema de
Kepler com condicao inicial Yy = (¢, go, Lo, Go). Entao para encontrar uma solugao periddica

do sistema perturbado (4.4)precisamos encontrar condi¢ao inicial Y proxima a Yy tal que

¢k<Y,€) :g0k<T*,Y,€)—Yk:O, k:17,4 (46)
Observemos que ¢ (Y = Yo,e = 0) = 0. Entdo, como vimos na se¢ao 3.2 se a matriz Jacobiana
Oy
J=—(Y
Y; (Y. ¢) Y=Yo,e=0

tem determinante diferente de zero, entao pelo Teorema da Funcao Implicita podemos encontrar

uma condic¢do incial Y que da origem a uma 6rbita periodica do sistema (4.4).

No entanto,
0 0 37/ Lg 0
7= 9% _ Ok I (4.7)
0Yjly=vo,e=0  0Yj lY=Yo,e=0 0 0 0 0 | |
00 0 0

Isso implica que a matriz jacobiana acima é altamente degenerada (possui determinante nulo)
o que torna inviavel a utilizacdo imediata do Método da Continuagao analitica de Poincaré
conforme discutimos na secao 3.2.

Por este motivo uma opcao para poder prolongar érbitas periddicas keplerianas é utilizar
“boas coordenadas” e impor condicoes de simetrias no sistema, para evitar a degenerescéncia
anterior. Em Mecanica Celeste ha um ditado que diz “nao existe um bom sistema de coordena-
das”. Com efeito, a literatura classica e moderna apresentam varios tipos de coordenadas (veja
por exemplo: [8], [20]). Como vimos anteriormente, as coordenadas de Delaunay, os quais sao
validos na vizinhanca de elipticas, e as coodenadas de Poincaré-Delaunay, validas na vizinhanca
de orbitas circulares, tornam o problema de Kepler e a descricao das simetrias particulamente

simples.
4.1 Orbitas periédicas préoximas a solucgoes circulares do
problema de Kepler

Nesta secao vamos estudar a continuacao de solucoes circulares do problema de Kepler, utili-

zando o método de continuacao analitica de Poincaré que foi desenvolvido no capitulo anterior.
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Consideremos a funcao Hamiltoniana H dada por

H(q,p,€) = Ho(a,p) + eHi(q, p) + O(e?), (4.8)

onde q = (z,y), P = (ps,py) € Ho(q,p) ¢ a funcdo Hamiltoniana do problema de Kepler
planar (4.2) Além disso, vamos assumir que # ¢ invariante com respeito a uma (ou ambas) das
reflexdes S7 e Sy dadas em (3.19).

Neste problema, nao estudaremos as 6rbitas em coordenadas cartesianas pelo fato de apre-
sentarem expressoes complexas para manipular e, também, nao utilizaremos as coordenadas de
Delaunay, pois a coordenada g, argumento do perigeu, nao esta definido para uma circunferén-
cia. Desta maneira, Vamos utilizar as coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD-coordenadas)
que estao definidas tanto para orbitas circulares quanto para Orbitas elipticas. Observemos que

a fun¢ao Hamiltoniana (4.8), em PD-coordenadas, é dada por

H(Q, P) = Ho(P) —+ EHl(Q, P) + O(€2>, (49)
onde .
Ho(P) = ~5p7 (4.10)

é a funcao Hamiltoniana do problema de Kepler em PD-coordenadas. As equacoes do movi-

mento associadas a fun¢do Hamiltoniana (4.9) sdo descritas por

1 8%1 87‘[1

Ql = P_l?’ +€8—P1(Q,P) +O(€2), P1 = O_Gﬁ(Q7P)+O(€2)7 (4 11)
. OH . OH '
Qs :0+68P21(Q,P)+(’)(62), P, :o—eaT);(Q,PHO(e?).

Vamos representar o fluxo do sistema perturbado acima por ¢(t, Y, €). Apresentaremos a seguir
um resultado que detemina algumas condicoes suficientes para que uma solucao intersecte

ortogonalmente os espacos L1 e Ly, em coordenadas de Delaunay e em PD-coordenadas.

Lema 4.1 Seja p(t) uma solu¢ao do sistema Hamiltoniano (4.11). Entdo, em coordenadas de

Delaunay (2.55), ¢(to) intersecta o eizo x (respect. eizo y) ortogonalmente em t =t se

l(tg) =0 modm e g(to)) =0 mod 7

- (4.12)
(respect. ((tg) =0 mod w e g(ty) = 5 mod 7),

e em PD-coordenadas (2.63), ¢(tg) intersecta o eizo x (respect. eizo y) ortogonalmente em
t =1ty se

Ql(tg) = O mod T e Qg(to) = 0
(4.13)

(respect. Q1(ty) = mod 7 e Py(tg) =0).

NN

—~

Demonstracao: Seja ¢(t) = (z(t),y(t), p+(t), py(t)) solugdo de (4.11). Primeiro demonstra-
remos para as varidveis de Delaunay. Observemos que se g(tg) = 0 mod 7 entdo o perigeu

e 0 apogeu estdo sobre o eixo z, e como ((tp) = 0 mod 7 a solugdo em ¢ = t; esta sobre
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o perigeu ou sobre o apogeu. Isso implica que y(to) = 0 e p.(ty) = 0, consequentemente, a
solugdo em t = ty esta sobre o espaco L£1. Portanto, ¢(t) intersecta ortogonalmente o eixo z
em t = ty. Agora, se g(tg) = g mod 7 entao o perigeu e o apogeu estao sobre o eixo y, e como
l(ty) = 0 mod 7 a solugdo em ¢ = ¢, também esta sobre o perigeu ou sobre o apogeu. Dessa
forma, z(ty) = 0 e p,(to) = 0, consequentemente, a solucdo em ¢ = ¢, esta sobre o espago Ls.
Portanto, ¢(t) intersecta ortogonalmente o eixo y em ¢ = t.

Por outro lado, analisando em PD-coordenadas, pelo que vimos acima e pela definicao destas

coordenadas, uma intersecgao ortogonal com o eixo x (respect. eixo y) em ¢ = to ocorre quando
Q1(t)) =0 mod 7 e Q2(ty) =0

(respect. Q1(to) :g mod 7 e Py(ty) =0).
]

A seguir vamos exibir um resultado importante, o qual é uma consequéncia direta das
equagdes variacionais (Teorema 3.3) e do fluxo do sistema (4.11). Vamos representar o fluxo de
(4.11) por @(t,Y;€) = (Q1(t,Y;¢€),Q2(t,Y;€), Pi(t,Y;¢€), Pa(t, Y5 €)).

Lema 4.2 Seja ¢olt,Y) = (Q1"(1,Y), Q5" (1, Y), PL(t,Y), B3" (1, Y) = (t + a1, 62, p1, p2)
uma solu¢iao do problema de kepler (4.10) com condicdo inicial Y = (q1,q2,p1,p2) em PD-
coordenadas. Entao a solug¢ao do problema perturbado (4.11) representada por o(t,Y;€) com a

mesma condicao inicial Y € dada por:
Qi(t.Yie) = QY (1Y) +eQ (1Y) + O(e?),
Qa(t,Y5e) = QY (1Y) + Qi (1, Y) + O(),
(4.14)
Pi(t,Y;e) =P Y) + P (1Y) + O(),

Pyt,Y;e) =P (1Y) +ePV (1Y) + O(e).

Em particular,

L OH,

Q1Y) = | 5 (hols Y))ds,
Lo
PUY) == [ S el Y

Demonstracao: A demonstracgao deste resultado segue do Teorema 3.3. De fato, mantendo
a notacdo do Teorema 3.3, sejam go(Q,P) = (P;2,0,0,0) e

OH,
0 0 1 0\ |00
0 0 01 oH,
0Q, OHy OHy OHy O,
w@P)=Ivi= | ] - (Gr o 50 a0.):
P,
0O -1 0 0 OH,

P,

35



Counsideremos a EDO
x = Dgo(@o(t,Y))x + g1(po(t, Y)). (4.15)

Como vimos no Teorema 3.3, se
o1t Y) = (@17 (1Y), 07 (1,Y), PV(8,Y), Py (1Y)

é solugao da EDO (4.15), entao

' 0H,4
QY 00 —3p* 0\ [QF oP;
: OH,
QY 00 0 of]@Y )
— —|— ,
PO 00 0o of]pm O
OQ1
A 00 0 0/ \pw oM,
Q2
ou equivalente
. 0 : 0
R (AR N LR
oR 00, (4.16)
o _ I RO '
2 0P27 2 aQQ
Resolvendo o sistema (4.16) com condigao inicial Y = (q1, g2, p1, p2), obtemos
b-3 oH
e Q0 Y) = [ (S G s v) ) ds
0o \P1 0P
POH
Q0 Y) = [ Tl V)i,
0 2
(4.17)
1) " OH,
o PUY) == [ S8t (s Y)ds.
0 0@
t
0
o BVY) == [ SRl Y))ds.
0 0Q2
Logo, concluimos a demonstragao. ]

Agora, vamos caracterizar uma solucao circular do problema de Kepler S;-simétrica em
PD-coordenadas.
Pelo Lema 4.1, Yo1 = (nm,0,p1,0) € £y, onde n € {0,1} e p; € RT — {0}. Assim, a solucao

©(t, Y1) do problema de Kepler em PD-coordenadas com condigao inicial Yo ¢ dada por

1
50)(t,Yo,1) = 3t +nm, Pl(o)(t;Yo,l) = D1,

P (4.18)
Ot Ye1) =0, Pt Y1) =0.

Desde que a solugao (4.18) é circular, seja T seu periodo. Esta solugao é S;-simétrica se, em

t= 2 ela intesecta ortogonalmente o eixo x. Mas, pelo Lema 4.1, isso é veridico se

T

ng)(%Yo,l) =5 +nr=(n+ 1),
2py

Q50)<%7Y0,1) = Ou
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isto ¢, = 7, consequentemente, T = 27p3.

2}
Agora, seja Y; = (nm,0,p; +0P,040P;) € £4 uma condi¢do inicial, proxima a Yy, onde
dP; e 0P, sao suficientementes pequenos. Portanto, a solugao oo (¢, Y1) do problema de Kepler
em PD-coordenadas com condigao inicial Y é dada por
QV(tY)) = ———t+nm, POt Y,) =p +6P,
(p1+0P1) (4.19)

Qg)) (t, Yl) =0, PQ(O) (t, Yl) =0P;.

Obtemos o seguinte resultado sobre solucoes periddicas Si-simétricas do problema de Kepler

perturbado:

Teorema 4.1 Suponhamos que H em (4.9) € invariante com respeito a simetria Si, e seja
wo(t, Y1), como em (4.19), solu¢ao do problema de Kepler em PD-coordenadas com condi¢ao

wictal Y. Suponhamos também que

B OH, z OH,
a) —75 (o(s, Y1) ds = (¢o(s, Y1)) ds =0
0 aPZ Y1=Y0,1,e=0 0 aPZ 6P1=0,0P>=0,e=0
€
b) /2 o (2o(s, Y1)) ds /2 o (o(s, Y1)) ds # 0
() 1 - oS, 1 .
0 adPQaPQ Y1:Y0’1,€:0 0 86P28P2 6P1:0,6P2:0,€=0

Entao, para € suficientemente pequeno, existe uma familia de condigoes iniciais, parametrizadas
pPorT €,
Ye = (TL?T, 07291 + 5P1(6)75P2(6)) € ‘Cl

tal que
(p(t, Y., E) = 900<t7 YE) + 0(62)

é uma solucio T-periddica Sy-simétrica do sistema (4.11) com periodo T = 2mp3.

Demonstracao: Seja ¢o(t, Y1) solugao do problema de Kepler com condigao inicial Y; como
em (4.19). Pelo Lema (4.2) a solugao

ot Y1, 6) = (Q1(t, Y1,6),Qa(t, Y1,€), Pi(t, Y1,6), Pa(t, Y1,€))

do sistema perturbado (4.11) satisfaz

Y .
Ql(ta 176) (pl +5P1)3t+n7[_+0(6)7

Qa(t, Y1,6) =0+ eQV(t,Y)) + O(2).
A solucao ¢(t, Y1, €) é T-periodica e Si-simétrica se, em t = T'/2, ele intersecta ortogonalmente

o eixo x. No entanto, pelo Lema 4.1, isso ocorre se

T
Q(T/2,Y1,¢) = 2 - 0P )P +nm+ O(e) = (n+ 1), (420
Q2(T/2,Y1,€) =eQM(T/2,Y,) + O(e?) = 0.
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Assim, precisamos encontrar condi¢des iniciais Yy tal que para todo € # 0 suficientemente

pequeno, as equacoes acima sao satisfeitas.

Observemos que Y, depende de 0P, e 0P, e como queremos encontrar solucoes de (4.20) com
)

€ # 0, vamos reescrever as equagoes (4.20) da seguinte maneira:

T
T/2,0P,,0Ps,€) = ———+4+nr—(n+ 1)1+ O(e) =0,
H(T/2,0, 0P €) 2 +opp (4 D+ O) (4.21)

Fo(T/2,6P,,6Ps€) = QW (T/2,Y 1) + O(e) =

Estas equagoes sao chamadas de equacoes de periodicidade. Para resolver este sistema utiliza-
remos o Teorema da Funcdo Implicita. Utilizando o item a) e avaliando as fungoes (4.21) em
dP, =0, P, = 0 e e = 0 (Observemos que avaliar as fungoes (4.21) em dP; =0, P, =0 e

¢ = 0 é equivalente a avaliar em Y; = Yy e e =0 ), obtemos

T 2mp}
T/2,0,0,0) = — —m=""L_7=0
fl( / s Uy Uy ) 2p;13 ™ 2]7? ™ )
£2(T/2,0,0,0) = Q5 (T/2,Y) :/ O (o5, Y1) ds = 0.
Y1=Yp,1,e=0 0 3P2 Y1=Y0.1,e=0

Por outro lado, diferenciando o sistema (4.21) com respeito a 0P, e § P, e avaliando em Y; =

Yo e e =0, obtemos

of 0N
a(fh f2) _ 00P, 00P,
(0P, OP2) |y, vy, o Ofr  0fs

(95P1 85P2 Y1=Y0,1,e=0

-3T
2(p1 + 6P)*

o3 (T/2,Y))

+ O(e) 0+ O(e)

o3 (T/2,Y))

aépl * O(E) 85P2 Y1=Yp,1,e=0
=37
2pt ’
= (1) (1)
8Q2 (T/Q, Y[)J) (T/2 YO 1)
85P1 8(5P2

Assim, usando b), segue que

dot [ U 1) _ 3T (0Q3(T/2,Y,,)
8(5P1, 5P2) Y1=Y0,1,e=0 2]9411 85P2

=37 0 2 OH,
= __ s, Y ds
2]9411 85P2 < 0 aPQ (SOO( 1)) Y1=Yo,1,e=0 > (422)
=3T OH
= Y
2p1 / 85P2 (aPQ (SOO(S’ 1)>> Y1:Y011,E=0ds

£0
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Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita, para e suficientemente pequeno, existem tnicas
fungoes diferenciaveis 0P, = Py (€) e 6Py = 0 Py(e€) tais que 6P;(0) = 0, §P2(0) = 0 e tal que

fl(T/Q, 5P1(€), 5P2(€), 6) = O, fg(T/z, 5P1(€), (5P2(€), 6) = 0.
Logo, existe uma familia de condigOes iniciais parametrizadas em e,
Y. = (nm,0,p1 + 6Pi(€),0Ps(€)) € Ly,

tal que p(t, Y., €) € uma solugao T-periodica e Si-simétrica do sistema (4.11), proxima da 6rbita

circular do problema de Kepler com raio r = 79 = p?, e com periodo fixo T' = 27p3. n

Agora, caracterizaremos uma solucao circular do problema de Kepler Ss-simétrica em PD-
coordenadas.
Pelo Lema 4.1, Yo = (5 +n7,0,p1,0) € Ly, onde n € {0,1} e p; € RT — {0}. Dessa forma, a

solucdo ¢o(t, Yo 2) do problema de Kepler em PD-cordenadas com condicao inicial Yoo ¢ dada

por
1 T
O, Yos) = —t+ - +nm, POt Yos) =m
Py 2 (4.23)
O, Yo,) =0, POt Yo,) =0.

Como a solugao (4.23) é circular, denotaremos por T o seu periodo. A solugao acima é Ss-

simétrica se, em t = ox ela intesecta o eixo y ortogonalmente. Todavia, de acordo com o Lema

4.1 devemos verificar se valem as condigoes

), . T ™ T
Q1 (3, Yo2) _2_p§1>)+§+n7r_§+(n+1)7r7

Pz(o)(%aYo,z) =0,

ou seja, = 7, por conseguinte, T = 27p3.

2p}
Agora, seja Yy = (5 +nm, 04 0Qq, p1 +6P1,0) € L uma condigao inicial, proxima a Yo,
com JP; e §Q), suficientementes pequenos. Assim, a solu¢do ¢o(t, Y2) do problema de Kepler

em PD-coordenadas com condicao inicial Yy é descrita por

T (0)
= —t+ — +nm, P (t,Ysy) =pr+0P
(pr+6P) " 2 (6 Y2) =p+oh (4.24)

QY (t,Y5) = 6Qs, POt Y,) =o0.

Q' (t,Y,)

Obtemos o seguinte resultado para solucoes periddicas Ss-simétricas do problema de Kepler

perturbado:

Teorema 4.2 Suponhamos que H em (4.9) € invariante com respeito a simetria Sa, e seja
wo(t,Y2), como em (4.23), solugao do problema de Kepler em PD-coordenadas com condi¢ao

wmictal Yo. Suponhamos também que

T OH,

T oM,
_ _ 4.9
90, ds (¢o(s, Y2)) ds=0  (4.25)

Y2:Y012 0 aQQ §P1=0,6Q2=0,e=0

a)

(vo(s, Ya))

29



T 9%,
b) /0 m(@o(&‘@))

o / TI1 (s, Y) ds £ 0
= Ac a \Pols, X2 .
Y2=Yo,2 0 85Q28Q2 §P1=0,6Q2=0,e=0

(4.26)

Entao, para € suficientemente pequeno, existe uma familia de condi¢oes iniciais, parametrizadas

por €,

Y= (g + nm,0Qa(€), Py + 6 Pi(€),0) € Ly

tal que
o(t, Y, €) = po(t, Ye) + O()

¢ uma solugao T-periddica e Sy-simétrica do sistema (4.11) com periodo T = 2mp3.

Demonstracao: Seja po(t, Ys) solugao do problema de Kepler com condigao inicial Yy como

em (4.24). De acordo com Lema (4.2) a solugao
gp(ta Y27 6) = (Ql(t7 Y27 6)7 Q2(t7 Y27 6)7 Pl(tv Y27 6)7 P2(t7 Y27 6))
do sistema perturbado (4.11) é tal que

1 T
Ql(t,Yg,E) = mt—F 5 +nm 4+ 0(6),

Po(t,Ya€) =0+ PVt Y5) + O).
A solucao ¢(t, Yo, €) é¢ T-periddica Sy-simétrica se, em t = T'/2, ele intersecta o eixo y ortogo-

nalmente. Porém, o Lema 4.1 nos diz que isso acontece se

T T
=———+—-+n1+0(e) = =+ (n+ 1)m,
2(p +6P)3 2 (€ 2 ( ) (4.27)

Py(T/2, Y2 €) =ePM(T/2,Y,5) + O(e2) = 0.

Ql(T/2, YQ, E)

Dessa forma, encontraremos condicoes iniciais Yo tal que para todo € # 0 suficientemente
pequeno, as equagoes acima sao satisfeitas. A fim de obter solugoes de (4.27) com € # 0,

reescrevemos as equacoes da forma

T
= 4 7+0() =0,
2(p1 +0P)? © (4.28)

fo(T)2,86P1,6Qa,¢) = PV(T/2,Y,5) + Oe) = 0,

fl(T/2, (5P1, 5@2, 6)

e novamente, utilizaremos o Teorema da Fungao Implicita para resolvé-las. Usando o item a) e

avaliando as fungoes (4.28) em 0P, = 0, 6Q3 = 0 e € = 0, obtemos

T 27mp?
T 2 = — — = — — =
f1(T7/2,0,0,0) 27 T 27 =0,
7 OH
T/2,0,0,0) = P\)(T/2,Y =— | (s, Y ds = 0.
f2( / ) 2 ( / 2) Y2=Y¢,2,e=0 0 3@2 (¢0( 2)) Y2=Yo,2,e=0
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Diferenciando o sistema (4.28) com respeito a P, e §Q)2, ¢ avaliando em Yy = Yoo e € = 0,

temos que
ofi  Oh
Ot REs
IOPL,6Q3) |y, vy . o of,  of,
85P1 85Q2 Y2:Y0,27 e=0
(4.29)
—3T 0
2pi
OPY(T/2,Y,,) 9P (T/2,Y02)
00 Py 00Q)2
Desta maneira, utilisando o item b), obtemos
det [ U F2) _ 3T (9P (T/2,Yo)
a(éplv 5Q2) Y2=Y0,2,e=0 2]9[11 a(SQQ
37 [* 9 (0, )
= — s, Y ds
QP%/O 00Q2 (8Q2 (ol 2)) Y2=Y0,2,e=0

# 0.
Logo, de acordo com o Teorema da Funcao Implicita, para e suficientemente pequeno, existem
tnicas fungoes diferenciaveis 0P, = dP(€) e Q2 = dQa(€) tais que 0P (0) = 0 e 6@Q2(0) =0 e
tal que
fl(T/27 5P1(€)7 5@2(6)7 E) = 07 fQ(T/Zv 5P1(€)a 5Q2<€)7 6) =0.

Assim, existe uma familia de condi¢oes iniciais parametrizadas em e,
T
Y. = (5 +nm, 6Qq(€), P + 5P (€),0) € Ly,
tal que (¢, Y., €) é uma solugao T-periddica e Sy-simétrica do sistema (4.11), proxima da érbita

circular do problema de Kepler com raio r = ry = p?, e com perfodo fixo T' = 27p3. [

Por ultimo, caracterizaremos uma solucao circular dupla simétrica do problema de Kepler
em PD-coordenadas.
Consideremos a solugao ¢(t, Yo 1) do problema de Kepler dada por (4.18), e como ela ¢ periodica
chamaremos de T' o seu periodo. Esta solucao ¢ dupla simétrica se, em ¢t = %, ela intesecta

ortogonalmente o eixo y. Porém, aplicando o Lema 4.1, temos que verificar se sao satisfeitas as

condigoes
0T o . T
Ql (Z7Y0,1) = 4_pf +nmT = 5 + nm,
PO Yo,) =0,
ou melhor, — = To que implica em T = 27p3.

3 2
Consideremos também a solucao (¢, Y1) do problema de Kepler dada por (4.19), com con-
di¢ao inicial Y; préxima a Y. Apresentaremos a seguir o resultado que, de fato, caracteriza

uma solucao circular dupla simétrica.
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Teorema 4.3 Suponhamos que H em (4.9) € invariante com respeito as simetrias Sy e So, €
seja po(t, Y1), como em (4.19), solugao do problema de Kepler em PD-varidveis com condi¢ao
wmictal Y1. Entao, para € suficientemente pequeno, existe uma familia de condi¢oes iniciais,

parametrizadas por e,
Y. = (nm,0,p1 + 6Pi(€), 0 Ps(€)) € L4

tal que
@(t7 Y., 6) = (po(t, YE) + O(€2>
¢ uma solucao T-periddica e dupla simétrica do sistema (4.11) com periodo T = 27p3.

Demonstracao: Seja ¢o(t, Y1) solugao do problema de Kepler com condigao inicial Y; como

em (4.19). O Lema (4.2) estabelece que a solu¢ao
90(757 Yl? 6) = (Ql(tv Y17 6)7 QQ(ty Y17 6)7 Pl(ty Y17 6)7 PQ(ty Y17 6))

do sistema perturbado (4.11) cumpre as condigoes

Y - -
Q1(t, Y1, €) i +5P1)3t+n7r+ O(e),

Pg(t,Yl,E) = 6P2 =+ O(E)

A solugao ¢(t,Y1,€) é T-periodica e dupla simétrica se, em ¢t = T/4, ela intersecta ortogonal-
mente o eixo y. Contudo, de acordo com o Lema 3.4, isso ocorre se
Qu(T/4, Y1, e) L O =T4
 Yi,6) =——— +nmw €) = — +nm,
' ' 4(p1 +0P)3 2 (4.30)
PQ(T/4,Y1,E) :5P2+O(€):O

Dessa forma, buscaremos condicoes iniciais Y que satisfaca as equagoes acima, para todo € # 0

suficientemente pequeno. Para solucionar o sistema (4.30) com € # 0, a reescrevemos como

J— T —_——
A +0P)?
fg(T/4,(SP1,5P2, 6) = (SPQ + O(G) = O,

fL(T/4,6P,, 6Py, €) g +O(e) = 0,

(4.31)

e assim, poderemos resolvé-lo pelo T.F.I. Avaliando as funcoes (4.31) em 0P, = 0, 6P, =0 e

€ = 0, obtemos
T T
7/4,0,0,0) =-—— ==
fl( /7 I ) 4]9% 92
f2(T/4,0,0,0) =0.

Diferenciando o sistema (4.31) em relagao a 0P, e 0 P,, e avaliando em Y; = Yo e € = 0 temos

que
afl afl 37T
A1, o) 0P, 9P =
IOPLOP) |y, v, oo of  0f . (4.32)

dOPy  06P2/ ly,—v,,, e
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e dessa forma, obtemos

A(f1, f2)
det (awpl, 5P)

=37
=" £0. (4.33)
Y1=Yo,1, 6=0) 4P14

Assim, mediante o Teorema da funcao implicita, para e suficientemente pequeno, existem tnicas
fungoes diferenciaveis 0P, = 6Py (€) e 6Py = 0P5(€) tais que 6P;(0) = 0 e §P»(0) = 0, e tal que

fi(T/4,6Pi(€),0P(€),€) =0,  fo(T/4,5Pi(€),P2(€),€) = 0.
Isso implica que existe uma familia de condicOes iniciais parametrizadas em e,
Y. = (nm,0,p1 +IPi(€),0P(€)) € Ly,
tal que
p(t, Y €) = po(t, Yo) + O()

é uma solugao T-periodica e dupla simétrica do sistema (4.11), proxima da orbita circular do

problema de Kepler com raio r = ry = p?, e com periodo fixo T = 27p3. [

4.2 Orbitas periddicas proximas a solucoes elipticas do pro-
blema de Kepler

Estudaremos nesta secao a continuacao de solucoes elipticas do problema de Kepler utilizando,
assim como na secao anterior, o método de continuacao analitica de Poincaré, desenvolvido no
capitulo anterior.

Consideremos a fun¢ao Hamiltoniana H dada em (3.17), com Hy(q,p) sendo a funcao
Hamiltoniana do problema de Kepler planar dada em (4.2). Além disso, assumiremos que #H
é invariante com respeito a uma (ou ambas) das reflexées S; e Sy dadas em (3.19). A funcdo

Hamiltoniana (3.17) em coordenadas de Delaunay Q = (¢,g), P = (L, G), é dada por

H(QP) = —i b (Q.P) + O(2), (4.34)
onde .
Ho(Q,P) = YE (4.35)

é a funcao Hamiltoniana do problema de Kepler em coordenadas de Delaunay. Assim, as

equagoes do movimento associada a fungao Hamiltoniana (4.34) sdo descritas por

¢ :i+ 8—(@ P) + O(€%), L —O—ea (Q P) + O(¢%);
oy ' 07—[ (4.36)
g =0+e5 1(Q P) + O(é?), G —O—ea—l(Q P) + O(e?).

A seguir apresentaremos um resultado importante, que também é uma consequéncia direta das
equagbes variacionais (Teorema 3.3) e do fluxo do sistema (4.36), e que representaremos por
o(t, Y, €). Esse resultado é analogo ao teorema (4.2) mas agora utilizando as coordenadas de

Delaunay.
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Lema 4.3 Seja ¢o(t,Y) = ({0t Y), ¢t Y), LO@Y), GOt Y)) uma solucio do pro-
blema de kepler (4.35) com condi¢ao inicial Y em coordenadas de Delaunay. Entdo a solu¢do

do problema perturbado (4.36) representada por
o(t, Y€)= (U(t, Y5 €),9(t, Ys€), L(E, Y5 €), G, Y €)),
com a mesma condicao inicial Y, € dada por:
(Y e) =00 Y) +elD(t,Y) + O(e?),

9(t,Y3e) =gt Y) +egV(tY) + O(e?),

(4.37)
L(t,Y;¢) =LO@EY)+eLW(t,Y) + O(e?),
Gt,Y;e) =GO®FY)+ GV, Y)+ O(e2),
onde, em particular:
00Y) = [ P i 6O0y) = [ s )i
Demonstracao: A demonstracao deste lema é anéloga a do Lema 4.2. [

Vamos caracterizar uma solucgao eliptica do problema de Kepler S;-simétrica, com ¢ = 1,2,
em coordenadas de Delaunay.
Consideremos uma solucao eliptica qbo(t,Yé’k) do problema de Kepler (4.35) em coordenadas

de Delaunay com condicao inicial
Y5* = (nm, 65" Lo, Go),
onde n € {0,1}, Ly € RT — {0}, 0 < |Go| < Lo, i =1,2 e
ik . m
95" = 2k + (i — 1))5, k=0,1.

Pelo Lema 4.1, Yé’k € L;. Assim, a solucao ¢q(t, Yé’k) ¢ descrita esplicitamente por

) 1 i
(O, Y§") = —t+nm, LO@YG") = Lo,

0 % 0 (4.38)
gV, Y5") =", GOt Y") = Go.

T
A solugao (4.38) é T-periddica e Si-simétrica se, em t = 2 ela intesecta o eixo x de maneira

. . T . .
ortogonal e é Sy-simétrica se, em t = ox ela intesecta ortogonalmente o eixo y. Em ambos os

casos, aplicando o Lema 4.1, para que isso aconteca basta verificarmos a condicao

6(0)(%, Yé’k) +nmw = (n+ 1),

o que implica em 5= logo T = 2nL3.

0
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Agora, seja Y8 = (nmr, go M Lo+0L,Go+ 0G)i para i = 1,2, uma condigao inicial, proxima
a Yék, onde 0L e §G sao suficientementes pequenos. Pelo Lema 4.1, Y** € £;. Logo, a solucdo
¢o(t, Y*) do problema de Kepler em coordenadas de Delaunay com condigdo inicial Y** é

dada por

) 1 )
(O, YR = ————t +nr, LO(t, Y"R) = Lo+ 5L,
EYT) =TTy LY =Lo (4.39)

gO @, Yk = gk, GO(t,YoF) =Gy + G,

onde 0 < |0G| < 0L, k € {0,1} e i = 1,2. Apresentaremos a seguir um resultado que nos da

condicoes suficientes para obtermos orbitas periodicas simétricas proximas as solucgoes elipticas.

Teorema 4.4 Suponhamos que H em (4.34) é invariante com respeito a simetria S;, e seja
Po(t, Y*) uma solugio eliptica do problema de Kepler em coordenadas de Delaunay como em

(4.39). Suponhamos também que

87‘[1 87'[1

a) (¢>o( L YHRY) o ds= (¢0( YY) ds =0 (4.40)
0 Yik=Y{ " e=0 0 §L=0,6G=0,e=0
€
2 PH, . T PH, 4
b Po(s, YO ds = do(s, Yk ds # 0.
by wocac YD BTy ascac Y|

(4.41)

Entao, para € suficientemente pequeno, existe uma familia de condicoes iniciais
Yk = (nm, gi* Lo+ 0L (€), Gy + 6G™*(¢)) € L;
parametrizadas por €, tal que
o(t, Y €) = do(t, YH) + O(e?)
¢ uma solugao eliptica T-periddica e S;-simétrica do sistema (4.36) com periodo fizo T = 27 L}.

Demonstragao: Seja ¢g(t, Y**) solugdo do problema de Kepler com condi¢ao inicial Y**

como em (4.39). O Lema (4.3) nos diz que a solugao
ot Y ) = (0(t, Y™ €), g(t, Y"* €), L(t,Y"* ), G(t,Y"* €))

do sistema perturbado (4.36) em variaveis de Delaunay satisfaz

1
(Lo oL}
gt, Y ) = go’ +egM (¢, YOF) + O(e2).

0t YR €) = 5t +nm+ O(e),

A solugao ¢(t, Yok ¢€) é T-periddica e S;-simétrica se, em ¢t = T'/2, ela intesecta o subespago £;
de forma ortogonal. Porém, pelo Lema 4.1, isso é verdadeiro se
T
——— + 0(¢) =,
(Lo +6L)3 (4.42)
g(T/2, Y, ) = gb* +egM(T/2,Y*) + O(e?) = gi* + mm, para algum m € Z.

UT/2, Y, €) =
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Assim, fazendo m = 0, podemos reescrever estas equacoes da forma

; ___rr _
JilT/2,0L,06,6) =5m = ~ T+ 0O =0, (4.43)

Fi(T)2,6L,6G,€) = gD(T/2,Y*) + Oe) = 0,

e a resolveremos utilizando o Teorema da Fungdo Implicita. Avaliando as fungdes (4.43) em
0L =0, 0G =0, e =0 e utilizando a hipdtese a) obtemos

A T o L3
(T/2,0,0,0) = —m="-2_7=0
fi(1/2,0,0,0) 2L3 i 2L3 " ,
T OH
i(T/2,0,0,0) — ¢O(T/2, Y = | 55 (@ls Y™ a5 =0
fQ( / ,0,0, ) g ( / ) ) Yiﬁk:Yé‘k,ezo 0 oG (¢0(S; )) Yi,k:Yé’k S

Diferenciando o sistema (4.31) com respeito a 6L e 6G, e avaliando em Y% = Y% e e = 0

obtemos que

o ofi ol
o(fi, f) _ | 95L 098G
J(6L,0G) YikoyiE e afi  of
OOL 000G/ lyik=yi* =0
(4.44)
=37
| e ’
0gD(T/2,Y) 09D (T/2,YH) |7
00 L 00G
logo, segue que
tet (25D 3T (0g(T/2, Y
3T [z 8 [0H, .
= Y" d;
sty ), aie (56 @i Y™) it o
# 0.
(4.45)

Assim, segundo o Teorema da Funcao Implicita, para e suficientemente pequeno, existem tnicas
fungoes diferencidveis L = 0L(¢) e 0G = 6G(e) tais que 6L(0) = 0 e IG(0) = 0, e tal que

fi(T/2,0L(€),0G(e),€) =0,  fo(T/2,0L(€),6G(e), €) = 0.
Portanto, existe uma familia de condicoes iniciais parametrizadas em e,
Yi’k - (TL?T, ggk) LO + 5Li,k(€)7 5027’6(6)) € ‘C’U

tal que
o1, Y €) = pot, Ye¥) + O()
¢ uma solugao eliptica T-periodica e S;-simétrica do sistema (4.36), proxima da orbita eliptica

do problema de Kepler, com periodo fixo T' = 2w L3. [
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Observemos que nao podemos obter solucoes periodicas dupla simétricas sendo continuacao
de uma solugdo eliptica, isso s6 ocorre com oOrbitas circulares. De fato, seja ¢o(t, Yy") uma

solugdo eliptica do problema de Kepler (4.35) em coordenadas de Delaunay com condi¢ao inicial
Yo = (nm,nw, Lo, Gy),

onde n € {0,1}, Ly € RT — {0}, 0 < |Go| < Lo. Pelo Lema 4.1, Y, € £;. Esta solugao é

descrita especificamente da forma

K(O) (t, Yl:k) = —t+ nm, L(O) (t, Y%k) - L07
0 % 0 (4.46)

Como a solugao (4.46) é eliptica, ela é periodica, e representaremos por T seu Periodo. Além

disso, esta solucao é dupla simétrica se, em t = 7 ela intesecta o eixo y de forma ortogonal.

Porém, segundo o Teorema 4.1 precisamos verificar se sao satisfeitas as seguintes condicoes:

(O(Ly,) +nm = (n+ 1),

:2—L%

gL Y,) =nr= g + nm.

De imediato vemos que a segunda condicao nao pode ser satisfeita, ou seja, nao existem valores
para n que a torne verdadeira. Isso mostra que nao podemos obter solucoes elipticas dupla

simétricas como continuacao de uma solucao eliptica do problema de Kepler.
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Capitulo 5

Orbitas periddicas em pertubacoes
simétricas do problema de Kepler em
coordenadas giratorias

Este capitulo se dedica a explorar as 6rbitas periddicas simétricas em perturbacoes simétricas
do problema de Kepler planar, examinando-as em um sistema de coordenadas particularmente
elegante, as coordenadas giratorias. Nesse cenario, o estudo da existéncia de solugoes periodicas
simétricas pode ser analisado de maneira mais clara e eficaz, no sentido da simplificacao das
equacoes de periodicidade.

Na literatura, é conhecido que existem alguns sistemas Hamiltonianos que sao perturbacoes
do problema de Kepler em coordenadas giratorias (veja, por exemplo, [20]). Em alguns casos,
esses Hamiltonianos sao obtidos a partir da funcao Hamiltoniana em coordenadas inerciais
porque sao invariantes sob rotacao ao redor do eixo z, mas em outros casos eles surgem como
um problema especifico onde o problema ja é colocado em coordenadas giratorias. Um caso
particular deste ultimo cendrio, por exemplo na mecanica celeste, ocorre quando envolve o
estudo da dindmica quando alguma particula (ou corpo massivo) esta se movendo em orbita
circular com velocidade angular constante. Este altimo caso serd explorado em um exemplo
concreto na secao 6.2 do capitulo 6.

Consideremos a funcao Hamiltoniana do problema de Kepler dada por

_ 1 2 2 1 _

Vamos estudar o problema de Kepler em um sistema de coordenadas nao inercial. Definimos a

(5.1)

transformacao de coordenadas (Coordenadas giratorias)

X cost sent 0 0 T
Q Y —sent cost 0 0 Y
= = (5.2)
P P, 0 0 cost sent Dz
P, 0 0 —sent cost Dy
Assim, a fun¢do Hamiltoniana (5.1) é reescrita em coordenadas giratorias como
1 1
Ky==(P>+ P} - (XP,—-YP,) — —x—. 5.3
0 9 ( z T y ) ( Y ) \/W ( )
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Logo, as equagbes do movimento associada a fun¢do Hamiltoniana (5.3) sdo dadas por

) . X
X =Pk +Y, Py Zm;
+Y?2)3
| | Iy (5.4)
Y =P, —X, P, = ———.
Xy

Nas secoes seguintes, vamos estudar a existéncia de solugoes periodicas em sistemas pertur-

bados associados a fung¢oes Hamiltonianas do tipo

K(q,p) = Ko(q,p) + €K1(q, p) + O(¢?), (5.5)

onde Ky(q,p) é a fun¢do Hamiltoniana do problema de Kepler dada por (5.3). Como no capi-
tulo anterior, queremos determinar condi¢oes suficientes para a existéncia de solugoes periodicas
simétricas como continuacao de solugoes circulares e elipticas do problema de Kepler em co-
ordenadas giratorias. Para alcancar nossos objetivos vamos também usar as coordenadas de
Poincaré-Delaunay ( para solugoes circulares) e Delaunay (para solugoes elipticas). O caso da
continuac¢ao de solucoes elipticas do problema de Kepler em coordenadas giratorias é um caso
bastante particular, pois nao somos capazes de obter solucoes periddicas com periodo conhecido
( 0 mesmo da solugao Kepleriana). Esta impossibilidade ficara clara durante o processo de re-
solver as equacoes de periodicidade. Porém, mesmo assim vamos descrever como obter solucoes
periddicas, agora neste caso particular, com periodo dependendo do parametro perturbador.

Os resultados que apresentaremos neste capitulo podem ser encontrados em [3] e [20].
5.1 Continuacao de solucoes circulares do problema de Ke-
pler em coordenadas giratoérias

Consideremos a fungao Hamiltoniana dada em (5.3). Em PD-coordenadas, a fun¢ao Hamilto-

niana (5.3) é dada por

1 Q3+ 7P
Koy=——-P +————= 5.6
Ny R (5.6)
e as equagoes do movimento associada a fun¢do Hamiltoniana (5.6) sao descritas por
G = 1 B =0
1 =353 — L 1 =Y
Py (5.7)
Q2 = P27 P2 — _QQ.
A solugdo do sistema (5.7) com condi¢ao inicial Yy = (QY, Q9, PP, Py) é dada por
1
o = (g-1)irt RO -
Py (5.8)
Q2(t) = QY cost+ P)sent, Py(t) = —QYsent + P cost.

Mas, se as solugoes sao circulares, ou seja, se L = G entao temos que
Q3+ Py =2(L-G)=0=Qy=P,=0.
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Dessa forma, a solucao circular do problema de Kepler em coordenadas giratorias com condigao

inicial Y, é descrita por

1
Q:1(t) = (ﬁ — 1> t+QY, P(t) = Pp;
" (5.9)
Q2(t) =0, Py(t) =0.
Agora, consideremos a funcao Hamiltoniana
K(q,p) = Ko(q,p) + eKi(q, p) + O(€%), (5.10)

onde Ky(q,p) é a funcdo Hamiltoniana do problema de Kepler dada por (5.1). Além disso,
assumiremos que K ¢ invariante com respeito a uma (ou ambas) das reflexdes S e Sy dadas
em (3.19).

A func¢ao Hamiltoniana (5.10) em coordenadas giratorias é descrita por

1 2 P2
K(Q,P):—W—Pl‘f‘%‘f'EKl(Q,P)"—O(EQ), (511)
i
e as equagoes do movimento associada a fungdo Hamiltoniana (5.11) sdo dadas por
. 1 0K . oK
Q =[5 1)+e 5 QP +OEE), A =0-e2(QP)+O(e)
Pl 8P1 a@l
oK SK (5.12)
Q> :P2+€—1<Q,P)+O(€2)7 P = —QQ—G—I(Q7P>+O(€2)
8P2 aQQ

Vamos caracterizar uma solugao circular do problema de Kepler S;-simétrica em coordena-
das giratorias. Seja
Zo, = (nm,0,P,0) € Ly,
comn € {0,1} e P} € R* —{0}. Assim, a solu¢ao ¢q(t,Zo1) circular do problema de Kepler

em coordenadas giratérias com condigao inicial Zg; é descrita por

1 (0)
Q\(t, Z, :(——1>t—i—n7r, P (t,Zo,) = PP
1 Zos) (P7)? 1 (0 o) ' (5.13)
Qéo) (t,Zo1) =0, PQ(O) (t,Zo1) =0.

T
A solucao (5.13) é T-periodica e Si-simétrica se, em t = 2 ela intesecta ortogonalmente o eixo
x. Mas, pelo Lema 4.1, isso acontece se
1 T

ng)(%, Zoy) = (—(Plo)g - 1) 5 Tom= (n+m)r, comm e Z*

Qg))(§7 ZO,I) = 07
2mm(PP)3
1—(PP)*
Agora, consideremos uma condi¢ao inicial Z; = (nm,0, P + 6P,0 + 6 P,) € L, proxima a

ou seja, se o periodo da solucao ¢ dado por T' =

Z1, onde 0P, e 0P, sao suficientementes pequenos. Dessa maneira, a solugao do problema de

Kepler em coordenadas giratorias com condicao inicial Z; é dada por

(0 1 (0) 0
tZ) =(—— 1)t +nm POt 7)) = PO+ 6P
%) ((PP +6P;)3 ) " (02 =R+ oh (5.14)
Qéo)(t> Z,) = 0P;sent, PQ(O) (t,Z,) = dPycost.
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Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.1 Suponhamos que K em (5.11) € invariante com respeito a simelria Sy, e seja
wo(t,Zy), como em (5.14), solugao do problema de Kepler em coordenadas giratérias com con-

dicao inicial Zq, onde

Pl=<SpcRt:p#1le Ll 3 ¢Qt 5.
L —py
FEntao, para € suficientemente pequeno, existe condigéoes iniciais Z, = (nm,0, P,+3JPi(€), d Py(€))
tal que
(p(t7 Z, 6) = QOO(ZG’ t) + O(E2>

2 PO 3

é uma solu¢ao T-periddica e Sy-simétrica do sistema (5.12) com periodo T = %.
— U7

Demonstracao: Seja ¢o(t, Z1) solucdo do problema de Kepler com condi¢do inicial Z; como

em (5.14). Pelo Lema (4.2) a solugao
o(t,Zy,€) = (Qi(t, Z1,€), Qa(t, Zu,€), Pr(t, Zy €), Pa(t, Zy €))

do sistema perturbado (5.12) satisfaz as condigoes

Q1(t,Zy,e) = <m — 1> t+nm+ O(e),

Q2<t7 Zl7€) = 6P2 Sent+0(€).

Pelo Lema 3.4, a solucdo ¢(t,Zq,¢) é T-periodica Si-simétrica se, em ¢ = T'/2, ele intersecta

ortogonalmente o eixo . No entanto, através do Lema 4.1, isso ¢é veridico se

Q1(T/2,Z1,¢) = (W — 1) % +nm+ O(e) = (n+m)m, com m € Z (5.15)

Q2(T/2,Z1,¢) = dPysent+ O(e) = 0.

Assim, determinaremos condi¢Oes iniciais Y; tais que para todo € # 0 suficientemente pequeno,
as equagoes (5.15) sao satisfeitas. Com o objetivo de encontrar solucoes de (5.15) para € # 0,

vamos reescrever as equagoes (5.15) da forma

1 T
fl(T/2,5P17(5P2, E) = (m — 1) E +nm — (TL + m)7r + O(G) = O, (516)
fo(T/2,0P,,0P,¢) = dPysent + O(e) = 0.

e utilizaremos o Teorema da func¢ao implicita para resolvé-las. Avaliando as fungoes (5.16) em
0P, =0,0P, =0ee=0 obtemos

f2(7/2,0,0,0) =0.
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Diferenciando o sistema (5.15) em relagdo a 0P e dPs, e avaliando em Z; = Zg; e em € = 0,

obtemos
ofi  Of —3T
O(f1, f-) _ | aon aop, _ | 2Pt (5.17)
OOPL0Ps) |7, 7., o Of:  0f 0 sen L | |
Py 05Ps/ lz,7,, =0 2

Logo, segue que

A(f1, f2)
det <8(6P1, 3P,)

=3T ) T
= sen —. (5.18)
Z1=Zo,1, e:O) (2(P10)4 2

Observemos que

—3T T T T 2mm(PY)3
(W)SGHE#O = SGHE%O <~ E%kﬂ,kEZ@ —(Pl())37é2kﬂ-
(Pr)° k
& 1—(P10)37ém€(@’

Assim, para

PP:{p1€R+Ip17é1e1p1p3¢(@+},
Pl

garantimos através do Teorema da funcao implicita, que para e suficientemente pequeno, exis-
tem curvas diferenciaveis P, = dPi(€) e P, = §P»(¢) tais que P (0) = 0 e 6P(0) = 0, e tal
que

f1(T/2,6Pyi(e),0Ps(€),€) =0, f2(T/2,6P(€),0Ps(€),€) = 0.

Dessa forma, existe uma familia de condigoes iniciais parametrizadas em e,
Z.= (nm,0, P) 4+ 5P (€), 6 Py(e)) € L1,

tal que
©(t, Zie, €) = @o(t, Zc) + O(e?)

é uma solucao periodica Si-simétrica do sistema (5.12) proxima da orbita circular do problema
2mm(PP)3
de Kepler com raio r = rog = (P})?, e com periodo fixo T = %. U
— U7
Agora, caracterizaremos uma solucao circular do problema de Kepler Ss-simétrica em coor-

denadas giratorias. Seja
ZO,2 - (g + nﬂ-aoa P107O) S £27

onde n € {0,1} e P} € R™ — {0}. Dessa forma, a solugio py(t, Zg2) do problema de Kepler em

coordenadas giratorias com condigao inicial Zg o é dada por

1 s 0)
Q\(t, Zo2) :(——1)t+—+n7r, POt Zyy) = PP
vt 2oy (PP)3 2 1t Zo) ' (5.19)
QW(t,Zos) =0, PO, Zgs) =0.
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T
A solugao acima é T-periodica e Sy-simétrica se, em t = EX ela intesecta o eixo y ortogonal-
mente. Mas, de acordo com o Lema 4.1, isso ocorre se
0T 7 = L—1 z T n _T n+m)mw, com m € Z

Q1 (3, Zo2) ((Plo)?’ >2+2+ 7T 2—|—( +m)m, .

PQ(O)(%a ZO,Q) - 07
2mn(P)3
1—(PP)*
Agora, consideremos uma condicao inicial Zy = (5 +nm, 04 00Q2, P)+6P,0) € Ly proxima

ou seja, se o periodo da solucao ¢ dado por T' =

a Zoo, onde 0P, e @)y sdo suficientementes pequenos. Assim, a solu¢ao ¢o(t, Z2) do problema

de Kepler em coordenadas giratérias com condigao inicial Zy é dada por

1 T
Az (m - 1) bhgtnm P(t,Zs) = P+ 6P, 520,
1 1 _
ng) (t,Zs) = 0Q2cost, PQ(O) (t,Zy) = —dQqsent.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 5.2 Suponhamos que K em (5.11) é invariante com respeito a simetria Sy, € seja
wo(t, Zs), como em (5.20), solugdo do problema de Kepler em coordenadas giratérias com con-

dicao inicial Zo, onde

PP:{p1€R+Zp17£1€1p1p3¢(@+}.
!

Entdo, para € suficientemente pequeno, existe condigoes iniciais Ze = (5 + nw, Qs (€), PY +
dP(¢€),0) tal que
(1, €) = po(z0, 1) + O()
2 PO 3
é uma solug¢ao T-periddica Sy-simétrica do sistema (5.12) com periodo T = %.
— U7
Demonstracao: Seja ¢o(t, Z2) solucio do problema de Kepler com condi¢do inicial Zs como

em (5.20). De acordo com o Lema (4.2) a solucao

Qﬁ(t, Z2,€) = (Ql(t, ZQ,E), Qz(t, ZQ,G), Pl(t, ZQ,G), Pg(t, ZQ,E))

do sistema perturbado (5.12) satisfaz o sequinte:
Qu(t, Zo, ) ! L) ¢+ = +nm+ O(e)
€) == — —+nm €
1\t &2, (Pl()+5p1>3 9 )
Py(t,Zg,6) = —6Qasent + O(e).

O Lema 3.4 nos diz que a solugdo ¢(t,Zs, €) é T-periddica e Sy-simétrica se, em t = T'/2, ele

intersecta o eixo y de forma ortogonal. Mas, pelo Lema 4.1, isso é valido se

1 T = ™
Ql(T/Q,ZQ,E) = (m—l) §+§+nﬂ+0(e)—§+(n+m)7r, comm € Z
Py(T)2,Z9,¢) = —0Qqsent + O(e) = 0.

(5.21)
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Assim sendo, procuraremos condicoes iniciais Zo que satisfaga as equagoes (5.21) para todo
e # 0 suficientemente pequeno. Como nosso intuito é encontrar solugoes de (5.21) para e = 0

a reescrevemos como

1 T =« T
fl(T/275P1,(5Q2,6> = (W—l) §+§—|—mr—§—(n+m)7r+(9(e):0,

fo(T/2,6P1,6Q2,¢) = —dQ2sent + O(e) = 0.
(5.22)

e vamos resolver o sistema (5.22) utilizando o Teorema da funcdo implicita. Avaliando as
fungoes (5.22) em 0P, =0, 6Q2 = 0 e € = 0 temos

fl(T/Q,0,0,0) = (@_1> %—mﬂ':O,

f2(7/2,0,0,0) =0.

Diferenciando o sistema (5.21) com respeito a 0P e 0Q9, e avaliando em Zgy = Zg 5 ¢ em € = 0,

temos que
dfi  Ofi —3T
A(f1, f2) _ [ 95P 95Qs _ |2 (5.23)
0(6P1,0Q)2) Zy=Z0.2, =0 e Ofs 0 —sen Z | |
00 P, 86Q2 Z2=%70,2, =0 2

e, consequentemente,

a(Ul, UQ)
det (a(apl, 5Q2)

3T ) T
= sen —. (5.24)
Zo=7p,32, 6=0> (2(P10)4 2

(), k
1—(PY)?

Como

3T T T
(Q(PP)‘*) sen§7é0 & E#k‘ﬁ,keZ &

entao, para

sz{pleRJripl?élelplpg ¢@+},
- M

certificamos pelo Teorema da funcao implicita, que para e suficientemente pequeno, existem
curvas diferenciaveis P = JPi(€) e Q2 = dQ2(€) tais que 6P (0) = 0 e 6Q2(0) = 0, e talque

f1 (T/Q, (S.Pl(E), 5@2(6), 6) = O, f2(T/2, 5P1 (E), 5@2(6), 6) =0.

Portanto, existe uma familia de condicoes iniciais parametrizadas em e,

Ze = (5 +n7,6Qa(6), PV + 6P1(6),0) € Lo,

tal que
Qp(ta Zea 6) = 900(2%7 ZE) + (9(62)

é uma solucao periodica Sp-simétrica do sistema (5.12) proxima da orbita circular do problema

2 PO 3
de Kepler com raio r = ry = (P)?, e com periodo fixo T' = —1m7r((P(1)))3 _ .
—
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Por fim, caracterizaremos uma solucao circular do problema de Kepler dupla simétrica em
coordenadas giratorias.
Consideremos a solugao ¢o(t,Zy ;) do problema dada em (5.13), e sendo ela periodica, seja
T seu periodo. A solugdo (5.13) é T-periddica e dupla simétrica se, em ¢t = %, ela intesecta

ortogonalmente o eixo y. Todavia, pelo Lema 4.1, isso acontece se

1 T T
)T - B
1 (75 Z0a) _(W_l)z+mf—§+(n+m)m
Péo)(%’ Zy,) =0,
2(2m + 1)w(P)3

1 — (PP)?
Consideremos ainda a solu¢ao yg(t, Z1) do problema de Kepler em coordenadas giratorias dada

ou melhor, se o periodo da solucao é dado por T' =

m (5.14), com condigdo inicial Z; proxima a Zg ;. A seguir apresentemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3 Suponhamos que K em (5.11) € invariante com respeito as simetrias S e Sa, e
seja po(t,Zy1), como em (5.14), solugdo do problema de Kepler em coordenadas giratorias com

condicao inmicial Zy, onde

P = {p1€R+ p#le ﬁlpgéfQ*}-
1

Entao, para € suficientemente pequeno, existe condigoes iniciais Z. = (nm,0, PP+ P (€), d Py(e€))
tal que
Qp(ta Z, E) = 900<t7 ZE) + O(€2>

é uma solug¢ao T-periddica e dupla simétrica do sistema (5.12) com periodo fizo

2(2m + 1)m(PY)3

T —
1—(PP)?

Demonstracao: Seja ¢o(t, Z;) solucio do problema de Kepler com condi¢do inicial Z; como
m (5.14). Pelo Lema (4.2) a solugao

QO(t, Zh 6) = (Ql(tv Z17 6)7 Q2(t7 Zh 6)7 Pl(tv Z17 6)7 P2<t7 Z17 6))
do sistema perturbado (5.12) satisfaz estas condicoes:

1
Ql(t,ZhE) = (W—l)t+nﬂ+0(e),
Pg(t,ZhE) :5P2008t+0(6>.

Segundo o Lema 3.4, a solu¢ao ¢(t,Zq,¢) é T-periddica e dupla simétrica se, em t = T'/4, ele
intersecta o eixo y ortogonalmente. Contudo, segundo o Lema 4.1, isso é verdadeiro se

Ql(T/47ZI7€) ) +n7T+O ) g—l—(n—i—m)ﬁ,

((P0+5P1
PQ(T/4,Zl,€) = 5P2COSt+ O

(5.25)
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Determinaremos condigoes iniciais Y7 tais que para todo € # 0 suficientemente pequeno, as
equagoes (5.25) sao satisfeitas. Como desejamos resolver o sistema (5.25) para € # 0, reescre-
vemos 0 mesmo da forma
fi(T/4, 6P, 6Paye) = (; — 1) r fnr -~ — (n+m)m+ O(e) =0,
(PP +0P1)? 4 2 (5.26)
fo(T/4,6Py, 6Py, e) = dPycost + O(e) =0,

e usaremos o Teorema da funcdo implicita para resolvé-lo. Avaliando o sistema (5.26) em
0P, =0,0P, =0 e e=0 obtemos
B 1 T 7w (1—(P)?\1/[22m+ 1)n(P)? m _
/2000 = (7 -1) 55 = () 3 (B ) 5 =0
fQ(T/2’OaOaO) =0.

Diferenciando o sistema (5.21) em relagao a 6P, e 0Q)2, e avaliando em Zy = Zg5 ¢ em € = 0,

obtemos
ofi  Ofr -3
O(f1, f2) R _ | 4 (5.27)
0(6P,0) Z1=Zo1, =0 Ofs  9fs 0 cos Z | |
6Py 6P/ 7,7, o 4
Assim, segue que
d(f1, f2) —3T T
— — 2
det (8(5]31,5132) pze s o 4(P10)4 CoS 1 (5 8)
Observemos que
3T T T T x 1 22m+ Dm(P))\ |, @
(4(PP)4>C°S47AO <:”’0327““:’47'52“““]{:GZ®4< oy )T

0\3
(PY) D R

-
1—(PY)? " 2m+1

Portanto, para

Pl():{pleR+:p17élelplp3 §Z@+}7
M

obtemos aplicando o Teorema da funcao implicita, que para e suficientemente pequeno, existem
curvas diferencidveis 0P, = Py (€) e 6Py = 0Py(€) tais que 6P;(0) = 0 e §P»(0) = 0, e tal que

fl(T/4, 5P1(€), 5P2(€), 6) = O, fg(T/4, (5P1(€>, (5P2(€), 6) =0.
Dessa maneira, existe uma familia de condigoes iniciais parametrizadas em e,
Z. = (mr,O, P10 + 5P1(6),5P2(€)) € Ly,

tal que

©(t, Ze, €) = @o(t, Z.) + O(e?)
é uma solucao periddica e dupla simétrica do sistema (5.12), proxima da orbita circular do
2(2m + D) (PY)?

problema de Kepler com raio r = ry = (P)?, e com periodo fixo T' = ()
— (7
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5.2 Continuacao de solucoes elipticas do problema de Ke-
pler em coordenadas giratoérias

Consideremos a fun¢do Hamiltoniana do problema de Kepler dada por (5.1), e consideremos
também a transformagdo de coordenadas giratorias dada por (6.67). Sabemos que a funcdo
Hamiltoniana (5.1) é reescrita em coordenadas giratorias como (5.3).

Em coordenadas de Delaunay, a funcao Hamiltoniana (5.3) é descrita por

1
Ky=——— 5.29
por sua vez, as equagoes do movimento associada a fun¢do Hamiltoniana (5.29) sao dadas por
. 1 :
L3 (5.30)
A solugao do sistema (5.30) com condicao inicial Yy = (¢, go, Lo, Go) é dada por
1
0 ~(5)t+ta L0 -1
0 (5.31)
g(t) = —t+ go, G(t) = Gy.
Agora, Consideremos a fun¢ao Hamiltoniana
K(q,p) = Ko(q,p) + eKi(q, p) + O(e%), (5.32)

onde Ky(q,p) é a fungao Hamiltoniana do problema de Kepler dada por (5.1). Além do mais,
vamos supor que K é invariante com respeito a uma (ou ambas) das reflexdes S; e Sy dadas
em (3.19). A funcdo Hamiltoniana (5.32) ¢ reescrita em coordenadas giratorias como
1
K(Q,P)= ~57F G+ eK,1(Q,P) + O(€%), (5.33)

consequentemente, as equagoes do movimento associada a fungdo Hamiltoniana (5.33) sao dadas

por
_ . K
i =t LQP) O, P=0-HQP) + 0@
0
.34
) =1+ QP) + O R TR
§ =71 < SRy )

Observemos que nao é possivel obter érbitas periodicas proximas as solucoes elipticas do
problema de Kepler com periodo fixo. De fato, consideremos o caso em que K em (5.33)
¢ invariante com respeito a simetria Sp, e seja ¢(t,Z;) solugdo do problema de Kepler em
coordenadas giratorias com condicao inicial Zy = (nym, nam, Lo + 0L, Gy + 0G) € Ly, com JL e
dG suficientementes pequenos, proxima a Zg; = (nym, nem, Lo, Go) € L1, onde n; € {0,1} para
j=1,2, Ly € R—{0} e 0 < |Go| < Lo. As equagoes de periodicidade sdo dadas por:

1T
Z = = " — -
Fi(Z,0L,6G, €) ERIALE: mm + O(e) =0,
T
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Dai, temos

3T
Ofifo) (a0
8(5[’7 5G> 6L=Lg, 6G=Gyp, €=0 0 0
implicando em
a(fla f2)
det | ——- = 0.
<8(6L7 6G> 6L=LQ7 (SG:G(), e=0

Portanto, nao podemos aplicar o Teorema da funcao implicita.
Diante disso, caracterizaremos uma solucao eliptica do problema de Kepler S;-simétrica,
com ¢ = 1,2, em coordenadas giratorias com periodo arbitrério.
Seja o(t, Z{)’k) uma solugao eliptica do problema de Kepler em coordenadas giratérias com
condicao inicial
70" = (nm, gb*, Lo, Go) € L,

onde n € {0,1}, Lo € R— {0}, 0 < |Go| < Lo, j =1,2 e
@t =@+ (-0)5 k=01

A solucao ¢(t, Z{)’k) ¢ descrita especificamente por

. 1 .
(O, Z5") = —t +nr, Lo,z =L,

" L " (5.35)
gVt Zg") =t + gt GOt zy") = Go.

no| N

A solucao acima é T-periddica e S;-simétrica se, em ¢t = —, ela intesecta ortogonalmente o

subespaco L£;. Entretanto, de acordo com o Lema 4.1, isso ocorre se sao satisfeitas as condicoes

abaixo: e
(T Zh) = o] +nm = (n+m)m, para algum m € Z
©O)(T ik T | ik _ ik
g (L, Zy") :_54-90 = g)" — km, para algum k € Z,

ou melhor, se o perfodo da solugio ¢ dada por T' = 2mn L3 = 2kn, implicando em
5k 3
Ly=—¢€Q ou k=mlLg.
m

Agora, seja Z9* = (nm, gi* Lo + 6L, Gy + 6G) € L;, para i = 1,2, uma condicdo inicial
proxima a Z%’k, com 6L e §G suficientementes pequenos. Dessa forma, a solugdao ¢(t, Z*) do

problema de Kepler em coordenadas giratoérias com condicdo inicial Z7* ¢ descrita por

) 1 )
(O, Z7%) = ————t +nm, LOV(t,Z7F) = Lo+ 6L
(Lo +0L)3 (5.36)
9O, %) = —t+g5", GO(t, Z*%) = Gy + 6G.

onde 0 < |60G| < 6L, k € {0,1} e 5 = 1,2. A seguir, mostraremos um resultado que for-
nece condicoes para obtermos orbitas periddicas préximas as solucgoes elipticas em coordenadas

giratorias.
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Teorema 5.4 Suponhamos que K em (5.33) € invariante com respeito a simetria S;, e seja
P(t, Z7%), como em (5.36), solu¢do do problema de Kepler em coordenadas giratérias com con-
dicio inicial ZVF prézima a Zé’k. Entao, para € suficientemente pequeno, existe uma familia de
condicoes inicials

7% = (nm, gi¥, Lo 4+ OL"*(6G™* €), 6G™F) € L;,

com Lo={ly € R:1l; #0 e I} € Q}, tal que
p(t, 2%, ) = po(t, Z2*) + O(e)
é uma solugao T-periddica Sj-simétrica do sistema (5.34) com periodo T = 2mmwLj.

Demonstragao: Seja ¢(t, Z*) solucao do problema de Kepler com condigao inicial Z** como

em (5.36). Obtemos a partir do Lema (4.3) que a solugao
O(t, 2" €) = (U(t, 27" €), g(t, 27" €), L(t, 27" €), G(t, 2" €))
do sistema perturbado (5.34) em variaveis de Delaunay satisfaz as condi¢oes

Ut 27 €) = t+nm+ O(e),

(Lo +0L)3
g(t, 2% €) = —t+ gb* + gV (t, Z7F) + O(e?).

A solugdo ¢(t,Z7* €) ¢ periodica e S;-simétrica se, em ¢t = T/2, ela intesecta o subespago L;

de forma ortogonal. Contudo, pelo Lema 4.1, isso é possivel se

Ut 27 ) = t +nm+ O(e) = (n+ my)w, para algum m; € Z,

(Lo +0L)3 (5.37)
g(t, 2%, €) = —t+ g" + egM(t,Z7%) + O(e) = g§"* — mym, para algum mj € Z,

em t = T/2. Dessa forma, desejando obter solugdes de (5.37) para e # 0, fazemos m; = m,

my = k e reescrevemos o sistema (5.37) como

| 1
fl(t,0L,0G,€) = —————t—mm+ O(c) =0,
i ) (Lo + 0L)3 (€ (5.38)

f3(t,0L,6G, €) = —t +km + eg)(t, Z%) + O(e?) = 0,

em t = T'/2, e o resolveremos aplicando o Teorema da func¢do implicita. Avaliando o sistema
(5.38) emt =T/2, 0L =0, §G =0 e € = 0 obtemos

: T 2k omm L}
fi(T/2,0,0,0) = — —mr=—=—mn = 0 —mr =0,
! 2L3 2L3 2L3
: T 2k
B(T/2,0,0,0) =2 +kn = _Tﬂ + k= 0.

Diferenciando o sistema (5.38) com respeito as variaveis ¢ e L, e avaliando em ¢t = T/2,
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; T
Z7* = 71" e e = 0 temos que

off  Off
(A, f3) | ot asL
O, 0L) |,_rps, Zik=Z3F =0 of] of)
Ot 95L t=T/2, Zik=Z}* =0 (5.39)
1 =37
- | I3 2L
-1 0

logo, segue que

a(f1, f3)
oo S0

3T
t=T/2, Yik=Y5* =0 0

Portanto, de acordo com o teorema da funcao implica, para G e € suficientemente pequenos,
existem curvas diferenciaveis t = ¢(6G, €) e dL = §L(6G, ¢€), tais que §t(0,0) =T e §L(0,0) = 0,

e tal que
fi(t(6G,€),0L(0G,¢€),0G, €) =0, f2(t(0G,€),0L(6G, €),6G, €) = 0.
Dessa forma, existe uma familia de condicoes iniciais parametrizadas em e,
Yk = (nm, g¢*, Lo + 0L (3G**, €),0G**) € L,
tal que
o(t, Yk, €) = ¢o(t, Yi¥) + O()

é uma solucao periodica S;-simétrica do sistema (4.36), proxima da orbita eliptica do problema

de Kepler, com periodo T = 2mnL3. [

Por dltimo, caracterizaremos uma solucao eliptica do problema de Kepler dupla simétrica,
em coordenadas giratorias com periodo arbitrario.
Seja ¢(t,Zo1) uma solucdo eliptica do problema de Kepler em coordenadas giratorias com
condicao inicial
Zo, = (nym, nam, Lo, Go) € L4,

onde n; € {0,1} para j = 1,2, Ly € R — {0} ¢ 0 < |Go| < Lo. A solugao ¢(t,Zg ;) ¢ dada por

1
(Ot Z = —t+nm, LO(t, Z =L
( 0,1) L% 1 0,1) 0 (541)
g(O) (t, Z0,1> = —t+ NnoT, G(O) (t, Z071) = Go.

T
A solucao acima é T-periddica e dupla simétrica se, em ¢t = T ela intesecta ortogonalmente o

eixo y. Porém, através do Lema 4.1, isso ocorre se as seguintes condigoes

(ONT /4, Z0 1) +nm = (ny +m)7w, para algum m € Z

:4:—[/:3

T
9NT /4, Z,) = ~7 + nom = (ng — k)m — g, para algum k € Z,
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sao satisfeitas, isto ¢, se o periodo da solugao ¢ dada por T' = 4mn L3 = (4k + 2)m, implicando

em

ak +2 AmL3 — 2
i €Q ou 1
Agora, seja Zy = (nym,nom, Ly + 6L, Gy + 0G) € Ly, com n; € {0,1} para j = 1,2 e

Lg

0 < |0G| < 0L, uma condigao inicial proxima a Zg, com 0L e dG suficientementes pequenos.
Assim, a solugdo ¢(t, Z;) do problema de Kepler em coordenadas giratorias com condi¢ao inicial

7, é dada por

(O, Z,) = t 4 nym, LO(t,Z)) = Lo+ L

(Lo +0L)3 (5.42)
gO(t,Z,) = —t + nym, GO(t,Z,) =Gy +6G.

Seguidamente, apresentaremos um resultado que, de fato, fornece condicoes para obtermos

orbitas periddicas dupla simétricas proximas as solugoes elipticas, em coordenadas giratorias.

Teorema 5.5 Suponhamos que K em (5.33) € invariante com respeito as simetrias S e Sa, e
seja ¢(t,Zy), como em (5.42), solucio do problema de Kepler em coordenadas giratdrias com
condicao inicial Zy prozima a Zo,. Entdao, para € suficientemente pequeno, existe uma familia
de condicoes iniciais

Ze = (nlﬂ-a nom, LO + 5[/(6)7 GO + 5G(€))7

com Lo={l; e R:1l; #0 e l} € Q}, tal que
o(t, Ze,€) = po(t, Zc) + Ole)
é uma solu¢ao T-periddica e dupla simétrica do sistema (5.34) com periodo
T = 4mnLy.

Demonstracao: Seja ¢o(t,Z;) solugao do problema de Kepler com condicao inicial Z; como

em (5.42). O Lema (4.3) nos garante que a solugao
(b(t, Zl, 6) = (g(t, Zl, 6), g(t, Zl, 6), L(t, Zl, E), G(t, Zl, 6))

do sistema perturbado (5.34) em variaveis de Delaunay satisfaz as seguintes condigoes:

1
g(t, Zl,G) = mt‘f—nlﬂ"i‘ 0(6),
9(t,Zy,€) = —t+nom + gV (t,Zy) + O().

A solucgao ¢(t,Zy,€) é periddica e dupla simétrica se, em ¢t = T/4, ela intesecta o eixo y de

maneira ortogonal. No entanto, aplicando o Lema 4.1, isso acontece, de fato, se

1
Ut,Zy,¢) = (L‘i‘—(SL)St + 7+ O(e) = (ny +my)m, para algum m; € Z,
0
g(t,Zy,€) = —t+nom +egM(t,Zy) + O(2) = (ny — my)m — g, para algum my € Z,

(5.43)
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em t = T/4. Assim, como pretendemos obter solucoes de (5.43) para € # 0, faremos m; = m,

my = k e reescrevemos o sistema (5.37) da forma

1
fi(t,0L,0G€) = ———=t—mm+ O(c) =0,

fo(t.0L,6G, €)= —t+km + 5 + gV (1, 21) + O(¢2) = 0,

parat = T'/4. Resolveremos o sistema (5.44) através do Teorema da fun¢ao implicita. Avaliando
o sistema (5.44) em t =T/4, 6L = 0, G = 0 e ¢ = 0 obtemos

T (4k + 2)m dmm L3
f1(T/4,0,0,0) :4—Lg—m7rz4—Lg—m7T: i —mm =0,
T 4k + 2

Diferenciando o sistema (5.44) com respeito as variaveis ¢ e L, e avaliando em ¢t = T/4,

Z, =7, e e =0 obtemos

on o
A(f1, [2) | ot oL
Ot 0L) liorps, mazor, =0 | 02 Of2
Ot  O0L/ li=1/4a, 2,=Z0,, =0 (5.45)
1 =37
= | L8 4Ly
-1 0

implicando que

3T

det (M = ;? £ 0. (5.46)
0

a(t,oL)

t=T/4, Z1=Yo,1, E:0>
Assim, obtemos pelo teorema da funcao implica, para dG e € suficientemente pequenos, que
existem curvas diferencidveis ¢t = t(0G, €) e L = IL(6G, €), tais que §t(0,0) =T e §L(0,0) = 0,

e tal que
fi(t(6G,€),0L(0G,€),0G, €) =0, f2(t(0G,€),0L(6G, €),6G, €) = 0.
Portanto, existe uma familia de condicoes iniciais parametrizadas em e,
Y. = (mim,nom, Lo+ 0L(0G, €),0G) € Ly,

tal que
Ot Ze,€) = do(t, Ze) + O(e?)

é uma solucdo periodica e dupla simétrica do sistema (5.34), proxima da oOrbita eliptica do

problema de Kepler, com periodo T' = 4mmL}. [
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Capitulo 6

Aplicacoes

Neste capitulo faremos duas aplicacoes do estudo das solugoes periddicas em sistemas Hamil-
tonianos simétricos perturbados. A primeira aplicacao serve como aplicacoes dos resultados
obtidos no Capitulo 4 enquanto que a segunda, como aplicacao dos resultados obtidos no Ca-

pitulo 5.

6.1 O problema generalizado e anisotropico de dois corpos
com potencial de Buckingham

O estudo do problema de dois corpos ainda atrai o vivo interesse de matematicos, fisicos e
quimicos, tanto em sua forma classica quanto em versoes mais recentes.

Na forma mais recente, estao os problemas levantados por potenciais quase-homogéneos, que
sao a soma de fun¢des homogéneas com diferentes graus. Para problemas quase-homogéneos, a
terminologia e os primeiros resultados qualitativos foram introduzidos na década de 1990 (ver
[12] e suas referéncias). Esse potencial unifica varias leis dinamicas, incluindo as de Newton,
Coulomb, Manev, Schwarzschild, Lennard-Jones, Birkhoff e outros. Alguns problemas quase-
homogéneos sao descritos em espagos anisotropicos, nos quais a lei de interagao ¢ diferente em
cada direcao do espaco. O estudo de problemas anisotropicos esta mais relacionado a fisica e foi
iniciado por Gutzwiller em 1970 (|15]-[16]) para a quantizacdo de sistemas ergodicos cléssicos.
Podemos encontrar varios trabalhos na literatura nos tltimos anos que combinam o potencial
quase-homogéneo no espaco anisotropico (ver [4] e suas referéncias).

Na quimica computacional e na dinAmica molecular, é comum usar modelos matemati-
camente simples para descrever a interagdo entre um par de dtomos ou moléculas (ver, por
exemplo, [14], [17] e [18]). Um modelo comum é dado pelo potencial de Lennard-Jones

A B

ri2 7”6’

V(r) =

A, B > 0er éadistancia interatomica. Resultados analiticos sobre problemas com o potencial
de Lennard-Jones, podem ser encontrados em [6], [19] ou [23].

Uma modificacao do potencial de Lennard-Jones, o potencial &tomo-atomo de Buckingham,
¢ um modelo proposto em 1938 por Richard Buckingham [9] para o estudo da equagao de estado

para hélio, néon e argonio gasosos. Conforme mencionado em [22], o potencial de Buckingham
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descreve a energia de repulsao de Pauli e a energia de van der Waals para a interacao de dois
atomos que nao estao diretamente ligados. Este potencial ¢ dado por

C

r6’

V(r) = Ae P —

onde A, B e C sao constantes positivas determinadas empiricamente. Resultados envolvendo
este problema, podem ser encontrados em [27] e [28].

Os efeitos de anisotropia, surgem quando se considera a falta de esfericidade dos atomos e
desta forma, os modelos anisotropicos apresentam uma dindmica mais complexa. Esta formu-
lacao para o potencial anisotropico atomo-atomo, pode ser encontrada com mais detalhes nos
trabalhos de [26] e [31].

Neste capitulo, seguimos [22| e consideramos o modelo e interacao entre atomos dado pela
soma de um potencial Coulombiano com carga negativa e o potencial de Buckingham anisotro-
pico generalizado, onde a anisotropia é considerada como um parametro perturbativo pequeno.

De forma precisa, vamos considerar o problema representado pela funcao hamiltoniana:

1 Q s C
H — 2 + AN + 4 —By/pz*+y? _ —, 61
2(175(; py) /IZ + y2 e (/II/'TQ + y2)a/2 ( )

onde q = (z,y) representa a posicdo da particula e p = (p,,p,) 0 momento conjugado da
mesma. A fun¢ao Hamiltoniana (6.1) depende dos parametros reais A, B,C' e > 1 (que é a

intensidade da anisotropia). Por sua vez, o potencial de (6.1) é representado por

Voo 9 L penve o ¢ (6.2)
/72 + 2 (pa? + y2)o/?

Para obtermos nossos resultados, faremos uma mudanca nos parametros da seguinte forma:
B=be, C=me, p=1-pge(com ug>0),

para € > 0 suficientemente pequeno. Assim, reescrevemos a fungao (6.1) da forma

1 Q 2142 me
H == 2 + 2y % + Ae—be (1—poe)x?+y? : 6.3
2Pt = s (ot (69

Desenvolvendo a fungao hamiltoniana (6.3) em séries de Taylor em torno de € = 0 e eliminando

o termo constante composto somente por A, obtemos a funcao hamiltoniana

1 Q ) -3
H, = i(pi —i—pf/) - —m + € (—Ab 24+ y?—m (132 + y2) ) + 0(62)' (64)

A seguir, definimos a seguinte mudanca de coordenadas:

T 100 0\ /7
a y 0100[]g3

= =/ Q? (6.5)
p D 00 1 0)|p:
Py 000 1) \p,

84



Observemos que a transformacao de coordenadas acima é 1/{/Q?-simplética. Dessa forma,

aplicando-a na fun¢ao Hamiltoniana (6.4), temos que

_ 1 V@ <0 | oy Q e( 2 _ ) 62)
He W( >— (P2 + D) Q/Q\/ﬂ—i_ AbY Q72 + 7 {"’/Q_x2+y)% +O(e?)

:1 5 oy 1 Ab B m ) )
2(pvﬂpr) —\/m—ké(m\/x + 72 V@1 7)) + O(e?).

(6.6)
Ab
Fazendo v = —= eI = m , reescrevemos (6.6) como

Q v Q?
1 1 r
—_ - 52 ~2 - O 2

H 2@”%) m* (- VEFT - G ) 0 o
1 1 N ’
- L o N SR s _ O(&

Agora, chamando % = [ e excluindo o til (7) nas variaveis, reescrevemos (6.7) da forma

1 1
Ho=-(pi+p)— ———=+el | —-BVa2+ 12—
2( y> /$2+y2 y $2+y)

Percebemos facilmente que o problema associado a fungdo Hamiltoniana (6.8) é invariante

w\ss

>+O@% (6.8)

com respeito as simetrias S; e S3. Queremos determinar condigoes suficientes para que as
solucoes circulares ou elipticas do problema de Kepler possam ser continuadas as solucoes
periddicas simétricas do problema completo associada a fun¢ado Hamiltoniana (6.8). Para obter
nossos objetivos, utilizaremos os resultados obtidos nos capitulos 4 e 5.

Inicialmente determinaremos a existéncia de solugoes periddicas proximas a solugoes circu-
lares do problema de Kepler. Para tal finalidade, como mostra no capitulo 4, precisaremos uti-
lizar as PD-coordenadas. A fungdo Hamiltoniana (6.8) devera ser reescrita em PD-coordenadas

(2.63), ou seja, na forma
H(Q,P) = Ho(Q,P) + €H:(Q, P) + O("), (6.9)

onde Ho(Q,P) = —ﬁ ¢ a funcao hamiltoniana do problema de Kepler em PD-coordenadas.
1
Observemos que em coordenadas polares, vista no capitulo 2, a funcao Hamiltoniana H; da

primeira aproximacao ¢ dada por

?/-a

ler(—&uui). (6.10)

Como r = ||ql|, podemos escrever (6.10) como

Hl =TI (_5HqH - ”qua) : (611)

Porém, nao podemos escrever diretamente a funcao H; em PD-coordenadas de forma explicita,

pois nao podemos obter explictamente uma expressao para ||q|| = r nestas coordenadas. Para
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superar este problema, escreveremos ||q|| = r em séries de Taylor centrada em Q3 = P, = 0 e
Py = p;. Assim, a expressao obtida para ||q|| serd véalida em uma vizinhanga suficientemente
pequena de uma solucgao circular do problema de Kepler. O procedimento para conseguir esta
expressao esta detalhado na se¢do (Apéndice). Este resultado pode ser resumido no seguinte

Lema:

Lema 6.1 A expressdo para ||q|| em PD-coordenadas é dada por
lal = 7t (1- (Zn @) vin— @ - (L) ViR - @+ 7
+ ((P2S€n@1) VAP — (Q3+ P3) + (Q2 COSQl) VAP —(Q3 +P22)>2)
+(’)(e3)).

onde e € a excentricidade da orbita. Frpandindo a ultima expressao em séries de Taylor em

torno de uma solucao circular, Qy =0, P, =0 e P, = p; obtemos

lall = pi+ \Y PiQasin Q) — vV PiPycos Q1 + 2p1(Py — p1) 4+ p1Q3 cos® Q4
3 . :
+§\/Z7_1Q2(P1 —p1)sin Q1 + 2p1Q2 Py sin Qy cos Q1 + (P — p1)? (6.12)

3 .
—5\/17_1(}71 — p1)Pacos Q1 + p1 Py sin® Q1 + O(|| X||?),
onde X = (6Q2,0P1,0P,) = (Q2, Py — p1, P2).
Demonstracao: Veja secao (Apéndice). m

Agora, apresentaremos o resultado principal referente a existéncia de solucoes périodicas
simétricas para o problema associado a fun¢do Hamiltoniana (6.8). Mas, primeiro, reescre-
veremos as expressoes para as solucoes Keplerianas e as condicoes iniciais que aparecem no
enunciado do Teorema. Apesar de termos feito um teorema para o caso em que a solucdo é
Si-simétrica e outro teorema quando a solucao é Sp-simétrica, nesta aplicacao faremos os dois
casos em um Unico teorema.

Consideremos uma solucao circular do problema de Kepler em PD-coordenadas dada por
o(t,Y)) = (07 *t((2n + (j — 1))7/2,0,p1,0), j =1,2 (6.13)
com condigdo inicial Y}, dada por
Y, =(2n+(j—1)7/2,0,p,0) € L;, j=1,2, (6.14)

Agora, faremos uma pequena perturba¢ao na condigao inicial Y da forma:

Y7 =Y)+(0,(j — 1)6Q2,0P1, (2 — j)0P)

=(2n+ (G —1))7/2,(j = 1)0Q2,p1 + 0P, (2 — j)0 %) € L], (6.15)
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onde §Q2,0P1,0P; € R e j = 1,2. Por sua vez, a solu¢ao do problema de Kepler ¢, (t, Y7)

com a condicdo inicial Y’/ em PD-coordenadas é dada por

(0) _ 1 T (0) o
Qi) = (o1 + (5P1)3t +(2n+(—1)) 9’ Q> (1) = (1 —1)0Qy, (6.16)
PO(t) =pi+ 0P, PO = (2= j)iP.

Desta forma, obtemos o seguinte resultado a respeito da existéncia de solugoes periddicas si-

métricas:

Teorema 6.1 Sejam 3 € R, pi,a € RT, T = 27p} e seja oo(t, Y?) uma solucao circular do
problema de Kepler como em (6.16). Entao, para o problema associado a fun¢ao Hamiltoniana

(6.8), para todo € suficientemente pequeno, valem os sequintes resultados:

(a) Se 20 + (o — 1)ap;2(a+1) # 0, entdo para cada j = 1,2, existe uma familia a 1-pardmetro

de condicoes iniciais
Y(e) = (2n+ (j —1)7/2,(j — 1)0Qz(€), pr + 6 Pi(e), (2 — j)d Pa(e))

em PD-coordenadas, parametrizadas por €, tal que cada um deles nos dd duas solugoes periodi-

cas Sj-simétrica com periodo fizo T'.

(b) Existe uma familia a 1-parametro de condigdes iniciais
Y (e) = (2m,0,p1 + dPi(€),0Ps(€))

em PD-coordenadas parametrizadas por e, tal que para cada € exriste uma solucao periddica
duplamente simétrica com periodo fizo T'.
Além disso, estas solucoes periddicas estao proximas de uma solucao Kepleriana circular

com raio p? e periodo T = 27p3.

Demonstracao: Para demonstrar este teorema, precisamos verificar as hipoteses dos teo-
remas 4.1, 4.2 e 4.3.
Definimos as variaveis auxiliares: Z; = P> e Z5 = (J2. Assim, a derivada de H;, dada em

(6.11), com respeito a Z; para j = 1,2, é dada pela expressao

- Aal
— — (v (a+1) r

0Z;

(6.17)

Da equacao (6.12), segue que as derivadas de ||q|| em relagdo a P, e a Q2 sdao dadas por

0 . '
aH;lH = —\/picos Q1 + 2p1Qasin Qy cos Q1 — 3 /pr(Py — p1) cos Q + 2py Pasin® Q4

2

+O(IX]?),
(6.18)

0 _ ' '
aHQ(;H = /pisinQ 4 2p1 Posin Qq cos Qq + 2/pi(Pr — p1) sin @y + 2p1 Py cos® Q4

2

+O(IX]%),
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onde X = (Qq, P, P»). Aplicando ||q|| em ¢y(t, Y?) dada por (6.16), e utilisando as expressoes
(6.12) e (6.18), temos que

lall lpeyyy =pi — /P3OPscos Qq(t) + 2p10 P + (6P)?

— 3 /P10 P2 Py cos Q1(t) + p1d P sin® Qq(t) + O(| X |)?),

. 6.19
lall levey =2+ V/PI6Qasin Qu1) +26Ps + (3P (619)
2 /P10Ps0 Py cos Q1 (t) + p16Py sin® Q1 () + O(| X |I?),
M = —\/Fcos Q1 — §\/p_15P1 cos Q1 + 2p10 Py sin® Qy
OPy ooy ' 2
0 2
+8—PO(HXH )
Alal 5 (6.20)
86(212 e VR sinQ + 5\/29_15131 sin Q1 + 2p10Q cos® Q
0
—O(|IX|]».
+o-O(IXI)
Agora, aplicando 5z, om ©o(t,Y?)) e avaliando em Y? = Y, para j = 1,2, obtemos
j
87‘[1 Ial| j
Y’ = — = Y
oo ey, = o ~sGR |,
vallal= 0 (ot vy | A e viy| Y.
’ Yi=Y} 0Z; ’ Yi=Y}
(6.21)
Fixando j = 1, temos
87-[1 8/71'[1
t,Y? = — (polt, Y!
azl (900( ) )) Y1:Y(1) aP2 (900( ’ )) Y1=Yé (622)

= (=B + a(p?)~@tD)(—/plcos Q1(t, Y})).

Assim, integrando (6.25) de 0 a 7'/2 em relacao a t, temos que
%
= / o = B+ad) @) (= \/picosQu(t, Y}))dt

0
t

cos < + nw) dt.
p1

= —c/pi(=B +alp a“)/o

Observemos que, fazendo u = & + nx, logo du = L dt, temos
V41 pP1

J

)

0

N

T
2 (n+1)m

¢ (n+1)m
Cos ( + nw) dt =p} / cos(u)du = p sen(u)
pl nm

nm

(6.23)

pi(sen((n + 1)7) — sen(nm))
0
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Portanto, segue que

2 M, .
Y =0.
| Gartete Y|, de=0
Agora, fixando j = 2,temos que
87-[1 87'[1
= t,Y?
2z, YD L .= 50, WG|, L, 6.24)

= =B+ a(p?)~ D) (/pisen Qi (t, Y2)).

Assim, integrando (6.24) de 0 a 7'/2 na variavel ¢, temos que

T OM, 7 /
- dt = e/ p3(—B + a(p?)~etD / Sen< +nT+ )dt
. 90, vioy? pl( B (p1> ) ; pl 9

Mas, fazendo u = pi? +nm + 3, temos du = p%;,dt, e assim seque que

(so(t, Y?))

% " \ (n+1)m+5 5 (n+1)7+%
/ sen | — + nm + ) = 21 / sen(u)du = —py cos(u)
0 pl 2 nT+g nm+g
= —p:{’(cos ((n + 1)m + g) — cos (mr + g)) (6:25)
= 0.
Dessa forma, obtemos que
T
2 aHl 2
t,Y dt = 0. 6.26
[F St ), (6.26)

Portanto, verificamos a condi¢ao (a) dos Teoremas 4.1 e 4.2.
Agora, verificaremos a condigdo (b) dos teoremas 4.1 e 4.2. Avaliamos a expressao (6.17) na

solucao ¢o(t, Y?), e diferenciamos em relagao a 62, obtendo

aaazj (2”; (ot Y]>>) :c( ﬁafz“gl (o(t, Y7))

e . 0|q . 0|lq .
o+ Dl (poft, 7)) M g1 oy A (g 1 v
D0 Z; 0Z;
vy _Pllall -
—(a+1) 7)) — =20 J
rallall - olt, Y) o A (nlt, Y) ).
(6.27)
Fixamos j = 1. Utilizando as equagoes (6.19) e (6.20), temos que
Illall 1 3
Bt Y] = Vs Qe )
2 (6.28)
O|lal

= 2p; sin® Q1 (t, Yl)-

t,Y!
85P28P2(¢ o(t, Y)) Y=Y}
Agora aplicamos as equagoes (6.20) e (6.27) em Y! = Y. De (6.20), (6.27) e (6.30) obtemos
a expressao
0 (0Hy .
t,Y
oo ( Genlt. Y1)

t
_ 2 _ 2\~ (a+1)
N c<2p1 sen (p:f + n7r>( B+ a(pi) )

t
—a(a + 1) (p?)~@+2)p? cos? (—3 - mr))
b1
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Agora, vamos integrar a equagao anterior na variavel ¢ de 0 a T//2. Com efeito,

29 (OM, L
[ a5 () tente. )

T/2 ;
Yl:Yédt B /0 C(2p1 sen’ (Z? + n?T) (=8 + a(p))~*Y)

1

t

—a(a+ D)(p2)~@tpdcos? | — +nr | |dt.
1 1 pg
1

= 2ep1 (=B + a(p?)~@tD) / sen? <—3 + mr) dt
0

P1

T/2 y
—cplafa +1)(p?)~(@+2) / cos’ (—3 + mr) ) dt

0 pi

Tomando u = ]% + nm, logo du = ]%dt, e utilizando as relagoes trigonométricas
1 1
sen”f +cos’ =1, cos(20) = 2cos®f — 1,

temos que

T/2 t (n+1)71' (TL+1)7T 1 1
/ sen’ <—3 + mr) dt = pi’/ sen” (u)du = p3 / 573 cos(2u)du
0 n n

T/2 ¢ (n+1)m (n+1)m 1 1
/ cos? (—3 + mr) dt =p? cos?(u)du = p:{’/ 3 + 3 cos(2u)du
0 n nm

(n+1)w

Assim, da equagao (6.31) segue que

[ a5 () tente. )

T

Y1=Yj 2 (6.29)
m
2

A integral acima é igual a zero se

T v
2cp1(—B + oz(p?)’(““))p% — cptala+ 1)(19?)’(“*2)1??5 =0,

ou melhor, se
T
(—e5pD) (28 + ala = 1)(py) 2@ T) £ 0.

2
T
Como —cEp‘l1 é um namero positivo, segue que a integral em (6.29) é zero se
28 + ala — 1)(p) "2t = 0.
Portanto, o teorema é valido se

26+ ala — 1)(p) ") £ 0.
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Consideremos a expressao (6.27). Fixando j = 2 e utilizando as equagdes (6.19) e (6.20)

temos

gl
90Q>

O|lal
90Q20Q
Pelas equagoes acima e por (6.20) e (6.27), obtemos a seguinte expressao:
0 (87’[1
90Q2 \ 0Q2

(¢0(th2)) = \/p_:%sen Ql(th(z))’

—_V2
Y2=Y}2

(6.30)
(wo(t,Y?))

= 2p; cos? Q1 (t, Y?).

—_V2
Y2=Y}2

™

2

(pult, Y2

t
= C<2p1 cos? (1? +nm + ) (=5 + a(p%)—(aﬂ))
1

Y2=Y2

t T
—a(a+1)(p7)”*)pf sen” (F +nm + 5) ) .
1

Integrando a equacdo anterior na variavel ¢ de 0 a T'/2, obtemos

T2 9 [oH, 5
J—— (anwo(t,Y)))

T/2
dt = / C<2p]_ COS2 (pt3 +nm+ 7T> (_IB + a(p%)—(a—&-l))
0 1

—_V2
Y2=Y?2 2

t
—a(a+1)(p?)~@+2p3 sen? <p3 +nm + 72T> ) dt.
1

ou ainda,

N 5
J— (&%(@o(t,Y)))

s
Pondo u = z% +nm+ 5 temos que
1

/2 t s T/2 t T m
2 2 3

sen | — +nmw+ — dt—/ cos (——i—mr—i——)dt—p—,

/o (p‘i’ 2> 0 2 2 '2

Dessa forma, segue que

29 (OH, 5

Como vimos anteriormente, a integral acima ¢ diferente de zero se

_ _ 2y~ (a+1)),37"
vy M= 2 (=4 alpr) " pig

T
—cpiala+ 1)(19%)‘(“*2)19?5

28+ afa — 1)(pr)~2+1) £ 0.

Portanto, o teorema tambem é valido para j = 2. Com isso concluimos a demonstracao do

item (a) do Teorema. Observe que nao ha nada a provar no item (b). n

Agora faremos o estudo da continuacdo das oOrbitas Keplerianas elipticas por meio das
coordenadas de Delaunay. Consideremos uma solucao eliptica yo(t, Y%) do problema de Kepler

(4.35) em coordenadas de Delaunay com condi¢ao inicial

. . Kis
Yé = (607967[/07 GO) = (07]57 LO; GO) S £j, (631)
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com |Go| < Lo e j = 1,2. Esta solu¢ao em coordenadas de Delaunay é T-periodica com periodo
2w L} e a condi¢ao inicial Yg pertence a £; para cada j = 1,2. Como vimos anteriormente, esta

solucao é expressa como

t

wolt, Y1) = (£, Y7), 9 (1, Y1), LO(1, Y3), GO (1, YY) = (L3’j2

LOa GO)

Em seguida, fazemos uma pequena pertubacao na condicao inicial Yé da solucao do problema

nao pertubado, da seguinte foma:
Y7 = (0,Q, QY P + 6L, PV + 6G) = (0,48, Ly + 0L, Go + 6G) € L;. (6.32)

A solugao ¢(t,Y?) com esta condigao inicial também ¢ eliptica e é descrita por

Ql(t) = (LO + (5.[/)73757 Pl(t) = LO + 5[/,

Qs (t) :jg, Py(t) =Gy + G,

(6.33)

com |G| < §L. Para continuar as érbitas elipticas Keplerianas consideramos valores particu-

lares do parametro «, a saber: o = 2 e a = 6. Diante disso, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 6.2 Dados 8 < 0, Ly € RY, T = 21L3 e seja p(t,Y?) uma solugio eliptica do
problema de Kepler como em (6.33) com periodo T, expresso em coordenadas de Delaunay.
Entao para o problema associado a fun¢ao Hamiltoniana (6.8), para todo € suficientemente
pequeno, € vdalido as sequintes aﬁrmagéeS'

(a) Se a« =2, Ly > 1//—B e Gy = + F entao para cada j = 1,2, existem duas familias
1-parametro (em €) de condigoes iniciais em coordenadas de Delaunay, tal que cada uma delas
nos dd solugoes periddicas S;-simétricas com periodo fizo T

(b) Se a =6, Ly > 1{/?5/ﬁ entdo para cada j = 1,2, existem duas familias 1-parametro (em
€) de condigoes iniciais em coordenadas de Delaunay, tal que cada uma delas nos dd solugoes

periodicas Sj-simétricas com periodo fizo T

Demonstragao:Seja po(t, Y?) solugao do problema de Kepler como em (6.33). Para provar

esse Teorema precisamos verificar as hipoteses do Teorema (4.4), que sao

fml B T PH, i
0 S (P(s,Y7)) szygds—o e Y | Zaee@EY™) mgds#o.
(6.34)

Primeiro verificaremos o item (a) do Teorema (4.4). Para calcular a integral em (6.34) utili-

a)

zaremos variaveis auxiliares envolvendo os elementos orbitais, e também, introduziremos uma
mudanca de varidveis ma integracao. Obteremos estas relagoes fazendo o mesmo processo que
foi feito em [7].

Hy
Vamos calcular a derivada parcial de —- ETeR considerando a equacao de Kepler
({=F—esink, (6.35)
onde e = 4/1 — =5 é a excentricidade da orbita Kepleriana e E é a anomalia excentrica.
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A funcao perturbada H;, na forma polar e em coordenadas de Delaunay depende das va-
riaveis r, f, g, L e G. Dessa forma, eliminaremos a dependéncia de H; das variaveis r, f e e,

utilizando as seguintes relacoes auxiliares:

GQ
r=L*1—ecosE), rcosf=1L*cosE—e), rsinf=L1—-e2senE e=4/1—-—

L?’
(6.36)
onde a = L?. Feito isso, a funcdo H; assume a forma
Hi=Hi(E(e),e,q,L,G). (6.37)
Derivando (6.37) em relacao a G pela regra da cadeia, obtemos
87'[1 . 87—[1 8E 86 87‘[1 66 d'Hl
G ~ OF 009G be 9G T 0G (6:38)
Pela equacao (6.35) temos que
E in &/
oFE G sin (6.39)

0G ~  L?e(l1—ccosE)’

Portanto, de (6.38) e (6.39) obtemos uma expressao para a derivada de H; em relagdo a G. Na

integral de (6.34), vamos introduzir a mudanca de variaveis
t=Ly(E —eysin E), (6.40)

onde L2 corresponde ao semi-eixo maior e ¢y corresponde a excentricidade da orbita Keple-
riana ¢o(7,Y?)). Em [7] contém mais detalhes sobre as expressoes expostas acima. Agora,
consideraremos os casos particulares do parametro a.

Caso 1: a = 2: Pelas equagoes em (6.36), segue que a funcdo Hamiltoniana H;, para
a = 2, é descrita por
1

. 6.41
LA(1 — ecos E)? (6.41)

Hy=—(pr+ %) = —BL*(1 —ecos E) —

Diferenciando (6.41) pela regra da cadeia e utilizando a expressao (6.39)(por meio do soft-
ware Mathematica) obtemos

OH1  G(cosE) —e)
0G  4dade(ecos B — 1)

(—4a3ﬁ + 3a3Be <62 + 4) cos E — 6a>Be? cos(2F)
(6.42)
+a3Be? cos(3E) — 6a’Be* + 8) :

onde a = L?.

0 : , ,
Agora, avaliando % na solugao o(t, Y7), e apos isso, fazendo Y7 = Y} (Isso é equivalente
a avaliar (6.42) em e =¢y = /1 — %37 L =Lye G=Gy) obtemos

OH, ; o Go(cos E) — ep)
oc Pt iy = qres

( —4L3B + 3LYBeo (ef +4) cos E
(6.43)
—6L5Be3 cos(2E) + L5Bed cos(3E) — 6L5[e2 + 8) :
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T/2 o

onde ey = /1 — GZ/L% Agora calcularemos a integral / ;él (po(t,Y?))|  dt. Obser-
0 Y=Y

vemos que para t = T/2, da equagio de Kepler temos 2rL} = L3(E —eysinE) e E = 7 ¢

solugdo desta equagdo. Portanto, integrando (6.43) de 0 a t/2 e simplificando, obtemos

T/2 87‘[ 87‘[1
Y/ = E)Y L3(1 — F)dFE
/0 oG (%(t )) szYgdt 0 0G oG ol )) Yi=Y! ol ¢o cos B)d (6.44)
7w (BGELY|Go| + 1) '
GolGo| '

Observemos que a equagao (6.44) depende do sinal de Gy e assim, temos dois casos a considerar:
Go>0e Gy <.

Consideremos a equacao
T (BGHL3|Gol + 1)

=0,
Go|Go
ou equivalentemente, a equacao
BGELY|Gol +1 =0, (6.45)
ja que Gy # 0. Observemos que se Ly > 6;\/—7’ e f < 0 entao existe uma solucao positiva
Gy = G = #_7 e uma solugao negativa Gy = —G{. De fato, suponhamos primeiro que
Go > 0. Assim,
1
BGELYGo| +1=0= GiLi{+1=0=>Gf = ——5 = Gy = : (6.46)
Loﬁ Lo/ =1
Como 0 < Gy < Lg, segue que f <0 e
1 1 1
— <Ly ——— < L}=Ly> —.
LB TR T TP
Agora, suponhamos que Gy < 0. Dessa forma,
1 1
GIL3|Go|+1=0= —BGL3+1=0= G} = = G : 6.47
seotilchl - 55~ T LB (047
Como Gy < 0 < Ly, segue que S <0 e
1 1 1
——— <Ly =< Li=Li>——.
LB~ BTN TR
Portanto,
T2 0H,
t, Y’ dt=0 6.48
| Gatae ) o (6.48)

para tais condicoes acima.
Por outro lado, consideremos a equagao (6.42) aplicada na solugao (¢, Y7). Diferenciando-

a (através do software Mathematica) em relagdo a G utilizando a regra da cadeia, obtemos

0 (0H,y j B 1 ) ) ,
900G < oG (eolt ¥ )) ~ ate3(ecos B — 1)° <2G <COSE (6 cos2E + 8e” — Tecos B + 1)

—4e3 + e> + 2ae*(cos E —e)(ecos E — 1) + a*Be*(cos E — e)
(ecos E —1)° + a*BG?*(ecos E — 1)3

(cos E (e* +2ecos E(ecos E —2) +1) —e® +e),
(6.49)
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onde a = L?. Apos isso, avaliemos (6.49) na condigio inicial Y3 e integramos(usando o software
Mathematica) na varidvel E de 0 a 7, utilizando a transformacao de coordenadas t =

L3(E — egsin E). Feito isso e simplificando a expressdo, obtemos

| a5 (ettnte )

Avaliando a tultima igualdade da expressao acima em G, = £Gfj, obtemos

_ n(GRL3IG — 2)

L3(1 — E)dE
o e cos F) GGl

(6.50)

Yi=Y}

m (BGGLG|Gol = 2)
G5l Gol

=3rBL3 +£0
Go::I:GE‘) 7-‘-6 07é I

desde que [ # 0. Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe duas familias 1-parametro

(em €) de condigoes iniciais

Y7 = (0, j7/2, Lo + ALY (), £G + AGY)(e)) j=1,2,

onde Gy = #, tal que cada uma delas nos d4 uma solucao periodica S;-simétrica com
periodo T = 2r L3. Portanto, concluimos a prova do item (a).
Caso 2: a=6:

Para a = 6, a funcao Hamiltoniana H; é dada por

1
L?(1 —ecos E)S

Hi=—(Br+ r_16) = —BL*(1 —ecos E) — (6.51)

Diferenciando (6.51)(usando o software Mathematica) pela regra da cadeia e utilizando a

expressao (6.39) obtemos

OH, cos 6 . 9 B 6
2 _ E _
oG ¢ ( e ((L2 — Liecos E)7 ﬁ) e (1 —ecos & L'Y(ecos E —1)3

(6.52)
Agora, avaliando % na solugao o (t, Y7) e fazendo Y7 = Y}, obtemos
OH, 4 cos B 6 .
g + Y = B 2
oG (%( ’ )) ’Y]:YO GO( eo <(L% — Liegcos E)7 ﬁ) +sin 653

+ F___ 6
1—epcos B Li(egcosE—1)3) )’

onde ¢g = /1 —G3/L3. Agora integraremos a equagdo (6.53) com respeito t. Para isso,
utilizams a mudancga de coordenadas dada por (6.40). Assim, integrando F'de E=0a E =,
obtemos

L1 —egcos E)dE

Yi=Y}

| gttt

T (8BGILY|Gy| — 210G2L2 + 15GE + 315LY)
N 8GH Lol Gol '

Notemos que a equacao (6.54) depende do sinal de Gy, dessa forma, temos dois casos a consi-

(6.54)

derar: Gg > 0 e Gy < 0. Consideremos Gy > 0 e a seguinte equacao polinomial:
p1(Go) = 8BLIGH! + 165Gy — 210G L3 + 315L3, (6.55)
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definida no intervalo [0, Lo|. Temos que p;(0) = 315L5 > 0 e py(Lo) = 87L§ (BLY* + 15). Assim,
se 5 <0eLyg> Y/15/(—p) entao pi(Lg) < 0. Logo, pelo Teorema do valor intermediario,
existe pelo menos um ponto G§ € (0, Ly) tal que p(G§) = 0. Portanto,

T OH,

dt
. G

Yi=Y}

(¢00(t, Y))

= 0. 6.56
o (6.56)

Agora, consideremos Gy < 0, por (6.54) obtemos

™ OH, . 7 (—8BGHLT — 210G2L2 + 15G4 + 315L4)
—_— t,Y’ dt = — : 6.57
. G (o(t,Y7)) Yi=Y) 8GYOLL ( )
™9 '
Portanto, /0 %(%(t’Y]))‘szgdt = 0 se, e somente se,

p2(Go) = —8BGY LT 4+ 15G: — 210GELE + 315L5 = 0,

no intervalo [—Lo,0]. Segue que py(0) = 315L3 > 0 e pa(—Lo) = 87Lg (LY +15). Dessa
forma, se § < 0e Ly > /15/(—p) entdo pa(—Lo) < 0. Assim, através do Teorema do valor
intermediario, existe pelo menos um ponto G§* € (—Lo,0) tal que p(G§*) = 0.

Portanto, concluimos que

™ M,
dt
. 0G

_ =0.
Yi=Y}

t. Y
(o(t, Y7)) -

Por outro lado, consideremos a equagao (6.52) aplicada na solugao (¢, Y7). Diferenciando-
a (por meio do software Mathematica) com respeito a 0G através da regra da cadeia e utizando
(6.39) obtemos

o (oM, N 1
oG (%W” >) = F(ccos BT
—8e3 +¢€) + a®Be?(cos B — e)(ecos E — 1)° + 6ae*(cos E — e)

<6G2(cos E(e®cos2E + 16e* — 1lecos E + 1)

(ecos E —1)* +a"G?*(ecos E — 1)7

(cos B (e +2ecos E(ecos E —2) +1) —e3 + e))7
(6.58)
onde a = L2. Apos ter feito isso, avaliemos (6.58) na condicio inicial Y7 e integraremos na va-

riavel F, utilizando a mudanga de coordenadas t = L3(E—eq sin F). Integrando e simplificando,

9 [0M; ,
- YJ
_ m(4BGPLY|Go| — 15 (3GE — 56GELE + 105L3))
N 4G LA Gyl ‘

Observemos que 3G§ — 56G3LE + 105L3 > 0 desde que |G| < Lo. De fato, consideremos a

funcao

obtemos

Ly(1 — egcos E)dE

Yi=Y]

(6.59)

f(Go) = 3Gy — 56GHLE + 1051,
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definida em [—Lg, Lo]. Temos que

f(=Lo) = f(Lo) = 52Lg > 0,

f(Go) = 42G? — 11212 < 0,
Logo segue o resultado. Dessa forma, temos

T (4BGYOLT|Go| — 15 (3G§ — 56GELE + 105L3))
4G Lg| Gol

desde que B < 0 e 0 < |Go| < Lo. Assim,

/OTr % (a;él (SOO(t,Yf))

Portanto, pelo Teorema da Funcgao Implicita, existe duas familias 1-parametro (em €) de

<0,

dt # 0. (6.60)

Yi=Y}

condigoes iniciais
Y* = (0,kr/2, Lo + 6L(€), Gy + 6G(e)),  k=1,2,

tal que cada uma delas nos da uma solugao periddica Sj-simétrica com periodo T = 2w L3.

Assim, concluimos a prova do item (b). =

6.2 O problema de um disco nao homogéneo com densi-
dade de massa radial

As Galéxias espirais como, por exemplo, a NGC 4565 tém a aparéncia de discos voadores se ob-
servadas de lado (veja Figura 6.1); elas compoem um disco fino e plano, com uma protuberancia
volumosa de estrelas no centro que se expande acima e abaixo do disco.

Pressupoe-se que estas protuberancias exergam um papel essencial na evolugao das galaxias
e estimulem o aumento dos buracos negros supermassivos nos centros da maioria das espirais.
Apesar de nao haver muita clareza sobre este aspecto, ou seja, ha necessidade de mais observa-
¢oes neste campo, estudos propoem que certas protuberancias galacticas podem ser estruturas
compostas complexas, ao invés de simples, com uma mescla de elementos esféricos, semelhantes
a discos ou quadrados, que podem resultar em uma ampla série de formas de protuberancias
Nno universo.

De acordo com [35], se estivermos interessados em galdxias, podemos tentar modelar uma
galaxia, em uma primeira aproximacao, como um ntcleo esférico central de densidade A e raio
ap, além de um disco circular com uma certa densidade radial A(R) e raio as.

Podemos considerar o estudo do problema de atracao gravitacional devido a um disco cir-
cular de dimensao finita, cuja densidade nao seja uniforme, mas que varia somente em relacao
a variavel radial. Na verdade, aqui vamos supor que a densidade é linear em relacao a variavel

radial R e é dada por

A(R) = Xo(1 — mﬁ), k<1, (6.61)

a
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Figura 6.1: Ilustracdo da Galazia NGC [565. hitps://science.nasa.gov/nge-4565-galaxy-edge

onde )y é uma constante positiva e a é o raio do disco ciruclar.

Desta forma, para seguir o modelo proposto por [35] é necessério primeiro estudar o potencial
de um disco circular ndo homogéneo com densidade de massa dada por (6.61). Como uma
primeira aproximacao de um problema de uma galaxia, vamos estudar as solucoes periddicas

no problema de um disco com raio a e com densidade A(R).
6.2.1 Formulacao do problema do movimento de uma particula de-
vido a forca gravitacional do disco circular com densidade radial

A Lei Universal da Gravitacao, formulada por Isaac Newton, descreve a magnitude da forca

gravitacional F' entre dois corpos de massas m; e my separados por uma distancia 7:

mimes

F=G

(6.62)

r2
onde G é a constante gravitacional. Essa lei estabelece que qualquer objeto com massa exerce
uma atragao gravitacional proporcional a sua massa e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia entre os centros de massa dos objetos.

Consideraremos a atracdo de uma particula material P e um anel circular massivo A com
raio a, densidade de massa radial A(R) e com centro de massa O no sistema euclidiano tridi-
mensional Oxyz.

Para obter uma expressao para o campo gravitacional gerado pelo anel circular A =
{(R,0,0);0 < R < a,0 < 6 < 27} consideramos o seguinte procedimento. Imaginemos o
anel massivo subdividido em sub-retangulos (polares) R;; por meio da sub-divisao do intervalo
[0,a] em m subintervalos [R;_1, R;] de comprimento AR = a/m = R; — R;_; e sub-divisao do

intervalo [0,27] em n subintervalos [0;_1,6;] de comprimento A0 = 27/n = 0; — 0, ;. Entao
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os circulos r =r; (i =1,...,m) easretas § =6, (j = 1,...,n) dividem o disco A em m -n
sub-retangulos R;;. Veja Figura 6.2.

Az

—?r’c)gs)(e) rsen(@),z)

Y

0 Sop y
R R

S _ . P'=(x.3,0)
=(rcos(0),rsen(®),0)

Figura 6.2: Esquematizacao do anel circular: A particula localizada no ponto P sofre influéncia
gravitacionaldo do sub-retdngulo R;; que contém o ponto Q);;.

Observe que cada sub-retangulo R;; tem area igual a

A(Ry) = S AR — BL) (6.63)

Seja Qi = (R},05,0) = (Rﬁf“l,efgi*l,O) € R;;. Desde que a funcdo densidade A\(R) é
continua e supondo que o retangulo R;; seja suficientemente pequeno, a densidade nao pode
sofrer grandes variacoes em R;;, e desta forma, vamos aproximar a densidade em R;; pelo valor

constante \* = A\(R;). Portanto a massa do sub-retangulo R;; pode ser aproximada por
M;; =~ %AH(R? - R?—1))‘(Rf)
= AO(R; — R;_y) B E=L\(RY) (6.64)

= RA(R)ARAG.

Seja D;; = \/(x — Rjcost;)? — (y — Rfcost;)? + 22 a distancia entre os pontos P e Q.
Pela lei de gravitagao universal, a for¢a agindo sobre a particula P (massa m) pelo pelo sub-
retangulo R;; (visto como uma particula pontual de massa M;;) pode ser aproximada por

m M;;
Fij = *(Qi5 — P),
D}

onde estamos supondo que a constante de gravitacao G = 1.
Portanto a forca induzida pelo corpo massivo sobre a particual pontual P é aproximada por

n

Fr) ” (Qi; — P).

=1 j5=1
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Desde que Qi;—P = (R} cos 0r —x, R cos 07 —y, —2) e tomando uma parti¢do com o nimeros de
sub-retangulos R;j tendendo ao infinito ( ou equivalente, tomando i, 7 — o0) e desta maneira
passando ao processo do limite, obtemos que as componentes da forca Gravitacional F sao
dadas por

m(R} cos@* — AR RINRY)ARAO 2m ra _
P ) Pl PORARIRIR0 o [ [0 =) i myaan,
7]*>OO

D3. D3
=1 j=1 i
o m(R;sin 0% — y)A(RY) RINR;)ARAS 2 o (Rsing — y)
Fy N z,}gnoo;; D?J - m/ / TR/\(R)deG’

1,]—00
J i=1 j=1

—mzA(RY)R*A(R)ARAG e g
F, = lim ZZ o7 = —mz /0 /0 S BA(R)dRdo.
ij

(6.65)

onde D = \/(z — Rcos0)? + (y — Rsinf)? + 22.

De acordo com a segunda lei de Newton, se q = (z,vy, z) denota a posi¢ao da particula P
entao devemos ter
mq = —F.
Desta maneira, o potencial gravitacional da particula P = (x,y, z) atraida pela forga gravi-

tacional F associada ao anel A é dado por

2
V(g2 / / RA(R)dRdo ' (6.66)
V/(x — Rcos0)? + (y — Rsinf)? + 22

Obs 6.1 Observe que na dedugao acima, a funcao densidade somente necessita ser uma funcao

continua no intervalo [0,a.

Em nossa aproximacgao vamos supor que o disco A estd girando em torno de seu centro
de massa com velocidade angular w constante . Devido a simetria axial do problema, aqui é
recomendando a introdugao de um sistema de coordenadas sinoidal. Ou seja, se em um sistema
inercial OXY Z o disco A esta situado sobre o plano )XY com seu centro coincidindo com
a origem O e efetua uma rotagdo uniforme com velocidade angular w em torno do eixo 07,

definimos o sistema de eixo senoidal Oxyz definido por

. coswt senwt 0 0 0 0 X
y —senwt coswt 0 0 0 0 %
. 0 0 1 0 0 0 A
p - 0 0 0 coswt senwt 0 ’ (6.67)
i Px
p 0 0 0 —senwt coswt 0
Y Dby
P, 0 0 0 0 0 1 Pz
onde w = |wl||. Desta forma, tomando em conta a formula da aceleracdo com respeito ao

sistema movel, a equacao de movimento na forma vetorial de uma particula no sistema maovel é

d+2wxg+wx (wxq)+wxq=-V,V(q), (6.68)
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onde q = (z,y, 2). Vamos supor que o disco gira com velocidade angular uniforme e unitéria.

Desta maneira, as componentes cartesianas da equagao (6.68) sao dadas por
T—2y=x-V,
y+2r=y-1V, (6.69)
==V,

As equagoes de movimento (6.69) podem ser escritas como um sistema de equagoes diferen-

ciais de primeira ordem, com trés graus de liberdade, dado pelo sistema Hamiltoniano

p :_Hq
{ s (6.70)

onde p = (py, Py, p-) € 0 momento conjugado e a funcao Hamiltoniana associada é dada por

1 a RA(R)dRdO
H(q,p) = (P2 +p2+p2) — —z—// - (6.71
(4, p) = 5 (Pz+p;, +2) — (2P, —yps) oy VR0t - Rem T (6.71)

O espago de fase do sistema (6.70) é dado por

Q= {(a,p) € (R* xR%);q ¢ A}, (6.72)

e o espago de configuragoes ¢ R3 \ A.

O subespago Uy = {(z,y, 2, Dz, Dy, P2); 2 = p, = 0} (plano zy) é um conjunto invariante pelo
fluxo de (6.70). De fato, z = 0 and p, = 0 implica que Z = p, = 0. Desta maneira, podemos
considerar o sub-problema planar (plano equatorial). Mais precisamente, vamos considerar
o problema de uma particula P = (z,y) contida no plano que contem o disco A de raio a,
densidade radial A(R) dada por (6.61), cujo centro coincide com a origem do plano.

Desta maneira, vamos considerar o problema planar

T=pety, Pa =Py G
| | ., (6.73)
Yy=Dpy — 7T, Py :_px_a_y;
onde ,
4 RdRd
/ / G RdRdY (6.74)
\/x—RCOSO + (y — Rsin)?

6.2.2 O problema como perturbacao do problema de Kepler em co-
ordenadas giratoérias

Desde que estamos interessados em analisar a existéncia de solucoes periddicas simétricas no
problema do disco nao homogéneo com densidade radial, usando os resultados desenvolvidos
nas secoes anteriores, precisamos introduzir um parametro perturbador e descrever o problema

como uma perturbacao do problema de Kepler.
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Considere a particula infinitesinal no ponto P’ = (z,y) no plano xy com coordenada polares
(r,¢) e o ponto @ sobre o disco A cujas coordenadas polares sdo (R, 0). Entao a distancia A
de P’ a @) ¢ dada por

A =/(x—Rcos0)2+ (y — Rsinf)? = /22 — 2zRcosf + R2cos? f + y2 — 2yRsinf + R2sin? 0

= /72 +y2+ R2 — 2R(xcosf + ysinf) = \/r2 + R2 — 2R(r cos ¢ cos § + r sin ¢ sin 0)

= /r2(1 + R2/r2 — 2Rr/r? cos(0 — ¢) = r\/1+ R2/r2 — 2(R/r) cos(0 — ).
(6.75)

Desta maneira temos que

1 1 1
V(@ — Reos)? + (y — Rsin6)? T V1+R2/r* —2(R/r)cos(6 — ¢) (676

Se considerarmos R/r < 1 entao a ultima expressao da equacdo (6.76) acima pode ser escrito

em série de potenciais em termos de R/r da seguinte maneira.

1 oo
\/1 —2(R/r)cos(f0 — @) + (R/r)? z_% (cos(0 — ¢) )< ) (6.77)

onde P,(z) ¢ um polinémio de grau n em = denominado n-ésimo polindmio de Legendre. Veja

tabela 6.1 com os polindomios de Legendre com grau até 5.

n | Polinémio de Legendre P, (x)

0| Ro(z) =

1| P(z) =

2 | Py(r) = 3(32° - 1)

3 | Py(x) = 1(523 — 3z)

4 | Py(z) = 5(352* — 3022 + 3)
) =

5| Ps(z) = 5(632° — 702® + 15z)

Tabela 6.1: Polindmios de Legendre.

Podemos observar que como R/r < 1, segue que o ponto P’ esta no exterior da esfera com
centro na origem e raio a. Isto significa que a particula infinitesimal, deve ficar suficientemente
afastada do disco circular, para que seja valida a expressao em série dada acima.

Usando a expressao para o potencial dada em (6.74) e as expressoes dadas em (6.76) e (6.77)

obtemos:
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/2” /“ > o1 - *) <E>n+1Pn(cos(9 — ¢))dRdf

r

2m 2 3
/ / Ao(1—— E Po(cos(d — ¢)) + ]f 1(cos(0 — @) + ]: »(cos(0 — @) + .)deG
——/ZW/ A (1—“R)(R+R2( (9—¢))+R3[1(3 2(9—¢)—1)] + )dee
= A 0 . . 2 cos b cos
_, ma*(=3+2k) 14Kk =5 6
—AOT‘FO‘F/\OWG 40T3 —i—(’)(a )
(6.78)
A massa do anel A é dada por M = [ 027r MR)RARAY = tXoa’m(3 — 2k). Desta forma
Ay = Wwﬁ%) Substituindo esta tltima expressdo na equacio (6.78), obtemos:
M 5 3M(4k —5) 4
V(z,y) = ——a 1002k — 3y + O(a"). (6.79)

onde r = /22 +y2. Vamos introduzir o parametro perturbador ¢ = a?. Desta maneira, o
problema planar do disco ndo homogéneo con densidade radial A\ dada como em (6.61) é dado

pela funcao Hamiltoniana

1 M C
H=—-(pi+p) - — YPa) — -
2(1%;‘*‘1%) (xpy — Ypz) 1 €(x2+y2)3/2

3M (4k—5)
onde C := —40(% 3

Definimos agora a mudanga de coordenadas (,y, ps, py) — MY3(%, 7, pr, p,) a qual & M—2/3

+ O(€), (6.80)

simplética. Entao nas novas coordenadas a fungao Hamiltoniana (6.80) (apos iliminar o til) se

escreve como

1 4

H= ) — E(xz + )32

1 ., 9 2
2<pa: +p,) — \/ﬁ — (zpy — Yps + O(€7), (6.81)
onde C7 = 355 /3

Entao, de acordo com a notacao do capitulo 5, a fungao Hamiltoniana associado a equagao

(6.81) assume a forma

K(q,p,€) = Ko(q,p) + eK1(q,p) + O, (6.82)
onde . .
Ko(a,p) = 5(p% +p}) - NCE (zpy — ypa)
e
C
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6.2.3 Solucoes periddicas simétricas no problema planar do disco nao
homogéneo girante

Nas variaveis de Delaunay a funcdo Hamiltoniana (6.82) ¢ escrita na forma

K(f,g,L,G,e):—L—G—Fe

57 T +O(e?). (6.84)

Nas variaveis de Poincaré-Delaunay a fun¢do Hamiltoniana (6.82) é reescrita como:

1 2+P2 C
K(Q17Q27P1,P2,6):—ﬁ_p1+Q22 2 +€||qi3+
1

O(e?). (6.85)

Usando os resultados do capitulo 5, obtemos o seguinte resultado a respeito das solucoes

periodicas simétricas no problema (6.81).

Teorema 6.3 (Solugdes periodicas proximas a circulos) Dado m € N e p; € Rt esco-
lhidos de forma conveniente. Entdo, para o problema do disco nao homogéneo plano (6.85),
obtemos 0s sequintes resultados:

a) Ezxistem condigoes iniciais (dadas em nas varidveis PD), que dependem de €, que dao ori-
gem a familias de solugdes periddicas Sy-simétricas e Sq-simétricas (mas nao simultaneamente)
prézimas ao circulo com raio p3; e com periodo T = 2wmp3 /(1—p3), desde que p3/(1—p3) ¢ QT.

b) Existem condigoes iniciais, que dependem de €, que dao origem a famdlias a 1-parametro
de solugdes periddicas dupla simélricas prorimas ao circulo com raio p?; e com periodo T =
2rmp /(1 — p?), desde que p3/(1 — p?) # 2 para todo k,m € N.

Demonstracao: Aplicando o Teorema 5.1, obtemos condigoes iniciais que dependem de € que
dao origem as solugbes S;-simétricas. Aplicando o Teorema 5.2, obtemos condi¢bes iniciais
dependentes de € que dao origem as solugoes Ss-simétricas. Finalmente, do Teorema 5.3,

obtemos condigoes iniciais dependentes de € que dao origem as solugoes duplas simétricas. m

Teorema 6.4 (SolugGes periddicas proximas a elipses) Dado m € N e Ly € Rt esco-
lhidos de maneira adequada. FEntdo, para o problema do disco nao homogéneo plano (6.84),
obtemos o sequinte resultado:

a) Ezistem condi¢oes iniciais, que dependem de € e de 6G, que levam a familias de solugoes
periddicas Sy-simétricas e Sa-simélricas (mas nao simultaneamente) prozimas a elipse com eizo
maior LE; e com periodo 7 = 7(¢,0G) prozimo a T = 2rmLy, desde que L} = k/m para algum
k e N.

b) Existem condi¢oes iniciais, que dependem de € e de 0G, que levam a familias de solugoes
periddicas dupla simélricas prozimas a elipse com eiro maior L2; e com periodo 7 = 7(¢,0Q)

prozimo a T = 4mrmL3, desde que Ly = 4k + 2/4m para algum k € N.

Demonstracao: Aplicando o Teorema 5.4, obtemos condicoes iniciais dependentes de € que
dao origem as solugoes S;-simétricas. Por tltimo, aplicando o Teorema 5.5, obtemos condigoes

iniciais dependentes de € que dao origem as solucoes duplas simétricas. [
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Capitulo 7

Apéndice

Neste capitulo iremos apresentar algumas expansoes convergentes para as transformacgoes sim-
pléticas entre as coordenadas polares e as coordenadas de Poincaré-Delaunay para uma particula

infinitesimal.

7.0.1 A vizinhanca de algumas solucoes do problema de Kepler

Neste momento, vamos descrever uma vizinhanca de uma solucao circular do problema de Ke-
pler em PD-coordenadas. Como vamos utilizar os elementos orbitais classicos, apresentaremos
a seguir algumas defini¢oes e formulas que serao usadas para obter nossos resultados.

A amomalia excéntrica E é angulo entre o perigeu e a projecao da posicao ¢ da particula no
circulo com raio igual ao semi-eixo maior da elipse. Este angulo é medido no centro da elipse
ou do circulo. Como vimos na secao 2.2 do Capitulo 2, temos a seguinte relacao envolvendo a

anomalia excéntica:

. E 1+et f
an — = an =
2 1—e 2’

onde e é a excentricidade da elipse e f é a anomalia verdadeira. A distancia entre a particula,

(7.1)

com posicao ¢, e o centro da elipse &4 dada por
lla|| = a(l — ecos E). (7.2)

Por sua vez, o angulo 6 é dado por
0=1f+g, (7.3)

onde o angulo g, como vimos anteriormente, ¢ o argumento do perigeu. Relacionamos a ano-

malia média ¢ com a anomalia excéntrica E através da seguinte equacao:
¢{=FE—esenkFE. (7.4)
Agora, definimos a funcao
F(e) = —(+ E(e) —esen E(e), E(0) = . (7.5)

Observemos que

/

F'(e) = E'(e) — elsen E(e)E'(e) — sen E(e) = F'(0) = E'(0) — sen/, (7.6)
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F'(e) =E"(e)+e(senE(e)E (e) + ecos E(e)E" (e)) — 2cos E(e)E' (e)

(7.7)
= F'(0) =E"(0)—2coslE'(0),
o que implica em
E'(0) =senl e E"(0)=2coslE (0). (7.8)
Assim, desenvolvendo a fungdo E(e) em séries de Taylor em torno de e = 0, temos que
, e?E"(0)
E(e) =E(0)+eE (0)+ + O(€?
© = B0)+eB0)+ =+ o) -
=/(+esenl + e’coslsenl + O(e?).
Agora, vamos escrever a fun¢ao
G(e) = ecos E = ecos({ + esenl + e* cos £ senl + O(e?)) (7.10)
em série de Taylor e também em torno de e = 0. De fato, observemos que
G'(e) = cos(f + esenl + e?coslsenl + O(e?))
—esen({ + esenl + e? cos £ senl + O(e?))(sen ¢ + 2e cos sen { + O(e?))
= G'(0) =cosl.
G"(e) = —sen({ +esenl + e*coslsenl + O(e*))(sen  + 2e cos £sen £ + O(e?))
. 7.11
—sen(l +esenl + e cos{senl + O(e®))(senl + 2e cos L senl + O(e?)) (7-11)
—e(cos(ﬂ +esenl + e? cossenl + O(e?))(sen £ + 2e cos £ sen £ + O(e?))?
+sen(f + esenl + e? cos £ senl + O(e?))(2 cos L sen £ + (’)(e)))
= G"(0) = —2(sent)?.
Logo, segue que
ecos E =0+ ecosl — e*(senl)? + O(e?). (7.12)
Analogamente, desenvolveremos a funcao
F(e) =esen E = esen({ + esenl + e* cos {senl + O(e?)), (7.13)
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em série de Taylor em torno de e = 0. Com efeito, como
F'(e) =sen({+esenl +e?coslsenl + O(e?))
+ecos(f + esenl + e cos {sen l + O(e?))(sen £ + 2e cos sen £ + O(e?))
= ['(0) =sen/.

F'(e) =cos({+esenl + e*coslsenl + O(e?))(senl + 2e cos L senl + O(e?))

+cos({ + esenl + e* cos £ sen ¢ + O(e?))(sen £ + 2e cos £ sen £ + O(e?))
—l—e( —sen(l + esenl + e*cos Lsenl + O(e?))(sen £ 4 2e cos L sen { + O(e?))?

+cos({ + esenl + e? cos £ sen £ + O(e3))(2 cos £ sen £ + (’)(e)))

= F"(0) =2coslsen/.
(7.14)

Dessa forma, obtemos
esen E =0+ esenl + e’senlcosl + O(e?). (7.15)

Agora, passaremos das coordenadas polares para PD-coordenadas. Uma vez que ()1 = {+g, iso-

lando ¢, temos ¢ = Q1 — g. Além disso, como Q3 = —/2(L — G)seng e P, = \/2(L — G)cos g,
entdo \/Q3% + P = v/2(L — G), logo, segue que

seng = U e cosg= L (7.16)
V@3 + P VO3 + B
J& sabemos também que em PD-coordenadas a excentricidade e é dada por

VIZ -G \(Q3+ PF)(AP — (@5 + P5))
L 2P, .

Assim, em PD-coordenadas, podemos escrever

ecosl =ecos(Q1 —g) = cos(Qq)ecos(g)+ sen(Qq)esen(g)

_ cos(Qy) (w@a + P3P — (B + P§>>> ( P )
2P

V(Q3+ P3 (AP, — (Q3 + P3)) Qs
e (ST

(P2 COS Ql > \/4P1 Q2 —|—P22)

(Q2 Sett Ql ) VAP — (Q + PD).

(7.17)
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esenl = esen(Q —g) =sen(Q;)ecos(g) — cos(Q)esen(g)

_ sen(@y) (w@z + PP — (3 + P§>>> ( Py )

2P NEEas
5+ P7)(4P, — (Q3 + P} 2
+ cos(Q1) <\/(Q u )<2P1 et >>> ( /7Q§+ P2>

Py sen(Q
:( 2 o >\/4P1 (Q3 + P3)

<Q2 cos(@1) > VAP — (Q + PD).

(7.18)
Diante disso, temos que

r=1|qll= a(l —ecosFE)

= L*(1 —ecosl + (esenl)* + O(e?))
= Pf(l—(PQCOSQl)\/Zlfﬁ Q2+P22)_<QQSenQ1)\/4P1 Q2+P22)

N (<P2 sen(Qs) ) VAP @ TP - (Qz 0201831Q1 ) VAP — (@} +P22)>2)
+0(@))

(7.19)
Desenvolvendo ||q|| em série de Taylor, em torno de Q)3 = 0, P, = 0 e P, = p;, obtemos a

expressao
lall =pi+/pPiQasin Q1 — \/piPcos Q1 + 2p1(Pr — p1) + p1Q3 cos® @
+%\/Z7_1Q2(P1 — p1)sin Q1 + 2p1QaPasin Qy cos Q1 + (Pr — p1)? — %\/P_l(Pl — p1)Ps cos Qy
+p1 Py sin® Q1 + O(J| X ),

onde X = (5@2,5P1,5P2) = (QQ,Pl —pl,PQ).
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